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ELŐSZÓ. 

A mathematikai és physikai szakok irodalma hazánkban még 
nem örvend virágzásnak. Ε szakoknak számos ága van, melyeknek 
tanulmányozására magyar tankönyvek nem állanak rendelkezésünkre. 
Ε hiányon azonban nem kell csodálkoznunk. Elméleti szakokkal 
foglalkozó tudósaink többnyire főiskolai tanárok, kiknek főfeladata, 
hogy magukat szakjaikban a mindinkább mélyebbre ható tudomá-
nyok színvonalán föntarthássák, ami, tekintve a nyugat-európai álla-
mok előrehaladottságát a tudományokban, tekintve az ottani tudósok 
és búvárok nagy számát, kitartó produktív munkásságát, — nem kis 
feladat. Ezért teljes mértékben igazolható, ha a szaktudós tanár, ren-
delkezésére álló szabad idejét nem egy tudományág elemeinek meg-
írására fordítja, hanem arra, hogy magát föntarthassa tárgyának ama 
színvonalán, melyet nagy fáradsággal végzett kitartó munkával elért. 
Egy-két évi elmaradás, melyet egy tankönyv megírása okoz, nem pótol-
ható oly könnyen. Nem kívánható tehát az első generácziótól, mely 
hivatva volt és még most is hivatva van hazánkban a mathematikai 
és physikai szakokat terjeszteni és mely azt főiskoláinkon élő szóval 
telhetőleg legjobban megtette és teszi, hogy tankönyveket is írjon. 
A második és harmadik generácziónak azonban, melyet elődeik beve-
zettek a tudományok csarnokaiba, nem szabad a dolog elől kitérni, 
ha egyáltalán azt akarjuk, hogy serdülő magyar ifjaink ne legyenek 
kénytelenek az egyes tudományágak első elemeit is idegen nyelven 
tanulni. 

Egy más nem kevésbé fontos körülmény, mely sok írót tankönyv 
írástól elriaszt az, hogy még jelenleg csekély számú olvasó közönségre 
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számíthat. Míg német vagy franczia nyelven megjelent tudományos 
munkákat nemcsak Németországban, hanem minden müveit nemzet 
eme tudományágával foglalkozó egyénei olvassák, mi csak Magyar-
ország kis számú olvasóinak írunk. Ebből természetszerűleg következik, 
hogy magyar tudományos munka kiadására nem igen vállalkozik 
könyvkiadó és valódi győzelemnek mondható, ha valaki fáradsággal 
megírt munkájának kiadására, tiszteletdíj fizetése nélkül, kiadót talál. 

így e munka is csak a Magyar Tudományos Akadémia segedel-
mezésével jelenhetett meg. Hálás köszönetemet fejezem ki ezért ez 
alkalommal is a Magyar Tudományos Akadémia IIí-ik osztályá-
nak, mely segedelmével könyvem megjelenését lehetővé tette. 

Áttérve a munka tartalmára, az a projektív geometriának sík-
alakzatokra vonatkozó elemeit, mint azt PONCELET, MÖBIUS, STEINER, 
CHASLES, STAÜDT e század első felében megalkották és e búvárok utódai 
tovább fejlesztették, tartalmazza. A tárgyalásnál, nevezetesen: a pro-
jektivitás fogalmának megállapításánál a SI'EINER-féle ós nem a STAUDT-
féle módszert használtam, mert ez, mint FIEDLER róla helyesen meg-
jegyzi, könnyű szerrel, a régiek geometriájára támaszkodva, vezeti az 
olvasót a tárgyba. Tettem azt még azon oknál fogva is, mert fiatal 
mathematikusainknak csak kis része fejlődött a reáliskola emlőin, 
vagy más szóval: csak kevésnél tételezhető fel, hogy ábrázoló geo-
metriával foglalkozott, mely tárgyánál fogva legjobb eszköz a térszem-
lélethez szükséges érzék kifejlesztésére.* A STAUDT-féle tárgyalási mód-
szer pedig már kezdetben is megkívánja a térszemléletnek kifejlő-
dött érzékét és pedig még fokozottabb mértékben, mint az ábrázoló 
geometria. 

Könyvem leginkább a STEiNER-ScHRÖTER-féle «Die Tlieorie der 

* Sajnálandó, hogy ezen tárgy — az ábrázoló geometria —- tanítására, 
mely a mathematikus, physikus, geográfus, kristallografusra, mint elméleti sza-
kokkal foglalkozó egyénekre oly fontos, csak egy főiskola — a műegyetem — 
kínálkozik az egész országban. Ausztriában sem sokkal előbb honosodott meg 
ezen, sokak által nem kedvelt, mert félreértett, tantárgy; de tekintve, hogy ott 
az ábrázoló geometriát már a középiskolákban nagyobb terjedelemben tanít ják; 
hogy a tárgynak ott nagyobb fontosságot tulajdonítanak, mint nálunk; hogy 
ott öt műegyetem van és így a szabad versenynek nagyobb tér nyílik: az 
ábrázoló geometria ott szebb fejlődésnek örvend, mint nálunk. Az ábrázoló geo-
metriának épen módszere bír művelő erővel és ezért fontosabbnak tartanám, 
ha ezen módszert (a MoNGE-féle derékszögű, a középponti, a derék- és ferde-
szögű axonometrikus-projekczió módszerét) tanítanók: a pont-, egyenes- ós sík-
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Kegelschnitte» (TEUBNEH 1876.)czímű munkához alkalmazkodik, mint 
a mely a projektív geometria első tanulmányozására, különösen 
ábrázoló geometriai előismeretek hiányában, elismerten legkönnyebb-
nek bizonyult. A könyv megírásánál az a főczél vezetett, hogy e tár-
gyat, — mely már keletkezésénél oly nagy változást hozott létre a 
geometriában, hogy az analytikai geometria annak befolyása követ-
keztében mintegy ujjá alakult (L. PLÜCKER : Analytisch-geometrische 
Entwickelungen) és melynek a geometriai tudomány tovább fej-
lesztésében még most is nagy szerepe van,* — hazánkban meghono-
sítsuk. Kívánatos, hogy az új nemzedék még egyetemi évei alatt, 
ezen szép és egyszerű alapelvekre állapított és ezért könnyen érthető 
tudományt megkedvelje, hogy későbbi időben önállóan művelhesse. 
Mert mint néhai SCHRÖTER H. egy magánlevélben írja : «a geometriai 
kutatások véghetetlen tere új meg új kérdésekre vezet, melyek egész 
az alapelemekig terjednek . . .», és ezért mindazok, kik e tárgygyal 
behatóan foglalkoznak, követ-kőre rakva, hozzá járulhatnak a tudo-
mány fölépítéséhez. 

Könyvem első fejezetében az első fokozatú alapalakzatoknak a 
pont- és sugársorok projektív vonatkozását és azoknál föllépő fonto-
sabb metrikus relacziókat tárgyalom. A második fejezetben ugyanegy 
síkban fekvő első fokozatú alapalakzatok képződményével: a kúpsze-
lettel, annak szerkesztésével, polártulajdonságaival, főbb metrikus rela-
czióinak levezetésével foglalkozom. A harmadik fejezet tárgyát: két 
kúpszelet közös elemeinek (pontok és érintőknek) meghatározása, 
valamint kúpszeletsorok és kúpszeletseregek alapvető tulajdonságai-
nak megállapítása és azok projektív vonatkozása képezi. A negyedik 
fejezetben a másodfokozatú síkalapalakzatok projektív vonatkozását, 

alakzatokon, a magyarországi középiskolákban, mitsem a mostani, csak igen 
kis részében elméleti tananyagot. A matnematikában szintén nem a gyakorlati 
rész az, mely művelő erővel bir, hanem a preczis értelmezésekből folyó követ-
keztetések, bebizonyítások, diskussiók stb. egy szóval: az elméleti rész. 

A 70-es évek elején a reáliskolák tananyagából: az épitészettan, a gép-
rajz és géptan, mint a középiskolába nem való tantárgy, igen helyesen, kihagya-
tott és ezért nagy hanyatlásnak és káros experimentumnak tartom, ha most 
ismét holmi «gyakorlati ábrázoló geometriák» behozatalával a középiskolába, 
annak tudományos színvonalát lejebb szállítjuk és az ábrázoló geometria egész-
séges fejlődésének útját álljuk. 

* Lásd: Festschrift, herausgegeben von der Mathematischen Gesellschaft 
Hamburg. Leipzig 1890; II . Theil, 60. lapon. 
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a Kollineacziót és Eecziproczitást tárgyalom. A mellékelt bő tartalom-
jegyzék áttekintése különben tájékozni fogja az olvasót, hogy a pro-
jektív geometriának mennyi és mily anyagát dolgoztam fel. 

Nem volt szándékom síkon kívül fekvő alakzatokra kiterjesz-
kedni, mert ez könyvem terjedelmét tetemesen nagyítja vala, a nélkül, 
hogy ezek felvételével e könyv anyagát egyszerűbben tárgyalhattam 
volna. 

Pozsony, 1892 május havában. 
Klug Lipót. 
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I . F E J E Z E T . 

Pont- és sugársorok projektív vonatkozása. 

1. 8. Az egyszerű- és kettősviszony fogalma. 

1. Az egyenest úgy tekinthetjük, mint a benne fekvő pontok 
összességét, vagy mint egységes egészet. Az első esetben annak neve: 
egyenes; a másodikban : sugár. 

Az egyenes pontjainak összességét pontsornak, az egyenest ma-
gát, melyen a pontsor fekszik : a pontsor tartójának nevezzük. 

A sík tetszőleges Τ pontján át végtelen sok sugarat liuzhatunk 
a síkban; e sugarak egy sugársort alkotnak. Azon Τ pont, melyen a 
sugársor minden sugara átmegy: a sugársor középpontja vagy tartója. 

A pontsor egyes pontjait, valamint a sugársor egyes sugarait, 
az illető sor elemeinek is szokás nevezni. 

2. Hogy t tartón fekvő pontsor egyes elemeinek helyzetét a pont-
sorban meghatározhassuk, legegyszerűbb egy állandó A pontot fel-
venni a pontsorban, és megadni, hogy a sornak minden más pontja 
mily távolságra van A-tól. De t-n két pont van, mely A-tól adott 
távolságra fekszik, miért is maga a távolság nem határozza meg a 
kérdéses pontot egyfélekép. 

Ha azonban az A-tól mért távolságokat positiv vagy negatív jel-
lel látjuk el, a szerint a mint a pont, melynek távolságát A-tól meg-
mérjük, az A által két végtelen hosszú részre osztott egyenes egyik 
vagy másik részében fekszik : úgy minden pontnak helyzetét a pont-
sorban, a jellel ellátott távolságból meg lehet határozni, ha még isme-
retes, hogy A-tól mérve, mely részen keresendők a positiv, illetve 
negativ távolságra levő pontok. 

Az egyenesen fekvő A, Β pontok távolságát AB, vagy Β A-val 
jelölhetjük. AB és BA összefüggését egymással: 

AB-\-BA=0, vagy a mi ugyanaz 
AB= — BA 

egyenlet által értelmezzük, mely kifejezi, hogy AB és Β A különböző 
előjelű. 

Klug : A projektív geometria elemei. 1 
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Az egyenesen fekvő A, B, C pontok kölcsönös távolságai között 
az előjel tekintetbe vétele mellett következő összefüggés van: 

AB+BC=AC; 

mely még ily alakokban is írható : 

AC—BC=AB, CB—CA=AB, AB+BC+CA=0. 

Ha ugyanis Β pont A és C között fekszik: AB és BC ugyan-
azon előjelű és összegük AC. Ha C pont elválasztja A, B-t úgy 

AC+CB^AB, és —CB=BC 

egyenletek összeadásából következik, hogy: 

AC=AB+BC. 

Ha végre A pont Β és C között van, úgy 

BA+AC=BC és —BA=AB 

egyenletek összege mutatja, hogy 

AC=AB+BC. 

3. Egy pont helyzetét t tartón azonban oly módon is meghatá-
rozhatjuk, hogy két állandó pontot A, B-t veszünk fel í-n és meg-
adjuk jellel együtt azon viszonyt, mely szerint a harmadik pont Cr 

AB távolságot osztja, vagyis C pontnak A és B-tői mért távolsági 
viszonyát (AC: BQ-t és az előjelt, mely a viszonyhoz tartozik és mely 
mindegyik távolságnak AC, BC-nek előjeléből a positiv és negatív 
mennyiségek osztásának szabálya szerint lesz meghatározva. 

Legyen ugyanis Β pont t tartónak azon részén, mely az A-ra. 
nézve positiv távolságra levő pontokat tartalmazza, más szóval: legyen 
B-nek távolsága A-tól, t. i. AB positiv, és így A-nak távolsága B-re 
nézve tehát BA, negatív előjelű. Ha most C pont A-ból kiindulva 
i?-felé halad t tartón, míg Z-nek végtelen távol fekvő pontjához nem 
jut, továbbá másik felén fekvő végtelen távol levő pontjából ismét 
Α-hoz közeledik, úgy kimutatható, hogy AC: BC viszonynak a változó 
C pont következtében más és más értéke lesz. 

Ha C, A-ban van, úgy AC:BC= 0. Míg C, AB köznek felező 
pontjába ér, AC:BC, 0-tól—l-ig folytonosan gövekszik, mert a 
számláló kisebb marad mint a nevező és amannak előjele positiv, ezé 
negativ. 



3, Pont helyzetének meghatározása a pontsorban stb. 3 

A midőn C a felezőponton túl B-ig lialad : a viszony számlálója 
folytonosan nagyobbodik, nevezője kisebbedik előjele negatív marad; 
és a midőn C, B-be jut, a nevező határértéke 0, a viszony határ-
értéke oo, és így AC:BC viszony —1-től oo-ig minden lehető negativ 
értéket elért. 

Ha C ugyanazon értelemben tovább halad, a viszony oo-nél 
mindig kisebb-kisebb positiv értékű lesz, és ha C végtelenben jutott, 
úgy AC: BC viszony értéke + 1 . 

A midőn C, a tartó másik oldalán végtelen távolban vétetik 
fel: AC:BC értéke szintén + 1 , és ha C e ponttól Α-hoz közeledik, a 
viszony + 1 és 0 között levő minden értéket elért. 

Azt látjuk ezekből, hogy az A, Β pontok között fekvő C pon-
tokra nézve AC:BC viszony értéke, minden lehető negativ szám; 
AB közön kívül fekvő C pontokra nézve minden lehető positiv szám ; 
továbbá, hogy csupán egyszer kaptunk ugyanazon értéket (-j-l-et) 
C-nek két különböző helyzeténél, t. i. a midőn C a tartónak végtelen 
távol fekvő pontjaiban volt. Hogy tehát C minden új helyzetéhez a 
viszonynak új értéke tartozzék és fordítva a viszony minden értéké-
nek csak egy pont feleljen meg, t-n és minden más egyenesen csak 
egy végtelen távol fekvő pontot képzelünk, vagyis a következőkben 
feltételezzük, hogy minden egyenesnek csak egy pontja van végtelen 
távol. Az egyenes tehát zárt vonalnak tekintetik ós mint ilyen nem 
egy, hanem két pont A, Β által lesz két részre osztva; ezek közül 
(a mennyiben A, Β pontok egyike sincs végtelen távol) AB köz véges 
rész, a másik pedig, mely az egyenesnek végtelen távol fekvő pontját 
tartalmazza, végtelen nagy. Minthogy a sík minden egyenesén csak 
egy pontot képzelünk végtelen távol fekvőnek, ebből folyólag a sík 
összes végtelen távol fekvő pontjait, mint egy egyenesen <j„-en levő pon-
toknak kell tekintenünk, mert csak az egyenes az egyedüli vonal, mely 
minden más egyenessel egy pontot bír közösen. 

Az előbbi vizsgálódásnál feltételeztük, hogy B-nek távolsága 
A-tól positiv előjelű; de ha B, A-tól mérve t-nek másik részén feküd-
nék, ugyan így mint előbb kimutatható volna, hogy AC:BC viszony, 
minden positiv és negativ szám értékét eléri, ha C pont í-n végig 
halad. 

4. Legyen C, D két tetszőleges pontja t tartón fekvő pontsor-
nak, mely a pontsor tetszőleges A, Β pontjainak távolságát, az AB 
ws . AC , AD . 

iBC' 6S 57) v l s z o n y szerint osztja. 
1* 
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Ε két viszony viszonyát: : ^ ^ -t, az A, B, C, Ό pontok 

kettösviszonyának vagy anharmonikus viszonyának; a négy pont 

közül A, B, valamint C, D pontokat egymáshoz rendelt pontoknak 

nevezik, és a kettősviszonyt: : -t röviden (ABCD) symbolum-

mal jelölik. 

Ha A, B, C pont állandó, ü pedig t-n változó pont, úgy 

(ABCD) = nr, : Yp^r kettösviszony D-nek minden helyzeténél más és jd L BD 
más értéket vesz fel. 

t!s · '• η μ kettősviszonyban ugyanis állandó, - , ^ - n e k pedig űli íjJJ HL Jj L) 
D pont változása következtében minden positiv és negatív értéke 

AD lehet és pedig oly módon, hogy ' ^ β más és más értékénél D-nek más 

és más helyzete van a pontsorban, miből következik, hogy β^τ'· j f j j 

kettősviszony D változása következtében szintén minden positiv és 
negatív értéket fog elérni, és a kettősviszony két különböző értékéhez 
mindaddig, míg A, B, C pontok állandóak, két különböző D pont tar-
tozik a pontsorban. 

Ez ily módon fejezhető ki: ha egy pontsor A, B, C pontja 
állandó, D pontja pedig változó, úgy (ABCD) kettősviszony értékéből, 
D pont helyzete egyfélekép van meghatározva. 

Hogy áttekintést nyerjünk arra nézve, mily értékű (ABCD) ket-
tősviszony, D különböző helyzeteinél, tételezzük fel, hogy A, B, C 
állandó pont t-n, továbbá, hogy a változó D pont A-tól ZV-felé halad 
í-nek végtelen távol fekvő pontjáig és a másik oldalon a végtelen 
távol fekvő ponttól A-ig, végre, hogy a változó D ponthoz rendelt 
C pont: 1. AB közön kívül; 2. AB közön fekszik. 

AD 1. Ha (1. ábra) D,A-h&\\ van, ügy ββ = 0, tehát (ABCD)=oo. 

AD A midőn D, A-tól 5-ig halad ββ mindig negatív és a midőn 

AD 
B-be jut határértéke oo, egyszer tehát β β értéke jelétől eltekintve 

AC 

oly nagy volt mint β ^ , és ekkor (ABCD)——1, míg akkor a midőn 

β-be jutott (ABCD)=0. 



4, Négy pont kettősviszonya. δ 

Mialatt tehát D pont A-tól B-ig halad : (.ABCD) kettősviszony, 
oo-től O-ig minden negativ jelű értéket elért. 

Ha D, B-től tovább halad ugyanazon értelemben mint előbb, 
és C-vel mielőtt végtelen távolba jutna egyesül, (ABCD) értéke 
O-tól + l-ig nő, és ha C-től í-nek végtelen távol fekvő pontjához 

AC 
jutott, úgy (ABCD), + 1-től nőtt. 

A midőn D, a másik részen képzelt végtelen távol fekvő ponttól 

A-ig ér, ^ mindig positiv marad és így (ABCD) is ^γ , positiv ér-
Jj ÍJ 

téktől oo -ig, minden positiv jelű értéket elért. 

De ha D pont miután _B-töl tovább halad, előbb ér végtelen 
c 

távolba, úgy (ABCD) előbb éri el (jelen esetben) valódi törtnek 

D 

Λ ΰ C 

D D 
~C ~Λ Ί A C B 

1. ábra. 2. ábra. 

értékét és csak aztán, a midőn a másik oldalon képzelt végtelen távol 
fekvő pontból C-be jut, + 1 értéket; ezentúl A-ig haladva értéke min-
den 1-nél nagyobb positiv szám. 

Mindkét esetben (ABCD) értéke, ha D, /i-től a végtelenen át 
A-ig halad, minden positiv szám lesz. 

2. Ha másodszor (2. ábra) feltételezzük, hogy C, AB közön fek-
szik: (ABCD) értéke míg D, A-tól C-ig mozog, oo-től + l - i g minden 
positiv számú értéken végig fut, és C-től B-ig haladván, + 1-től 
O-ig fogy. 

A midőn D, -B-től végtelenig és a másik oldalon képzelt vég-
telen távol fekvő ponttól Α-hoz halad: (ABCD), O-tól oo-ig minden 
negativ szám értékét felvette. 

Ezek szerint mondhatjuk: 
Ha A, B, C, D valamely pontsor négy pontja, melyek közül 

A, Β és C, D egymáshoz rendelt pont, úgy ezek (ABCD) kettősviszo-
nyának értéke nem, változik, akármely értelmében mérjük A-tól, vagy 
más ponttól a pontsorban a távolságokat. A kettősviszony positiv 
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vagy negativ, a szerint a mint a C, D pontok A, Β által nincsenek, 
vagy el vannak választva. Ha D pont A vagy Β-ben van, úgy a 
kettősviszony értéke oo, illetve 0, és ha C pont van A vagy Β-ben, a 
kettősviszony 0, illetve oo. 

5. A, B, C, D pontok kettősviszonyának (ABCD)-nek értéke 
ugyanaz marad, ha mindkét egymáshoz rendelt pontot, B-t A-val és 
D-t, C-vel felcseréljük, továbbá szintén nem változik a kettősviszony 
értéke, ha két nem egymáshoz rendelt pontot ós egyszersmind a 
másik két nem egymáshoz rendelt pontot, tehát A-t C-vel, és B-t 
.D-vel, vagy A-t .D-vel és B-t C-vel fölcseréljük, vagyis: 

(ABCD)=(BADC)=(CDAB) = (DCBA). 

Ugyanis: 

(ARrn\-— A D _ A C B D 

' ~ BC'' BD ~ BC. AD' 
és 

, BD BC BD.AC 
{BADC)=AirAC = AD7Bc·' 

végre 
(cb 9R- C A •1)11 ( Λ Ah) - DÁ : DB - DA CB , 

és ha ez utóbbi kifejezésben CA, DB, DA, CB helyett a véle egy-
értékű —AC, —BD, —AD, —BC-1 irjuk, úgy 

(CD AB) = A
Ajj-^c= (ABCD). 

A, B, C, D pontok kettősviszonyának értéke azonban a pon-
toknak minden más fölcserélésénél változni fog, de tekintettel arra, 
hogy a négy elemnek 24 permutacziója közül, mindig négy complexió 
értéke megegyező: a négy pont kettősviszonyának következő hat 
különböző értéke lehet: (ABCD), (ABDC), (ACBD), (ACDB), (ADBC), 
(ADCB). 

Ha (ABCD) értékét röviden λ-val jelöljük, úgy: 

(AB CD)=λ, (ABDC)~, (ACBD)=1—λ, 

(ACDB)= ^ - j , (ADBC)=fcp, (ADCB 
Ez következőkép bizonyítható be : 



5. Négy pont kettősviszonyának különböző értékei. 7 

_ AD AC_ 1 1 _ 1 
(ABDC) = bp:BC~ACAD~ (ABCD) λ ' 

BC'BD 
AB AD _ AB. CD _ _ (AC-BC) (BD—BC) 

<acbd^=CB:CD~~BC.AD~ BC.AD 
AC. BD—BC. BD—AC .BC+BC* _ _ . BD+AC—BC 

~BC.AD ~ ' AD 
AB+BD_ . 

- AD ~ ' 

Minthogy ezek szerint 

(ABDC) = -{JJ-c5) és (ACBD) = 1 -(ABCD) 

következik, hogy: 

(ACDB) = j j Q f i j j j = és 

1 λ—1 
(ADBC) = 1—(ABDC) = 1— = j- , 

vegre 
_ ι _ A 

(ADCfi) - " λ — Γ 

Ezek folytán mondhatjuk: 
Ha valamely egyenesen négy pont vétetik fel és közülők bár-

mely kettő és a másik kettő egymáshoz rendelt pontpárnak tekinte-
tik, ugy az általuk meghatározott kettősviszony értékével kifejezhetők 
azon kettősviszonyok is, melyeknél a felvett pontok közül más-más 
tekintetik egymáshoz rendeltnek. 

így pl. ha 

(ABCD) = —1, 
akkor: 

(ABDC) = —1, (ACBD) = 2, (ACDB) = 4r * 

(ADBC) = 2, (ADCB) = 4r 

Ha t tartón A, B, C, D, Ε pontokat veszünk fel és A, B-t egymás-
hoz rendeltnek tekintjük, és azonkívül még C, D; D, Ε; E. C pontokat 
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egymáshoz rendeljük, akkor a származó (ABCD), (ABDE), (ABEC) 
kettősviszonyok között következő, könnyen igazolható azonosság 
létezik 

(ABCD). (ABDE). (ABEC) = 1, 

a mi így is írható : 

(ABCD). (ABDE) = (ABCE), 
és mely Möbius-féle relacziónak neveztetik.* (Mőbius 1790—1868). 

Ezen íeláczió folytán A, B, C, D és A, B, D, Ε pontoknak bár-
mely kettősviszonyából A, Β, E, C pontoknak bármely kettősviszonya 
kifejezhető. 

így pl. ha 

(ADCB) = 2, 

(BCEA) = — 1; 

(ADCB) = 2, 

akkor 

mert ha 

akkor 

(ABCD) = 2, 

és a Mőbius-féle reláczió alapján 

(BDAE) = —3, 

(BDAE) = —3, 

(ABDE) = -i-
4· 

vegre 
(ABCE) = 2.-l = i - , 

(BCEA) = — 1. 

6. Legyen (3. ábra) A, B, C, D; 
t egyenesnek négy tetszőleges pontja. 
Kössük össze ezen pontokat í-n kívül 
fekvő Τ ponttal a, b, c, d sugarak 
(végtelen hosszú egyenesek) által és 
jelöljük két-két ily sugár pl. a, b haj-
lásszögei közül azt, melynek szárai 

között AB köz fekszik (ab)-\e 1. Ezen szögét ép úgy mint AB távol-
ságot, tekintve a forgás értelmét, melynél b, α-ból b helyzetbe jut, 
positiv vagy negativ előjellel kell ellátva képzelnünk, hogy b hely-
zete Τ sugársorban a sugár és (ab) szög nagysága által egyfélekép 
legyen meghatározva, vagyis legyen : szög (ab) = —(ba) szöggel. 

3. ábra. 

* MŐBrus A. F. Gesammelte Werke, Leipzig 1885. I. Band -<Der bary-
centrische Calcult pag. 225. 



6, 7. Négy sugár kettősviszonya. 9 

Ha mi T-ből t-re bocsátott merőleges talppontját U-nak nevez-
zük, úgy 

TAC, TBC, TAD, TBD 

háromszögeknek kettős területeit így fejezhetjük ki : 

AC. TU—TA . TC sin (ac), BC. TU= Τ Β. TC sin (bc), 
AD. TU= Τ A. TD sin (ad), BD. TU=TB. TD sin (bd). 

Ε szerint tehát: 

AC\ TU _ TA. TC sin (ac) 
BCT. TU ~ TB. TCsin (bc) ' 

vagy 
AC TA sin (ac) 

BC" TB' sin (bc) '' 
és hasonlóképen: 

AD _ TA. sin (ad) 
BD~ TB" sin (bd)'' 

végre 
AC AD _ sin (ac) _ sin (ad) 
BC'' BD ~ sin (bc)'' sin (bd)' 

,τ, . · , sin (ac) sin (ad) , , , Ezen utóbbi kifeiezes: -—τ-,—: , az a, b, c, d sugarak J sin (bc) sin (bd) υ 

kettősvisszonyának neveztetik és röviden (abcd)-ye 1 lesz jelölve. Az 
(abcd) symbolumban a és b, c és d elemek, egymáshoz rendelt elemek. 

7. Ha a, b, c, d sugarakat egy új egyenessel íj-gvel metszük 
Ax, Bl, C,, Dl pontokban, akkor a származott TAfi^, TB1C1, TA1Di, 
TBlDl háromszögekből, mint előbb, szintén levezethető, hogy: 

Aj C, A]!), _ sin (ac) _ sin (ad) 
BlCl' BiDl sin (bc)' sin (bd)' 

Ha az AC, BC . . . valamint AjCj, B1C1, . . . közök nem is 
feküdnének a, c; b, c; . . . sugarak által képezett szögek ugyanazon 
szárai között, hanem pl. AC és AíCl közök a, c sugarak csúcs- vagy 
mellékszögeinek szárai között volnának, azért sm(AlTC1) jelre és 
nagyságra nézve megegyezik sin (A TC)-\e 1, vagyis sin (ac)-vel. 

Ε szerint: egy sugársor négy sugarának kettősviszonya· 
egyenlő azon négy pont kettősviszonyával, melyben a sugársor négy 
sugara a középponton át nem menő egyenes által metszetik; továbbá 
két különböző 
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pontsorhoz tartozó négy-négy pont 
kettősviszonya egyenlő, ha azon 
pontok az egyik és másik pont-
sorban egy sugársor négy sugarán 
fekszenek. (4. ábra.) 

sugársor négy-négy sugarának 
kettősviszonya egyenlő, ha azon 
sugarak, az egyik és másik sugár-
sorban, egy pontsor négy pontján 
mennek át. (4a. ábra.) 

8. Vegyünk fel (5. ábra) t tartón egy pontsort, és projicziáljuk 
ezen pontsort tetszőleges Τ pontból, mint középpontból, Τ sugársor 
sugaraival t egyenes és Τ ponton átmenő síknak tetszőleges tt egye-
nesére ; ezáltal íj-en egy új pontsort nyerünk. 

t egyenes A pontjának projekcziója T-ből tt-re, azon A1 pont, 
melyben az A pont projicziáló sugara: ' TA\=a, tret metszi, és 
viszont ^ pontsor At pontjának projekcziója T-ből t-re nem egyéb, 
mint A pont; projiczeáló sugara pedig TAX

1 Ξ j Τ A | =a. 
Két-két ily pont, mint A, A t , melyek közül az egyik a másik-

nak projekcziója: t és tl pontsor egymásnak megfelelő pontjának 
neveztetik, úgy szintén A, vagy Ay pont projicziáló sugara: a, az A 
és yl, pontnak megfelelő sugár Τ sugársorban. 

Minden pontnak /-ben megfelel egy (projicziáló) sugár T-ben és 
egy pont tt-ben, és viszont tt minden pontjának megfelel T-ben egy 
sugár, f-ben egy pont. t végtelen távol fekvő Dx pontjának T-ben azon 
sugár felel meg, mely /-vei párhuzamos, t^ben pedig azon Z), pont, 
melyben ezen párhuzamos sugár tj-et metszi, mely tehát általában 
nem lesz végtelen távol. Es viszont tt végtelen távol fekvő Elcx pont-
jának megfelelő Ε pontja ott lesz, hol T-nek ít-gyel párhuzamos e 
sugara t-t metszi, t és tl metszőpontja F=Ft mindkét pontsorban 
egymásnak megfelelő. 

Két ily pontsor A, B, C Alt Bit . . . , melyek közül az 
egyik a másiknak projekcziója Τ középpontra vonatkozólag : perspek-



8. Két pont- és sugársor perspektiv helyzetben. 11 

• tiv helyzetűnek neveztetik, és a sugársor is, melynek a, b, c . . . suga-
rai a neki megfelelő A, B, C . . .; Ax, Blt Clt . . . pontokon mennek 
át, az egyik és másik pontsorra nézve perspektiv helyzetű. 

Két sugársor T, Tv melynek a, b, c ...; au bíf c t . . . sugarai 
(6. ábra) egy t pontsor ugyanazon A, B, C . . . pontjait projicziálják, 
szintén perspektiv helyzetűnek, és a pontsor t tartója, perspektiv ten-
gelynek neveztetik. Oly két sugár, pl. a, a1, mely a pontsor ugyan-
azon pontján A-η megy át, egymásnak megfelelő. A megfelelő suga-
rak közül Τ és Ί\ sugársornak i T l \ 1 sugara egymással összeesik, míg 
t végtelen távol fekvő pontján átmenő sugarak: Τ és Tj-nek egymás-
sal párhuzamosan menő megfelelő sugarai. 

9. Ha Αγ, B{, C1 . . . pontsort, miután /-nek A, B, C . . . pont-
jait T-ből a, b, c . . . sugarakkal /,-re projicziáltuk, ezen helyzetéből 
«lmozdítjuk, általában nem fog bekövetkezni, hogy a perspektiv 
helyzetből származó két megfelelő elemnek: A, vlj-nek, B, Z^-nek, 
C, Cj-nek stb. összekötő egyenesei: | A Al j, j ΒΒ11, j CCl! , . . . ugyan-
azon ponton mennek át, sem pedig, hogy az A1B1C1 . . . pontsor min-
den pontja a neki megfelelő sugáron a, b, c, . . . -n maradnak, vagyis 
sem a két pontsor, sem pedig az elmozdított pontsor és a, b, c, . . . 
sugársor nem lesz perspektiv helyzetű. 

Úgyszintén ha A, B, C, . . . pontsorra vonatkozólag perspektiv 
helyzetű a, b, c, . . .; a l f bx, cx, . . . , vagy röviden T, Tí sugársor 
közül, Tt-et elmozdítjuk ezen perspektiv helyzetéből, az új helyzet-
nél at, bi,cl... sugaraknak metszöpontja a neki megfelelő a, b, c,... 
sugarakkal nem fog egyenesen feküdni, tehát az elmozdított rI\ sugár-
sor nem lesz T-vel perspektiv helyzetű. 

Egy azonban mindig bekövetkezik, t. i. hogy tetszőleges négy 
pontnak Al, Blt C,, D^nek, vagy négy sugárnak a^CjC/j-nek kettős-

5. ábra. C. ábra. 
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viszonya, egyenlő a neki megfelelő négy sugár a, b, c, cl, és négy pont 
A, B, C, Ό kettősviszonyával Τ sugársorban, illetve T pontsorban, mert 
Aj, B1 , C,, D\ pontok, valamint al, bx, c,, d1 sugarak kettősviszonya 
ugyanaz marad, míg azon elemek kölcsönös helyzetüket nem változ-
tatják (a mi ^ vagy Γ, tartó elmozdítása által nem történiki, a meny-
nyiben (A.FÍ/JJJ,) kettősviszony értéke csak A1BICÍD1 pontoknak 
kölcsönös távolságaitól, (a.b^dj pedig « , , bt, c,, dx sugarak által 
képezett szögektől függ. 

2. §. A projektív vonatkozás fogalma és projektív sorok 
szerkesztése. 

10. «Két pontsor, vagy két sugársor, vagy egy pontsor és sugár-
sor, mely oly módon van egymásra vonatkoztatva, hogy minden elem-
nek az egyikben egy elem felel meg a másikban és bármely négy 
megfelelő elemnek kettősviszonya egyenlő egymással: j>rojektiv 
vonatkozású, vagy röviden "projektív pontsornak, projektív 
sugársornak, illetőleg projektív pont- és sugársornak neveztetik.» 

Két perspektiv helyzetű pontsor, vagy sugársor, vagy pont- és 
sugársor tehát mindig projektív, a mennyiben négy megfelelő elem-
nek kettősviszonya (6. szerint) egyenlő. 

De kimutatható, hogy a projektív vonatkozásnak értelmezése 
nem kíván lehetetlenséget, vagyis kielégíthető azon követelmény, 
hogy bármely négy megfelelő elemnek kettősviszonya egyenlő legyen 
egymással. 

Ha ugyanis két pontsor elemeit projektív akarjuk egymásra 
vonatkoztatni, a nélkül, hogy azok perspektiv helyzetűek legyenek, 
akkor az egyik pontsor három pontjának A, B, C-nek megfelelő pont-
jait Aj, BX, Cj-et a másik pontsorban tetszőlegesen választhatjuk. Ha 
ezután az első pontsorban négy tetszőleges, Χ, Υ, Z, U pontot veszünk 
fel és ezeknek megfelelő XIT , ZT, U1 pontjait lígy határozzuk meg, 
hogy azok a projektív vonatkozás értelmezése szerint: 

(ABCX)=(AÍBÍCLX1), (ABCY)= (AJSjCJ Yj), 
(ABCZ) =(A1B1CÍZ1), (ABCÍ7)=(AJI?ICJ [ / , ) X 

egyenleteket kielégítsék, akkor kimutatható, hogy XL, YLT ZLT t/, 
pontok eleget tesznek 

(zyzc / )=(z 1 y 1 z 1 [ / 1 ) 
egyenletnek. 
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A Mőbius-féle relácziók folytán ugyanis 
(ABXC). (ABC ) ~)=(A Β Χ Y), w ^ 

(AiBlX&). ( A . B f i J ^ A ^ X J , ) , 

de ezen egyenleteknek baloldalán levő első, illetőleg második ténye-
zők a föltételi egyenletek alapján egyenlők, teliát 

(ΑΒΧΥ^Α,Β^Υ,), 
és hasonlóképen 

(ABXZ)=(A1B1XlZl), (ABXU)=(Α,Β,Χ, Ux). 

Továbbá 
(AXYB). (AXBZ)=(AA'YZ), 

•és 
(Α,Χ,Υ,Β,). (AlXlBlZl)=(AlXlYlZ1) 

relácziókból látható, mint előbb, hogy 

' (AXYZ)=(A1X1 ΥχΖ^, 
és hasonlókép 

(AXYU)=(AlX1 Fj t/j); 

(XYZA). (XYAU)=(XYZU) és 
(X, Y^Aj). (Xt l^A, U1)=(X1 Y,Zl Ut)-ből következik 

végre, hogy: 
(XYZU)=:(X1Y1Z,UI). 

Ezzel ki van mutatva: ha a pontsor egy pontja annak tetszőle-
ges három pontjával oly értékű kettősvisszonyt képez, mely egyenlő 
a megfelelő pontok kettősviszonyával, akkor azon pont a pontsor 
bármely más három pontjával is oly kettősviszonyt fog szolgáltatni, 
mint a megfelelő négy pont. 

Ugyanígy bebizonyítható, hogy a projektív vonatkozás értelme-
zése kielégíthető, két sugársorra, vagy egy pont- és egy sugársorra 
nézve is. 

A projektív vonatkozás jele STAUDT * (1798—1867) szerint: f \ 

(ABCDE . . .) λ (A1BlCíD1Ei . . .), 

olvasva ABCDE... sor projektív A ^ Q Z » , ^ . . . sorral, melyben 
A, B, C,D,E,... elemnek rendre Ai,Bi,Cí,Dl,El... elem felel meg, 

* STADDT G. K. Ch.: Geometrie der Lage, Nürnberg 1847. pag. 49. 
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e szerint azt fejezi ki, hogy bármely négy elemnek kettősviszonya az 
egyik sorban egyenlő a neki megfelelő négy elem kettősviszonyával a 
másikban. 

11. Ha t és í, tartón fekvő két pontsort projektív akarunk egy-
másra vonatkoztatni és armak megfelelő pontjait szerkeszteni, úgy a 
pontsorok három egymásnak megfelelő elemét (7. ábra) A, Aj ; B,Bi; 
C, Cj-et tetszőlegesen választhatjuk. Ha ezután | A A1 | egyenesen két 
pontot T, Tret felveszünk és | TB , j T1BI |, valamint! TC\, j T^Cj metsző-
pontján B.2, illetve C2-n át egyenest fektetünk, úgy t pontsor tetsző-

leges X pontjának megfelelő pont-
ját Á'i-t Zj-en megkapjuk, ha TX\ és 
L2 közös Alpontját Γ,-ből^-repro-
jicziáljuk. 

í2 és TT t metszőpontját 
nek nevezvén következik, hogy 
ABCX . . . pontsor perspektiv 
A2.B2C2A"2 . . .-vei Τ középpontra 
nézve, Α2/?262Α*2. . . pontsor pedig 
perspektiv AlBiCiXl . . .-gyei 7\ 
középpontra vonatkozólag. Ennél-
fogva ABCX . . . pontsor négy tet-
szőleges elemének kettősviszonya 
egyenlő A2i?2C2Xi . . . , valamint 

A1BÍC1X1 . . . pontsor neki megfelelő elemének kettősviszonyával, és 
így A1B1ClX1 . . . projektív ABCX. . . pontsorral. 

Még egyszerűbb az eljárás, ha (8. ábra) T-i Aj-ben, T^-et A-ban 
vesszük fel. Ekkor Z?2 és C2, metszőpontja lesz [ ABt \, AXB ! , illetve 
ACX | , A fi -nek, és j B2C% 1 = í2 tartó tetszőleges X, pontjának pro-

jekcziója Aj-ből t-re, valamint A-ból tx-re : két egymásnak megfelelő 
X, Xt pont. 

Lehet azonban úgy is eljárnunk, hogy (9. ábra) ABCX. . . 
pontsort j AAX; tetszőleges Τ pontjából egy az A{ ponton átmenő 
í2 egyenesre projicziáljuk AlBiC,iXi . . .-be, ez utóbbi pontsort pedig 
i?2J5j j és j CiC1 metszőpontjából Τ',-ből ismét tx-re projicziáljuk 

AiBiCiX1 . . .-be; ezen új pontsor az előbbi okoknál fogva projektív 
ABCX . . .-szel. 

12. Ha t pontsort és Τ sugársort projektív akarunk egymásra 
vonatkoztatni, akkor Τ sugársort tetszőleges tx egyenessel metszéshez 
hozzuk és a T-vel perspektiv tx pontsort vonatkoztatjuk t-re projek-
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tiv. Ha Χ, Χι két megfelelő pontja t, í r nek, úgy 7'sugársornak X t pon-
ton átmenő TX{ \ =x sugara, szintén megfelel t pontsor X pontjának. 

Ugyan így lehet két sugársort T, 7',-et is projektív vonatkoz-
tatni egymásra, ha Τ három sugarához a, b, c-hez, 7'j-ben három 
tetszőleges alt blt ct sugarat választunk, waelyröl feltételezzük, hogy 
az előbbieknek megfelelők, és a két sugársort t, illetőleg egyenessel 
metszéshez hozzuk. A származott pontsorokat most projektív vonat-
koztatjuk egymásra olymódon, hogy t és a, b, c metszőpontjának 
A, B, C-nek megfeleljen íj és alt bu ct metszőpontja Al,B1, Ci. 
Τ és Τ'j sugársor azon két sugara x, xt, mely í és ί,-nek két meg-
felelő A", X\ pontján megy át, egymásnak megfelelő. 

8. ábra. 9. ábra. 

A szerkesztés egyszerüsbül, ha (10. ábra) t, a sugársorok két pár 
megfelelő sugarának a, at és c, c,-nek A, illetve C metszőpontján; 
íj pedig a, at; b, fc,-nek A, illetve B, metszőpontján lesz átfektetve. 
Ha b, t; tu c, és b, Cj metszőpontja B, Cx és , a mi röviden így 
lesz írva: 

(bt)=B, (ίΛ)=^, (bc{)=l\, 
továbbá Ί\-η átmenő tetszőleges sugár, t, ί,-et X, Α',-ben metszi, úgy 

TX =χ, és ! TlXl j =xx, a projektív vonatkozású sugársoroknak két 
megfelelő sugara. 

(ABCX. . .) λ (AjSjQXi ...), 
mert T2-re nézve perspektiv; 

(abc.χ...) 7\ ...), 
mert a sugársorok ABCX... illetve AíBlC1X1.. .-re vonatkozólag 
perspektivek. 
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Czélszerüen lehet még t és t,-et mindjárt a , , illetve a sugárban 
felvenni, mint az a mellékelt 11. ábrából látható. 

Ezekkel kapcsolatban projicziálás által is kimutathatjuk, hogy 
ha A, B, C, D; t tartónak négy tetszőleges pontja, akkor (5) 

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA). 
Ha pl. D ponton átmenő tetszőleges egyenesre egy Η pontból 

reá projicziáljuk A, B, C, D-i, E, F, G, D-be, e pontokat C-ből { HA | 
egyenes Ε, I, Η, A pontjaiba, végre e pontokat F-böl ismét t tartóra, 
•Síkkor 

(ABCD) = (EFGD) = (EIHA) = (DCBA). 

Hasonló úton lehet projicziálás által bebizonyítani, hogy 
(ABCD) egyenlő (BADC) és (CDAB)-xe\. 

13. Mindezen szerkesztések, melyek két projektív pontsor, pont-
és sugársor, vagy két sugársor megfelelő elemeinek felkeresésére vonat-
koztak azon alapszanak, hogy más pont- vagy sugársorok vétetnek fel, 
melyek egyrészt az adottakkal, másrészt önmaguk között perspektivek 
voltak, mert ha több pont- vagy sugársor közül az első a másodikkal, 
a második a harmadikkal, a harmadik a negyedikkel stb. perspektiv, 
úgy az első a harmadikkal, negyedikkel stb. is projektív lesz, mint-
hogy az első pont- vagy sugársor bármily négy elemének kettősviszonya 
egyenlő a második, harmadik, negyedik stb. pont- vagy sugársor neki 
megfelelő négy elemének kettősviszonyával. 

Megtörténhetik azonban, hogy az első pont- vagy sugársor a 
harmadik, vagy negyedik, vagy- következő pont- vagy sugársorral azon-
kívül, hogy—projektív vonatkozású, még—perspektiv helyzetű is. Kér-
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· · 
<jés: mi kívántatik ahhoz, hogy két projektív pontsor ABCX..., 
A BxCxXx ···, mely t, tx tartón fekszik, perspektiv helyzetű legyen? 

A perspektiv helyzet értelmezése folytán 
\AAt \BBX\, \CCX\, | XXι j,... 

és minden más megfelelő pontpár összekötő egyenesének egymást egy 
és ugyanazon pontban kellene metszeni, és viszont minden ezen Τ 
m e t s z ő p o n t o n átfektetett sugárnak a pontsorok megfelelő pontjain 
kellene átmenni. De ha 

| AAXI, \BBX | CCX \ 

sugarak, mint megfelelő pontok összekötő egyenesei egymást ugyan-
azon pontban Γ-ben metszik, úgy bebizonyítható, hogy Τ pontot t 
tetszőleges A' pontjával összekötő egyenes, A'-nek megfelelő A", pont-
ján megy át. 

Nevezzük ugyanis ! TX és tx metszőpontját A'í-nek, úgy a per-
spektiv helyzet folytán 

(ABCX)J(AxB1CxXÍ), 

de a projektív vonatkozás miatt 

(ABCX) 7\~ (AXBX CxXx), 
tehát 

(AxBxCxXx)J(AxBxCxX'x), 
^agy 

AxXx _ AxX\_ 
BxXx ~ BxX'x' 

miből következik, minthogy ezen viszonyok jelre és értékre nézve 
megegyezők, hogy A'J összeesik Α',-gyel, vagyis t pontsor perspektiv 
Vgyel. 

Ha továbbá két projektív sugársor T, Tx három megfelelő suga-
rának a, ax; b, bx; c, c rnek, A, B, C metszőpontjai egy egyenesen 
t-n fekszenek, úgy kimutatható, hogy a többi megfelelő sugarak, pl. 
x, xx, egymást szintén t-n metszik. Nevezzük ugyanis χ és xx metsző-
pontját í-vel, X ill. A' rnek, úgy 

(abcx) /\ (ABCX), (axbxcxxx)~/\ (ABCXx), és(abcx)~h(axbxcxxx)-bö\ 
következik, hogy 

(ABCX) A (ABCXx) 
tehát A' pont összeesik A'j-gyel, vagyis x, xx egymást t-n metszi. 
Ennélfogva: két projektív 

s íug : A projektív geometria elemei. 2 
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pontsor perspektiv helyzetű, ha 
három megfelelő pontpár össze-
kötő egyenese egymást egy pont-
ban metszi. 

sugársor perspektiv helyzetű, ha 
három megfelelő sugárpár met-
szőpontja egy egyenesen fekszik. 

Ε tételek bebizonyításával egyszersmind kimutattuk, hogy ha. 
két projektív pontsor (sugársor) három megfelelő eleme összeesik, úgy 
a két pontsor (sugársor) minden megfelelő eleme is össze fog esni, 
továbbá: ha egy pontsor három eleme, egy véle projektív si.gársor 
három megfelelő élemében fekszik, úgy a pontsor minden eleme, 
benne fekszik a sugársor megfelelő elemében, és így a sorok perspek-
tivek. 

14. Amidőn két projektív pontsor ABCX..., A1B1C1X1..~ 
tartóinak t, íj-nek metszőpontja egymásnak megfelelő pont, akkor 
ezen metszőponton, pl. A=At-eη átmenő bármely sugár, két meg-
felelő pont összekötő egyenesének tekinthető. így tehát B, Bi; C, Ct 

megfelelő pontok összekötő egyenesének Τ metszőpontján, átmegy 
A, A{ megfelelő pontoknak összekötő egyenese is, minek következté-
ben a két pontsor perspektiv. 

Hasonlókép: ha két projektív sugársorban T, Tj-ben, a közép-
pontokat összekötő sugár egymásnak megfelelő, akkor ezen közös 
sugárnak minden pontja metszőpontnak tekinthető, tehát más két· 
megfelelő sugár metszőpontján átmenő t egyenesen a közös harmadik 
sugárpárnak metszőpontja is rajta fekszik, és így a sugársorok per-
spektivek. 

Ennélfogva mondhatjuk: két projektív pont- vagy sugársor, 
melynek közös eleme egymásnak megfelelő: perspektiv helyzetű. 

Ε tételekből következik még: hogy két projektív pontsor, vagy 
sugársor, mindig perspektiv helyzetbe hozható, ha az egyik pont- vagy 
sugársornak tetszőleges elemét a megfelelő elemre helyezzük. Alább 
(40. pontban) látni fogjuk, hogyan kell egy pontsort egy hozzá pro-
jektív sugársorral, vagy egy sugársort a hozzá projektív pontsorral 
perspektiv helyzetbe hozni. 

3. 55. Különböző tartóval biró projektív pont- és sugársorok 
különös elemei. 

15. Eddigelé két projektív pontsor végtelen távol fekvő pontjai-
nak megfelelő pontjait az egyik és másik pontsorban figyelmen kívül 
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hagytuk. Ε pontok azonban különös szerepet viselnek, a mennyiben 
a négy pont kettősviszonya az esetben, ha a négy pont egyike az 
egyenes végtelen távol fekvő pontja, egyszerű viszonnyá fajul. 

Hogy ezen pontokat is tekintetbe ve-
gyük, legyen t, tt (12. ábra) tartója két, Τ 
középpontra vonatkozólag, perspektiv pont-
sornak, és nevezzük t pontsor végtelen tá-
vol fekvő pontját Ö„-nek, azon pontot, 
mely <?^-nek t r ben megfelel, mely tehát 
T-n át /-vei párhuzamos sugárnak metsző-
pontja tv-gyei, (Jj-nek; végre azon pontot, 
mely í, végtelen távol fekvő R t« pontjának 
megfelel, R-nek. A végtelen távol fekvő 
Q*,, R1» pontoknak megfelelő Qt, R pon-
tokat a két projektív pontsor ellenpontjainak nevezik. 

Négy megfelelő pont kettösviszonya akkor is egyenlő, ha azok 
közül egyik végtelen távolban van, miért is ABQR és A1B1QíRl meg-
felelő pontokra nézve: 

V' 
r \ 

F 
r 

\ Γ \ ' · u Λ \ 

U-
12. ábra. 

(ABQ.mjiA^Q^), 
vagyis 

AQ« 
BlK 

De 

AR _ AÍQ1 

BR ~ B1Ql 

A t R l a 

Β 

AQ« 
BQ. 

AJi^ 

viszonyoknak határértéke 1, mert AQ*,, BQK , A}Rla>, BtRl00 , mint 
ugyanazon rendű végtelen nagy mennyiségek, melyek egymástól véges 
mennyiségekben különböznek, egyenlőknek tekinthetők, és így ama 
kettősviszonyok átmennek következőkbe: 

BR 

vagy 

AxQi 
AR 

AR. AjC,=BR. ΒjQ^ 

Ezen egyenlet, TAR, TA1Ql és TBB, TBlQ1 hasonló három-
szögekből is levezethető, a mennyiben az első pár háromszög 

a második 
AR: TR=TQi:AiQu 

BR:TR=TQ1:B1Q1-et 
2 * 
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szolgáltatja, melyekből: 

TR. TQ^AR. A^Q^—BR. R1QV 

Az egyenlet pedig azt fejezi ki, liogy: projektív pontsoroknál 
két megfelelő pont távolsága az ellenpontoktól, egyenlő szorzatokat 
ad. Ε szorzat, a projektív pontsorok hatványának neveztetik. 

A mi pedig az ellenpontok szerkesztését illeti, ha ABC, AlBlC1 

megfelelő pontok adva vannak, felveszünk (7. ábra szerint) két sugár-
sort, T, T^-et mely ABC..., AlBlCl... pontsorokkal külön-külön, 
és Α β / l , . . . pontsorral közösen perspektiv. T-n átmenő és f-vel pár-
huzamos sugár f2-őt CVben, Tren átmenő és í,-gyei párhuzamos 

sugár pedig fa-őt ü2-ben metszi; Ί\ Qt és 
TBf nek közös Qv, Β pontja t1, ill. f-vel, 
az AIB1C1, ABC által adott projektív pont-
soroknak ellenpontja. 

Az ellenpontok ismerete arra képesít, 
hogy oly négy pontot szerkeszthessünk, me-
lyeknek kettősviszonya egyenlő három adott 
pont egyszerű viszonyával. Ha ugyanis (13. 
ábra) t és fj-en A, B, C, illetve Aj, B1:. 

pontok advák és mi oly D pontot akarunk szerkeszteni, hogy 

(ABCD)=AlC1:B1C1, 

akkor f r n e k Ax pontját egyesítjük A-val; { BBX:, j CC{ | sugarak Τ 
metszöpontján át fj-gyel párhuzamost liuzunk, mely már f-t a kívánt 
D-ben, fj-et D100-ben metszi, mert 

(ABCD)=(A1BlC1D1^)=AiC1:B1Cl. 

16. Ha két projektív pontsornak t, fj-nek ellenpontja B, Q{ és 
még egy pár megfelelő pontja A, Ai adva van, f sor minden más pont-
jának X-nek megfelelő pontját X r e t f,-en, egyszerűen lehet meg-
találni. 

Szerkesztünk ugyanis oly téglányt, melynek egyik oldala RX és 
területe a pontsorok hatványa: RA. QtA,; a téglány másik oldala 
megadja X'-nek megfelelő X t pont távolságát 0,-től. 

Hogy ezen távolság Q^től mérve, mely oldalra viendő féjl íj-re, 
azon körülményből határoztatik meg, hogy: két projektív pontsornál, 
az egyik pontsor négy egymásra következő pontjának megfelelő pont-
jai, szintén egymásra következő pontok. Ennek helyes volta, pedig 
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könnyen belátható perspektiv helyzetű pontsoroknál, és mert projektív 
p o n t s o r o k mindig perspektiv helyzetbe hozhatók, azért bármily hely-
z e t ű projektív pontsorokra nézve is helyes. 

Ha tehát (14. ábra) Ζ pont A-tól el van választva R és Q„ által, a 
p o n t o k sorrendje: ARXQ», és így a megfelelő pontok sorrendje : 
A^R^XiQu vagyis Xx szintén el lesz választva A,-tői és Illx által. 

Ha azon téglányt, melynek területe a projektív pontsorok hat-
ványa négyzetté alakítjuk át, és annak oldalát R és 0,-től mérve t, t{ 

egyenesekre visszük, G, Η és 
Gu Hrig, úgy G, H-ban í-nek w g / 

oly két különös pontját kapjuk 
meg, mely R ellenponttól ép oly — 
távolságra van, mint a nekik 
megfelelő Gt, Ht pontok tren a 14· ábra· 
másik Qt ellenponttól. Β két 
pontpár: G, Gl; H, Hx a projektív pontsorok hatvány pontjainak ne-
veztetik. 

17. Projektív pontsoroknál mindig léteznek egymással egyenlő 
közök, melyeknek végpontjai, egymásnak megfelelő pontok, és melyek 
megfelelőleg egyenlő közöknek neveztetnek. 

Legyen ugyanis (15. ábra) a két projektív pontsor hatványa u ' \ 
annak ellenpontja R és Qt, végre két megfelelő pontpár A, AxR, Bv 

Minthogy 

AB = RB—RA — u21 1 

L·) 
Λ /' tehát " ' ' 

AB-
QAi-QÍB'· 

Ezen egyenlet folytán AB és AlBl közök nagyságukra nézve 
akkor egyenlők, ha : 

Ο Λ . Ο Α ^ » , 
vagy mert: 

t W ~ Q.B,' ( W 
ha 

RA — QtBu és Q^—RB. 
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Ε két utolsó egyenlet azt fejezi ki, hogy: két projektív pontsorban 
a megfelelőleg egyenlő közöknek végpontjai az ellenpontoktól felváltva 
egyenlő távolságra vannak. 

Ha tehát A tetszőleges pont í-ben, és RD, QXBX, QXCX egyenlőnek 
vétetik RA-xal t, ill. í r e n , továbbá A, D, Bx, C,-nek megfelelő pontja: 
Ax, Dx, B, C, úgy: AB=AXBX; CD=CXDX; AC=A1C1; BD=BXDX. 

Ε közöknél az is látható (1. az 
ábrát), hogy AB és CD-nek, vala-
mint a megfelelőknek AXBX, CXDX-
nek végpontjai nincsenek elvá-
lasztva, míg AC, BD-nek és így 
AXCX, Β,£)j-nek végpontjai el van-
nak választva R, Qx ellenpontok 
által. 

Ha A, t-nek G hatvány pont-
jában vétetett volna fel, akkor Β 

15. ábra. szintén 6r-be, C és D pedig H-ba, 
és hasonlókép a megfelelő pontok 

Gx.és i/j-be jutottak volna. Két köz tehát G és / /pont tá fajult volna 
el, a másik két köz pedig összeesett volna GH-xal az egyik, és 
Gj/Zj-gyel a másik pontsoron. 

18. Két projektív sugársornál, ép úgy mint projektív pontsorok-
nál, találhatók oly különös egymásnak megfelelő sugarak, melyek ha 
kettősviszonyba hozatnak más sugarakkal, a kettősviszonyok egysze-
rűbb alakot öltenek. 

Hogy e sugarak szerkesztését és az egyszerűsített kettősviszony 
értékét megtalálhassuk vegyük fel, hogy a két projektív sugársor T, 
Tx már perspektiv helyzetű, mely helyzetbe, mint láttuk, két projektív 
sugársor mindig az által hozható, hogy egy tetszőleges megfelelő 
sugárpár egymásra lesz fektetve a nélkül, hogy a középpontok össze-
esnének. 

Ha t tartója azon pontsornak (1G. és 17. ábra), mely mindkét 
sugársorral perspektiv, s mi t-n fekvő pontból, mint középpontból, 
T, Tx-eη át χ kört irunk le, úgy ezen körnek és t-nek U, V metsző-
pontjain átmenő TU =q, Tl/\=r sugarak, valamint ezeknek meg-
felelő | Ί\ U = <7,, J TxV\=rx sugarak, egymásra merőlegesek, és e 
végből a sugársorok egymásnak megfelelő merőleges sugárpárjainak 
neveztetnek. 

Noha a két projektív sugársor végtelen sokfólekép hozható per-
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epektiv helyzetbe, mindamellett általában csak egy-egy pár egymásnak 
m e g f e l e l ő merőleges sugárpár létezik, mert ha még egy léteznék, akkor 
/-nek ΤΊ\ köz felezőpontján át Tl\-re merőlegesen álló egyenesnek 
kellene lenni, és ekkor végtelen sok ily sugárpárt lehetne szerkesz-
-teni. Ezen eset azonban csak különös projektív sugársoroknál követ-
kezik be, melyről később szólunk. 

Ha a, ; b, bx ezen Τ, Ί\ sugársoroknak két megfelelő sugár-
párja, úgy (aft?r)=(a1fe1g1r1), vagy mi ugyanaz : 

sin (aq). sin (br) _ sin (a{qx). s i n j ^ r , ) 
sin (bq). sin (ar) sin (blqx). sin (axrj' 

•de minthogy (szög-) 

(ar)=(qr)+(aq), (atq,)= - (q^) + (α{τγ) 
(br)=(qr)+(bq), Μ = - ( q ^ + M 

és q, r; qx, rx egymásra merőleges: 

sin (ar) = cos (aq), sin (axqx) = — cos (axr^) 
sin (br) = cos (bq), sin (btqt) — — cos (fc,r·,), 

miért is a fönnebbi egyenletekből következik : 

sin (aq). cos (bq) _ — cos (axrx). sin (h,n) 
cos (aq). sin (bq) ~~ — cos (bxrj). sin (axrj) ' 

vagy 
tg (aq). tg (axrx) = tg (bq). tg (b^). 

I f Ít-B,lflf 

Ezen egyenlet azt fejezi ki, hogy: két projektív sugársorban egy 
tetszőleges sugárnak hajlásszöge az egymásnak megfelelő merőleges 
sugárpár egyik szárához, és a felvett tetszőleges sugárnak megfelelő 
sugár hajlásszöge az egymásnak megfelelő merőleges sugárpár má-
sik — az előbbinek meg nem felelő — sugarához, oly két szög, mely-
nek tangense állandó szorzatot ad. Ezen állandó szorzatból, mely a 
sugársor hatványának neveztetik, látható, hogy ha a forgás közben 
közeledik g-hoz, úgy ax távolodik rytől, vagyis közeledik g,-hez. 

19. Projektív sugársoroknál szintén találhatók egyenlő szögek, 
melyeknek szárai egymásnak megfelelők. 

Mielőtt ily sugarakat szerkesztenénk, vegyük tekintetbe, hogy 
két perspektiv helyzetű sugársornál a középpontok vagy el vannak 
valasztva a velők perspektiv pontsor tartója — a perspektiv tengely — 
által, vagy pedig nincsenek elválasztva. Az első esetben a sugársoro-
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kat ellenkező forgású, a másodikban egyenlő forgása sugársoroknak 
nevezhetjük, mert ha két megfelelő sugarat, más két megfelelő sugár 
helyzetébe akarjuk forgatni, az első esetben ellenkező, a másodikban 
egyenlő értelemben kell forgatni a sugarakat. A sugársoroknak e tulaj-
donsága akkor is megmarad, ha azokat síkjukban a perspektiv hely-
zetből kimozdítjuk. 

Ha két felvett projektív sugársor Τ, Tx, egyenlő, vagy ellenkező 
forgású volt, az marad, miután perspektiv helyzetbe hozatott, vagyis, 
középpontjuk vagy nincs, vagy pedig el van választva a perspektiv 
tengely t által. 

Ha most, miután a sugársorok perspektiv helyzetbe hozattak, 
Τ, T, középponton át tetszőleges ka kört fektetünk (16. ábra), mely 
t perspektiv tengelyt A, Β pontokban metszi, úgy 

.| TA\=a, ] TB\=b és | TxA=a„ | TlB\^bl 

sugarak által képezett szögek egyenlők, még pedig: egyenlő forgású-
nál a, b és a,, b{ sugarak azon szögei, melynek szára között AB köz 
fekszik egyenlők; ellenkező forgásúnál pedig (17. ábra) a, b sugarak azon 
szöge, melynek szára között AB köz fekszik egyenlő, α,, bt azon szögé-
vel, melynek szára között AB köz nem fekszik, a, b és α,, bx sugarakat 
egyenlő forgású soroknál az egymásnak megfelelő derékszög szárai 
nem választják el, ellenkező forgásúnál pedig elválasztják. 

Tekintve TTXUV és TTtBA húrnégyszögeket következik : 
r]\ UV±TJ V= Ί\ΒΑ ± Ί\ Τ A, 

a szerint, a mint a sugársorok egyenlő vagy ellenkező forgásúak, 
miből 



19. 20. Egymásnak megfelelő egyenlő szögek. 25 

Γ, UV— TtBA= τ (τ\ Γ 7 - Ί\ ΤΑ), 

vftgy a felső jelt véve : (qlbl)=~(ra)=(ar), az alsót véve : (</A)=(« r)· 
Ha tehát (a&) és (a, fej a projektív sugársorokban egymásnak meg-

felelő egyenlő szögek, (rq) és (ry/,) pedig az egymásnak megfelelő de-
rékszögek, úgy 

(ar)=(q1bl) és (ag)=(r161) 
(6r)=(?1a1) (&^)=(r1rt1), 

mely egyenletek azt fejezik ki, hogy : projektív sugársoroknál az egy-
másnak megfelelő egyenlő szögek szárai, az egymásnak megfelelő 
derékszög száraihoz felváltva, egyenlő szög alatt hajlanak. 

20. Fektessük Τ ponton át azon másik sugarat d-t , mely r-rel 
ép oly szöget képez, mint a, és mely t-t D-ben metszi. 

Minthogy DTA háromszögben 7'-η él lévő r, q szögfelezők DA 
egyenest V, U pontokban metszik, és 71, azon körnek pontja, mely 
VU átmérő fölött van leírva : j DTt \=d1 sugár /ygyel ugyanoly szö-
get képez, mint r , az «j-gyel. 

Ha mi most DTTx-eη át k(t kört fektetünk, mely t-t másodízben 
C-ben metszi, és \CT,j \CTX\ sugarakat c, q-nek nevezzük, akkor ismét 
mint előbb ka kör alkalmazásánál volt: 

(cd)=(c1d1), (dr)=(q1c1), (qc)=(d1r1), 
és mert 

(dr)=(ra), (r1a,)=(d1r1) 
azért: 

(Mi)=(?ici). (bq)={qc). 
Ezen egyenletekből, tekintve hogy (rq) derékszög, látható, hogy 

a, b és c, d sugarak azon szögei, melyeknek szárai között AB, CD kö-
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zök fekszenek, egymásnak kiegészítő szögei, vagy mi ugyanaz, a, b és 
c, d sugarak (és hasonlókép at, b1; c,, dt sugarak) által képezett két-
két szög egymással egyenlő. 

Mindezekből következik, hogy nemcsak (ab) és (cd) szög egyenlő 
megfelelő szögével, hanem egyszersmind (ac) és (bd) szög is; továbbá 
hogy egyenlő forgású soroknál a, b es aí, bt valamint c, d és ct, dx, 
ellenkező forgású soroknál a, c és alt c,, valamint b, d és bu dA suga-
rak azon szögei egyenlők, melyek AB, CD közöket tartalmazzák, — 

. vagy mi ugyanaz, melyek r, q; rj, qx által nincsenek elválasztva, tehát 
derékszögnél kisebbek. — 

κ, ka, kd körökről könnyen kimutatható, hogy κ felezi /.'„ és />',; 
által képezett szögek egyikét. 

Nevezzük ugyanis e körök érintőit Τ vagy Ί\ pontban r, t„, 
/,;-nek, úgy az egyenlő forgású soroknál 

(taa)=TT1A^, (tv)=TTXVa, 
(ίαα)-(τν)=(Ιατ)+(τν)+(να)-(τν)= ΤΊ\Α^ - TT, ν=(ν,αΛ), 

miből (t ατ), mint y., ka hajlásszöge : 

( í a r )=(ar )+(r 1 a 1 )=(ar ) - ( ? fe ) . 

Ugyanígy kimutatható, hogy ellenkező forgású soroknál e körök 
hajlásszöge szintén (ar) — (<[b), valamint hogy k(\, κ köröknek hajlás-
szöge (tdi)=(dr)—(qc), miből már következik, tekintettel (dr)=(ra) és 
(qc)—(bq) egyenletekre, hogy κ kör ka, kd-hez egyenlő szögek alatt 
hajlik. 

«Az egymásnak megfelelő egyenlő szögek szárai tehát, mind az 
egyenlő, mind az ellenkező forgású sugársoroknál azon pontokon 
mennek át, melyekben T, középpontokon átfektetett és κ-hoz 
egyenlő szög alatt hajló körök t perspektiv tengelyt metszik.» 

21. Ezen ka, kd körpárak között egyenlő forgású sugársoroknál 
létezik olyan, mely t tartót érinti, mert T, Ti pontok t által nincsenek 
elválasztva. Az érintő pontokon G, H-n átmenő g, h ill. gt, \ suga-
rak — a sorok hatvámjsugarai — külön-külön véve nullá fajult egyenlő 
megfelelő szögeknek tekinthetők, együttvéve pedig [mint (gh), ((/,//,)] 
szintén egyenlő megfelelő szögek. 

Ellenkező forgású sugársoroknál nem léteznek oly körök, me-
lyek t tartót érintik, de ekkor κ-át T, T^-ben derékszög alatt metsző 
körnek és f-nek közös G, II pontjain átmenő g, h; gt, }ιΛ sugarak ké-
pezik, a hatványsugarakat, mert a derékmetszőkör, JÍ-1IOZ egyenlő szög 
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íilatt hajló körpárak egyesült körének tekinthető. — Bár az egyenlő 
f o r g á s ú sugársoroknál is található kör, mely κ-át T, Tt-ben derékszög 
alatt metszi, de ennek nincs közös pontja a perspektiv tengelylyel, 
i-vel. — 

g, h, <7,, /ÍJ hatványsugarak, melyek az egymásnak megfelelő 
d e r é k s z ö g e k (qr), (<jjTj száraival egyenlő szögeket képeznek : 

(gq)=(qh)r=(g1r1)=(r1h1), 

itt is hasonló tulajdonsággal birnak, mint a hatványpontok a pont-
s o r o k h á l , t. i. hogy: 

tg (aq). tg (á1r1)=tg (gq). tg (.g1r1)=tg2 (gq)=t£ (hq)=tg2 (g^) 
egyenlő a sugársorok hatványával. 

4. 8. Közös tartóval biró projektív sorok kettős elemei. 

22. Két projektív pontsor ABC..., Ají/.^ ... ugyanazon t 
tartón is képzelhető. Ha ugyanis két perspektiv pontsor közül az 
•egyiket, A^Bfii.. .-et, a másiknak, ABC.. .-nek tartójára helyezzük, 
úgy a közös tartón két projektív pontsort kapunk. 

A1BiC1... pontsor kétfélekép helyezhető ABC... tartójára, t. i. 
vagy oly módon, hogy ha A-ból B-n át C-hez és Aj-ből B^en át Cj-liez 
haladunk, a haladás értelme ugyanaz, vagy pedig oly módon, hogy a 
lialadás értelme ellenkező. Két ugyanazon tartón fekvő projektív 
pontsor tehát vagy egyenlőkép haladó, vagy pedig ellenkezőleg ha-
ladó pontsor lehet. 

Ily projektív pontsorok megfelelő pontjainak szerkesztése vissza-
vezethető, két különböző tartón fekvő projektív pontsorok megfelelő 
pontjainak szerkesztésére az által, hogy AiBlCl... pontsort tetsző-
leges Τ pontból egy új l2 tartóra projicziáljuk A j B J ^ . . .-be, és 
ABC... pontsor X pontjának megfelelő Xi pontot azon pontsorban, 
7-ből ismét t-re projicziáljuk A*,-bc. 

A kérdés, mellyel most foglalkozunk abban áll, megvizsgálni: 
váljon van-e két ugyanazon tartón fekvő projektív pontsoron oly pont, 
melyet ha az egyik vagy másik pontsorhoz tartozónak tekintünk, meg-
f elélő pontjával összeesik és mikép kell ezen különös pontokat, úgy-
nevezett kettőspontokat szerkeszteni. 

Hogy kettőnél több ily pont nem lehet az könnyen belátható, 
mert ha ABC pontok összeesnének a megfelelő A1BlCl pontokkal, 
"úgy minden más D pont is, az (ABCD) — fA^CjZ) , ) relaczió követ-
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keztében összeesnék megfelelő Dj pontjával. Ennélfogva a kettős-
pontoknak száma legfellebb kettő. 

23. Legyenek az egyes pontsorok végtelen távol fekvő Qa, i?loo 

pontjainak megfelelő pontjai, vagyis az ellenpontok : Qt, R. Ε pontok 
általában nem esnek össze, mert a midőn a pontsorokat egymásra, 
helyeztük, csak tőlünk függött, váljon R és Qj-et egyesítjük-e, 
vagy nem. 

R, Q0ο és i?loc, Qx pontok által az egyes pontsorok két részre 
lesznek osztva, melyet következőleg lehet jelezni: 

0» R <?.c 

Rlx Qt 

Ha most egy A' pont R-tői balra levő Qx ponttól R felé mozog, 
úgy ellenkezőleg haladó pontsornál a neki mindig megfelelő Xx pont-

χ fí \jf 
18. ábra. 7. Y, 

Qftől.azon / V pontig fog mozogni, mely (^-től balra van, s mint-
hogy X, A'j pontok egymással szemben mozognak egyszer megtörté-
nik, hogy egymással találkoznak, mely találkozás szükségkép RQt 

közön kívül jR-től balra lesz. 
Ha a mozgó A' pont a másik pontból mozog R felé, a neki 

megfelelő Xt pedig ezen, ellenkezőleg haladó pontsornál, Qj-töl a. 
másik Rt „ felé, tehát véle ismét szemben, úgy azok ismét egyesülnek 
RQX közön kívül φ,-tői jobbra fekvő pontban. 

Ellenkezőleg haladó pontsoroknál tehát szükségkép létezik az 
ellenpontok által határolt közön JövijJ, két kettőspont. 

Hogy ezeket szerkeszthessük, szükségünk van Q„, Qlt R, Rix 

pontokon kívül (18. ábra) még egy tetszőleges megfelelő pontpárra, 
pl. G, Gj (vagy H, Ht) hatványpontokra, melyek különben minden 
más megfelelő pontpár segélyével szerkeszthetők. Nevezzük RQt felező-
pontját M-nek és vegyük tekintetbe, hogy X kettőspontra nézve, feküd-
jék az R, Oj-től jobbra, vagy balra: 
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flG*=RX. QtX= (RM+ MX)(Q1M+ MX)=(RM+ MX)(-RM+ MX), 

tehát 
RG*+RM =MX . 

Ezen egyenletből látható, hogy RG és RM befogókkal alakított 
derékszögű háromszögnek átfogója, megadja a kettőspontok távol-
ságát RQi felezőpontjától. 

24. Hogy az egyenlőkép haladó pontsorokra nézve a kettőspon-
tok fekvését megállapíthassuk, vegyük tekintetbe, ha Á' pont ismét 
az ií-től balra levő Q„ pontból kiindulva R-ig mozog, a neki (19. ábra) 
megfelelő Χγ pont, C^-től azon 7ílcc-ig fog mozogni, mely O r t ő l 
jobbra van. Ε mozgás közben A" nem eshet össze megfelelő pont-
jával. 

Ha A'pont R-tői a másik Q=c-ig halad, A*x a másik Rla,-töl 
közeledik Q^-hez,. Ε mozgásnál már megtörténhetik, hogy X, A^-gyel 
egyesül, de ezen egyesülési pont csak RQ{ közön jöhet létre. 

g n χ // · . Y 
χ. a h, r, q, a, 

19. ábra. 

Ha ily A' pont létezik, akkor erre nézve : 

RX.XQx=RG*, 

vagy mert 

RX. XQt=(RM+MX) (XM+ MQJ=(RM+ MX) (RM-MX), 

rm2-mx*=M\ 
Ezen egyenlet szerint a kettőspont távolsága RQX felezőpontjától 

M-től, befogója azon derékszögű háromszögnek, melynek átfogója 
RM, másik befogója RG. 

Ha tehát RM átfogó nagyobb mint RG befogó, vagy mi ugyanaz 
ha RQÍ nagyabb mint HG, úgy létezik két M-től egyenlő távolságra 
levő kettőspont; ha ellenben RQt kisebb volna mint HG, úgy nem 
lehet oly valós pontot találni t-n, mely megfelelő pontjával összees-
nék; s végre midőn RQX=HG, akkor az M-től 0 távolságra levő 
Pont, vagyis maga Μ pont az egyedüli, mely megfelelő pontjával 
összeesik. 




