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ELOSZO.

A mathematikai és physikai szakok irodalma hazénkban még
nem Orvend virdgzdsnak. E szakoknak szdmos dga van, melyeknek
tanulményozasdra magyar tankonyvek nem allanak rendelkezésiinkre.
E hidnyon azonban nem kell csoddlkoznunk. Elméleti szakokkal
foglalkoz6 tudésaink tobbnyire f8iskolai tandrok, kiknek féfeladata,
hogy magukat szakjaikban a mindinkdbb mélyebbre haté tudomé-
nyok szinvonaldn fontarthassék, ami, tekintve a nyugat-eurdpai 4lla-
mok elfrehaladottsdgat a tudomanyokban, tekintve az ottani tudésok
és buvdrok nagy szdamét, kitarté produktiv munkdssagdat, — nem kis
feladat. Ezért teljes mértékben igazolhatd, ha a szaktudés tandr, ren-
delkezésére 4116 szabad idejét nem egy tudomdnydg elemeinek meg-
irdsdra forditja, hanem arra, hogy magdt fontarthassa tdrgydnak ama
szinvonaldn, melyet nagy fdradsdggal végzett kitarté6 munkéval elért.
Egy-két évi elmaradds, melyet egy tankonyv megirdsa okoz, nem pétol-
hat6 oly konnyen. Nem kivdnhat6 tehdt az elsé generdeziétol, mely
hivatva volt és még most is hivatva van hazénkban a mathematikai
és physikai szakokat terjeszteni és mely azt f8iskoldinkon él§ szoval
telhet6leg legjobban megtette és teszi, hogy tankonyveket is irjon.
A midsodik és harmadik generdcziénak azonban, melyet elédeik beve-
zettek a tudomdnyok csarnokaiba, nem szabad a dolog el6l kitérni,
ha egyéltaldn azt akarjuk, hogy serdiilé magyar ifjaink ne legyenek
kénytelenek az egyes tudomdnydgak elsé elemeit is idegen nyelven
tanulni.

Egy mds nem kevésbé fontos koriilmény, mely sok ir6t tankonyv
irdstol elriaszt az, hogy még jelenleg csekély szdm1 olvasé kdzonségre
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szamithat. Mig német vagy franczia nyelven megjelent tudomdnyos
munkdkat nemesak Németorszdgban, hanem minden miivelt nemzet
eme tudomédnyagaval foglalkozd egyénei olvassdk, mi csak Magyar-
orszdg kis szdm1 olvaséinak irunk. Ebbé&l természetszertileg kovetkezik,
hogy magyar tudoményos munka kiaddsdra nem igen vallalkozik
konyvkiadé és valédi gybzelemnek mondhaté, ha valaki fdradsdggal
megirt munkédjanak kiaddsdra, tiszteletdij fizetése nélkul, kiadot taldl.

fgy e munka is esak a Magyar Tudoményos Akadémia segedel-
mezésével jelenhetett meg. Hdlds kdszonelemel fejezem ki ezért ez
alkalommal is a Magyar Tudomdnyos Akadémia IlI-ik osztdlyd-
nak, mely seqedelmével kényvem megjelenését lehetdvé tette.

Attérve a munka tartalmdra, az a projektiv geometridnak sik-
alakzatokra vonatkozd elemeit, mint azt PoNcerer, M6BIUS, STEINER,
CHasLes, StaupT e szdzad els6 felében megalkottdk és e buvdrok utédai
tovdbb fejlesztették, tartalmazza. A targyaldsndl, nevezetesen: a pro-
jektivitds fogalmanak megdllapitdsdndl a S1eINgR-féle és nem a StaupT-
féle médszert haszndltam, mert ez, mint F1EpLER réla helyesen meg-
jegyzi, konnyti szerrel, a régiek geometridjdra tdmaszkodva, vezeti az
olvasét a tirgyba. Tettem azt még azon okndl fogva is, mert fiatal
mathematikusainknak esak kis része fejlédott a redliskola emléin,
vagy mds széval : csak kevésnél tételezhetd fel, hogy dbrdzols geo-
metridval foglalkozott, mely targyandl fogva legjobb eszkoz a térszem-
lélethez sziikséges érzék kifejlesztésére.* A Staupr-féle targyaldsi mod-
szer pedig mdr kezdetben is megkivinja a térszemléletnek kifejlé-
dott érzékét és pedig még fokozottabb mértékben, mint az dbrdzold
geometria.

Konyvem leginkdbb a StriNer-ScurOTER-féle «Die Tlieorie der

* Bajnaland6, hogy ezen targy — az abrizolé geometria — tanitésara,
mely a mathematikus, physikus, geografus, kristallografusra, mint elméleti sza-
kokkal foglalkoz6 egyénekre oly fontos, csak egy féiskola — a milegyetem —
kinalkozik az egész orszagban. Ausztridban sem sokkal elébb honosodott meg
ezen, sokak altal nem kedvelt, mert félreértett, tantargy; de tekintve, hogy ott
az &brizolé geometridt mar a kozépiskolakban nagyobb terjedelemben tanitjak;
hogy a tadrgynak ott nagyobb fontossigot tulajdonitanak, mint nilunk; hogy
ott 6t miiegyetem van és igy a szabad versenynek nagyobb tér nyilik: az
abrazolé geometria ott szebb fejlédésnek 6rvend, mint nalunk. Az abrazold geo-
metridnak épen mdédszere bir miivels erdvel és ezért fontosabbnak tartanam,
ha ezen moédszert (a MongE-féle derékszogii, a kozépponti, a derék- és ferde-
szogli axonometrikus-projekezié médszerét) tanitandk : a pont-, egyenes- és sik-
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Kegelschnitter (TEuBNER 1876.) czimti munkdhoz alkalmazkodik, mint
a mely a projektiv geometria elsé tanulmédnyozdsdra, kulondsen
dbrdzolé geometriai el6ismeretek hidnydban, elismerten legkonnyebb-
nek bizonyult. A kényv megirdsdndl az a f6czél vezetett, hogy e tdr-
gyat, — mely mér keletkezésénél oly nagy véltozdst hozott létre a
geometridban, hogy az analytikai geometria annak befolyasa kovet-
keztében mintegy ujjd alakult (L. PLucker: Analytisch-geometrische
Entwickelungen) és melynek a geometriai tudomény tovdabb fej-
lesztésében még most is nagy szerepe van,* — hazdnkban meghono-
sitsuk. Kivdnatos, hogy az Uj nemzedék még egyetemi évei alatt,
ezen 8zép és egyszerti alapelvekre dllapitott és ezért konnyen érthetd
tudoményt megkedvelje, hogy kés6bbi id6ben 6ndlléan mtivelhesse.
Mert mint néhai ScaroTER H. egy magénlevélben irja: ¢a geometriai
kutatdsok véghetetlen tere 0j meg 0j kérdésekre vezet, melyek egész
az alapelemekig terjednek .. .», ¢és ezért mindazok, kik e tdrgygyal
behatban foglalkoznak, kovet-kére rakva, hozzd jdrulhatnak a tudo-
mdany folépitéséhez.

Konyvem els6 fejezetében az elsé fokozata alapalakzatoknak a
pont- és sugdrsorok projektiv vonatkozdsdt és azokndl f6llépd fonto-
sabb metrikus relaczickat targyalom. A mdsodik fejezetben ugyanegy
sikban fekvd els6 fokozata alapalakzatok képzédményével: a kupsze-
lettel, annak szerkesztésével, polartulajdonsédgaival, {6bb metrikus rela-
czidinak levezetésével foglalkozom. A harmadik fejezet tdrgydt: két
kapszelet kozos elemeinek (pontok és érint6knek) meghatérozdsa,
valamint kipszeletsorok és kupszeletseregek alapveté tulajdonsdgai-
nak megéllapitdsa és azok projektiv vonatkozdsa képezi. A negyedik
fejezetben a mdsodfokozata sikalapalakzatok projektiv vonatkozdsét,

alakzatokon, a magyarorszigi kozépiskolakban, mitsem a mostani, csak igen
kis részében elméleti tananyagot. A mathematikiban szintén nem a gyakorlati
rész az, mely mtivel§ er8vel bir, hanem a preczis értelmezésekbél foly6 kovet-
keztetések, bebizonyitdsok, diskussiék stb. egy széval: az elméleti rész.

A 70-es évek elején a reiliskolak tananyagabdl: az épitészettan, a gép-
rajz és géptan, mint a kozépiskolaba nem valé tantargy, igen helyesen, kihagya-
tott és ezért nagy hanyatlasnak és karos experimentumnsk tartom, ha most
ismét holmi sgyakorlati abrazolé geometridk» behozatalaval a kozépiskolaba,
annak tudominyos szinvonalat lejebb szallitjuk és az Abrézolé geometria egész-
séges fejlédésének utjat alljuk.

* Lésd : Festschrift, herausgegeben von der Mathematischen Gesellschaft
Hamburg. Leipzig 1890; IL Theil, 60. lapon.
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a Kollineaczi6t és Recziproczitdst tairgyalom. A mellékelt b6 tartalom-
jegyzék attekintése kulonben tdjékozni fogja az olvasét, hogy a pro-
jektiv geometridnak mennyi és mily anyagdt dolgoztam fel.

Nem volt szdndékom sikon kivil fekvs alakzatokra kiterjesz-
kedni, mert ez konyvem terjedelmét tetemesen nagyitja vala, a nélkiil,
hogy ezek felvételével e konyv anyagdt egyszeriibben tdrgyalhattam
volna.

Pozsony, 1892 m4djus havdban.

Klug Lipdt.
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1. FEJEZET.

Pont- és sugarsorok projektiv vonatkozasa.

1. 8. Az egyszerii- és kettésviszony fogalma.

1. Az egyenest Ggy tekinthetjik, mint a benne fekv6 pontok
Osszességét, vagy mint egységes egészet. Az elsé esetben annak neve:
egyenes ; a misodikban : sugdr.

Az egvenes pontjainak Osszességét ponisornak, az egyenest ma-
gdt, melyen a pontsor fekszik : a pontsor tartdjdnak nevezzik.

A sik tetsz6leges T pontjdn 4t végtelen sok sugarat huzhatunk
a sikban; e sugarak egy sugdrsort alkotnak. Azon T pont, melyen a
sugdrsor minden sugara dtmegy : a sugdrsor kézéppontja vagy tartdja.

A pontsor egyes pontjait, valamint a sugdrsor egyes sugarait,
az illetd sor elemeinek is szokés nevezni.

2. Hogy ¢ tarton fekvé pontsor egyes elemeinek helyzetét a pont-
sorban meghatdrozhassuk, legegyszerlibb egy dllanddé A pontot fel-
venni a pontsorban, és megadni, hogy a sornak minden mds pontja
mily tdvolsdgra van A-t6l. De {-n két pont van, mely A-t6l adott
tdvolsdgra fekszik, miért is maga a {dvolsdg nem hatdrozza meg a
kérdéses pontot eqyfélekép.

Ha azonban az A-t6] mért tdvolsdgokat positiv vagy negativ jel-
lel litjuk el, a szerint a mint a pont, melynek tdvolsdgit A-t6l meg-
mérjik, az A dltal két végtelen hosszii részre osztott egyenes egyik
vagy mésik részében fekszik : gy minden pontnak helyzetét a pont-
sorban, a jellel elldtott tdvolsagbdl meg lehet hatdrozni, ha még isme-
retes, hogy A-tol mérve, mely részen keresend6k a positiv, illetve
negativ tdvolsdgra levé pontok.

Az egyenesen fekvé A, B pontok tdvolsdgit AB, vagy BA-val
jelolhetjuk. AB és BA Osszefuggését egvmdssal :

AB+BA=0, vagy a mi ugyanaz
AB=—BA

egyenlet dltal értelmezziik, mely kifejezi, hogy AB és BA kilonbézd
eldjelii.

Klug : A projektiv geometria elemei. 1



2 I. Fejezet. 1. §. Egyszert- és kettds viszony fogalma.

Az egyenesen fekv A, B, € pontok kélesonos tavolsdgai kozott
az eldjel tekintetbe vétele mellett kovetkezd Osszefiiggés van :

AB+BC=AC;
mely még ily alakokban is irhato :
AC—BC=AB, CB—CA=AB, AB+B(C+(CA=0.

Ha ugyanis B pont A és C kozott fekszik: AB és BC ugyan-
azon el8jelli és Osszegik AC. Ha C pont elvdlas-tja A, B-t agy

AC+CB=AB, és —CB=B(C
egyenletek Osszeaddsabol kovetkezik, hogy :
AC=AB+BC.
Ha végre A pont B és C kozott van, agy
BA+AC=BC és —BA=AB
egyenletek Osszege mutatja, hogy
AC=AB+BC.

3. Egy pont helyzetét ¢ tartén azonban oly médon is meghatd-
rozhatjuk, hogy két dllandé pontot A, B-t vesziink fel {-n és meg-
adjuk jellel egyitt azon viszonyt, mely szerint a harmadik pont C,
AB tavolsdgot osztja, vagyis C pontnak A és B-t6l mért tdvolsdgi
viszonydt (AC : BC)-t és az eldjelt, mely a viszonyhoz tartozik és mely
mindegyik tdvolsdgnak AC, BC-nek el6jelébsl a positiv és negativ
mennyiségek osztdsdnak szabdlya szerint lesz meghatdrozva.

Legyen ugyanis B pont ¢ tartonak azon részén, mely az A-ra.
nézve positiv tdvolsdgra levd pontokat tartalmazza, mds széval : legyen
B-nek tdvolsdga A-t0l, t. i. AB positiv, és igy A-nak tdvolsdga B-re
nézve tehdt BA, negativ eljelti. Ha most C pont A-bél kiindulva
B-felé halad ¢ tarton, mig {-nek végtelen tdvol fekvé pontjdhoz nem
jut, tovdbbd masik felén fekvé végtelen tdvol levé pontjabol ismét
A-hoz kozeledik, gy kimutathaté, hogy AC: BC viszonynak a véltozo
C pont kovetkeztében méds és mds értéke lesz.

Ha C, A-ban van, Ggy AC:BC=0. Mig C, AB kéznek felezd
pontjdba ér, AC:BC, 0-tl—1-ig folytonosan novekszik, mert a
szémldlé kisebb marad mint a nevezd és amannak el8jele positiv, ezé
negativ.



3. Pont helyzetének meghatdrozdsa a pontsorbaa stb. 3

A midén C a felezéponton tul B-ig halad : a viszony szdmléloja
folytonosan nagyobbodik, nevezdje kisebbedik el6jele negativ marad ;
és a midén C, B-be jut, a nevezd hatdrértéke O, a viszony hatdr-
értéke oo, és igy AC: BC viszony —1-t6l oo-ig minden lehetd negativ
értéket elért.

Ha C ugyanazon értelemben tovdbb halad, a viszony oo-nél
mindig kisebb-kisebb positiv értékii lesz, és ha C végtelenben jutott,
gy AC: BC viszony értéke +1.

A midén C, a tarté mdsik oldaldn végtelen tdvolban vétetik
fel : AC: BC értéke szintén +1, és ha € e ponttdl A-hoz kozeledik, a
viszony 41 és 0 kozott lev minden értéket elért.

Azt latjuk ezekbdl, hogy az A, B pontok kézott fekvs C pon-
tokra nézve AC:BC viszony értéke, minden lehetd negativ szdm ;
AR kézén kivil fekvé C pontokra nézve minden lehetd positiv szdm ;
tovabbd, hogy csupdn egyszer kaptunk ugyanazon értéket (+1-et)
C-nek két killonboz6 helyzeténél, t. i. a midén C a tarténak végtelen
tdvol fekvé pontjaiban volt. Hogy tehdt € minden 4j helyzetéhez a
viszonynak Uj értéke tartozzék és forditva a viszony minden értéké-
nek csak egy pont feleljen meg, {-n és minden mds egyenesen csak
eqy végtelen tdvol fekvé pontot képzelink, vagyis a kdvetkezdkben
feltételezziik, hogy minden egyenesnek csak eqy pontja van végtelen
tdvol. Az egyenes tehdt zdrt vonalnak tekintetik és mint ilyen nem
egy, hanem két pont A, B 4ltal lesz két részre osztva; ezek koziil
(a mennyiben A, B pontok egyike sincs végtelen tdvol) AB koz véges
resz, a mdsik pedig, mely az egyenesnek végtelen tdvol fekvé pontjat
tartalmazza, végtelen nagy. Minthogy a sik minden egyenesén csak
egy pontot képzelink végtelen tdvol fekvének, ebbsl folydlag a sik
Osszes véglelen tdvol fekvd pontjait, mint eqy egyenesen ¢..-en levd pon-
toknak kell tekinteniink, mert csak az egyenes az egyediili vonal, mely
minden mds egyenessel egy pontot bir kozosen.

Az el6bbi vizsgdloddsndl feltételeztiik, hogy B-nek tdvolsiga
A-t0l positiv eldjelti ; de ha B, A-t6l mérve t-nek mésik részén fekiid-
nék, ugyan igy mint el§bb kimutathaté volna, hogy AC: BC viszony,
minden positiv és negativ szdm értékét eléri, ha C pont f-n végig
halad.

4. Legyen C, D két tetszéleges pontja ¢ tartén fekvs pontsor-

nak, mely a pontsor tetszbleges A, B pontjainak tdvolsdgit, az AR
wig AC AD

BC és BD viszony szerint osztja.

i*



1. Fejezet 1 §. Egyszeril- és kett sviszony fogalma

E két viszony viszonydt: gll; -t, az A, B, C, D pontok

Lettdsviszonydnak vagy anharmonikus viszonydnak; a négy pont
kozil A, B, valamint G, D pontokat egymdshoz rendelt pontoknak
nevezik, és a kettsviszonyt: ——: .-t roviden (ABCD) symbolum-
mal jelolik.

Ha A, B, C pont dllandé, D pedig {-n védltozé pont, ugy

(ABCD) = BCEBD kettésviszony D-nek minden helyzeténél mds és
més értéket vesz fel.
o kettésviszonyban ugyanis - dllandé g)-nek edi
Bc '} pp Kettosviszonyban ugyanis 5 » pp heE Pedis

D pont védltozdsa kovetkeztében minden positiv és negativ értéke

lehet és pedig oly médon, hogy }43% més és mds értékénél D-nek més

és mds helyzete van a pontsorban, mibdl kovetkezik, hogy % ED

kettdsviszony D véltozdsa kovetkeztében szintén minden positiv és
negativ értéket fog elérni, és a kettésviszony két kilonbozé értékéhez
mindaddig, mig A, B, C pontok édllandéak, két kilonbéz8 D pont tar-
tozik a pontsorban.

Ez ily médon fejezhetd ki: ha egy pontsor A, B, C pontja
dllandd, D pontja pedig vdltozd, iigy (ABCD ) kettésviszony értékébil,
D pont helyzete egyfélekép van meghatdrozva.

Hogy 4ttekintést nyerjink arra nézve, mily értékti (ABCD) ket-
tdsviszony, D kilonbozs helyzeteinél, tételezziik fel, hogy A, B, C
dlland6 pont ¢-n, tovdbbd, hogy a véltozé D pont A-tél B-felé halad
t-nek végtelen tdvol fekvé pontjdig és a mdsik oldalon a végtelen
tdvol fekvs ponttdl A-ig, végre, hogy a viltozé D ponthoz rendelt
C pont: 1. AB kozon kiviil ; 2. AB kozon fekszik.

1. Ha (1. 4bra) D, A-ban van, gy ég: 0, tehdt (ABCD)=

gy . . AD
A midén D, A-t6] B-ig halad BD

B-be jut hatdrértéke oo, egyszer teh4t é?)
és ekkor (ABCD)——1, mig akkor a midén

mindig negativ és a midén
értéke jelétsl eltekintve

AC
oly nagy volt mint BC

B-be jutott (ABCD)=0.



-

4, Négy pont kettésviszonya. 5

Mialatt tehdat D pont A-t6l B-ig halad: (ABCD) kett8sviszony,
oo-t6] 0-ig minden negativ jelll értéket elért.

Ha D, B-t6l tovabb halad ugyanazon értelemben mint el6bb,
6s C-vel mielstt végtelen tdvolba jutna egyesil, (ABCD) értéke
0-t6] + 1-ig n6, és ha C-t6] {-nek végtelen tdvol fekvé pontjahoz

AC .
jutott, tigy (ABCD), +1-t81 "~ T-ig nétt.

A midén D, a mésik részen képzelt végtelen tdvol fekvé ponttol
A-ig ér, 2’% mindig positiv marad és igy (ABCD) is A positiv ér-
tékt8] oo-ig, minden positiv jelt értéket elért.

De ha D pont miutdn B-t6l tovdbb halad, elé6bb ér végtelen

tavolba, gy (ABCD) el6bb éri el ;;E, (jelen esetben) valédi tortnek

V4

1. &bra. 2. 4bra.

értékét és esak aztdn, a midén a mésik oldalon képzelt végtelen tdavol
fekvé pontbél G-be jut, +1 értéket ; ezentul A-ig haladva értéke min-
den 1-nél nagyobb positiv szdm.

Mindkét esetben (ABCD) értéke, ha D, B-t6]l a végtelenen dt
A-ig halad, minden positiv szdm lesz.

2. Ha mésodszor (2. 4bra) feltételezziik, hogy C, AB kozon fek-
szik : (ABCD) értéke mig D, A-t6l C-ig mozog, oo-t6] +1-ig minden
positiv szdmu értéken végig fut, és C-t61 B-ig haladvdn, +1-t61
0-ig fogy.

A midén D, B-t8] végtelenig és a mdsik oldalon képzelt vég-
telen tdvol fekvé ponttél A-hoz halad: (ABCD), 0-t61 oo-ig minden
negativ szdm értékét felvette.

Ezek szerint mondhatjuk :

Ha A, B, C, D valamely pontsor négy pontja, melyek koziil
A, B és C, D egymdshos rendelt pont, gy ezek (ABCD) kettdsviszo-
nyfinak értéke nem vdltozik, akdrmely értelmében mériik A-tol. vagy
mas ponttél a pontsorban a tdvolsigokat. A kettésviszony positiv
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vagy negativ, a szerint a mint a C, D pontok A, B dltal nincsenel,
vagy el vannak vdlasziva. Ha D pont A vagy B-ben van, gy a
kettosviszony értéke oo, illetve 0, és ha C pont van A vagy B-ben, a
kettosviszony 0, illetve oo.

5. A, B, €, D pontok kettésviszonydnak (ABCD)-nek értéke
ugyanaz marad, ha mindkét egymdshoz rendelt pontot, B-t A-val és
D-t, C-vel feleseréljiik, tovabbd szintén nem viltozik a kettdsviszony
értéke, ha két nem egymdshoz rendelt pontot és egyszersmind a
mésik két nem egymdshoz rendelt pontot, tehdt A-t C-vel, és B-t
D-vel, vagy A-t D-vel és B-t C-vel foleseréljik, vagyis:

(ABCD)=(BADC)=(CDAB)=(DCBA).

Ugyanis:
AD AC BD
A __ _AD _
VHED= Bt pp T Be. A
és
BD BC BD.AC
BADC) =" 1. = a0 e
végre
(cpap = A CB _CA. DB

DA DB~ DA CB’
és ha ez utdébbi kifejezésben CA, DB, DA, CB helyett a véle egy-
értéktt —AC, —BD, — AD, —BC-t irjuk, ugy

(CDAB) =+ -—, .= (ABCD).

A, B, C, D pontok kettSsviszonydnak értéke azonban a pon-
toknak minden mds foleserélésénél véltozni fog, de tekintettel arra,
hogy a négy elemnek 24 permutaczidja koziil, mindig négy complexi6
értéke megegyezd: a négy pont kettdsviszonydnak kovetkezd hat
kilonboz6 értéke lehet : (ABCD), (ABDC),(ACBD),(ACDB),(ADBC),
(ADCD).

Ha (ABCD) értékét roviden A-val jeloljik, agy:

(ABCD)=)., (ABDC)——, (ACBD)=1—1,
1 A-

Ez kovetkezbkép bizonyithatd be :

(ACDB)= (ADCB ———



5. Négy pont kettdsviszonydnak kiilonbdzd értékei. 7

apAC_ 1 _ 1
(ABDO)= 51 = A¢ AD = (ABCD) — 4’
BC™BD
AB AD _ AB.CD _  (AC—BC) (BD—BC)
(ACBD)= p:cp="pc.AD~ BC. AD
AC.BD—BC.BD—AC.BC+BC* . BD+AC—BC
BC.AD = AD
AB+BD _,
— o~ T ap =1

Minthogy ezek szerint

1 ) .
kovetkezik, hogy :
(ACDB) = mﬁ]j —_— -— =+ €8
1 )U_1
(ADBC) = 1—(ABDC) = 1— — ="=—,
vegre ;
1 L
@ancp = o=,"

Ezek folytdn mondhatjuk:

Ha valamely egyenesen négy pont vétetik fel és kozulSk bar-
mely kett6 és a mdsik kettd egymédshoz rendelt pontparnak tekinte-
tik, ugy az éltaluk meghatdrozott kettésviszony értékével kifejezhetok
azon kettsviszonyok is, melyeknél a felvett pontok kozil mds-més
tekintetik egyméshoz rendeltnek.

fgy pl. ha
(ABCD) = —1,
akkor:
(ABDC) = —1, (ACBD)=2, (ACDB) = -,

(ADBCO)=2,  (ADCB) =+

Ha { tartén A, B, C, D, E pontokat veszink fel és A, B-t egymds-
hoz rendeltnek tekintjiik, és azonkivil még C, D; D, E; E, C pontokat
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egymdshoz rendeljuk, akkor a szdrmazé (ABCD), (ABDE), (ABEC)
kettésviszonyok kozott kovetkezd, konnyen igazolhaté azonossdg
létezik

(ABCD).(ABDE).(ABEC) =1,
a mi igy is irhaté :

(ABCD).(ABDE)= (ABCE),

és mely Mobius-féle relaczidnak neveztetik.* (Mébius 1790—1868).

Ezen reldezi6 folytdin A, B, C,D és A, B, D, E pontoknak bér-
mely kett6sviszonydbol A, B, E, C pontoknak bérmely kettésviszonya
kifejezhetd.

fgy pl. ha
(ADCB) =2, (BDAE)=—3,
akkor
(BCEA) = —1;
mert ha
(ADCB) =2, (BDAE) = —3,
akkor

(ABCD)=2,  (ABDE)= %

és a M6bius-féle reldezié alapjdn

ABCE) =2.-L =1

vegre

(BCEA) = —1.

6. Legyen (3. dbra) A, B, C, D ;
; ¢ egyenesnek négy tetszéleges pontja.
| Kossiik 6ssze ezen pontokat f-n kiviil
’ fekvé T ponttal a, b, ¢, d sugarak
(végtelen hosszti egyenesek) dltal és
jeloljuk két-két ily sugdr pl. a, b haj-
ldsszogel kozil azt, melynek szdrai
kozott AB koz fekszik (ab)-vel. Ezen szdget ép tgy mint AB tdvol-
sdgot, tekintve a forgds értelmét, melynél b, «-bol b helyzetbe jut,
positiv vagy negativ elbjellel kell ellitva képzelniink, hogy b hely-
zete T sugdrsorban a sugdr és (ab) sz0g nagysdga dltal egyfélekép
legyen meghatdrozva, vagyis legyen : szog (ab) = — (ba) szoggel.

3. abra.

* M6Brus A, F. Gesammelte Werke, Leipzig 1885. I. Band «Der bary-
centrische Calcul» pag. 225.
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Ha mi T-bél t-re bocsdtott meréleges talppontjat U-nak nevez-
zik, agy
TAC, TBC, TAD, TBD
héromszogeknek kettés teriileteit igy fejezhetjuk ki :

AC. TU—TA . TCsin(ac), BC.TU=TB. TCsin (be),
'AD.TU=TA . TDsin (ad), BD.TU=TB. TDsin (bd).
E szerint tehat :
AC.TU _ TA.TCsin(ac)
BC.TU ~— TB.TCsin(bc) ’

AC TA sin(ao)
BC ™ TB'sin(be)’

vagy

és hasonléképen :
AD _TA sin (ad)
BD ~ TB'sin (bd)’
végre
AC AD _ sin(ac) sin (ad)
BC BD ~ sin (be) " sin (bdy
sin (ac) sin (ad)
sin (be) “sin (bd)’
kettosvisszonydnak neveztetik és roviden (abed)-vel lesz jeldlve. Az
(abed) symbolumban a és b, ¢ és d elemek, egymdshoz rendelt elemek.
7. Ha a, b, ¢, d sugarakat egy 0j egyenessel {,-gvel metszik
Ay, By, C,, D, pontokban, akkor a szdrmazott TA,C,, TB,C,, TA,D,,
TB,D, haromszogekb6l, mint elébb, szintén levezethets, hogy :

Ezen utébbi kufejezés : az a, b, ¢, d sugarak

A,Cy AD, sin(ac) sin (ad)

B,C," B,D, sin (bc) sin (bd)’

Ha az AC, BC ... valamint A,C,, B,C,, ... kozok nem is
fekiidnének a, ¢; b, ¢; . . . sugarak 4ltal képezett szogek ugyanazon
szdrai kozott, hanem pl. AC és A,C, kézok a, c sugarak csics- vagy
mellékszogeinek szdrai kozott volndnak, azért sin(A,TC,) jelre és
nagysdgra nézve megegyezik sin (A TC)-vel, vagyis sin (ac)-vel.

E szerint: egy sugdrsor négy sugardnak kettdsviszonya
egyenlo. azon négy pont kettésviszonydval, melyben a sugdrsor négy

sugara a kozépponton dt nem mend egyenes dltal metszetik ; tovdbbd
két kulénbozé
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pontsorhoz tartozd négy-négy pont | sugdrsor négy-négy sugardnak
kettésviszonya egyenld, ha azon | kettdsviszonya egyenld, ha azon
ponlok az eqyik és mdsik pont- | sugarak, az egyik és mdsik sugdr-
sorban egy sugdrsor négy sugardn | sorban, eqy pontsor négy puntjdn
fekszenek. (4. dbra.) mennek dt. (4a. dbra.)

8. Vegytink fel (5. dbra) f tarton egy pontsort, és projiczidljuk
ezen pontsort tetszbleges T pontbdl, mint kézéppontbdl, T sugdrsor
sugaraival ¢ egyenes és T ponton dtmend siknak tetszbleges ¢, egye-
nesére ; ezdltal {,-en egy 4j pontsort nyerink.

t egyenes A pontjanak projekczidja T-bél ¢,-re, azon A, pont,
melyben az A pont projiczidls sugara: 'TA & —a, t;-et metszi, és
viszont #; pontsor A, pontjdnak projekeziéja T-bol {-re nem egyéb,
mint A pont; projiczedld sugara pedig | TA,' =|TA! =a.

Két-két ily pont, mint A, A;, melyek kozil az egyik a mdsik-
nak projekezidja: t és t, pontsor egymdsnak megfelelé pontjdnak
neveztetik, gy szintén A, vagy A, pont projiczidlé sugara: a, az A
és A, pontnak megfelelé sugdr T sugdrsorban.

Minden pontnak {-ben megfelel egy (projiczidld) sugdr T-ben és
egy pont {;-ben, és viszont {, minden pontjinak megfelel T-ben egy
sugdr, {-ben egy pont. { végtelen tdvol fekvs D_ pontjdnak T-ben azon
sugdr felel meg, mely {-vel pdrhuzamos, ;-ben pedig azon D, pont,
melyben ezen pdrhuzamos sugdir {;-et metszi, mely tehdt dltaldban
nem lesz végtelen tdvol. Es viszont ¢, végtelen tavol fekvé E|  pont-
jénak megfelelé K pontja ott lesz, hol T-nek ¢,-gyel parhuzamos e
sugara {-t metszi. ¢ és {; metszbpontja F'=F, mindkét pontsorban
egymdsnak megfelels.

Két ily pontsor A, B, C...: A, By, <, . .., melyek kozul az
egyik a mdsiknak projekezibja T kozéppontra vonatkozélag: perspek-
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ntiv helyzetiinek neveztetik, és a sugdrsor is, melynek a, b, ¢ . . . suga-
rai a neki megfelels A, B, C...; A, B, G, . .. pontokon mennek
4t, az egyik és mdsik pontsorra nézve perspektiv helyzetii.
Két sugdrsor T, T, melynek a, b, c...; ay, by, ¢, ... sugarai
(6. dbra) egy t pontsor ugyanazon 4, B, C ... pontjait projiczidljak,
szintén perspektiv helyzetiinek, és a pontsor ¢ tartdja, perspektiv ten-
gelynek neveztetik. Oly két sugdr, pl. a, a;, mely a pontsor ugyan-
azon pontjdn A-n megy 4at, eqymdsnak megfeleld. A megfelels suga-
rak kozal T és T, sugdrsornak ' 7’7, 'sugara egymassal Osszeesik, mig
t végtelen tdvol fekvs pontjan dtmené sugarak: T és T-nek egymads-
sal parhuzamosan mené megfelelé sugarai.

5. Abra. 6. abra.

9. Ha 4,, B,, C, ... pontsort, miutan {-nek 4, B, C . . . pont-
jait T-bbl a, b, c . . . sugarakkal ¢,-re projiczidltuk, ezen helyzetébdl
elmozditjuk, dltaliban nem fog bekdvetkezni, hogy a perspektiv
helyzetb6l szdrmazé két megfelel6 elemnek: A, A;-nek, B, B,-nek,
C, Ci-nek stb. 6sszekoto egyenesei: | AA, |, | BB,i,|CC,i,... ugyan-
azon ponton mennek at, sem pedig, hogy az 4,B,(C, . . . pontsor min-
den pontja a neki megfelels sugdron a, b, ¢, . . .-n maradnak, vagyis
sem a két pontsor, sem pedig az elmozditott pontsor és a, b, c, . . .
sugdrsor nem lesz perspektiv helyzeti.

Ugyszintén ha A, B, C, . . . pontsorra vonatkozdlag perspektiv
helyzett a, b, c,...; a;, by, ¢;, ..., vagy roviden T, T, sugarsor
kozil, Tj-et elmozditjuk ezen perspektiv helyzetéb6l, az Gj helyzet-
nél a,, by, ¢, ... sugaraknak metszépontja a neki megfelelé a, b, ¢, ...
sugarakkal nem fog egyenesen fekidni, tehdt az elmozditott T, sugdr-
sor nem lesz T-vel perspektiv helyzeti.

Egy azonban mindig bekovetkezik, t. i. hogy tetszéleges négy
pontnak A4,, B,, C,, D,-nek, vagy négy sugarnak a,b,c,d,-nek kettos-



12 I Tejezet. 2. §. A projektiv vonatkozis fogalma.

viszonya, egyenl$ a neki megfelelé négy sugdr a, b, ¢, d, és négy pont
A, B, C, D kettésviszonydval T sugdrsorban, illetve ¢ pontsorban, mert
A, By, C, D, pontok, valamint a,, b,, ¢,, d, sugarak kettésviszonya
ugyanaz marad, mig azon elemek kélcsénds helyzetiiket nem valtoz-
tatjdk (a mi ¢, vagy T, tarté elmozditdasa dltal nem térténiki, a meny-
nyiben (4,B,C D)) kettsviszony értéke csak A,B;C.D, pontoknak
kélesonos tdvolsdgaitol, (a.b,c,d,) pedig a,, by, ¢, d, sugarak dltal
képezett szogektdl fugg.

2. 8. A projektiv vonatkozds fogalma és projektiv sorok
szerkesztése.

10. «Két pontsor, vagy két sugdrsor, vagy eqy poatsor és sugdr-
sor, mely oly mddon van egymdsra vonatkoztatva, hogy minden elem-
nek az eqyikben eqy elem felel meq a mdsikban és bdrmely négy
megfeleld elemnek kettdsviszonya eqyenld eqymdssal: projektiv
vonatkozdsw, vagy réviden projektiv pontsornak, projektiv
sugdrsornak, illetéleg projektiv pont- és sugdrsornak neveztetik.»

Két perspektiv helyzetti pontsor, vagy sugdrsor, vagy pont- és
sugdrsor tehdt mindig projektiv, a mennyiben négy megfelelé elem-
nek kettosviszonya (6. szerint) egyenls.

De kimutathato, hogy a projektiv vonatkozdsnak értelmezése
nem kivin lehetetlenséget, vagyis kielégitheté azon kovetelmény,
hogy bdrmely négy megfelel elemnek kettésviszonya egyenld legyen
egyméssal.

Ha ugyanis két pontsor elemeit projektiv akarjuk egymdsra
vonatkoztatni, a nélkil, hogy azok perspektiv helyzettiek legyenek,
akkor az egyik pontsor hdrom pontjanak A, B, C-nek megfelel§ pont-
jait A;, By, Cj-et a mdsik pontsorban tetszélegesen vélaszthatjuk. Ha
ezutdn az els6 pontsorban négy tetszbleges, X, Y, Z, U pontot vesziink
fel és ezeknek megfelelé X, .,, Z;, U, pontjait ugy hatdrozzuk meg,
hogy azok a projektiv vonatkozds értelmezése szerint:

(ABCX)=(4,B,C,X,), (ABCY)=(4,B,C,Y)),
(ABCZ) =(A,B,C,7), (ABCU)=(A,B,C,U)"

egyenleteket kielégitsék, akkor kimutathaté, hogy X,, Y,, Z,, U,

pontok eleget tesznek
(XYZU)=(X,Y,Z,U)
egyenletnek.
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A Mébius-féle reldezidk folytdn ugyanis
(ABXC). (ABCE):(ABXX),
(A,B,X,C)) . (A,B,C,Y)=(A4,B,X,Y)),
de ezen egyenleteknek baloldalin levd elsd, illetéleg mdsodik ténye-
26k a foltételi egyenletek alapjdn egyenl6k, tehdt
(ABXY)=(A,B,X,Y)),
43 hasonloképen
(ABXZ)=(A,B,X,Z)), (ABXU)=(4,B,X,U)).
Tovdabbé )
(AXYB).(AXBZ)=(AXYZ),
€s L
(A1X1 Y1B1) . (A1X1B1Z1)=(A1‘X1Y1l1)
reldeziokbol ldthatd, mint elébb, hogy
" (AXYZ)=(A,X,Y,Z),
és hasonlokép
AXYU)=AA, X, Y,0);
(XYZA) . (XYAU)=(XYZU)
(X,Y,Z2,4) . (X, Y4, U)=(X,Y,Z, U))-bél kovetkezik

(XYZU)=(X, Y,Z,U).

€8

végre, hogy:

Ezzel ki van mutatva: ha a pontsor egy pontja annak tetszéle-
ges hdrom pontjdval oly értékii kettdsvisszonyt képez, mely egyenld
a megfelelé pontok kettdsviszonydval, akkor azon pont a pontsor
birmely mds hdrom pontjdval is oly kettésviszonyt fog szolgdltatni,
mint a megfelelé négy pont.

Ugyanigy bebizonyithatd, hogy a projektiv vonatkozds értelme-
zése kielégithets, két sugdrsorra, vagy egy pont- és egy sugdrsorra
nézve is.

A projektiv vonatkozds jele Staupt * (1798—1867) szerint : A

(ABCDE ...) N (ABGDE, .. ),

olvasva ABCDE . .. sor projektiv A,B,C,D,E,. .. sorral, melyben
A,B,C, D, E,... elemnek rendre A,, By, C,, D,, E, ... elem felel meg,

* Sraupr G. K. Ch.: Geometrie der Lage, Niirnberg 1847. pag. 49.
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e szerint azt fejezi ki, hogy bdrmely négy elemnek kettésviszonya az
egyik sorban egyenlé a neki megfelelé négy elem kettisviszonydval a
mdsikban,

11.-Ha ¢ és {, tarton fekvd ket pontsort projektiv akarunk egy-
mdsra vonatkoztatni $s ammak megfelel pontjait szerkeszteni, gy a
pontsorok hdrom egymdsnak megfelels elemét (7. dbra) A, A,; B, B, ;
C, C,-et tetszblegesen vdlaszthatjuk. Ha ezutdn | AA, | egyenesen két
pontot T,T)-et felvesziink és | T'B:, | T\ B,|, valamint | TC|, T,C, metsz6-
pontjan B,, illetve Cy-n 4t £, egyenest fektetunk, Ggy ¢ pontsor tetszé-

leges X pontjdnak megfelels pont-
| Jét X-t {;-en megkapjuk, ha TX| és
t; kozos X, pontjat T,-bél¢,-re pro-
I jiczidljuk.
| £, és ITT|| metsz6pontjdt
’ nek nevezvén kovetkezik, hogy
------------------------- e . ABCX . .. pontsor perspektiv
A B, G X, .. .-vel T kozéppontra
nézve, 4,8,C,X;. . . pontsor pedig
perspektiv A, B,C, X, .. .-gyel T,
kozéppontra vonatkozdlag. Ennél-
fogva ABCX . .. pontsor négy tet-
szbleges elemének kettdsviszonya
egyenls A,B,C,X, ..., valamint
AB,C X, . .. pontsor neki megfelelé elemének kettdsviszonydval, és
igy A,B,C X, ... projektiv ABCX . .. pontsorral.

Még egyszerlibb az eljards, ha (8. dbra) 7-t A;-ben, T,-et A-ban
vessziik fel. Ekkor B, és (i;, metszépontjalesz ' AB, 1, ! A,B', illetve

AC, |, | A\C| -nek, és | B,C,'={, tart6 tetsz6leges X, pontjdnak pro-
jekezidja A,-bél f-re, valamint A-bOl ¢,-re: két egymdsnak megfelels
X, X, pont.

Lehet azonban tdgy is eljarnunk, hogy (9. dbra) ABCX ...
pontsort | AA, | tetsz6leges T pontjdbdl egy az A, ponton dtmené
t, egyenesre projiczidljuk A B,(,X, . . .-be, ez utébbi pontsort pedig

B,B,| és | C,C, i metszépontjabol T-b8l ismét ¢,-re projiczidljuk
AB,C, X, .. .-be; ezen 1j pontsor az el6bbi okokndl fogva projektiv
ABCX . . .-szel.

12. Ha t pontsort és T sugdrsort projektiv akarunk eqgymdsra
vonatkoztatni, akkor T sugdrsort tetsz6leges {; egyenessel metszéshez
hozzuk és a T-vel perspektiv ¢, pontsort vonatkoztatjuk {-re projek-
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L] >
tiv. Ha X, X, két megfelel6 pontja ¢, {;-nek, agy 1'sugdrsornak X; pon-
ton atmend | TX, | =a sugara, szintén megfelel £ pontsor X pontjinak.
Ugyan igy lehet két sugdrsort T, T'-et is projektiv vonatkoz-
tatni egymdsra, ha T hdrom sugardhoz a, b, c-hez, T)-ben hdrom
tetszbleges a,, by, ¢, sugarat vilasztunk, melyr6l feltételezzik, hogy
az elébbieknek megfelel6k, és a két sugdrsort ¢, illet6leg 1, egyenessel
metszéshez hozzuk. A szdrmazott pontsorokat most projektiv vonat-
koztatjuk egymdsra olymédon, hogy ¢ és a, b, ¢ metszépontjdnak
A, B, C-nek megfeleljen ¢, és a,, b;, ¢, metszépontja 4, By, C,.
T és T, sugdrsor azon két sugara x, x;, mely ¢ és {;-nek két meg-

1
felelé X, X, pontjdn megy dt, egymdsnak megfeleld.

8. hbra. 9. abra.

A szerkesztés egyszeriisbul, ha (10. dbra) ¢, a sugdrsorok két par
megfeleld sugardnak a, a, és c, ¢;-nek 4, illetve ( metszépontjdn ;
t, pedig a, a,; b, b;-nek A, illetve B, metszépontjdn lesz dtfektetve.
Ha b, ¢; 4, ¢, és b, ¢, metsz8pontja B, C, és 1,, a mi roviden igy
lesz irva:

(bh=B, (t,c)=Cy, (be)=T,,
tovdbbd T,-n dtmend tetszéleges sugdr, ¢, {-et X, X,-ben metszi, agy

TX|=x, és' T\X,| =w,, a projektiv vonatkozdsa sugdrsoroknak két

megfelel6 sugara.

(ABCX...) N (4,B,CX, ...,
mert T,-re nézve perspektiv;

(abc.r . 7\ \UqU ULy o o D)

mert a sugdrsorok ABCX... illetve 4,B,C X,...-re vonatkozélag
perspektivek.
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Czélszerlien lehet még ¢ és ¢,-et mindjart a,, illetve a sugdrban
felvenni, mint az a mellékelt 11. 4brdabol 14thaté.

Ezekkel kapcsolatban projiczidlds 4ltal is kimutathatjuk, hogy
ha A, B, C, D; t tarténak négy tetszéleges pontja, akkor (5)

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Ha pl. D ponton dtmend tetszéleges egyenesre egy H pontbol
red projiczidljuk A, B, C, D-t, E, F, , D-be, e pontokat C-b51 | HA !
egyenes E, I, H, A pontjaiba, végre e pontokat F-bél ismét ¢ tartora,
akkor

(ABCD) = (EFGD) = (EIHA) = (DCBA).

Hasonlé tton lehet projiczidlds dltal bebizonyitani, hogy
{ABCD) egyenlé (BADC) és (CDAB)-vel.

13. Mindezen szerkesztések, melyek két projektiv pontsor, pont-
és sugdrsor, vagy két sugdrsor megfelels elemeinek felkeresésére vonat-
koztak azon alapszanak, hogy mds pont- vagy sugdrsorok vétetnek fel,
melyek egyrészt az adottakkal, mésrészt 6nmaguk kozott perspektivek
voltak, mert ha t6bb pont- vagy sugdrsor kézul az elsé a mdsodikkal,
a mdsodik a harmadikkal, a harmadik a negyedikkel stb. perspektiv,
gy az elsé a harmadikkal, negyedikkel stb. is projektiv lesz, mint-
hogy az els6 pont- vagy sugdrsor barmily négy elemének kettdsviszonya
egyenlé a mdsodik, harmadik, negyedik stb. pont- vagy sugdrsor neki
megfelel négy elemének kettésviszonydval.

Megtorténhetik azonban, hogy az els6 pont- vagy sugdrsor a
harmadik, vagy negyedik, vagy kovetkez6 pont- vagy sugdrsorral azon-
kiviil, hogy — projektiv vonatkozdsi, még— perspektiv helyzetiiis. Kér-
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o
Jés: mi kivdntatik ahhoz, hogy két projektiv pontsor ABCX...,
A,B,C X, ..., mely b, t tarton fekszik, perspektiv helyzetli legyen ?
A perspektiv helyzet értelmezése folytdn

'AA,!, | BB,l, |CCyi, | XX, 1,...

és minden mds megfeleld pontpdr osszekotd egyenesének egymdst egy
és ugyanazon pontban kellene metszeni, és viszont minden ezen T
metszéponton dtfektetett sugdrnak a pontsorok megfeleld pontjain
kellene dtmenni. De ha

|A4,!, |BBy|, | CGy]
sugarak, mint megfeleld pontok 6sszek6ts egyenesei egymdst ugyan-
azon pontban T-ben metszik, agy bebizonyithatd, hogy T pontot ¢
tetszbleges X pontjaval Osszekotd egyenes, X-nek megfelels X, pont-
jén megy 4t.

Nevezziik ugyanis | TX | és ¢; metsz6pontjat Xj-nek, tugy a per-

spektiv helyzet folytdn

(ABCX)'A (4,B,G, X)),
de a projektiv vonatkozds miatt

(ABCX) A (A,B,C, X)),

(AIBI CIXI) W (AIBICIXI’)y

AX, AX;

B, X, ~ B,X{’
mib6l kovetkezik, minthogy ezen viszonyok jelre és értékre nézve
megegyez6k, hogy X| Osszeesik X,-gyel, vagyis { pontsor perspektiv
{-gyel.

Ha tovabbd két projektiv sugdrsor T, T, hdrom megfelels suga-
rdnak a, a;; b, b;; ¢, ¢,-nek, A, B, C metszépontjai egy egyenesen
i-n fekszenek, Gigy kimutathat6é, hogy a tobbi megfelel$ sugarak, pl.
x, x;, egymést szintén f-n metszik. Nevezzuk ugyanis x és x, metszo-
pontjdt t-vel, X ill. X;-nek, ugy

tehdt

vagy

(abex) '\ (ABCX), (a,b,eix) A (ABCX)), és (abex) A (@b cyx,)-bdl

kovetkezik, hogy
(ABCX) A (ABCX)

tehé,t’ X pont Gsszeesik X,-gyel, vagyis x, x, egymést f{-n metszi.
Ennélfogva : két projektun

Klug: A projektiv geometria elemei. 2
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pontsor perspektiv helyzeti, ha | sugdrsor perspektiv helyzetii, he
hdrom megfeleld pontpdr 0Ossze- ‘ hdrom megfeleld sugdrpdr met-
kotd egyenese eqymdst eqy pont- | széponija egy egyenesen fekszik.
ban melszi. |

E tételek bebizonyitdsdval egyszersmind kimutattuk, hogy ha.
két projektw pontsor (sugdrsor) hdrom megfeleld eleme dsszeesik, 1gy
a ket pontsor (sugdrsor) minden megfeleld eleme is Ossze fog esni,
tovabbd : ha egy pontsor hdrom eleme, egy véle projektiv siv.gdrsor
hdrom megfeleld elemében fekszik, ugy a pontsor minden eleme,
benne fekszik a sugdrsor megfeleld elemében, és igy a sorok perspek—
tivek.

14. A midén két projektiv pontsor ABCX..., A,B,C/X,...
tartoinak {, {,-nek metszOpontja egymdsnak megfelels pont, akkor
ezen metszéponton, pl. A=A;-en dtmend bdrmely sugdr, két meg-
feleld pont Gsszekotd egyenesének tekinthets. fgy tehdt B, B; C, C;
megfelels pontok 0sszekoté egyenesének 7' metszOpontjdn, dtmegy
A, A, megfelels pontoknak 6sszekots egyenese is, minek kovetkezté-
ben a két pontsor perspektiv.

Hasonl6kép : ha két projektiv sugdrsorban T, T,-ben, a kozép-
pontokat 6sszekot6 sugdr egymdsnak megfelels, akkor ezen kozos
sugdrnak minden pontja metszépontnak tekinthetd, tehdt mds két
megfeleld sugdr metszépontjan dtmend { egyenesen a kdzos harmadik
sugdrpdrnak metszépontja is rajta fekszik, és igy a sugdrsorok per-
spektivek.

Ennélfogva mondhatjuk: kél projektiv pont- vagy sugdrsor,
melynek kozos eleme eqymdsnak megfeleld : perspektiv helyzeti.

E tételekbol kovetkezik még: hogy két projektiv pontsor, vagy
sugdrsor, mindig perspektiv helyzetbe hozhatd, ha az egyik pont- vagy
sugdrsornak tetszéleges elemét a megfelelé elemre helyezziik. Aldbb
(46. pontban) litni fogjuk, hogyan kell egy pontsort egy hozzd pro-
jektiv sugdrsorral, vagy egy sugdrsort a hozzd projektiv pontsorral
perspektiv helyzetbe hozni.

3. 8. Ktilonb6z6 tartéval biré projektiv pont- és sugdrsorok
kitilonds elemei.

15. Eddigelé két projektiv pontsor végtelen tdvol fekvé pontjai-
nak megfeleld pontjait az egyik és mdsik pontsorban figyelmen kivil
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hagytuk. E pontok azonban kulonos szerepet viselnek, a mennyiben
a négy pont kettésviszonya az esetben, ha a négy pont egyike az
egyenes végtelen t4dvol fekvé pontja, egyszerfi viszonnyd fajul.

Hogy ezen pontokat is tekintetbe ve-
gyiik, legyen ¢, f, (12. dbra) tartéja két, T'
kozéppontra vonatkozolag, perspektiv pont- -
gornak, és nevezziik ¢ pontsor végtelen td- \ >
vol fekvé pontjat ()_-nek, azon pontot, \
mely Q_-nek f,-ben megfelel, mely tehdt \\ .

T-n 4t t-vel parhuzamos sugdrnak metsz6- L AN
pontja ¢,-gyel, ();-nek; végre azon pontot,

mely ¢, végtelen tdvol fekvé R, pontjdnak e
megfelel, R-nek. A végtelen tdvol fekvd 12, abra.

0., R~ pontoknak megfelelé Q,, R pon-
tokat a két projektiv pontsor ellenpontjainak nevezik.

Négy megfeleld pont kett8sviszonya akkor is egyenls, ha azok
koziil egyik végtelen tdvolban van, miért is ABQR és A, B,Q,R, meg-
felelé pontokra nézve :

(ABQ«R) '\ (A B,0,R,.),

vagyls
AQ. AR _ A0, AR,.
BO. BR B0, B
De
AQ. AR,
BQ. B

viszonyoknak hatdrértéke 1, mert AQ., BQ., A,R,., B,R,., mint
ugyanazon rendii végtelen nagy mennyiségek, melyek egymdstol véges
mennyiségekben killonboznek, egyenléknek tekinthetsk, és igy ama
kettdsviszonyok dtmennek kivetkezbkbe :

BR A0,
AR
vagy
AR.A,Q,=BR.B,Q,.
) Ezgn. egyenlet, TAR, TA,Q, és TBR, TB,(, hasonlé hirom-
820gekbél is levezethets, a mennyiben az elsé pér haromszog
AR:TR= :
& misodik 040,
BR:TR=TQ,: B,Q,-et
9%
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szolgdltatja, melyekbél:
TR.TQ=AR.A,Q,—BR. R,0,.

Az egyenlet pedig azt fejezi ki, hogy: projektiv pontsorokndl
két megfeleld pont tdvolsdga az ellenpontoktdl, eqyenld szorzalokat
ad. E szorzat, a projektiv pontsorok hatvdnydnak neveztetik.

A mi pedig az ellenpontok szerkesztését illeti, ha ABC, A,B,C,
megfelel6 pontok adva vannak, felvesziink (7. d4bra szerint) két sugdr-
sort, T, T,-et mely ABC..., A,B,C,... pontsorokkal kilon-kilon,
és A,B,(,. .. pontsorral kozosen perspektiv. T-n 4tmend és {-vel pér-
huzamos sugér f,-6t (J;-ben, T\-en dtmend és f,-gyvel parhuzamos
sugér pedig ¢,-6t R,-ben metszi; T,0), és
TR,nek kozos Q, R pontja ¢, ill. {-vel,
az A,B,C,, ABC éltal adott projektiv pont-
soroknak ellenpontja.

Az ellenpontok ismerete arra képesit,
hogy oly négy pontot szerkeszthessiink, me-
lyeknek kettésviszonva egyenld hdrom adott
pont egyszerti viszonydval. Ha ugyanis (13.
dbra) ¢ és t-en A, B, G, illetve A,, B,
pontok advidk és mi oly D pontot akarunk szerkeszteni, hogy

(A.BCD)=A101 . BICI 5

akkor #;-nek A, pontjit egyesitjuk A-val; : BB,:, | CC,! sugarak T
metszépontjin 4t ¢,-gyel pdrhuzamost huzunk, mely mér -t a kivdnt
D-ben, t;-et D,.-ben metszi, mert

(ABCD)=(A,B,C,D,»)=A4,C, : B,C,.

16. Ha két projektiv pontsornak ¢, {,-nek ellenpontja R, (), és
még egy par megfelelé pontja A, A, adva van, ¢ sor minden més pont-
jdnak X-nek megfeleld pontjdt X,-et {,-en, egyszertien lehet meg-
taldlni.

Szerkesztiink ugvanis oly téglanyt, melynek egyik oldala RX és
terillete a pontsorok hatvdnya: RA. (Q4,; a tégliny mdsik oldala
megadja X-nek megfelelé X, pont tdvolsdgat O,-t6l.

Hogy ezen tivolsdg (),*t6] mérve, mely oldalra viendd fal ¢,-re,
azon korilménybél hatdroztatik meg, hogy : két projektiv pontsorndl,
az egyik pontsor négy egymdsra kovetkezd pontjdnak megfeleld pont-
Jjat, szintén egymdsra kévetkezd pontok. Ennek helyes volta, pedig
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konnyen beldthatd perspektiv helyzetii pontsorokndl, és mert Projektiv
pontsorok mindig perspektiv helyzetbe hozhatok, azért barmily hely-
zetli projektiv pontsorokra nézve is helyes.

Ha tehdt (14. dbra) X pont A-t6l el van vélasztva R és (). dltal, a
pontok sorrendje: ARXQ«, ésigy a megfeleld pontok sorrendje:
AR X,0, vagyis X, szintén el lesz vélasztva A8l O, és 1L, dltal.

Ha azon téglanyt, melynek teriilete a projektiv pontsorok hat-
vénya négyzetté alakitjuk dt, és annak oldaldt R és Q;-t6] mérve ¢, ¢,
egyenesekre visszilk, G, H és
G,, H-ig, ugy G, H-ban {-nek :
oly két killonGs pontjat kapjuk
meg, mely R ellenponttél ép oly e
tdvolsdgra van, mint a nekik
megfelelé G, H, pontok {;-en a
masik (¢, ellenponttél. E két
pontpar: G, G;; H, H, a projektiv pontsorok hatvdnypontjainak ne-
veztetik.

17. Projektiv pontsorokndl mindig léteznek egymdssal egyenld
kozok, melyeknek végpontjai, egymdsnak megfelel pontok, és melyek
megfeleldleg eqyenld kézOknek neveztetnek.

Legyen ugyanis (15. dbra) a két projektiv pontsor hatvdnya w2,
annak ellenpontia R és (J;, végre két megfelels pontpar A, A, B, B,.

Minthogy

14. Abra.

AB=RB—RA— w1 1)
tehdt I i

AB— ——— ..
Q:4,.0,B
Ezen egyenlet folytdin AB és A,B, kozok nagysigukra nézve
akkor egyenlék, ha :
Q4. QB;=p?,
vagy mert :
HE — U —
OIBI (\)114»1
ha

RA—Q,B,, és Q,A,—RB.
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E két utolsd egyenlet azt fejezi ki, hogy : két projektiv pontsorban
a megfeleldleg egyenld kézéknek végpontjai az ellenpontoktol felvdliva
eqyenld tdvolsdgra vannak.

Ha tehdt A tetsz6leges pont é-ben, és RD, Q,B,, Q,C, egyenlének
vétetik HA-val ¢, ill. {;-en, tovdbbd A, D, B, C,-nek megfelels pontja:
Ay, Dy, B, C,4gy: AB=AB;; CD=C,D,; AC=A,C,; BD=B,D,.

E kozoknél az is lathatd (1. az
abrat), hogy AB és CD-nek, vala-
mint a megfelel6knek 4, B,, C,D,-
nek végpontjai nincsenek elvi-
_— lasztva, mig AC, BD-nek és igy
A C,, BD;-nek végpontjai el van-
nak vilasztva R, (J; ellenpontok
altal.
Ha A4, {-nek G hatviny pont-
jadban vétetett volna fel, akkor B
15. dbra. szintén G-be, C és D pedig H-Dba,
és hasonlokép a megfelelé pontok
Gy 68 1 -be jutottak volna. Két koz tehdt G és I ponttd fajult volna
el, a mdsik két koz pedig Osszeesett volna GIH-val az egyik, és
G H,-gyel a mdsik pontsoron.

18. Két projektiv sugdrsorndl, ép gy mint projektiv pontsorok-
nal, taldlhatok oly killonds egymdsnak megfelelé sugarak, melyek ha
kettésviszonyba hozatnak mds sugarakkal, a kettésviszonyok egysze-
riibb alakot 6ltenek.

Hogy e sugarak szerkesztését és az egyszeriisitett kettésviszony
értékét megtaldlhassuk vegyik fel, hogy a két projektiv sugdrsor 7,
T, mar perspektiv helyzetii, mely helyzetbe, mint lattuk, két projektiv
sugdrsor mindig az &dltal hozhaté, hogy egy tetszdleges megfelel
sugdrpdr egymadsra lesz fektetve a nélkul, hogy a koézéppontok oOssze-
esnének.

Ha ¢ tartéja azon pontsornak (16. és 17. dbra), mely mindkét
sugdrsorral perspektiv, s mi {-n fekvé pontbél, mint kozéppontbdl,
T, Ti-en dt x kort irunk le, dgy ezen kornek és t-nek U, V metszs-
pontjain dtmend . TU =q, | T¥'=r sugarak, valamint ezeknek meg-
felels | T\Ul=gq,, . T,V|=r, sugarak, egymdsra merdlegesek, és e
végbbl a sugdrsorok egymdsnak megfeleld merdleges sugdrpdrjainalk
neveztetnek.

Noha a két projektiv sugdrsor végtelen sokfélekép hozhaté per-
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spektiv helyzetbe, mindamellett 4ltaldban csak egy-egy par egymdsnak
megfelelé merdleges sugdrpér létezik, mert ha még egy 1éteznék, akkor
t-nek TT, koz felez6pontjdn at TT,-re merélegesen ll6 egyenesnek
kellene lenni, és ekkor végtelen sok ily sugdrpdrt lehetne szerkesz-
teni. Ezen eset azonban csak kiilonds projektiv sugdrsorokndl kovet-
kezik be, melyrdl késébb szélunk.

Ha a, a,; b, b, ezen T, T sugdrsoroknak két megfelelé sugdr-
parja, agy (abgr)=(a,byqry), vagy mi ugyanaz :

gin (aq).sin (br) _ sin (a,q,).sin (b;r))
sin (bg). sin (ar) sin (b,q,).sin (a,r))’

de minthogy (szog-)

(ar)y=(qr)+(aq), (a19)=—(q,r) + (a1
() =(qr)+(bq), (b1q)=—(q,r)+(byr)

és q, r; q,, r, egvmasra merdleges:

sin (ar) = cos (aq), sin (a,q,) = — cos (a,r,)
sin (br) = cos (bg), sin (b;q,) — — cos (b;r)),

miért is a fonnebbi egyenletekbdl kovetkezik :

sin (aq).cos (bg) _ — cos (a,r,).sin (byry)
cos (aq).sin (bq) — — cos (byry).sin (a,r)’
vagy
tg (aq) . tg (ar)) = tg (bq) . tg (byry.
L R_ *Rya.
Ezen egyenlet azt fejezi ki, hogy : két projektiv sugdrsorban egy

detszoleges sugdrnak hajldasszoge az eqymdsnak megfeleld merdleges
sugdrpdr eqyik szdrdhoz, és a felvett tetszéleges sugdrnak megfelelé
sugdr hajldsszége az eqgymdsnak megfelelé merdleges sugdrpdr md-
sik — az el6bbinek meg nem felelé — sugardhoz, oly két sz6g, mely-
nek tangense dllandé szorzatot ad. Ezen dllandé szorzatbél, mely a
sugdrsor hatvdnydnak neveztetik, l4thaté, hogy ha a forgds koézben
kozeledik ¢-hoz, 4gy a, tdvolodik r,-t6l, vagyis kozeledik ¢,-hez.

19. Projektiv sugdrsorokndl szintén taldlhatok egyenld szogek,
melyeknek szdrai egvmdsnak megfelelsk.

Miel6tt ily sugarakat szerkesztenénk, vegyilk tekintetbe, hogy
két perspektiv helyzetti sugdrsorndl a kozéppontok vagy el vannak
valasztva a velok perspektiv pontsor tartéja — a perspektiv tengely —
dltal, vagy pedig nincsenek elvilasztva. Az elsé esetben a sugdrsoro-
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kat ellenkezd forgdsit, a masodikban egyenld forgdsu sugdrsoroknak
nevezhetjilk, mert ha két megfelels sugarat, mds két megfelelé sugdr
helyzetébe akarjuk forgatni, az elsé esetben ellenkezd, a mésodikban
egyenld értelemben kell forgatni a sugarakat. A sugdrsoroknak e tulaj-
donsdga akkor is megmarad, ha azokat sikjukban a perspektiv hely-
zetbol kimozditjuk.

Ha két felvett projektiv sugdrsor T, T, egyenld, vagy ellenkezd
forgdst volt, az marad, miutdn perspektiv helyzetbe hozatott, vagyis.
kozéppontjuk vagy nines, vagy pedig el van vélasztva a perspektiv
tengely ¢ 4ltal.

Ha most, miutdn a sugdrsorok perspektiv helyzetbe hozattak,
T, T, kozépponton dt tetszdleges k, kort fektetink (16. dbra), mely
t perspektiv tengelyt A, B pontokban metszi, ugy

| TA|=a, |TB =bés | T\A =a,, T\B=b,

sugarak dltal képezett szogek egyenlék, még pedig: egyenld forgdsi-
ndl a, b és a,, b, sugarak azon szdgei, melynek szédra kozott AB koz
fekszik egyenl6k; ellenkezd forgdstinal pedig (17. dbra) a, b sugarak azon
szoge, melynek szdra kozott AB koz fekszik egvenld, a,, b, azon szogé
vel, melynek szdra kozott AB koz nem fekszik. a, b és a,, b, sugarakat
egyenlé forgdsa sorokndl az egymdsnak megfeleld derékszog szdrai
nem valasztjdk el, ellenkez6 forgdsindl pedig elvédlasztjdk.
Tekintve TT,UV és TT,BA hurnégyszogeket kovetkezik :

T,UV+T,TV=T,BA+T,TA,

a szerint, a mint a sugdrsorok egyenlé vagy ellenkezé forgdsaak,
mibél
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T,UV—T,BA=F(I,TV-T,TA),

vagy a fels jelt véve: (¢,b;)=—(ra)=(ar), az alsét véve: (q,b)=(ar).
Ha tehdt (ab) és (a,b,) a projektiv sugdrsorokban egymdsnak meg-

felel6 egyenld szogek, (rq) és (ryq,) pedig az egymdsnak megfelel6 de-
rékszogek, ugy

(ar)=(q,b,) és (aq)=(r;by)

(bry=(qia)  (b)=(ryay),
mely egyenletek azt fejezik ki, hogy : projektiv sugdrsorokndl az egy-
mdsnak megfeleld egyenld szbgek szdrai, az egymdsnak megfeleld
derékszog szdraihoz felvdltva, egyenld s3og alalt hajlanak.

20. Fektessik T ponton 4t azon mdsik sugarat d-t, mely r-rel
ép oly szoget képez, mint a, és mely {-t D-ben metszi.

Minthogy DTA héromszogben T-nél 1év6 r, g szogfelez6k DA
egyenest V, U pontokban metszik, és T, azon kornek pontja, mely
VU dtméré f616tt van leirva: | DT, |=d, sugdr r,-gyel ugyanoly sz6-
get képez, mint r| az a,-gyel.

Ha mi most DTT,-en 4t kyq kort fektetiink, mely {-t mdsodizben
C-ben metszi, és |CT,| 'CT, sugarakat ¢, ¢,-nek nevezzik, akkor ismét
mint el6bb k, kor alkalmazdsdndl volt :

(ed)y=(c,d)), (dr)=(gq,c), (ge)=(d;ry),
(dr) =(ra), (r1a1)= (d17"1)

és mert
azeért:
(byq)=(q,cy), (bg)=(q0).

Ezen egyenletekbol, tekintve hogy (rq) derékszog, lathatd, hogy
a, b és ¢, d sugarak azon szogei, melyeknek szdrai kozott AB, CD ko-
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z0k fekszenek, egymdsnak kiegészits szogei, vagy mi ugyanaz, a, b és
¢, d sugarak (és hasonlokép a,, b,; ¢,, d, sugarak) dltal képezett két-
két sz6g egymadssal egyenld.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy nemesak (ab) és (cd) sz0g egyenld
megfeleld szogével, hanem egyszersmind (ac) és (bd) szdg is ; tovdabbd
hogy egyenld forgdsa soroknél a, b es a,, b, valamint ¢, d és ¢, d,,
ellenkez forgdsu sorokndl a, ¢ és a,, ¢,, valamint b, d és b,, d, suga-
rak azon szogei egyenlék, melyek AB, CD kozoket tartalmazzdak, —
vagy mi ugyanaz, melyek 7, q; r;, q, dltal nincsenek elvilasztva, tehdt
derékszognél kisebbek. —

#, ka, kq korokrs] konnyen kimutathatd, hogy » felezi k, és kg
altal képezett szogek egyikét.

Nevezzik ugyanis e korok érintéit T vagy T, pontban 7, t,,
ti-nek, Ggy az egyenld forgdsu soroknal

(taa)y=TT\ Az, @)=TT,Vzx,
(ta)— @)=t )+ @) +ra)—@r)=TT) Az —TT,V=(r,a,),

mibdl (¢47), mint », k, hajldsszoge :
(tar)=(ar)+(rya)=(ar)—(qb).

Ugyanigy kimutathaté, hogy ellenkezd forgsdsa sorokndl e korok
hajldsszoge szintén (ar)—(qb), valamint hogy k4, »# koroknek hajlds-
szoge (tat)=(dr)—(qc), mib8l mdr kovetkezik, tekintettel (dr)=(ra) és
(q¢)—(bq) egyenletekre, hogy » kor k., kq-hez egyenls szogek alatt
hajlik.

«Az egymdsnak megfelel$ egyenls szogek szdrai tehdt, mind az
egyenld, mind az ellenkezd forgdst sugdrsorokndl azon pontokon
mennek dt, melyekben 7, 7, kozéppontokon &tfektetett és -hoz
egyenld szog alatt hajlé korok ¢ perspektiv tengelyt metszik.»

21. Ezen k,, kg korparak kozott egyenls forgdst sugdrsoroknél
létezik olyan, mely ¢ tartot érinti, mert 7', T, pontok ¢ dltal nincsenek
elvdlasztva. Az érint6é pontokon (, H-n dtmend g, hill. g,, h, suga-
rak — a sorok hatvdnysugarai — kilon-kilon véve nulld fajult egvenls
megfeleld szogeknek tekinthetdk, egviittvéve pedig [mint (gh), (¢,h,)]
szintén egyenld megfelelé szogek.

Ellenkez6 forgdsti sugdrsorokndl nem léteznek oly kordk, me-
lyek ¢ tartot érintik, de ekkor x-dt T, Tj-ben derékszog alatt metsz§
kornek és {-nek kozos G, H pontjain dtmend g, h; g, h, sugarak ké-
pezik a hatvénysugarakat, mert a derékmetszékor, »-hoz egyenld szdg



22. A kettospont fogalma. 27

alatt hajlo korpdrak egyesiilt korének tekinthetd. — Bér az egyenld
forgdst sugdrsorokndl is taldlhaté kor, mely x-4t T, T)-ben derékszog
alatt metszi, de ennek nines kozds pontja a perspektiv tengelylyel,
{-vel. —

g, h, g;, hy hatvdnysugarak, melyek az egymdsnak megfeleld
derékszogek (qr), (q,r,) széraival egyenld szogeket képeznek :

G =(qh)y=(g,r)=(rhy),
itt is hasonlé tulajdonsdggal birnak, mint a hatvinypontok a pont-
sorokndl, t. i. hogy:

tg (aq). tg (ar)=1g(9) . tg (9r)=t8" (yp)=1g" (hg)=1g" (g,ry)
egyenld a sugdrsorok hatvdnydval.

4. §. Kozbs tartéval bir6 projektiv sorok kettds elemei.

22. Két projektiv pontsor ABC..., A B,(C, ... ugyanazon ¢
tartén is képzelhets. Ha ugyanis két perspektiv pontsor kozil az
egyiket, A,B,C, .. .-et, a mdsiknak, ABC...-nek tartojara helyezzik,
agy a kozos tartén két projektiv pontsort kapunk.

AB,C, ... pontsor kétfélekép helyezhets ABC... tartojéra, t. i.
vagy oly médon, hogy ha A-bol B-n 4t C-hez és A,-b8l B-en 4t C;-hez
haladunk, a haladds értelme ugyanaz, vagy pedig oly médon, hogy a
haladds értelme ellenkezs. Két ugyanazon tartén fekvé projektiv
pontsor tehdt vagy egyenlékép haladd, vagy pedig ellenkezéleg ha-
ladd pontsor lehet.

Iy projektiv pontsorok megfelels pontjainak szerkesztése vissza-
vezethetd, két killonboz6 tartén fekvé projektiv pontsorok megfelels
pontjainak szerkesztésére az dltal, hogy A,B,C,... pontsort tetsz6-
leges 7' pontbdl egy 0j {, tartéra projiczidljuk A,B,(C,...-be, és
ABC. .. pontsor X pontjdnak megfelelé X, pontot azon pontsorban,
1-b6l ismét t-re projiczidljuk X,-be.

A kérdés, mellyel most foglalkozunk abban dll, megvizsgélni :
valjon van-e két ugyanazon tarton fekvé projektiv pontsoron oly pont,
melyet ha az egyik vagy mdsik pontsorhoz tartozénak tekintink, meg-
feleld pontjdval sszeesik és mikép kell ezen killonos pontokat, agy-
nevezett hettdspontokat szerkeszteni.

Hogy ketténél tobb ily pont nem lehet az konnyen beldthato,
mert ha ABC pontok 8sszeesnének a megfelels A,DB,C; pontokkal,
gy minden més D pont is, az (ABCD) — (4,B,C,D,) relaczié kovet-
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keztében osszeesnék megfelelé D, pontjaval. Ennélfogva a keftds~
pontoknak szama legfellebb kettc.

23. Legyenek az egyes pontsorok végtelen tdvol fekvé Q_, R,
pontjainak megfelels pontjai, vagyis az ellenpontok: Q,, R. E pontok
dltaldban nem esnek Ossze, mert a midén a pontsorokat egymdsra.
helyeztik, csak t6lunk figgott, valjon R és Q,-et egyesitjik-e,
vagy nem.

R, Q_ és R,_, Q, pontok 4ltal az egyes pontsorok két részre

1o
lesznek osztva, melyet kovetkezéleg lehet jelezni:
(0 Rl 0
) 2 Qeenn..

Ha most egy X pont R-t6l balra lev8 Q.. ponttél R felé mozog,
ugy ellenkezéleg haladd pontsornél a neki mindig megfeleld X, pont.

X R /4

18. Abra.

Q,-t6l .azon R, pontig fog mozogni, mely (,-t6] balra van, s mint-
hogy X, X, pontok egymdssal szemben mozognak egyszer megtorté-
nik, hogy egymdssal taldlkoznak. mely taldlkozds szikségkép IRQ,
kdzon kiviil R-t6] balra lesz.

Ha a mozgé X pont a mésik (). pontbél mozog R felé, a neki
megfeleld X, pedig ezen, ellenkezdleg haladé pontsorndl, (;-t5] a.
mdsik R, ., felé, tehat véle ismét szemben, ugy azok ismét egyesiilnek
RQ, kozon kiviil (),-t61 jobbra fekvé pontban.

Ellenkezéleg haladé pontsorokndl tehdt szikségkép létezik az
ellenpontok #ltal hatdrolt kozon, Jgvil, két kettdspont.

Hogy ezeket szerkeszthessik, szikségink van Q., Q;, R, R,.
pontokon kiviil (18. dbra) még egy tetszbleges megfeleld pontpérra,
pl- G, G, (vagy H, H,) hatvdnypontokra, melyek kiillonben minden
méds megfeleld pontpar segélyével szerkesztheték. Nevezziik RQ, felezs-
pontjat M-nek és vegyik tekintetbe, hogy X kettspontra nézve, fekid-
jék az R, O,-t6] jobbra, vagy balra:
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RG'=RX. 0, X=(RM+MX)(Q,M+MX)=(IM-+ MX)(— RM+ MX),

tehdt ., o
RG'+RM"=MX".

Ezen egyenletbdl ldthatd, hogy RG és RM befogokkal alakitott
derékszoglt hdromszognek dtfogdja, megadja a kett6spontok tdvol-
sagit RQ, felezdpontjatol.

24. Hogy az egyenldkép haladd pontsorokra nézve a kettéspon-
tok fekvését megdllapithassuk, vegyik tekintetbe, ha A" pont ismét
az R-t6] balra levé ()., pontbdl kiindulva I-ig mozog, a neki (19. dbra)
megfelels X, pont, (J);-t6] azon R, .-ig fog mozogni, mely ;-6
jobbra van. E mozgds kozben X nem eshet Ossze megfeleld pont-
jdval.

Ha X pont R-t6l a mdsik ().-ig halad, X a mdsik I?,.-t6l
kozeledik Q;-hez. E mozgdsndl mér megtorténhetik, hogy X, X;-gyel
egyestl, de ezen egyesiilési pont ecsak (), kozon johet létre.

G L4 X _¥. iy
FY. VAN A ) G,

19. abra.

Ha ily X pont létezik, akkor erre nézve:

RX.XQ,=RG",

vagy .mert
RX. XQ,=RM+MX) (XM+MQ)=(RM+ MX) (RM—MX),
RM'—MX"=RG".

Ezen egyenlet szerint a kettéspont tdvolsdga R(), felez6pontjitol
M-t61, befogdja azon derékszogli hdromszognek, melynek 4tfogdja
RM, miésik befogoja RG.

Ha tehat RM 4tfogd nagyobb mint RG befogd, vagy mi ugyanaz
ha R, nagyobb mint HG, tgy létezik két M-t5l egyenls tdvolsdgra
levé kettéspont; ha ellenben I2Q, kisebb volna mint HG, tgy nem
lehet oly valés pontot taldlni {-n, mely megfelels pontjival Osszees-
nek; s végre midén RQ,=HG, akkor az M-t6] O tdvolsdgra levé

Pont, vagyis maga M pont az egyediili, mely megfeleld pontjival
osszeesik,






