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E L Ő S Z Ó . 

Az ábrázoló geometria oktatásának a középiskolában kettős 
czélja van. Az egyik czél, hogy a tanulót az ábrázoló geometria 
legegyszerűbb módszereivel, a MoNGE-féle orthogonális projectió 
tanával megismertesse; a másik, hogy a szerkesztésektől függet-
lenül is növelje a tanuló geometriai ismereteit. 

Ε könyv megírásakor arra törekedtem tehát, hogy az olvasó 
abból ne csak ábrázoló geometriát, hanem általánosabb értelem-
ben vett geometriát is tanulhasson. Ε végből az egyes feladatok 
megoldásánál kiterjeszkedtem a szerkesztések pontosságát és 
finomságát előmozdító viszonyokra ; kiegészítettem a feladatok meg-
oldásait, a belőlök következtethető geometriai igazságok kideríté-
sével ; utaltam az egyes feladatoknak más hasonneműekkel való 
összefüggésére; végre a hol csak czélszerűnek találtam, akkép 
választottam a feladatok anyagát, hogy azokból geometriai igazsá-
gokra lehessen következtetni. · 

Könyvem foglalatát és beosztását illetőleg a tartalomjegy-
zékre utalok, de meg kell említenem, hogy a síklapú testek 
ábrázolása czímű fejezetbe fölvettem a kristálytan szabályos rend-
szerének egyszerű alakjait. Ε rendszer alakjainak határlapjai, 
három derékszögű tengelyre nézve szabályosan helyezkednek 
el; e szabályszerűség ismerete s ennek alapján az alakok ké-
peinek és ezekből a hálóknak megrajzolása, mely több külön álló 
feladat megoldását kívánja, nagyobb érdeklődést kelt, mint a 
melyet e szétszórt feladatok önmagukban nyújtanak. A tanuló 
ezekben az ábrázoló geometria alkalmazását látja; meggyőződést 
szerez annak nemcsak elméleti, hanem gyakorlati értékéről is, — 
figyelmes lesz és gondolkozik, hogy hol és mire használhatja még 
fel a tanultakat. S jóllehet, hogy a szabályos rendszer egyszerű 
alakjait egész teljességükben tárgyalom, nem szükséges, hogy az is-
kolában minden egyes alak megrajzoltassék. A tárgy iránt érdeklődő 



tanuló átdolgozza majd azokat a példákat is, a melyek idő rövid-
sége miatt az iskolában elmaradtak. 

A midőn végezetül kiadómnak áldozatkészségeért, hogy e 
könyv csinos és tetszetős kiállítása érdekében költségeket nem 
sajnált, köszönetet mondok, a magyar tanuló ifjúság nemes szor-
galmába ajánlom e könyvet, melyet a legújabb középiskolai tan-
tervnek megfelelően írtam, — merítsen belőle annyit, a mennyit 
jövendő életpályájára szükségesnek, hasznosnak talál. 

Kolozsvárt, az 1900. év április havában. 

A szerző. 
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I. F E J E Z E T . 

A pont-, az egyenes- és a sík ábrázolása. 

A pont ábrázolása. 

1. A képsíkok. A tér összes pontjait két egymásra merőleges 
síkra lehet vonatkoztatni. Ε két végtelen nagynak képzelt síkot kép-
síknak, azoknak metszővonalait pedig képtengelynek nevezzük. A 
képsíkok közül az egyik vízszintes, tehát a másik függőleges hely-
zetben vehető fel. A vízszintes helyzetű képsíkot első-, vízszintes- vagy 
alapképsíknak, a másikat pedig második-, függőleges- vagy homlok 
képsíknak nevezzük. 

2. A térnegyedek. A két egymásra merőleges képsík a tért 
négy térnegyedre, a képtengely pedig a képsíkokat két-két részre 
— félsíkokra — osztja. A félsíkok képezik a végtelen nagy tér-
negyednek határló síkjait. 

Az első képsík fölött levő két térnegyed közül az egyiket első-
nek, a másikat pedig másodiknak nevezzük. A második térnegyed 
alatt van a harmadik, az első alatt pedig a negyedik térnegyed. 

Az első és második, úgyszintén a harmadik és negyedik térne-
gyed közös határló síkja a második képsíknak egy-egy félsíkja, mig 
a második és harmadik, valamint a negyedik és első térnegyedek 
közös határló síkja az első képsíknak egy-egy félsíkja. 

Az első és harmadik, valamint a második és negyedik térne-
gyednek nincs közös határló félsíkja, e térnegyedeknél a képtengely 
képezi a közös határló vonalat. 

Az első képsík pontjai az első és a negyedik avagy a második 
és harmadik térnegyedhez tartoznak; a második képsík pontjai pe-
dig az első és a második, avagy a harmadik és negyedik térnegyed-
hez számíttatnak; végre a képtengely p o n t j a i t bármely térnegyedben 
fekvőnek tekinthetjük. 

KLUG : Ábrázoló geometria. 1 
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3. A pont vonatkoztatása a képsíkokra; az első és má-
sodik kép és a tengelykép. A térnegyedek egyikében pl. az első-

síkon) A'-t a leírt módon nyerjük, a projiciálás művelete. 
Határozzuk most meg az A pontnak második derékszögű 

képét, azaz projiciáljuk az A pontot a második képsíkra K2-re. Bo-
csássuk tehát az A pontból a második képsíkra a merőleges egyenest, 
mely azt az A" pontban metszi. Az A A" egyenes az A pontnak 
derékszögű projiciáló sugara a második képsíkra, az A" pont pedig 
az A pontnak második derékszögű képe. 

(Minthogy tárgyalásunk folyamán általában a képsíkhoz csakis 
derékszög alatt hajló sugarakkal projiciálunk, a képek tehát a pro-
jiciálandó alakzatoknak mindig derékszögű képei lesznek, a derék-
szögű jelzőt a következőkben elhagyjuk.) 

Az A'A, A"A egyeneseken keresztül menő sík mindkét kép-
síkra, tehát a képtengelyre, x-re, merőleges és a képtengelyt egy 
Ax pontban, az A pont tengelyképében, a képsíkokat pedig az A'AXt 

A"AX egyenesekben metszi. Az A'AX, A"AX> AAX egyenesek, mert 
a képtengelyre merőleges síkban fekszenek, merőlegesek a képte;> 
gelyre; azonkívül A'AX A"AX> az A'A A"AX négyszög derékszögű 
és igy szemben fekvő oldalai: AA' = A" ΑΧι AA" = A'AX. Az A 
pont tengelyképe Ax tehát közös metszőpontja a képtengelynek 
azokkal az egyenesekkel, melyek az A', vagy az A" vagy az A 
pontból a képtengelyre merőlegesen bocsáthatók. 

Az A A' vonaldarab az A pontnak távolsága az első képsíktól, 

1. ábra. 

ben egy A pontot képzelünk 
(1. ábra), mely nem fekszik a 
képsíkokon. Az^4 pontból bo-
csássuk az (egyedül lehető) 
merőleges egyenest az első 
képsíkra; ez az 1-ső képsíkot 
Kx-et egy A' pontban metszi. 
A végtelen nagy egyenes 
az A pontnak derékszögű 
(orthogonalis) projiciáló su-
gara az első képsíkra; az 
A' pont pedig az A pontnak 
derékszögű első képe, vagy 
projectiója. Az az eljárás, 
mely szerint az A pontból 
— térpontból — annak első 
képét (képét az első kép-
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az AA" vonaldarab pedig az A pontnak távolsága a második képsík-
tól; az AA'-1 és az AA" vonaldarabot az A pont első ill. második 
képtávolságának nevezzük. Minthogy az A"AX vonaldarab az A" 
pont távolsága a képtengelytől és A'AX vonaldarab az A' távolsága 
a képtengelytől, az előbbi AA' = A"AX, AA" — A'AX egyenlőségek 
értelme következő : Egy pont távolsága az első (második) képsíktól 
oly nagy, mint a pont második (első) képének távolsága a tengelytől. 
Ehhez járul még : Egy pont első és második képéből a képtengelyre 
bocsátott merőlegesek egymást egy pontban, a felvett pont tengely-
képében metszik. 

Jegyzet. A térpontok jelölésére a következőkben nagy betűket hasz-
nálunk ; azoknak 1-ső képét ugyanolyan, de egy vesszővel ellátott betűvel, 
2-dik képét pedig ugyanolyan két vesszővel ellátott betűvel, végre tengely-
képét (melyet gyakran el is hagyunk), ugyanolyan, de * mutatóval jellemzett 
betűvel szándékunk jelölni. 

4. A különböző térnegyedekben fekvő pontok képei-
nek helyzete a képtengely irányában. Képzeljünk még három 
pontot B, C, D-t, melyek 
közül Β a második, C a 
harmadik, D a negyedik tér-
negyedben, de a képsíkokon 
kivül fekszik. Ε pontoknak 
határozzuk meg első és má-
sodik képét, azaz projiciál-
juk azokat az első és máso-
dik képsíkra. Ennélfogva 
(2. ábra) a B, C, D pontokon 
keresztül merőleges egyene-
seket bocsátunk az első kép-
síkra, melyek azt a B', C', D' 
pontokban metszik, és a 
B, C, D pontokon keresztül 
merőleges egyeneseket bo- 2. ábra. 

csátunk a második képsíkra, 
melyek azt a B", C", D" pontokban metszik, végre akár 
a B', C1 D', akár a B" C\ D'' pontokból bocsátunk merőle-
geseket a képtengelyre, melyek azt a BXi GX} Dx> pontokban 
metszik. 

Ha most B'B B"BX, G C C"GX, D D D"DX, derékszögű négy-
szögeket tekintjük, azt tapasztaljuk, hogy az előbbi § végén álló 
két tétel a 2-dik, 3-dik és 4-dik térnegyedekben fekvő pontokra nézve 

1* 
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is érvényben marad. Továbbá, hogy az egyes térnegyedekben fekvő 
pontok helyzete a képtengely irányában következő : 
az 1-ső képsíkban a képtengely elválasztja az A', D' pontokat a B\ C' pontoktól 
a 2-dik „ „ „ A", B" „ C", D" „ 

Hogy ezt általánosan kifejezhessük, képzeljünk egy az 1-ső 
térnegyedben levő, az 1-ső képsíkon álló és a 2-dik képsíkra néző 
egyént. Ε néző az 1-ső és 2-dik térnegyedben fekvő pontokat az 
1-ső képsík fölött, azoknak 2-dik képeit a képtengely fölött látja; 
míg a 3-dik és 4-dik térnegyedben levő pontokat az 1-ső képsík alatt, 
azoknak 2-dik képeit szintén a képtengely alatt látja. Ellenben a 
néző az 1-ső és 4-dik térnegyed pontjait a 2-dik képsík előtt, azok-
nak 1-ső képeit a képtengely előtt, míg a 2-dik és 3-dik térben fekvő 
pontokat a 2-dik képsík mögött, azoknak 2-dik képeit szintén a kép-
tengely mögött látja. 

5. A képsíkon fekvő pontok képei. Az 1-ső képsíkon fel 
veszünk egy Ε pontot a 2-dik képsík előtt és egy F pontot a 

2-dik képsík mögött 
(3. ábra). Mindkét 
pontnak a 2-dik 
képe E", F" a 
képtengelyben van, 
tehát az Ε és F 
pontnak EXt Fx ten-
gelyképével egyesül. 
Ugyancsak mindkét 
pontnak 1-ső képe 
E', F' magával az 
illető ponttal E, F-fel 
esik egybe, mert az 
Ε és az F pontból 
az 1-ső képsíkra 
bocsátott merőleges 
azt az E, illetve F 

pontban metszi. Az E'E E"EX és FF F"FX derékszögű négyszög 
egy egyenes vonallá EE" és FF" fajul el, mert EE' = E"EX = o, 
és FF' = F"FX = o. 

Ha továbbá G az 1-ső és 2-dik térnegyed határán, Η a 3-dik 
és 4-dik térnegyed határán, tehát mindkét pont a 2-dik képsíkban 
fekszik, akkor azoknak 1-ső képe G', H' a képtengelyben van és 
2-ík képe maga a G, illetve a Η. A G'G G"GX, H'H H"HX, derék-
szögű négyszögek szintén a GG', H'H vonaldarabokká fajulnak el, 

3 . ábra. 



mert jelenleg GG" = G'GX = ο, HH" = H'HX = o. Ennélfogva: 
tíz 1-ső (2-dik) képsíkon fekvő pontok egybeesnek 1-ső (2-dik) képük-
kel, azoknak 2-dik (\-ső) képe pedig a képtengelyben van. — Minthogy 
ά képtengely bármely I pontja mindkét képsíkban fekszik, annak 
1-ső, 2-dik és tengelyképe / ' , I" , Ix az 1 ponttal magával esik egybe. 
Az I ' l 1"IX derékszögű négyszög ekkor egy ponttá fajul el, mert 
oldalai II' = II" = o. 

6. A képsíkok egyesítése. A két képsík közül az egyiket a 
képtengely körül a másikba akarjuk forgatni és az egyes térnegye-
dekben fekvő pontok képeinek helyzetét ez egyesített két képsíkon 
meghatározni. 

Forgassuk e végből az 1-ső képsíkot az χ tengely körül a 2-dik 
képsíkba mint szokás akképen, hogy a 
forgatandó 1-ső képsík a 4-dik és 2-dik 
térnegyedet irja le (tehát mint a 4. áb-
rában a nyíl mutatja). Minthogy a 2-dik 
képsík és a képtengely változatlan 
marad, azért a pontoknak 2-dik képe 
és tengelyképe sem változtatja helyze-
tét, tehát az előbbiekben tárgyalt A, B, 
C, D, E, F, G, Η, 1 pontoknak máso-
dik képe A", B", C", D", E'\ F", G", 
Η', I" közül A", Β G " , a kép-
tengely fölött, C", D", H " a képten-
gely alatt, E", F ', I" a tengelyen marad 

4. ábra. 

5. ábra. 

Ellenben a 2-dik kép-
sík előtt, tehát az 1-ső 
és 4-dik térnegyed pont-
jainak 1-ső képei a 
képtengely alá, a 2-dik 
képsík mögött, tehát a 
2-dik és 3-dik térne-
gyedben fekvő pontok-
nak 1-ső képei a képten-
gely fölé kerülnek. Ε sze-
rint az A', D', E' képek 
a képtengely alá, a B', 
C', F' pontok a képten-
gely fölé kerülnek, a 
G', H', / ' pontok pedig 
a képtengelyen marad-
nak (5. ábra). 
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Jellemző, hogy a leírt módon az 1-ső képsíknak a 2-dikba 
történt forgatása után a) bármely pont 1-ső és 2-dik képének össze-
kötő egyenese a pont tengelyképében a képtengelyre merőlegesen áll; 
továbbá, hogy b) bármely pont 1-ső (2-dik) képének távolsága a kép-
tengelytől egyenlő a pont távolságával a 2-dik (1-ső) képsíktól, végre c) 
az 1-ső térnegyed pontjainak 1-ső képe a képt. fölött, 2-dik képe a képteng. alatt van 
a 2-dik „ „ fölött, ,, „ fölött „ 
a 3-dik „ „ „ „ „ alatt „ „ „ fölött „ 
a 4-dik „ „ „ „ „ alatt ,, „ „ alatt „ 

az 1-ső képsík pontjainak 2-dik képe a képtengelyen fekszik 
a 2-dik „ „ 1-ső „ „ „ s 

7. A pontok ábrázolása és reconstructiója. Az előbbiekben 
láttuk, hogy a tér egyes pontjait a két egymásra merőleges képsíkra, 
az 1-ső és 2-dik képsíkra projiciáltuk és az 1-ső képsíkot a pon-
toknak a rajta fekvő 1-ső képeivel együtt a képtengely körül a 2-dik 
képsíkba forgattuk. A tér pontjainak képei tehát jelenleg ugyanegy 
síkon vannak, mely a két egyesített képsíknak tekintendő. Ez a két 
egyesített sík képezi azt a síkot (a rajzlapot), melyen szerkesztése-
ket végezünk, azaz rajzolunk és a mely két síkról annyit tudunk, 
hogy mielőtt egymással egyesültek, egymásra merőlegesek voltak és 
egymást a képtengelyben λ'-ben metszették. 

Minden rajzlap két egyesített képsíknak tekinthető. Egy tetszés 
szerinti χ egyenes (6. ábra) képezheti a képtengelyt; 
bármely az x-re merőleges egyenesen fekvő két 
pontot A', A", egy A térpont 1-ső és 2-dik képé-
nek tekinthetjük, s mely A', A" két kép az A tér-
pont ábrázolása a felvett rajzlapon, azaz az egye-
sített képsíkokon. 

Az A pont ábrázolásából, A', ^4"-ból, azon-
ban következtetnünk kell és lehet az A ponf hely-
zetére a képsíkok irányában; s azt a műveletet, mely 
szerint a pontnak (vagy egy geometriai alakzat-
nak) helyzetét a két képsík irányában annak két 
képéből megállapítjuk, a pont (vagy a geometriai 

6. ábra. alakzat) reconstructiójának (visszaállításának) ne-
vezzük. 

Feltételezvén, hogy (mint a 6. ábrában) az A" pontot az χ 
képtengely fölött, az A' pont az a alatt vettük fel akkép, hogy 
Ά A" egyenes az *-re az Ax pontban merőlegesen áll, az előbbi téte-
lekből folyólag következtethetjük, hogy az (A', A") képekkel ábrá-
zolt A pont az 1-ső térnegyedben fekszik és az 1-ső képsíktól mért 



távolsága A" AXj a 2-dik képsíktól mért távolsága pedig A' Ax. De 
ennyi épen elegendő arra, hogy az A pontnak helyzetét a képsíkok 
irányában ismerjük. Mert ha bárhol egy vízszintes és egy függőleges 
síkot (pl. egy derékszög alatt kinyitott könyvet, mely az első térne-
gyedet ábrázolja) 1-ső és 2-dik képsíknak tekintünk, s ezek # met-
szővonalának egy Ax pontján keresztül az 1-ső és a 2-dik képsík-
ban egy-egy merőleges egyenest húzunk, és az elsőre az AXA' 
vonaldarabot, a másodikra az AZA" vonaldarabot az Ax ponttól 
mérve reá rakjuk A', A"-ig, de úgy, hogy a vonaldarabok az első 
térnegyedet határló félsíkokon feküdjenek, akkor az A' pontban 
az 1-ső képsíkra, és az A" pontban a 2-dik képsíkra emelt merőle-
gesek egymást a kívánt A pontban metszik. 

Még egyszerűbb a reconstructió, ha magát a rajzlapot tekint-
jük pl. 2-dik képsíknak, s az ott levő a tengelyen keresztül egy 
merőleges síkot állítunk a rajzlapra, mely már az 1-ső képsíkot áb-
rázolja. Ebben az 1-ső képsíkban az Ax ponton keresztül menő és 
az x-re merőleges egyenesen álló egyenesre reá rakjuk az AXAJ 

vonaldarabot ismét akképen, hogy az az 1-ső térnegyedet határló 
félsíkon feküdjék. Az A' és A" pontokban az 1-ső, illetve a 
2-dik képsíkon emelt merőlegesek egymást abban az A pontban 
metszik, mely az A', A" képekkel van ábrázolva. 

Ugyanezt az eljárást kell követnünk, ha a pont a 2-dik, 3-dik 
vagy 4-ik térnegyedben fekszik, tehát megfelelőleg mindkét képe az 
χ fölött vagy az 1-ső képe az χ fölött, a 2-dik az # alatt, vagy 
végre mindkét képe az # alatt van, csupán arra kell ügyelnünk, 
hogy a tengelykép és az 1-ső képtől határolt vonaldarabot (az előb-
binél ΑΧΆ) az illető térnegyedet határló félsíkon a pont tengely-
képében az x-re emelt merőlegesre rakjuk reá. 

A midőn a pont a 2-ik képsíkban fekszik, tehát 1-ső képe az 
x-en van, akkor a 2-dik kép maga a pont, s ha végre a pont az 1-ső 
képsíkon, tehát 2-dik képe az x-en van, akkor az 1-ső képének recon-
struálásával megkaptuk az illető pontot. Magát az első képet is lehet 
ebben az esetben az illető térpontnak tekintenünk, de akkor azt 
kell képzelnünk, hogy a 2-dik képsík lett az elsőre ráborítva. 

Feladatok a pontról. 
8. — 1. feladat. A rajzlapon adva van a képtengely # és négy 

pontnak A, B, C, D-nek tengelyképe Ax> Bx, CXi Dx; határozzuk 
meg az A, B, C, D pontnak 1-ső és 2-dik képét A', A"; Β', B" ; C' 
G"; D', D"-ét, ha tudjuk a pontok az 1-ső képsíktól 2 cm, a 2-dik 
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3 cm. távolságra vannak és A az 1 -ső, Β a 2-dik, C a 3-dik, D a 4-ik 
térnegyedben fekszik. A megoldást a 7. ábra mutatja. (Β' a _B"-vel 
fel van cserélve a 7. ábrában.) 

2. feladat. Ha az 1 -ső feladat adataival az A, B, C, D pontok-
nak közös tengelyképe van, akkor az A, B, C, D pontok mily sok-

szögnek képezik szögpontjait ? Mily 
helyzetű e sokszög síkja, milyenek 
oldalainak hosszúsága és mily hely-
zetű a szögpontoknak a közös ten-
gelyképe a sokszög irányában ? 

3. feladat. Mily vonalokon fe-
küsznek az 1-ső (vagy 2-dik, 3-dik, 
4-dik) térnegyed összes pontjainak 
1-ső és milyenen 2-dik képei, ha a 
pontok az első képsíktól 2 cm, a 
2-diktól 3 cm. távolságra vannak. 

4. feladat. Ábrázoljuk az A és Β 
pontot, ha azoknak tengelyképe 
Ax Bx közös, de az A pont az 1-ső, 
a Β pont a 3-ik térnegyedben fek-
szik és az A pont az 1-ső képsíktól 
3 cm, a 2-ik képsíktól 2 cm távol-
ságra van, ellenben a Β pont az 1-ső 

képsíktól van 2 cm, a 2-diktól pedig 3 cm. távolságra. 
5. feladat. Oldjuk meg a 4-dik feladatot, ha az A pont a 2-dik, 

a Β pont a 4-dik térnegyedben fekszik. A két pont A, Β tengely-
képétől egyenlő távolságra van; szerkeszszük meg e távolságot. 

6. feladat. Az A és Β pontnak közös tengelyképe Ax az egyik 
pont az 1-ső és 2-dik képsíktól ép oly távolságra van, mint a 
másik pont a 2-diktól, illetve az 1-sőtől, kérdés, mily háromszög 
A Β Ax> ha a két pont ugyanabban, vagy ha különböző térnegyed-
ben fekszik ? 

7. feladat. Ha két pontnak közös 1-ső, de különböző 2-dik 
képe van és ugyanegy térnegyedben fekszik, akkor e két pont az 
egyik képsíktól egyenlő, a másiktól pedig különböző távolságra van. 
Melyik képsíktól van a két pont egyenlő távolságra és melyik pont 
lesz a másik képsíktól távolabb ? 

8. feladat. Ábrázoljunk adott tengelykép mellett a) oly pontot, 
mely az első képsíkon fekszik és 2-diktól 2 cm távolságra van, b) 
oly pontot, mely a 2-ik képsíkon fekszik és az első képsíktól 2 cm 
távolságra van. (Mindkét feladatnak két megoldása van.) 

7. ábra. 
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9. feladat. Mily helyzetűek az 1-ső (vagy a 2-dik, a 3-dik, a 
4-dik) térnegyed azon pontjainak képei, melyek mindkét képsíktól 
egyenlő távolságra, pl. 2. cm-re vannak. 

9. A pontok symmetrikus és eoineidáló képei. Képzeljünk 
a két képsík egyesítése előtt az 1-ső térnegyedben egy A pontot, 
mely a két képsíktól egyenlő távolságra van. Ekkor az A pontnak 
1-ső és 2-dik képe A', A" az Ax tengelyképétől egyenlő távolságra 
van (A'AX = AXA"), és az A pontból meghatározott A' A A" Ax 

derékszögű négyszög négyzetté fajul el. Ε négyzet AAX átlója a 
szögpontokon túlhosszabbítva az 1-ső és 3-dik térnegyedben nyúlik 
el; minden pontjának távolsága a két képsíktól egyenlő, tehát az 
AAX végtelen hosszú egyenes, minden pontjának két képe a kép-
tengelytől egyenlő távolságra van. 

Mozgassuk most az A' A A" Ax négyzetet jobbra, avagy balra, 
de úgy, hogy síkja mindig merőleges maradjon a képtengelyre, és 
Ax szögpontja a tengelyt, az A' Ax> A" Ax oldalai pedig az 1-ső, 
illetve a 2-dik képsíkot írják le. Ε mozgásnál az A'AX átló mindig párhu-
zamos marad önmagával és egy síkot ír le, mely a képtengelyen megy 
keresztül és fele az 1-ső, fele a 3-dik térnegyedben fekszik. Ε síknak 
minden pontja származásánál fogva az 1-ső és 2-dik képsíktól egyenlő 
távolságra van, tehát azoknak 1-ső és 2-dik képe a képtengelytől szin-
tén egyenlő távolságra lesznek. Ha tehát a képsíkot a szokott módon 
egyesítjük, akkor ama sík pontjainak 1-ső és 2 dik képe az χ képten-
gely irányában symmetrikus, azaz az 1-ső és 2-dik kép az xAő\ 
egyenlő távolságra van, az xAő\ el van választva és az azokat 
összekötő egyenes merőleges x-re. 

Ε tulajdonságnál fogva azt a síkot, melynek pontjai a képten-
gely irányában symmetrikus képeket szolgáltatnak, symmetriasík-
nak nevezzük és Hegyei jelöljük. 

A képtengelyen lehet még egy síkot átfektetni, melynek pontjai 
a képsíktól egyenlő távolságra vannnak. Ez utóbbi sík a 2-dik és 
4-dik térnegyedben terjed el és a benne fekvő pontok 1-ső és 2-dik 
képének az a tulajdonsága van, hogy azok a képsíkok egyesítése 
után összeesnek, coincidálnak, mert a képtengely ugyanegy oldalán 
a képtengelytől egyenlő távolságra vannak. Ez utóbbi síkot pontjai 
képeinek leírt tulajdonsága folytán coincidentiasíknak nevezzük és 
H-j-vel jelöljük. 

A symmetriasík pontjainak képei tehát a képtengely irányá-
ban symmetrikusan, a coincidentiasík pontjainak képei pedig egybe-
esöleg (coincidálólag) ábrázoltatnak. 

10. A fedőpontok. Vegyük figyelembe a két képsíkot az egye-
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sítés előtt, az elsőt vízszintes, a másodikat függőleges helyzetben és 
tekintsük azokat átlátszatlanoknak. Legyen az A és a Β egy az 1-ső 
térnegyedben fekvő szintén átlátszatlannak képzelt pont. 

Gondoljunk egy az első képsík fölött levő és az 1-ső képsíkra 
néző egyénre, melynek 0L szeme, egy az 1-ső képsíkra merőleges 
egyenesnek igen távol fekvő pontja. A néző szeméből kisugárzó 
látósugarak közül egy az A, egy pedig a Β ponton megy keresztül 
és egybeesik az A és a Β pont projiciáló sugarával, tehát az átlát-
szatlan A pont annak első képét A'-et és az átlátszatlan Β pont, 
annak 1-ső képét B'-et az 1-ső képsíkra nézőtől elfödi. 

Ha azonban (8. ábra) az A és Β pontnak közös első képe van, 
akkor már az A, Β pontok közül egyik a másikat, Oi-ból tekintve 

8. ábra. 

el fogja födni; még pedig az a pont födi el a másikat, mely távolabb 
van az 1-ső képsíktól, melynek tehát 2-dik képe távolabb van a 
képtengelytől. 

Ha továbbá az 1-ső térnegyedben két pontot C, D-t képzelünk, 
közös 2-dik képpel, C", D"-ve 1, akkor e két pont közül egy oly 
nézőre, melynek szeme a 2-dik képsík előtt egy a második képsíkra 
merőleges egyenesnek igen távol fekvő 0.z pontjában van, el lesz 
födve ; és pedig az a pont födi el a másikat, melynek 1-ső képe a 
képtengelytől nagyobb távolságra van. 

A mellékelt 8. ábrában a Β pont födi el az^4-taz 1-ső képsíkra 
nézve, és a C pont födi el a D-t, a 2-dik képsíkra nézve, a mit 
akkép fejezünk ki, hogy a Β pont födőpontja az A-nak az 1-ső kép-
síkra nézve és a C pont födőpontja a D-nek a 2-dik képsíkra nézve, 
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alattomban értvén, hogy a néző az 1-ső, illetve a 2-dik képsíkra 
merőleges egyenes igen távol fekvő Ox, 0 2 pontjából tekint a 
pontokra. 

Ha tehát az első térnegyed hét pontjának közös 1-ső (2-dik) képe 
van, akkor a két pont közül az lesz a másiknak födőpontja az 1-ső 
(2-dik) képsíkra nézve, melynek 2-dik (1-ső) képe a képtengelytől távo-
labb van. Ε szabályt még arra az esetre is érvényesnek mondjuk, 
a midőn a két képsík a szokott módon egyesítve van. Tekintsük álta-
lában az ábrázolandó pontoknak vagy más alakzatoknak a két egye-
sített képsíkon levő 1-ső és 2-dik képeit olyanoknak, melyek a 
pontok vagy más alakzatok képeinek szemléltetésére szolgálnak a 
képsíkok egyesítése előtt (tehát a midőn azok az egymásra merőleges 
képsíkokban vannak), mert a képeknek az utóbbi helyzete egyszerű 
művelet végzésével ad fogalmat a pontok és alakzatok kölcsönös és 
a képsíkok iránt való helyzetéről. És az ábrázoló geometriának 
egyik főfeladata egy tárgyról vagy egy geometria alakzatról oly 
képeket készíteni, azokat oly képekkel ábrázolni, melyek könnyű 
szerrel a szemlélőben fogalmat keltenek magáról a tárgyról vagy 
alakzatról, melyet ábrázolnak. 

Az egyenes ábrázolása. 

11. Az egyenes képei. Két pontot A, B-t képzelünk az 1-ső 
térnegyedben; ezeknek képei A', A" ; Β', B" (9. ábra). Jelöljük az 
AB, A'B', A"B" pontokon keresztül menő egyeneseket e-vel, e'-sel, 
^"-sel. Az e egyenes pontjait az 1-ső képsíkra projiciáló sugarak 
egy az 1-ső képsíkra merőleges síkban — az e egyenes 1-ső projiciáló 
síkjában — feküsznek, mely az 1-ső képsíkot az e' egyenesben 
metszi. Az e' egyenesen feküsznek tehát az e egyenes pontjainak 
1-ső képei, s ezért az e' egyenest az e egyenes 1-ső képének nevezzük. 

Az e egyenes pontjait a 2-dik képsíkra projiciáló sugarak 
szintén egy a 2-dik képsíkra merőleges síkban — az í egyenes 2-dik 
projiciáló síkjában — vannak, mely a 2-dik képsíkot az e" egyenes-
ben metszi, e" tartja tehát az e egyenes pontjainak 2-dik képeit, és 
mint ilyen, az egyenes 2-dik képének neveztetik. 

Általában : az egyenes vagy bármily görbe vonal 1-ső (2-dik) 
képe a vonalon fekvő pontok 1-ső (2-dik) képének geometriai helye. 

Az egyenes 1-ső és 2-dik képe általában egyenes lesz, mely 
abban az esetben fajul el ponttá, ha az egyenes az 1-ső, illetve a 
2-dik képsíkra merőleges. Ha ugyanis az A, B, pontot, melyen az 
e egyenest keresztül fektetjük akkép választjuk, hogy az egyik pont 
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a másiknak fedőpontja az 1-ső képsíkra nézve, akkor az e egyenes 
minden pontjának projiciáló sugara az e egyenes, tehát az e pontjai-
nak ugyanegy 1-ső képe van. Hasonlókép egybeesnek az e egyenes 
pontjainak 2-dik képei, ha az e két pontjának közös 2-dik képe van, 
azaz ha e a 2-dik képsíkra merőleges. 

12. Az egyenes nyomai. Egy egyenesnek és egy síknak 
mindig van közös pontja; e közös pontot az egyenes és a sík metsző-
pontjának, vagy az egyenes nyomának a síkon szokás nevezni. Ha 
az egyenes a síkban fekszik, akkor annak minden pontja közös a 
síkkal, tehát az egyenes minden pontja nyomnak tekinthető. Ha 
pedig az egyenes a síkot egy igen távol fekvő pontban metszi, akkor 
azt mondjuk, hogy az egyenes párhuzamos a síkkal, vagy a síkhoz, 
de ekkor is van az egyenesnek nyoma a síkon, melyet a szerkesz-
téseknél rendesen ép úgy kezelünk, mintha a nyom nem feküdnék 
a szerkesztési mezőtől igen nagy távolságra. 

Az egyenesnek azt a pontját, melyben az 1-ső képsíkot metszi, 
1-ső vagy vízszintes nyomnak, és melyben a 2-dikat metszi, 2-dik 
vagy függőleges nyomnak nevezzük. 

Minthogy az e egyenes 1-ső nyoma E^ az 1-ső képsíkon fekszik 

9. ábra. 

(9. ábra), azért annak E\ 1-ső képe egybeesik EL-gyei, 2-dik képe 
E J ' pedig a képtengelyen van. Ugyanígy az e egyenes 2-dik nyo-
mának E.rnek, mint a 2-dik képsík egy pontjának 2-dik képe Et" az 
Et pont, első képe E2' pedig a tengelyen fekszik. Ε szerint jól meg-
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jegyzendő, hogy az egyenes 1-ső nyomának 2-dik képe, és 2-dik 
nyomának 1-ső képe a képtengelyen fekszik. 

Jegyzet. 1. A téregyenes jelölésére a kis betűket használjuk; annak 
1-ső és 2-dik képét ugyanolyan, de egy, illetve két vesszővel ellátott kis 
betűvel, annak 1-ső nyomát ugyanolyan, de l-es mutatóval ellátott nagy-
betűvel, végre 2-dik nyomát ugyanolyan, de 2-es mutatóval ellátott nagy 
betűvel fogjuk jelölni. 

2. A téregyenes 1-ső térnegyedben fekvő részének képei teljes, a többi 
térnegyedekben fekvő részeinek képei pedig rövidre szaggatott vonallal raj-
zoltatnak. A rövidre szaggatott vonalak mindenkor az 1-ső térnegyedben 
levő nézőtől elfödött vonalaknak képei. Jelen esetben az átlátszatlan kép-
síkok födik el az egyenes képeit. 

13. A képsíkok irányában általános és különös helyzetű 
egyeneseknek képei. Ha a térben két, a képsíkokon kívül fekvő 
pontot A, B-t képzelünk, melynek helyzete a képsíkok irányában 
egymástól egészen független, akkor a rajtuk keresztül menő egyenes 
a képsíkok irányában általános helyzetű lesz. Az ilyen egyenes 
mindig három térnegyedben terjed el, azaz a képsíkoktól három 
részre lesz osztva. Ε részek közül egynek határlópontjait az egye-
nes nyomai képezik, és ez véges hosszúságú, és melyet az egyenes 
véges részének akarunk nevezni; a többi két rész igen nagy, vagy 
mint mondani szokás: végtelen nagy, és azoknak egyik határló 
pontja szintén az 1-ső, illetve a 2-dik nyom. 

Az egyenes véges része bármelyik térnegyedben lehet, a többi 
két rész az e térnegyeddel szomszédos két térnegyedben van. így 
pl. ha az egyenes véges része a 2-dik térnegyedben van, akkor a 
többi két rész az 1-ső és a 3-dik térnegyedben lesz. 

Az egyenes azonban a képsíkok irányában különös helyzetű 
is lehet, mint azt a következőkben látni fogjuk. 

14. A képsíkokkal és a képtengelylyel párhuzamos egye-
nesek. Induljunk ki ismét a képsíkokon kívül fekvő A és Β pont-
ból, melynek összekötő egyenesét e-t figyelembe vesszük. Tartsuk 
meg az A pontot abban a helyzetben, melyben volt, de mozgassuk 
a JB pontot az 1-ső képsíkra projiciáló sugarában mindaddig, míg 
az 1-ső képsíktól ép oly távolságra lesz, és az 1-ső képsík ugyan-
azon oldalán fekszik, min: az A pont. Az e = AB egyenes akkor 
<10. ábra) az 1-ső képsíkkal párhuzamos, az 1-ső képsíkot csak igen 
távol, mint mondani szokás, végtelen távol metszi. 

Eltekintve e végtelen távol fekvő 1-ső nyomától, az egyenes-
nek pontjai az 1-ső képsíktól ép oly távolságra lesznek, mint az 
A és a Β pont. 

Ez az egyenes már csak két negyedben terjed el végtelen 
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nagy részekkel, és pedig vagy az 1-ső és 2-dik, vagy a 3-dik és 4-dik 
térnegyedben. Az egyenes két képe közül az 1-ső e' általában metszi 
a képtengelyt, a 2-dik e" pedig mindig párhuzamos a képtengelylyel, 
és az egyenesnek 2-dik projiciáló síkja párhuzamos az 1-ső kép-
síkkal. 

Ha továbbá a Β pontot oly helyzetbe hozzuk, hogy a 2-dik 
képsíktól ép oly távolságra és e képsík ugyanazon oldalán van mint 
az A, akkor az AB = e egyenes a 2-dik képsíkkal lesz párhuzamos, 
annak 2-dik projiciáló síkja lesz párhuzamos a 2-dik képsíkkal, 
annak 2-dik nyoma jut végtelen távol, és végre annak 1-ső képe 
lesz a képtengelylyel párhuzamos. Az egyenes pedig vagy az 1-ső 
és 4-dik, vagy a 2-dik és 3-dik térnegyedben fekszik. 

Ha végre a Β pont mind a két képsíktól ép oly távolságra 
van, mint az A pont és ugyanabban a térnegyedben is fekszik, 
akkor az AB — e egyenes mindkét képsíkkal, tehát a képtengelylyel 
párhuzamos, annak projiciáló síkjai a képsíkokkal, e', e" képei 
pedig a képtengelylyel párhuzamosak. Az e egyenes egész terjedel-
mében egy térnegyedben fekszik, mindkét nyoma végtelen távol 
van. Megjegyzendő tehát, mert ez a képsíkok egyesítésénél is igaz 
marad, hogy ha az egyenes párhuzamos az 1-ső (2-dik) képsíkkal, 
akkor annak 2-dik (1-ső) képe párhuzamos a képtengelylyel, és ha 
az egyenes párhuzamos a képtengelylyel, akkor annak mindkét képe 
szintén párhuzamos a képtengelylyel. 

De fordítva is következtethetünk : ha az egyenes 1-ső, 2-dik, 
vagy mindkét képe párhuzamos a képtengelylyel, akkor az egyenes 
a 2-dik, 1-ső, illetve mindkét képsíkkal párhuzamos. 

Ide sorozhatok még azok az esetek, a midőn az egyenes az 
egyik vagy a másik, vagy mindkét képsíkban fekszik, melyekről 

10. ábra. 
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könnyen belátható, hogy az 1-ső, 2-dik, avagy mindkét képsíkban 
fekvő egyenesnek 2-dik, 1-ső, illetve mindkét képe a képtengelyben van. 

15. A képsíkra és a képtengelyre merőleges egyenesek. 
Helyezzük folytatólag a Β pontot az A pontnak az 1-ső képsíkra 
projiciáló sugarába. Az AB = e egyenes (11. ábra balra) ekkor az 
1-ső képsíkra merőleges és 1-ső képe e' az AB pontok közös 1-ső 
képében van, míg a 2-dik képe e" a képtengelyre merőleges. Az e 
egyenes 1-ső projiciáló síkja határozatlan, a 2-dik merőleges a kép-
tengelyre ; az egyenes, minthogy a 2-dik képsíkkal párhuzamos, 
csak két térnegyedben terjed el. 

Ha ellenben az A és a Β pontnak 2-dik képe közös, akkor az 
AB = e egyenes merőleges a 2-dik képsíkra, annak 2-dik képe egy 
pont és 1-ső képe merőleges a képtengelyre; a 2-dik projiciáló sík 

határozatlan, az 1-ső pedig merőleges a képtengelyre; végre az 
egyenes, mert az 1-ső képsíkkal párhuzamos, két térnegyedben 
fékszik. 

Vegyük fel továbbá a Β pontot akképen, hogy annak tengely-
képe Bx> az A pont tengelyképében Arben feküdjék (11. ábra 
jobbra). Ekkor az A'AA"AX: B'BB"BX derékszögű négyszögek 
síkjai egybeesnek, az AB = e egyenes merőleges a képtengelyre, 
annak mindkét képe és mindkét egybeeső projiciáló síkja szintén 
merőleges a képtengelyre és az egyenes általában három térnegyed-
ben terjed el. Ennélfogva : az 1-ső (2-dik) képsíkra merőleges egye-
nesnek 1-ső (2-dik) képe egy pont, a 2-dik (1-ső) képe merőleges a 
képtengelyre, és a képtengelyre merőleges egyenesnek mindkét képe 
merőleges a képtengelyre. Ε szabály fordítva is igaz marad. 

11. ábra. 
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12. ábra. 

16. Más különös helyzetű egyenesek. Az egyenesnek 1-ső 
és 2-dik nyoma általában két különböző pont. De ha a két nyom 
egybeesik, akkor az egyenes metszi a képtengelyt, és így képei a 
képtengely ugyanazon pontján mennek keresztül. Az ily egyenes 
ekkor két nem szomszédos térben fekszik, tehát vagy az 1-ső és 
3-dik, vagy pedig a 2-dik és 4-dik térben, és véges részének hosz-
szúsága = 0. 

A midőn az egyenes a képtengelyt metszi és e metszőponton 
kivül már egy pontja a két képsíktól egyenlő távolságra van, akkor 

annak minden pontja a két 
képsíktól egyenlő távolságra 
lesz, tehát az egyenes vagy a 
symmetriasíkban, vagy a 
coincidetiasíkban fekszik, a 
szerint, mint annak egy tet-
szőlegesen felvett pontja a 
páratlan vagy a páros szám-
mal jelölt térnegyedben van. 
Az ily egyenesek képeit a 

képsíkoknak egyesítése után azt jellemzi, hogy a két kép az első 
esetben a képtengelytől symmetrikusan van elválasztva (e(, e'') 
(12. ábra), a másodikban pedig ( f ' , f " ) coincidál. 

Ivlás különös helyzetű egyenesekkel az alább következő fel-
adatoknál fogunk megismerkedni! 

17. Az egyenes reconstruetiója. Az 1-ső képsíkon egy e\ a 
2-dik képsíkon egy e" egyenest képzelünk a képtengely irányában 
egészen általános helyzetben. Kérdés, van-e oly egyenes e, melynek 
1-ső és 2-dik képe e', e", és ha van, hogyan szerezhetünk erről az 
egyenesről fogalmat? 

α) A képtengelyen két pontot Ax> Bx-et veszünk fel; ezeken 
keresztül az 1 -ső és a 2-dik képsíkban a képtengelyre merőleges 
egyeneseket állítunk, melyek e'-t az A', B', és e"-t az A", B" pon-
tokban metszik. Ha ezután azt az A pontot, melynek képei A', A" 
összekötjük avval a Β ponttal, melynek képei B\ B", akkor az 
összekötő AB = e egyenesnek képei a tetszés szerint felvett e', e" 
egyenesek. Vagy pedig: 

b) az e' egyenesen keresztül az 1-ső képsíkra és az e" egye-
nesen keresztül a 2-dik képsíkra merőleges síkot állítunk, e két sík 
egymást egy e egyenesben metszi, melynek ama két sík projiciáló 
síkja és így az e', e" egyenes két képe. 

A kérdéses e egyenesről tehát szerezhetünk fogalmat, ha ezek 



a műveletek kivitelének egyike vagy m á s i k a nem ütközik akadá-
lyokba, tehát kérdés, mikor nem nyerünk e műveletek folytán egy 
határozott e egyenest ? 

A képtengely A.,-. Bx pontjain keresztülmenő és a képtengelyre 
merőleges egyenesek az 1-ső képsíkban az e' egyenest mindig 
végesben metszik, ha e' nem merőleges a képtengelyre. De ha e' 
merőleges a képtengelyre x-re, akkor ez csak vagy a képtengelyre, 
vagy a 2-dik képsíkra merőleges egyenesnek lehet 1-ső képe. Az 
első esetben e"-nek a képtengelyre az e' és a képtengely metsző-
pontjában merőlegesen álló egyenesnek kell lenni, a másodikban 
pedig egy ez utóbbi egyenesen fekvő pontnak. Ha az első eset 
következik be, tehát e', c" a képtengely ugyanegy pontjában merő-
leges a képtengelyre, akkor e', e" egy e egyenesnek két képe lehet, 
de ez a kct kép nem határozza meg az e egyenest. Ha pedig e" egy 
a leírt helyzetben levő pont, akkor e\ e" egy a 2-dik képsíkra az 
e" pontban merőlegesen álló határozott egyenesnek két képe. Ha 
ez a két lehetőség nem következik be, akkor az e', e" nem képezi 
egy téregyenesnek két képét. 

Ε szerint: Két tetszés szerinti egyenes az (egyesített) képsikokon, 
melyek közül egyik sem merőleges a képtengelyre, egy téregyenes 
két képének tekinthető, mely képek a téregyenest meghatározzák. De 
ha a felvett két egyenes a képtengely különböző pontjában áll merő-
legesen a képtengelyre, vagy ha csak az egyik merőleges erre, akkor 
azok nem lehetnek egy téregyenesnek képei. Ha végre a felvett két 
egyenes a képtengely ugyanez pontjában merőlegesek a képtengelyre, 
akkor azok a képtengelyre merőleges egyenesnek képei, de e képek 
nem határozzák meg a téregyenest. 

Az egyenes reconstructiója az egyesített képsíkon felvett 
képeiből akkép történik, hogy előbb a két képsíkot, a rajta fekvő 
képekkel együtt, az eredeti (egymásra merőleges) helyzetbe hozzuk, 
és az így nyert képekből a mondottak alapján a téregyenest képze-
letünkben construáljuk. 

Minthogy a téregyenest annak képei általában meghatározzák, 
azért megadottnak tekintjük a téregyenest, ha annak képei vannak 
adva. Ennélfogva e kifejezéseknek: adva van egy e egyenes, vagy 
adva van egy (e\e") egyenes, egy és ugyanazon jelentésük van, mert 
az (e', e") symbolumon azt az e egyenest értjük, melynek 1-ső 
képe e', 2-dik képe e". Ugyanígy jelentse symbolikusan a (Ρ', P") 
pont azt a Ρ pontot, melynek 1-ső képe P', 2-dik képe P", s mely 
képek a térpontot P-t meghatározzák. 

Ε szólásokon : szerkesztendő egy e egyenes vagy egy Ρ pont, 
KI.UG : Ábrázoló geometria. 2 
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mindig az értendő, hogy szerkesztendő (e',e"), illetve (P /, V"), azaz 
az e egyenesnek és a Ρ pontnak két képe e', e", illetve Ρ', P". 

Megjegyzendő, hogy két egyenes, pl.: a ρ és a q egyenes 
metszőpontjának jelölésére szintén a (p, q) symbolumot szokás 
használni, de a zárójelben itt különböző betűk vannak, melyek tehát 
nem képei egy téregyenesnek. 

A következő feladatoknál az adott vagy szerkesztendő egye-
nesek és pontok képei a rajzlappal egyesített képsíkon levőknek 
veendők, vagy azon szerkesztendők. A rajzlapon mindig meg van 
adva a képtengely és a megoldandó feladatokhoz szükséges adatok. 

Feladatok az egyenesről. 

18. — 10. feladat. Adva van egy egyenes (e1, e"); vegyünk fel ez 
e egyenesen oly pontot, mely az 1-ső képsíktól 2 cm távolságra van, 
azaz szerkeszszük meg az e egyenes azon pontjainak képeit, melyek 
az 1-ső képsíktól 2 cm távolságra vannak. 

Megoldás. (13. ábra). Az 1-ső képsíktól 2 cm távolságra levő 
pontoknak 2-dik képei a képtengely-
től ugyanily távolságra vannak. Meg-
húzzuk tehát a képtengelylyel pár-
huzamos és attól 2 cm távolságra 
levő két egyenest, mely e"-t az A", B" 
pontokban metszi; e pontokból a kép-
tengelyre merőlegesen bocsátott egye-
nesek az e'-t Α',Β' pontokban találják, 
és az A', A" és Β', B" pontok már 
a keresett A, Β pontoknak képei. 

Mily egyenesen nem vehető fel 
(mert nincs rajta) oly pont, mely a fel-
adatnak eleget tesz ? 

11. feladat. Szerkesztendő az (e', e") egyenesnek 1-sö és 2-dik 
nyoma Eu E,. 

Megoldás. (13. ábra). Az £ r n e k 2-dik képe az e" és χ metsző-
pontja (e", x) = Ey", tehát Ex — EJ az Ey" pontban az *-re állított 
merőlegesnek metszőpontja e'-e\. Hasonlókép az £a-nek 1-ső kepe 
az (e', x) — Ej és e pontban az x-re állított merőleges e"-t az 
E2 = E.2" pontban metszi. 

12. feladat. Oldassék meg a 11. feladat az e egyenes különböző, 
általános és különös helyzeteinél; és állapíttassék meg mindenkor, 

13. ábra. 
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hogy az e mily térnegyedeken halad keresztül, és mely térnegyed-
ben van véges része. 

13. feladat. Vegyünk fel olyan egyenest (azaz adjuk meg ké-
peit), a melynek a) 1-ső nyoma, b) melynek 2-dik nyoma, c) mely-
nek mindkét nvoma végtelen távol van. Vegyünk fel továbbá olyan 
egyenest, mely az 1-ső képsíkon, és olyant, mely a 2-dik képsíkön 
fekszik. 

14. feladat. Szerkesztendő egy (e\ e") egyenesnek symmetria- és 
coincidentiapontja Hl, H.2, vagyis az a két pont, mely mindkét kép-
síktól egyenlő távolságra van. 

Megoldás. (14. ábra). Az egyenes coincidentiapontjának 
Η2-nek mindkét képe egybeesik, tehát H.2' = H2" az e', e" egyene-
seknek metszőpontja. 

A symmetriapontnak Hx-nek mindkét képe egyenlő távol-
ságra lévén az x-Xö\, egy az e"-vel az x-re vonatkozólag symmetri-
kus egyenes az e'-t a Hs '-ben metszi, melyből Hy" szerkeszthető. 
A Hx pont tengelyképe HIX> mint könnyen belátható, az E2 E.2 Ey 
trapéz E3 átlóján fekszik, melyből a H{', ΉΛ", ha az e-nek 
Ev E.2 nyomai még a rajzlapon feküsznek, egyszerűbben határoz-
hatók meg. 

Szerkesztendők különös helyzetű egyeneseknek symmetria- és 
coincidentiapontjai. 

A 14. feladat megoldása mutatja, hogy ha egy egyenes képei 
a képtengelylyel egyenlő szöget képeznek, akkor az egyenes vagy 
symmetriasíkkal Hj-gyel vagy a coincidentiasíkkal H2-vel párhuza-
mos. Ennélfogva oly egyenes, melynek a képsíkok egyesítése lilán, 

2* 

14. ábra. 
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párhuzamos (parallel) képei vannak, a coincidentiasíkkal párhur 

zamos, mig az oly egyenes, melynek a képtengely irányában anti-
parallel képei vannak, (a képtengelyhez bár egyenlő szögek alatt haj-
lanak, de nem párhuzamosak): a symmetriasíkkal párhuzamos. 

15. feladat. Fektessünk az (A', A") ponton keresztül egy e 
egyenest, mely a HT síkkal, és egy / egyenest, mely a H2 síkkal 
párhuzamos, ha e-nek és / -nek 1-ső képe e' = f ismeretes. — Mily 
helyzetű legyen e', hogy e és f egybeessék ? 

19. — IC), feladat. Adva van az (e\ e") egyenes és kívüle az 
(A', A") pont\ fektessünk e ponton keresztül a) egy f egyenest, mely 
az e-t nem metszi; b) egy g egyenest, mely az e-t metszi; c) egy h 
egyenest, mely az e-t végtelen távol metszi. 

Megoldás. (15. ábra), a) Ha az A' ponton egy tetszés szerinti 
f egyenest, az A" ponton egy tetszés szerinti f" egyenest húzunk 

15. ábra. 

keresztül, akkor ( f , f " ) az (e', e") irányában általános helyzetű, 
azaz az e, f egymást nem metsző (kitérő) egyenes. 

b) Ha az (A1, A") ponton és <?-nek bármely pontján, pl.: a 
(Β1, B") ponton keresztül egy (g', g") egyenest fektetünk, akkor 
g az e egyenest a Β pontban metszi. 

c) Ha végre a (Β ', Β") pontot az e egyenesen végtelen távol 
képzeljük felvéve, úgy hogy a B' pontnak h' összekötő egyenese az 
y4'-sel, £'-sel párhuzamos, és a B" pontnak h" összekötő egyenese 
az .4"-sel, az e"-vel párhuzamos, akkor a (h', h") egyenes az 
(e', 6'")-ót végtelen távol metszi, azaz h az e-vel párhuzamos. 

Ennélfogva általában két egyenes egymást metszi vagy nem 
metszi a szerint, a mint egynevü képeinek (az 1-ső képeknek és a 
2-dik képeknek) metszőpontjait összekötő egyenes a képtengelyre 
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merőleges vagy nem merőleges; továbbá két egyenes párhuzamos, 
ha egynevü képei párhuzamosak. 

Ε szabály nem alkalmazható a képtengelyre merőleges egye-
nesekre, melyekről alább fogunk szólani. 

Az A ponton keresztül kétszeresen végtelen sok (°o2) oly f 
egyenest lehet fektetni, mely az e egyenest nem metszi, mert / -nek 
1-ső és 2-dik képét tetszés szerint fektethetjük az A', illetve az A" 
ponton keresztül. Ellenben az A ponton csak egyszeresen végtelen 
sok (oc1) oly g egyenest képzelhetünk, mely az e-t metszi; mert 
minden g'-hez csak egy g" tartozik. Végre az .4 ponton keresztül 
az e-vel párhuzamosan csak egy, azaz véges számú egyenest lehet 
húznunk. 

17. feladat. Fektessünk az (A ' , ^4") ponton keresztül oly egye-
nest, mely az (e1, e") egyenest metszi és az 1-ső vagy a 2-dik kép-
síkkal párhuzamos. 

18. feladat. Adva van két egyenes (e', e"), ( / ' , / " ) (mely nem 
metsző, vagy metsző, vagy párhuzamos), és egy harmadik egyenes-
nek ^-nek 1-ső képe g'; szerkeszszük meg £-nek 2-dik képét g"-et, 
azon feltételből, hogy g metszi az e és f-et. — Mikor határozatlan 
a feladat, azaz mikor van végtelen sok és nem véges számú meg-
oldása ? 

19. feladat. Adva van két egyenes (e', e " ) , ( f , f " ) , melynek 
egynevű képei egymást a rajzlapon kívül metszik, megvizsgálandó, 
hogy e két egyenes metszi-e egymást, anélkül, hogy a képeknek 
hozzáférhetlen metszőpontjait felhasználnók. 

Megoldási utasítás. Két egyenest szerkesztünk, melyek az 
adottakat metszik; a szerint, mint ez utóbbiak egymást metszik vagy 
nem metszik, az adottak is ekkép viselkednek. (Miért ?) 

20. feladat. Adva van két egy-
mást nem metsző egyenes ( e e " ) , 
(f> f") szerkeszszük meg az egyik-
nek azt a pontját, melv a másik-
nak egy pontját a) az 1-ső képsíkra 
nézve elfödi, b) a 2-dik képsíkra 
nézve elfödi. 

Megoldás. (16. ábra.) Megszer-
kesztjük az e és az / egyenes azon 
pontjainak 2-dik képét, melyeknek 
1-ső képei (e/ / ' ) pontban vannak, 
amennyiben e pontok az 1-ső tér-
negyedben fekszenek, az a pont födi ig. ábra. 
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a másikat az 1-ső képsíkra nézve, melynek 2-dik képe a kép tengely-
től <ávolabb van. Hasonló eljárás követendő a b) kérdésnél. 

A mellékelt 16. ábrában az / egyenes Β pontja födi el az e 
egyenes A pontját az 1-ső képsikra nézve, és az ('egyenes C pontja 
födi el az / egyenes Z) pontját a 2-dik képsíkra nézve. 

21. feladat. Adva van az e egyenesnek mindkét képe, az / 
egyenesnek csak az egyik képe ; vegyük fel az /-nek másik képét, 
de úgy hogy : a) az f-nek egy pontja az c-nek egy pontját az 1-ső 
képsíkra nézve és az /-nek egy másik pontja az e-nek egy pontját a 
2-dik képsíkra nézve elfödje ; b) az /-nek egy pontja az e-nek egy 
pontját az 1-ső képsíkra nézve és az e-nek egy pontja az / -nek egy 
pontját a 2-dik képsíkra nézve elfödje. 

Ha két egyenesnek közös 1-ső projiciálósíkja, tehát közös 
1-ső képe van, akkor az egyiknek több pontja fogja a másiknak 

sek nem párhuzamosak, tehát egymást az első térnegyedben 
metszik, a metszőponttól számítva fölváltva födik el egymást az 
egyes egyeneseknek pontjai az 1-ső képsíkra nézve.,(17. ábra.) 

Hasonlóakat kell megjegyeznünk oly egyenesekről, melyeknek 
közös 2'-dik képük van. 

20. Az oldalképsík. — Az t képtengelyre merőleges e 
egyenesnek e,' e" képei nem határozzák meg az e egyenesnek 
helyzetét a képsíkok irányában, mert e-nek mindkét projiciálósíkja 
egybeesik, tehát ezeknek a metszővonala határozatlan. A képten-
gelyre merőleges egyenes meg van határozva két benne fekvő pont-
nak képei által, mert a két pont képeiből, a két térpont és így az 
azokat összekötő egyenes reconstruálható. Noha az ily egyenes két 
pontjának képei által meg van határozva, a vele kapcsolatos szer-
kesztések nem végezhetők oly egyszerűen, mint bármily más hely-

17. ábra. 

pontjait az 1-ső kép-
síkra nézve elfödni. 
A midőn az egyene-
seknek 2-dik képei 
párhuzamosak, ak-
kor (a mennyiben 
azoknak az 1-ső 
térnegyedben van 
pontjuk), csak az 
egyik egyenesnek 
pontjai födik el a 
másiknak pontjait. 
De ha az egyene-
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zetű egyenessel, és pedig azért, mert az egyenes egy pontjának 
egyik képéből közvetlenül nem található meg annak másik képe. 
Czélszerűnek mutatkozik e végből az ily egyenest egy az # kép-
tengelyre merőleges helyzetű új képsíkra, oldal- vagy 3-dik kép-
síkra K3-ra projiciálni és a K3-mat az e egyenesnek rajta fekvő e'" 
3-dik vagy oldalképével együtt annak 2 = (K3, K3) metszővonala a 
2-dik képsíkkal, ebbe a képsíkba, vagy y =±= (K3, Kt) metsző vonala 
körül az 1-ső képsíkkal, az 1-ső képsíkba forgatni. 

Az χ képtengely egy pontján keresztül menő és az 1-ső, 
illetve a 2-dik képsíkban az 
.r-re merőlegesen álló y, 
illetve ζ egyenes -^-tengely, 
c-tengelv — meghatározza a 
K3 3-dik képsíkot. (18. ábra). 

Ha a 3-dik képsíkot a 
£ tengely körül a 2-dik kép-
síkba képzeljük forgatva, 
akkor az y tengely az *-be 
kerül és az e egyenes 3-dik 
képét e'" könnyen megszer-
keszthetjük. Tekintve, hogy 
K3 a K2 irányában oly hely-
zetű, mint a K1; (t. i. K,-re 
merőleges) az egyenes.4 és £ 
pontjának 3-dik képe A'", 
B·", az A" Β" pontokból 
a c tengelyre merőlegesen 
bocsátott egyeneseken lesz. 
Az A'", B'·' pontok távol-
sága a ζ tengelytől egyenlő 
lesz az A, Β pontok távolságával a 2-dik képsíktól, s mely távol-
ságok mint tudjuk egyenlők A' Ax. B' Bx-szel. 

Ennélfogva (19. ábra) az A' Ax> B' Bx vonaldarabokat az A", 
B " pontokból a 2 tengelyre bocsátott merőlegesekre ezeknek a ζ 
tengelyen levő A,. B~ talppontjától mérve reárakjuk A'", B"'-\g. Ε 
műveletnél pedig csak arra kell ügyelnünk, hogy ha az A, Β pontok 
a 2-dik képsíktól, tehát azoknak 1-ső képei A', B ' az a tengelytől el 
voltak választva, akkor az a A'", B " képek a 2 tengelytől szintén 
el legyenek választva. A'", B"' pontok összekötő egyenese e'" képezi 
az e egyenesnek 3-ik képét, a 3-dik képsíknak a 2-dikkal történt 
egyesítése után. 

18. ábra. 
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Az e egyenesnek e", e'" képei és a ; tengely pótolja az e', e ' 
képeket és az χ tengelyt, azaz alkalmas mindazon szerkesztésekre, 
melyeket az e egyenesen végezni akarunk; annak megtörténte 
után a 3-dik képekből az 1-ső képekre lehet következtetnünk. 

Feladatok a képtengelyre merőleges egyenesre vonat-
kozólag. 

21. — 22. feladat. Adva van egy a képtengelyre merőleges e 
egyenesnek két pontja (A', A"), (B\ 11"), és egy rajta fekvő C pont-
nak 1-ső képe C', egy D pontnak 2-dik képe D"; szerkesztendő C-nek 
2-dik és D-nek 1-ső képe. 

Megoldás. (19. ábra). Az # képtengelyre ζ merőleges egyenest 
állítunk; ezt a 2-dik képsík és az x-re merőleges 3-dik képsík 

metszővonalának, a ζ képtengelynek 
tekintjük, mely körül a 3-dik képsík 
a 2-dikra lett borítva. Meghatároz-
zuk az .4, Β pontoknak és ezzel az 
e egyenesnek 3-dik képeit, A'", B'", 
e'"-et. A C', D" pontokból megkap-
juk a C'" és D'" pontokat <?'"-on, s 
ezekből C" és D'-et. Minthogy a 2 
tengely a D'" pontot az A'", B"\ C'" 
pontoktól elválasztja, a 2-dik kép-
sík a D pontot elválasztja A, B, 
C-tői, tehát D' ésA',B', C' pontok 
az * tengely különböző oldalán fek-
szenek. 

23. feladat. Szerkesztendő a 
egyenesnek 1-ső és 2-dik nyoma Eu E.2. A 

19. ábra. 

képsíkra merőleges e 
megoldást a 19. ábra mutatja. 

24. feladat. A (C', C") ponton keresztül egy a képtengelyre 
merőleges és két pontjával A, 5-vel adott e egyenessel párhuzamos 
/ egyenes fektetendő. 

Megoldás. (20. ábra), /-nek f ; f" képei a C', C" ponton 
keresztül menő és az # képtengelyre merőleges egyenesek. Az / 
egyenes még egy pontjának Z>-nek kell tehát képeit D', D"-et 
szerkesztünk. Ε végből az e egyenesnek és a C pontnak meghatá-
rozzuk 3-dik képét e'", C'"-t;a C'" ponton keresztül menő és 
e^'-mal p á r h u z a m o s / " egyenes az / -nek 3-dik képe, végre az / " 
tetszés szerinti D'" pontjából meghatározható D', D". 
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25. feladat. Két adott egyenes (e', e"), (/,/''), egyike a kép-
tengelyre merőleges (és két pontja által van adva); megvizsgálandó, 
hogy az e és / metszi-e egymást, a) oldalképsík alkalmazásával, b) 
oldalképsík alkalmazása nélkül a 19. feladat alapján. 

A sík ábrázolása és nevezetes vonalai. 

22. A sík értelmezése és meghatározása. Három pont, mely 
nem fekszik ugyanegy egyenesen, síkot határoz meg. Ε sík tartója 
azoknak a (oe1) egyeneseknek, melyek ama pontok bármelyikén ke-
resztül menve a másik két pont összekötő egyenesét metszik. S mert 
minden egyenest olyannak tekintünk, mely egyszeresen végtelen 
sok («·') pontnak a tartója, azért a sík pontjainak száma kétszeresen 
végtelen sok (°°2·) 

A síknak azonban nem csak a meghatározására szolgáló 
három pontján, hanem minden 
pontján oo1 egyenes (sugár) húz-
ható keresztül, mely a síkban fek-
szik ; ezek az egyenesek minden 
egyenest, mely a síkban fekszik, 
metszeni fognak és ezért jellemző 
a síkra nézve, (azaz a síkot e jel-
lemző tulajdonsággal felruházott-
nak akarjuk képzelni): a) hogy ha 
egy egyenesnek két pontja egy sík-
ban van, akkor annak minden 
pontja abban a síkban lesz, b ) hogy 
ha két egyenes egymást metszi 
(véges, avagy végtelen távolban), 
akkor az ugyanegy síkban fekszik, és fordítva, ha két egyenes egy 
síkban fekszik, akkor egymást mindig metszi. 

Minthogy a sík bármely egyenesének e-nek minden pontján 
keresztül oo1 egyenes húzható a síkban, és olyan egyenes nem ve-
hető fel a síkban, mely ezek között elő nem fordulna, másrészt, mert 
az e kivételével minden egyenes csak egyszer lett számítva, azért a 
síkban kétszeresen végtelen sok (<*=2) egyenes van. 

Azonban nemcsak három pont, hanem egy egyenes és egy 
kívüle fekvő pont, vagy két egymást (véges avagy végtelen távol) 
metsző egyenes is meghatároz egy síkot, mely t. i. azokon keresz-
tül megy. 

Nem fektethető egy sík két egymást nem metsző egyenesen 

20. ábra. 
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keresztül, mert akkor a síkban oly két egyenes volna, mely egymást 
nem mfetszi, a mi a sík jellemző tulajdonságával ellenkezik. 

23. A sík ábrázolása. Két egymást egy A pontban metsző 
egyenes e, / , melynek (21. ábra.) képei (A', A"), (e\ e"), ( f , / " ) , meg-

D1, E'-t és h' = D'E'-t meghatározni. A g, li egyenesek egymást egy 
F pontban metszik, melynek képei F' = (g', h'), F" = (g", h"), 
de ha az e, f egyenesek nem volnának metsző egyenesek (az A' A" 
egyenes nem volna merőleges x-re), tehát e, f nem határozna meg; 
egy síkot, akkor a g, h egyenesek sem metszenék egymást (az 
F'F" egyenes sem állana merőlegesen az x-re). 

Az S sík meghatározására az c , f egyenesek helyett, az e egye-
nest és /-nek egy pontját, pl. C-t, vagy e-nek két pontját A, B-t és a C 
pontot lehetett volna felvennünk, mely felvételek az előbbire köny-
nyen visszavezethetők. 

Tudván azt, hogy az S sík meghatározására szolgáló e, f 
egyenesek közül pl. az f egyenes bármely más az f-eη fekvő és az 
e-t metsző egyenessel pótolható, az S síkban oly egyeneseket is fel-
vehetünk, melyek az e, /metszőpontján A-n mennek keresztül, 
mert / helyett pl. a már megszerkesztett ,^-t és az e egyenest kell az 
S sík meghatározására adottnak tekinteni, és úgy mint előbb eljárni. 

24. A sík nyomai és reeonstPuctiója. Minthogy egy síknak 
bármily két egyenese alkalmas annak meghatározására, kérdezhet-
jük, melyek lesznek ama egyenespárak közül a legalkalmasabbak ? 
A felelet általánosan mondva csak az lehet: a mely egyeneseknek 
képei legegyszerűbb helyzetűek, s ilyeneknek mutatkoznak a kép-

21. ábra. 

határoz egy síkot S = [e, fj-et. 
Minden egyenesg, mely az e é s / 
egyenest két különböző pont-
ban metszi, az S síkban fekszik. 
Ha tehát ^-nek egyik, pl. 1-ső 
képét g'-t tetszőlegesen vesszük 
fel és ez az e', / ' , - e t B' C' pon-
tokban metszi, akkor a Β pont-
nak az e"-n, és a C pontnak 
a z / " - n fekvői)"', C" képei meg-
határozzák a g egyenes 2-dik 
képét g"-et. Ugyanígy lehetett 
volna az S sík egy h egyenesé-
nek 2-dik képét h"-et, mely 
e " , f " - e t a D", E " pontokban 
metszi, felvenni, és ezekből 
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síkokban fekvő egyenesek, mert ezeknek egyik képe mindig a kép^ 
tengelyben van. Minthogy két különböző sík egymást mindig metszi 
egy egyenes vonalban (mely végtelen távol is lehet), azért bármily 
helyzetű legyen is a sík, melyet ábrázolni akarunk, az a két képsí-
kot két egyenes vonalban metszi. 

A síknak azt az egyenesét, melyben az az 1-ső képsíkot metszi, 
a sík 1-ső vagy vízszintes nyomának, és melyben a 2-dik képsíkot 
metszi, 2-dik vagy függőleges nyomának nevezzük. 

Az előrebocsátottaknak és a nyomoknak értelmezéséből követ-
kezik, hogy a sík nyomának két metszőpontja a képtengelyen van, 
és ez a sík tengelypontja vagy tengelynyoma, továbbá amit az egye-
nes nyomairól is mondtunk : a sík 1-ső nyomának 2-dik képe és a 
2-dik nyomnak 1-ső képe a képtengelyen van. 

A sík 1-ső és 2-dik nyomát ugyanolyan, de l-es, illetve 2-es 
mutatóval ellátott kis 
betűvel akarjuk jelölni, 
annak tengelypontját 
ugyanolyan nagybetű-
vel akarjuk jelölni, mint 
a síkot, melynek jelö-
lésére a kövéren nyo- / 

matott nagybetűket 
fogjuk használni.Esze-
rint a 22. ábra egy S = 
[sx sa] síkot ábrázol, 
melynek 1-ső nyoma s1 ; 2-dik nyoma s2, tengelypontja S. 

A sík nyomainak azon részét, mely az 1-ső térnegyed határán 
van, teljes, a többit szaggatott vonallal rajzoljuk, továbbá rendesen 
a sík tengelypontját, és a nyomok képeit nem szokás külön meg-
jelölni, hanem a nyomokhoz azokat a betűket írjuk, melyekkel azok 
a térben jelöltetnek, tehát az S sík 1-ső nyomához s r e t , a 2-dik 
s2-t. De annál inkább emlékezetbe vésendő, a mit már előbb megem-
lítettünk, hogy s r n e k 1 -ső képe su 2-dik képe a képtengely, és s. rnek 
2-dik képe s2, 1-ső képe pedig a képtengely. 

Az slt s.2 nyommal megadott S síknak reconstructiója a követ-
kező : Miután az 1-ső képsík az χ tengely körül az Si-gyel együtt 
a 2-dik képsíkra merőleges helyzetbe lett forgatva, az s^-et és 
az s2-t metsző egyeneseket képzelünk, melyeknek összesége egy 
síkot tölt be, és az a sík lesz az, mely az s1; s2 nyomokkal van 
ábrázolva. 

22. ábra. 
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25. Egyenes felvétele egy síkban. Lássuk, mikép kell az 
oly síkban egyenest felvenni, melynek nyomai adva vannak, vagy 
mint mondani akarjuk, mely nyomaival van megadva ? 

Az S síkban felvendő e egyenesnek (23. ábra.) egyik, pl. 1-ső 
képét e'-et általában tetszés szerint lehet felvenni, ez az .^-et, i^-ben 
az s'2 = ar-et, jB'3-ben metszi. Az pontnak 2-dik képe ET", az 
ír = 5"1-en és az E'3-nek 2-dik képe azs2-őn ií2-ben fekszik; E.2 E'\ 
lesz az e egyenesnek 2-dik képe e,". 

Ε szerkesztésből látható e jól megjegyzendő szabály : Ha egy 
egyenes egy síkban fekszik, akkor az egyenesnek 1-ső nyoma a sík 
1-ső nyomában, 2-dik nyoma pedig a síknak 2-dik nyomában van; 
és fordítva, ha egy sík egy egyenesen megy keresztül, akkor annak 
a síknak 1-ső és 2-dik nyoma az egyenesnek 1-ső, illetve 2-dik nyo-
mán tartozik keresztül menni. 

26. A sík fővonalai. A síknak 1-ső nyomával párhuzamos 
egyeneseket a sík 1-ső fővonalainak (nyompárhnzamosainak) és a 
2-dik nyomával párhuzamos egyeneseit a sík 2-dik fővonalainak 
nevezzük. A síknak σο1 l-ső, ugyanennyi 2-dik fővonala van; a sík 
minden pontján egy 1-ső és egy 2-dik fővonal megy keresztül. Ezen 
értelmezés folytán a sík minden 1-ső fővonalának 1-ső képe pár-
huzamos az 1-ső nyomával, 2-dik képe párhuzamos a képtengely-
lyel, és a sík minden 2-dik fővonalának 2-dik képe párhuzamos a 
2-dik nyomával, 1-ső képe pedig párhuzamos a képtengelylyel. 
A mellékelt 24. ábrában az a 1-ső, a b pedig 2-dik fővonala az S 
síknak. 

Lehet azonban az oly síkban is felvenni fővonalakat (a nélkül, 
hogy a nyomokat meghatároznék), melyet két metsző egyenes ha-
tároz meg: Minden egyenes, mely a képtengelylyel párhuzamos, 
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egy 1-ső fővonalnak 2-dik és egy 2-dik fővonalnak 1-ső képe 
lehet, ebből az egy képből pedig a másik képet az általános eljárás 
szerint szerkeszthetjük. A 25. ábrában e, f a sík meghatározására 
szolgáló két egyenes, a, b pedig egy 1-ső, illetve 2-dik fővonala 
annak a síknak. A mit még megjegyzem akarunk az, hogy a nyert 
1-ső fővonal 1-ső képével a síknak 1-ső nyoma és a 2-dik fővonal 
2-dik képével a síknak 2-dik nyoma párhuzamos lesz. 

27. Általános és különös helyzetű síkok. Akkép, mint a tér 
egyenesei, a tér síkja is a képsíkok irányában általános és különös 
helyzetűek lehetnek. Lássuk először a különös helyzetű síkokat. 

Egy S sík az 1-ső vagy a 2-dik, vagy az 1-ső és a 2-dik kép-
síkra merőleges lehet. Ε síkokat rendre az 1-ső képsíkra projiciáló„ 
vagy a 2-dik képsíkra projiciáló, vagy végre a képtengelyre projici-
áló (azaz merőlegesen álló) síknak nevezzük. Mily helyzetűek e 
síkoknak nyomai a képtengely irányában ? 

Az 1-ső képsíkra projiciáló síknak 2-dik nyoma és a 2-dik 
képsíkra projiciáló síknak 1-ső nyoma, végre a képtengelyre proji-
ciáló síknak mindkét nyoma merőleges a képtengelyre. (26. ábra). 
Továbbá: Az 1-ső (2-dik) képsíkra projiciáló síkban fekvő minden 
egyenesnek és pontnak 1-ső (2-dik) képe a sík 1-ső (2-dik) nyomá-
ban van. 

Minthogy a képsíkok egyikére vagy mindkettőre projiciáló sík 
nyomai a térben egymásra merőlegesek, azért a fővonalak rendszere: 
szintén merőleges lesz egymásra. 

"24. abra. 25. ábra. 
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A midőn két egyenesnek 1-ső, vagy 2-dik képe egybeesik, a 
két egyenes egy az_l-ső, illetve egy a 2-dik képsíkra projiciáló síkot 
határoz meg, és ha a két egyenes közös képei merőlegesek a kép-
tengelyre, akkor azokon a képtengelyre projiciáló sík megy keresztül. 

A képsíkokra projiciáló síkoknak különös esetét képezik az 
1-ső vagy a 2-dik képsíkkal párhuzamos síkok. (26. ábra). Az első-
nek a 2-dik nyoma párhuzamos a képtengelylyel, 1-ső nyoma pedig 
végtelen távol van; az utóbbinak 1-ső nyoma párhuzamos a kép-
tengelylyel, a 2-dik nyom pedig végtelen távol van. Itt a fővo-
nalaknak csak egyik rendszeréről szólhatunk, a másik rendszer 
határozatlan marad. A képsíkokkal párhuzamos síkok csak két 
szomszédos térnegyedben terjednek el. 

A képtengelylyel párhuzamos síkok nyomait az jellemzi, hogy 
.azok párhuzamosak a képtengelyhez (26. ábra jobb); e síkok fővo-
nalainak két rendszere egybe esik és e síkok legfeljebb három tér-
negyeden vonulnak keresztül 

A képtengelylyel párhuzamos síkok különös esetét képezik a 
képtengelyen keresztül menő síkok. Minthogy ezeknek mindkét nyoma 
a képtengelyben van, a mely csak egy egyenes: a képtengelyen 
keresztül menő síkok meghatározására a nyomok nem elegendők, 
hanem még egy bennök fekvő egyenes vagy pont szükséges. 

Ha egy síknak két nyoma a képtengelylyel egyenlő szöget 
képez, akkor az a sík merőleges a symmetria- vagy a coincidentia-
síkra a szerint, a mint a képsíkok egyesítése után a nyomok nem 
esnek egybe, vagy pedig egybeesnek. 

Ugyanis minden az ily síkban fekvő és a képtengelyre merőle-
ges egyenes (és ilyen «-1 van bármily helyzetű síkban) merőleges a 
symmetria-, illetve a coincidentiasíkra H, vagy H,.-re. Ugyanis ha 

26. abi-a. 
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a HJ, vagy H_,-re merőleges egyenest elképzelünk, akkor ennek 
képei a képtengelyre merőlegesen állnak és nyomai a képtengelytől 
egyenlő távolságra vannak. De az ily egyenesen keresztül menő 
bármily síknak nyomai (mert a képtengelyben találkoznak) a kép-
tengelyhez egyenlő szögek alatt hajlanak. 

Ennek különös esetét képezik azok a síkok, melyeknek nyomai 
a képtengelytől egyenlő távolságra vannak, tehát vagy egybeesnek, 
vagy pedig a képtengely felezi, a tőlük határolt párhuzamos szala-
gokat. Az első esetben a síkok a symmetriasíkkal, a másodikban a 
coincidentiasíkkal párhuzamosak. 

Minden más sík, melyről itt nem szólottunk általános hely-
zetű a képsíkok irányában. , 

De ezek között kétfélét lehet megkülönböztetni. 
Állítsunk ugyanis egy S = fo, sa] sík S tengelypontjában a 

képtengelyre merőleges síkot U = [u l t »,]-1. Az U sík az az S síknak 
az 1-ső térnegyedben levő 
részét vagy nem metszi, vagy 
metszi, a szerint, a mint (az 
egyesített képsíkokra gon-
dolva) az « ! = ΐ ί 3 egyenes az ' 
.Sí, s2-nek az 1 só térnegyed 
határán levő részeit nem vá-
lasztja el, vagy elválasztja. 
Az első esetben (27 a. ábra) 
a síkot dűlt, a másodikban 
(27 b. ábra) feszített síknak 
akarjuk nevezni. A feszített, 
projiciáló, vagy dűlt sík nyomainak az 1-ső térnegyed határán levő · 
részei megfelelőleg: tompa-, derék-, vagy hegyesszöget képeznek. 

Hogy mi különbség van még a feszített és dűlt sík között és 
hogy mikép lehet tudni egy síkról, melynek nyomai nem ismerete-
sek, hogy feszített vagy dűlt sík-e, azt alább (a 34. feladatnál) látni 
fogjuk. 

Ha egy S síkot egyik nyoma körül forgatunk, akkor az a dűlt 
helyzetből az egyik képsíkra projiciáló helyzeten keresztül a feszí-
tett helyzetbe megy át s közben egyszer a HT és egyszer a H, síkra 
lesz merőleges. 

28. A sík symmetria- és coincidentia-vonalai. A síknak 
azon egyeneseit, melyben az a symmetria-síkot H^et és a coinci-
dentiasíkot H -̂t metszi, a sík symmetria-, illetve coincidentia-vona-
lának nevezzük és hu h.,-ve\ jelöljük. 

27 a. ábra. 27 b. ábra. 
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Ha a sík tetszés szerinti egyenesének symmetria- és coinciden-
tiapontjait, HU H^T a sík tengely pontjával összekötjük, megkap-
juk a sík hlt h2 vonalait. 

így ha az (slt s2) sík (28. ábra) egy a fővonalának symmetria-
és coincidentiapontja (H\ , Η i l l e t v e (H'.2, Η"2), akkor e pontok 

összekötő egyenese az S tengely-
ponttal a (h\, h'\), (h\,h"^) egye-
nesek. A szerkesztés mutatja, hogy 
bármily a képtengelylyel párhuza-
mos egyenesnek a h j , hj-tői és a 
V , h3"-tői határolt vonaldarabja 
az illetve az s2-től feleztetik, 
melyet tekintetbe véve a hv //2 

egyikéből a másik és mindkettőtől 
a sík nyomai egyszerűen szer-
keszthetők. 

A midőn az S sík a HX, vagy 
a Η̂  síkra merőleges (29 b. és 

29 a. ábra), a illetve a 7íj a sík tengelypontjában merőleges a kép-
tengelyre ; ennélfogva ez utóbbi esetben nemcsak a fc3-nek, hanem 

28. ábra. 

29 a. ábra. 29 b. ábra. 

/zrnek képei is egybeesnek ; de megjegyezendő, hogy mig a h2 pont-\ 
jainak képei egybeesnek, a hL pontjainak képei a képtengely irányá-' 
ban symmetrikusok. Minthogy a sík coincidentia vonalának képei 
egybeesnek: egy sík bármely egyenesének két képe egymást a sík 
coincidentia vonalának képében metszi. 

29. A sík oldalnyoma. Minden sík a képtengelyre merőleges 
oldalképsíkot K8-mat egy egyenes szerint metszi, mely a sík oldal-, 
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vagy 3 dik nyomának neveztetik. A K3 képsíkon fekvő 3-dik nyo-
mot a (K3, K3) = 2 tengely körül a K3 képsíkba akarjuk forgatni, 
azaz a sík 1-ső és 2-dik nyomából annak oldalnyomát akarjuk meg-
határozni, a midőn a K3 sík a K2-vel egyesült. Az oldalképsík 
(30. ábra) az 1-ső és 2-dikat a ζ és y egyenesben, az S = [s1( s3] síkot 
egy s3 egyenesben metszi; s3-nak 2-dik nyoma Sz az s.2-ben, 1-ső 
nyoma Sy az sx-ben van. 

Az Sy pontnak 3-dik képe Sy'" az χ tengelyen ép oly távol-
ságra van a 2 tengelytől, mint az Sy pont az x-tő\; S~ pedig 3-dik 
képével esik egybe. Ennélfogva Sz Sy'" egyenes lesz az S síknak 
3-dik nyoma s3. 

A midőn az S sík az χ képtengelyen megy keresztül és az 
ar-ben f e k v ő n y o m a i n kivül még άί,ϊΑ',Α") ismeretes (31. ábra) 
az S síknak 3-dik nyomát s3-mat megkapjuk, ha az A-nak 3-dik 
képét A'"-1 a (z, x) = Sz ponttal összekötjük. Ε sík ugyanis a 3-dík 
képsíkra projiciáló lévén, minden pontjának 3-dik képe a sík 3-dik 
nyomában fekszik. (Az ábrában az A pont helyére A'" irandó.) 

s 

Feladatok a síkra vonatkozólag, kapcsolatban a 
ponttal és az egyenessel. 

A következő feladatoknál a sík rendesen nyomaival van meg-
adva, a hol pedig a síkot más adatokkal akarjuk meghatározni, ugy 
ezen adatok minéműségét meg kell mondanunk. 

30. — 26. feladat. Adva van egy sík S = [sx, s2]; szerkesztendő e 
síkban oly egyenese, mely az 1-ső nyomra, és oly egyenes f mely a 
2-dik nyomra merőleges. 

KLUG : Ábrázoló geometrin. 3 

30. á b r a . 31 . á b r a . 
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t 

Megoldás (32. ábra). Minden az S sík sí nyomára merőleg es 
egyenesnek 1-ső projiciáló síkja merőleges lévén az Sj-re, a keresett e 
egyenesnek 1-ső képe e' is merőleges sx-re; az e'-ből az e" az álta-

lános eljárás szerint szerkeszthető. 
Ugyanígy a sík s.2 nyomára merő-
leges egyenesnek 2-dik képe f " 
merőleges s2-re, és / ' abból meg-
határozható. 

A sík 1-ső (2-dik) nyo-
mára és így az 1-ső (2-dik) fővo-
nalak rendszerére merőleges egye-
neseknek rendszerét 1-ső (2-dik) 
esővonalaknak nevezzük. 

Az 1-ső esővonal-rendszernek 
1-ső képe a sík 1-ső nyomára és 
a 2-dik esővonal-rendszernek 2-dik 
képe a sík 2-dik nyomára merő-
leges. 

A sík esővonalainak rend-
szere egymással ugyanoly szöge-

ket képez, mint a fővonalak rendszere, ennélfogva a midőn a sík a 
képtengelylyel párhuzamos, a két esővonal rendszere a képtengelyre 
merőleges egyenesek rendszerében egyesül. 

27. feladat. Ve-
gyünk fel egy S síkban 
egy A pontot, azaz 
szerkeszszük meg egy 
oly A pontnak képeit, 
mely az adott S síkban 
fekszik. 

Megoldás (33 a. 
ábra). Az A pontnak 
egyik, pl. 1-ső képét 
A'-X tetszés szerint lehet 
felvenni s ezzel a 2-dik 
kép már általában meg 
van határozva. Egy az 
A ponton keresztül 
menő és az S síkban 
fekvő e egyenesnek 1-ső képe e' az A' ponton megy keresztül; e'-ből 
az e" és a rajta fekvő A" pont szerkeszthető. Czélszerű (mert egy 

L 

32. ábra. 

33 a. ábra. 33 b. ábra. 
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vonallal kevesebb jön használatba) az általános helyzetű e egyenes 
helyett egy fővonalat, pl. egy 1-ső fővonalat, a-t, vagy egy 2-dik fővo-
nalat b-t alkalmazni a szerkesztésnél. (A kezdő hajlandó egy síkban 
felveendő pontnak képeit a sík nyomain felvenni, mint a hogy az 
egyenesen fekvő pont képeit az egyenes képein veszi fel. Ámde általá-
ban a sík 1-ső nyomán levő pontnak 2-dik képe a képtengelyen 
van, míg a sík 2-dik nyomán felvett pontnak 1-ső képe a képten-
gelyen lesz!) 

A midőn a sík az 1-ső (2-dik) képsíkra projiciáló, akkor a fel-
veendő pontnak 1-ső (2-dik) képe a síknak csak az 1-ső (2-dik) nyo-
mában fekhetik, tehát csak itt vehető fel; a pontnak 2-dik (1-ső) 
képe pedig jelen esetben határozatlan marad. (33 b. ábra). 

Ha a sík a képtengelyen megy keresztül és ezen kivül fekvő 
(13', B") pont által van adva, akkor az A pont felvételét közvetítő 
egyenest e-t a Β ponton fektetjük keresztül; és ha végre az A pont-
nak tengelyképe a Β tengelyképében van, úgy egy oldalképsíkot 
alkalmazunk az A pont meghatározására. 

28. feladat. Az előbbi feladat határozatlan volt, mert oc2 meg-
oldást szolgáltatott; de határozott a következő feladat: Vegyünk fel 
egy síkban oly A pontot, mely az 1-ső képsíktól, K1-től, 2 cm, a 2-dik-
tól, K2-től, 1'5 cm távolságra van. 

Megoldás. A síknak egy olyan fővonala a, mely a Kx-től 2 cm 
és olyan fővonala b, mely K.3-tól 1-5 cm távolságra van, egymást a 
keresett pontban metszi. Ennélfogva a képtengelytől 2 em távol-
ságra egy a" és 1 5 cm távolságra egy b' egyenest húzunk, ezek-
ből a', b"-t megszerkesztjük és A' = (a1, b'), A" = (a", b"). 

A feladatnak, ha a sík négy térnegyeden megy keresztül, négy 
megoldása van, t. i. minden térnegyedben fekszik ily pont. De ha a 
sík kevesebb mint négy térnegyeden megy keresztül, akkor a fel-
adatnak 0, vagy σο1 megoldása van. A síknak mily helyzeteinél 
következnek be ezek az esetek és a négy pont az általános esetben 
mily négyszögnek képezi szögpontjait ? 

29. feladat. Adva van egy síknak két nyoma s2] és egy 
benne fekvő ABC,... sokszögnek egyik képe; szerkesztendő a sokszög-
nek második képe. 

Megoldás (34. ábra). Ha az ABC... sokszögnek 1-ső képe 
A'B'C'... ismeretes, akkor a 2-dik képnek az A"B"C" ... sokszög-
nek oldalait vagy szögpontjait megkapjuk, ha vagy az ABC... sok-
szög AB, BC. .. oldalainak, mint egyeneseknek, vagy a sokszög 
ABC... szögpontjainak, mint pontoknak, 1-ső képéből a 2-dik képet 
meghatározzuk. 

3* 
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Czélszerű e szerkesztésnél a sík coincidentiavonalának, h2-nek 
képeit h2 =h2"-1 fölhasználni. Ugyanis ha az A" pont a sokszög A 
szögpontjának bármily módon meghatározott 2-dík képe és az A'IV 
egyenes a h2 (h.2")-et az F (F"') pontban metszi, akkor az A" Β" 
egyenes is e ponton megy keresztül, mely körülményből az 
A" B" egyenes és ezen a B" pont szerkeszthető. Ugyanígy lehet 
a (Β', B") használatával a (C', C") pontot, s ezzel a következő 
pontot stb. meghatározni. Ε szerint egy sík sokszög két képének 
helyzetét a sík h./ == h.2" coincidentiavonalának képe irá-
nyában és az * képtengely irányában az jellemzi, hogy ugyanegy 
sokszögoldalnak képei (a sokszög képeinek megfelelő oldalai) egy-

szög minden szögpontjának és az azon keresztül menő oldalaknak 
és átlóknak egy szögpont és az ezen keresztül menő oldalak és 
átlók felelnek meg a másikban. Továbbá: 

Két egymásra vonatkoztatott síksokszöget perspectiv helyzetű 
affin sokszögnek nevezünk, ha a sokszögek megfelelő oldalai egy-
mást egy egyenesen, az affinitási tengelyen, metszik és megfelelő 
szögpontjait összekötő egyenesek, a projiciáló sugarak, párhuza-
mosak. Ezt az értelmezést alapul véve mondhatjuk : 

Egy síksokszög két képe perspectiv helyzetű affin sokszög; a 
sík coincidentiavonalának képe az affinitást tengely és a képten-
gelyre merőleges sugarak a projiciáló sugarak. 

Egy síksokszög és annak 1-ső (vagy 2-dik) képe perspectiv 
helyzetű affin ; a sík 1-ső (2-dik) nyoma az affinitási tengely, azok 

mást a h.2'-eη metszik és 
ugyanegy sokszög — szög-
pontnak képei (a sokszög 
képeinek megfelelő szögpont-
jai) az A'-re merőleges egye-
nesen feküsznek. így tehát: 
egy síksokszög képeinek meg-
felelő oldalai egymást egy 
egyenesen (a sík coincidentia 
vonalának képén) metszik, és 
megfelelő szögpontjai (a kép-
tengelyre merőleges tehát) 
párhuzamos egyeneseken fe-
küsznek. 

34. ábra. 

Két sokszögről azt mond-
juk, hogy egymásra van vo-
natkoztatva, ha az egyik sok-
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a sugarak pedig, melyek a sokszög szögpontjait az 1 -ső (2-dik) kép-
síkra projiciálják, a projiciáló sugarak. 

30. feladat. Vegyünk fel az s2] síkban az adott (A\ A") 
ponton keresztül oly két egyenest, melynek 1-ső képei és 2-dik képei 
egymásra merőlegesek. 

Megoldás (35. ábra). Miután a sík coincidentiavonalának képét 
/z3' = h.2" megszerkesztettük, az 
A\ A" pontokon keresztül kört 
fektetünk,melynek középpontja 
a li-2 egyenesen van. Ε kör a 
/j2'-et az Ε' = E", F'—F" pon-
tokban metszi és Ε A' = e\ 
E"A"=e" az egyik, FA'=/', 
F'A" = f" a másik kivánt 
egyenesnek két képe. 

A szerkesztés mutatja, 
hogy egy általános helyzetű 
sík egy pontján keresztül csak 
egy pár egyenes fektethető, 
melynek úgy az 1-ső, mint a 
2-dik képe egymásra merőleges, 
de ha a sík a coincidentia- vagy a 
symmetriai-síkkal párhuzamos, 
akkor minden egyenespárnak, melynek 1-ső képe merőleges, annak 
2-dik képe is az lesz. A két egyenes a térben általában nem lesz 
merőleges. 

A 36 a. és 36 b. ábra a symmetria-, illetve a coincidentia-síkkal 
párhuzamos síkban fekvő parallelogrammának képeit ábrázolja. Az 
elsőnek képei a h3' — h2" egyenesre symmetrikusak, tehát ellen-
kező értelemben fekve congruensek; a másiknak képei, mert 
/z2' = /z2" végtelen távol van, ugyanegy értelműleg congruensek. 

31. — 31. feladat. Adva van egy S [sx, s2] sík és egy az 1-ső 
térnegyedben fekvő (A1, A") pont, megállapítandó, hogy az átlát-
szatlannak képzelt s2] sík az egyik vagy a másik, vagy mindkét 
képsíkra nézve elfödi-e az (AA") pontot? 

Megoldás. (37. a) b) c) ábrák). Az A pontot az 1-ső képsíkra 
nézve az S síknak csak az a Β pontja födheti el, melynek 1-ső 
képe B' az ^4'-ban van; ellenben az A-t a 2-dik képsíkra nézve az 
S-síknak az a C pontja födheti el, melynek az J.-val közös 2-dik 
képe van. 

A 37 a. ábrában az A pontot az S síknak a Β pontja 1-ső kép-

35. ábra. 


