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ELOSZO.

Az abrazolé geometria oktatasanak a koézépiskolaban kettds
czélja van, Az egyik czél, hogv a tanulét az abrazolé geometria
legegyszer(ibb modszereivel, a Monce-féle orthogonalis projectio
tanaval megismertesse; a masik, hogy a szerkesztésekt6l fligget-
len{il is névelje a tanuldé geometriai ismereteit.

E konyv megirasakor arra torekedtem tehat, hogy az olvasé
abbdl ne csak abrazolé geometriat, hanem altalanosabb értelem-
ben vett geometriat is tanulhasson. E végbél -az egyes feladatok
megoldasanal Kkiterjeszkedtem a szerkesztések pontossagat és
finomsagét elémozditd viszonyokra ; kiegészitettem a feladatok meg-
oldasait, a bel6lok kovetkeztethetd geometriai igazsagok kiderité-
sével; ulaltam az egyes feladatoknak mdas hasonnemiiekkel vald
Osszefiiggésére; végre a hol csak czélszerlinek talaltam, akkép
valasztottam a feladatok anyagat, hogy azokbdl geometriai igazsa-
gokra lehessen kovetkeztetni. o

Koényvem foglalatat és beosztasat illetGleg a tartalomjegy-
zékre utalok, de meg kell emlitenem, hogy a siklapu testek
abrazolasa cziml fejezetbe folvettem a kristalytan szabalyos rend-
szerének egyszer alakjait. E rendszer alakjainak hatarlapjai,
harom derékszogli tengelyre nézve szabalyosan helyezkednek
el; e szabdlyszer(iség ismerete s ennek alapjan az alakok ké-
peinek és ezekbdl a haldoknak megrajzoldsa, mely tobb kiilén allé
feladat megoldasat kivanja, nagyobb érdekl6dést kelt, mint a
melyet e szétszort feladatok onmagukban nyujtgnak. A tanuld
ezekben az abrazold geometria alkalmazasat latja; meggy6z6dést
szerez annak nemcsak elméleti, hanem gyakorlati értékér6l is, —
figyelmes lesz és gondolkozik, hogy hol és mire hasznalhatja még
fel a tanultakat. S jollehet, hogy a szabélyos rendszer egyszer(i
alakjait egész teljességiikben targyalom, nem sziikséges, hogy az is-
kolaban minden egyes alak megrajzoltassék. A targy irant érdeklsds



tanul6é atdolgozza majd azokat a példakat is, a melyek id6 révid-
sége miatt az iskolaban elmaradtak.

A midén végezetiil kiadébmnak aldozatkészségeért, hogy e
konyv csinos és tetszets Kkiallitdsa érdekében koltségeket nem
sajnalt, koszonetet mondok, a magyar tanulé ifjisdg nemes szor-
galmiba ajanlom e konyvet, melyet a legujabb kozépiskolai tan-
tevvnek megfeleléen irtam, — meritsen belSle annyit, a mennyit
jovendé életpalyajara sziikségesnek, hasznosnak taldl.

Kolozsvart, az 1900. év aprilis havaban.

A szerzé.
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I. FEJEZET.

A pont-, az egyenes- és a sik abrazolasa.

A pont dbrdzoldsa.

1. A képsikok. A tér Osszes pontjait két egymasra merdleges
sikra lehet vonatkoztatni. E két végtelen nagynak képzelt sikot kép-
siknak, azoknak metszGvonalait pedig képtengelynek nevezziik. A
képsikok koziil az egyik vizszintes, tehdt a masik fiiggSleges hely-
zetben vehet6 fel. A vizszintes helyzetl képsikot elsé-, vizszintes- vagy
alapképsiknak, a masikat pedig mdsodik-, fiiggoleges- vagy homlok
képsiknak nevezzik.

2. A térnegyedek. A két egymasra merdleges képsik a tért
négy ftérnegyedre, a képtengely pedig a képsikokat két-két részre
— félsikokra — osztja. A félsikok képezik a végtelen nagy tér-
negyednek hatarld sikjait.

Az elsd képsik folott levs két térnegyed kozil az egyiket elsé-
nek, a masikat pedig masodiknak nevezziikk. A masodik térnegyed
alatt van a harmadik, az elsé alatt pedig a negyedik térnegyed.

Az els6 és masodik, Ugyszintén a harmadik és negyedik térne-
gyed kozoOs hatarld sikja a masodik képsiknak egy-egy félsikja, mig
a masodik és harmadik, valamint a negyedik és els6 térnegyedek
kozos hatarld sikja az els6 képsiknak egy-egy félsikja.

Az els6 és harmadik, valamint a masodik és negyedik térne-
gyednek nincs kéz0s hatarl félsikja, e térnegyedeknél a képtengelv
képezi a kdzos hatarlé vonalat.

Az els6 képsik pontjai az elsé és a negyedik avagy a masodik
és harmadik térnegyedhez tartoznak; a masodik képsik pontjai pe-
dig az els6 és a masodik, avagy a harmadik és negyedik térnegyed-
hez szamittatnak ; végre a képtengely pontjait barmely térnegyedben
fekvének tekinthetjiik.

KLUG : Abrazolé geometria. 1
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3. A pont vonatkoztatfisa a képsikokra; az els6 és mAa-
sodik kép és a tengelykép. A térnegyedek egyikében pl. az els-
ben egy A pontot képzelink
(1. 4bra), mely nem fekszik a
képsikokon. Az 4 pontbdl bo-
csassuk az (egyedil lehetd)
merdleges egyenest az elsd
képsikra ; ez az 1-s6 képsikot
K,-etegy A' pontban metszi.
A végtelen nagy AA"egyenes
az A pouninak derékszogi
(orthogonalis) projicidlé su-
gara az elsé képsikva; az
A’ pont pedig az A pontnak
devékszogi elsé képe, vagy
projectiéja. Az az eljaras,
mely szerint az A pontbdl

1. dbra. — térpontbdl — annak elsd
képét (képét az els§ kép-
sikon) A*t a leirt médon nyerjiik, a projicidlas miivelete.

Hatarozzuk most meg az A pontnak masodik derékszogl
képét, azaz projicidljuk az A pontot a masodik képsikra Ky-re. Bo-
csassuk tehat az A pontbdl a masodik képsikra a mer&leges egyenest,
mely azt az A pontban metszi. Az AA'" egyenes az A pontnak
derékszogl projicialo sugara a mdsodik képsikva, az A** pont pedig
az A pontnak mdsodik derékszigh képe.

(Minthogy targyalasunk folyaman altalaban a képsikhoz csakis
derékszog alatt hajlé sugarakkal projicidlunk, a képek tehat a pro-
jicidlandé alakzatoknak mindig derékszogl képei lesznek, a derék-
sz0gl jelz6t a kovetkezGkben elhagyjuk.)

Az A'A, A" A egyeneseken keresztill mend sik mindkét kép-
sikra, tehat a képtengelyre, z-re, merbleges és a képtengelyt egy
A, pontban, az A pont tengelyképében, a képsikokat pedig az A’A.,
A" A, egyenesekben metszi. Az A’A,, A“A, AA, egyenesek, mert
a képtengelyre mer&leges sikban fekszenek, merdlegesek a képtea-
gelyre ; azonkiviil 4’4, A“A, az A'A A"A, négyszog derékszogi
és igy szemben fekv§ oldalai: A4’ = A” A4, AA” = A'A, Az A
pont tengelyképe A, tehat kozos metszOpontja a képtengelynek
azokkal az egyenesekkel, melyek az A', vagy az A' vagy az A
pontbdl a képtengelyre mer6legesen bocsathatok.

Az AA’ vonaldarab az A pontnak tavolsaga az els6 képsiktol,
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az AA” vonaldarab pedig az A pontnak tavolsaga a masodik képsik-
tél; az AA'-t és az AA' vonaldarabot az A pont elsé ill. mdsodik
képtavolsaginak nevezziik. Minthogy az A'*A, vonaldarab az A"
pont tdvolsiga a képtengelytdl és A'A, vonaldarab az A’ tdvolsdga
a képtengelyt6l, az el6bbi AA'= A”A, AA" — A'A, egyenlGségek
értelme kovetkez6 : Egy pont tdvolsiga az elsé (mdsodik) képsikiol
oly nagy, mint a pont mdsodik (elsé) képének tavolsiga a tengelytil.
Ehhez jarul még: Egy pout elsé és masodik képébdl a képtengelyre
bocsdtott merélegesek egymdst egy pomtbam, a felvett pont tengely-
képében melszik.

Fegyzet. A térpontok jeldlésére a kovetkezGkben nagy betiiket hasz-
nalunk; azoknak 1-s6 képét ugyanolyan, de egy vesszdvel ellatott betiivel,
2-dik képét pedig ugyanolyan két vesszével ellatott betiivel, végre tengely-
képét (melyet gyakran el is hagyunk), ugyanolyan, de x mutatéval jellemzett
betiivel szandékunk jeldini.

4. A kiilonbdzé térnegyedekben fekv6 pontok képei-
nek helyzete a képtengely irdnydban. Képzeljink még hirom
pontot B, C, D-t, melyek
kozil B a masodik, C a
harmadik, D a negyedik tér-
negyedben, de a képsikokon
kivil fekszik. E pontoknak !
hatarozzuk meg els6 és ma- ’
sodik képét, azaz projicial-
juk azokat az els6 és maso-
dik képsikra. Ennélfogva ; :
(2. 4bra) a B, C, D pontokon ; ;
keresztiil merfleges egyene- ; :
seket bocsatunk az elsé kép- "
sikra, melyek azta B, ¢V, D'
pontokban metszik, és a
B, C, D pontokon keresztiil
merdGleges egyeneseket bo- 9. 4bra.
csdtunk a masodik képsikra,
melyek azt a B”, C", D" pontokban metszik, végre akar
a B, C D', akar a B" C', D" pontokb6l bocsdtunk meréle-
geseket a képtengelyre, melyek azt a B, O, D, pontokban
metszik,

Ha most B'B B“B, C'C C“C,, D'D D'"D,, derékszogl négy-
szbgeket tekintjiik, azt tapasztaljuk, hogy az el6bbi § végén allo
két tétel a 2-dik, 3-dik és 4-dik térnegyedekben fekvd pontokra nézve

1)('
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is érvényben marad. Tovabba, hogy az egyes térnegyedekben fekvd
pontok helyzete a képtengely iranyaban kovetkezd :

az 1-s6 képsikban a képtengely elvalasztja az A‘, D' pontokat a B', C’ pontokt6l
a 2dik » » A*, B, ¢, p*

Hogy ezt altalanosan kifejezhessiik, képzeljiink egy az 1-s6
térnegyedben lev, az 1-s6 képsikon 4llé es a 2-dik képsikra nézé
egyént. E néz6 az 1-s6 és 2-dik térnegyedben fekvl pontokat az
1-s6 képsik folott, azoknak 2-dik képeit a képtengely folott latja;
mig a 3-dik és 4-dik térnegyedben levl pontokat az 1-s6 képsik alatt,
azoknak 2-dik képeit szintén a képtengely alatt latja. Ellenben a
nézé az 1-s6 és 4-dik térnegyed pontjait a 2-dik képsik el6tt, azok-
nak 1-s6 képeit a képtengely elStt, mig a 2-dik és 3-dik térben fekvé
pontokat a 2-dik képsik mogott, azoknak 2-dik képeit szintén a kép-
tengely mogott latja.

5. A képsikon fekvo pontok képei. Az 1-s6 képsikon fel
vesziink egy E pontot a 2-dik képsik el6tt és egy F pontot a
2-dik képsik mogott
(3. abra). Mindkét
pontnak a 2-dik
képe E', F' a
képtengelyben van,
tehat az E és I’
pontnak E, F, ten-
gelyképével egyesiil.
Ugyancsak mindkeét
pontnak 1-s6 képe
E', F’ magaval az
illetd ponttal E, F-fel
esik egybe, mert az
E és az F pontbol
az 1-s6 képsikra

3. dbra. bocsatott merbleges

azt az E illetve F

pontban metszi. Az E'E E'E, és F F F"F, derékszog négyszog

egy egyenes vonalla EE'" és FF* fajul el, mert EE‘'= E"E, = o,
és FF'=F'"F, = o.

Ha tovabba G az 1-s8 és 2-dik térnegyed hatdran, H a 3-dik
és 4-dik térnegyed hataran, tehat mindkét pont a 2-dik képsikban
fekszik, akkor azoknak 1-s6 képe G', H' a képtengelyben van és
2-ik képe maga a G, illetve a H. A G'G G"G,, H'H H"H, derék-
sz0gll négyszogek szintén a GG', H'H vonaldarabokka fajulnak el,




mert jelenleg GG = G'G, = o, HH” = H'H, = o, Ennélfogva:
az 1-s6 (2-dik) képsikon fekvs poniok egybeesnek 1-s6 (2-dik) képiik-
kel, azoknak 2-dik (1-s6) képe pedig a képtengelyben van. — Minthogy
a képtengely barmely I pontja mindkét képsikban fekszik, annak
1-s6, 2-dik és tengelyképe I', I, I, az I ponttal magaval esik egybe.
Az I'l I'"I, derékszogli négyszog ekkor egy pontta fajul el, mert
oldalai /I' = II"” = o,

6. A képsikok egyesitése. A két képsik kozill az egyiket a
képtengely koriil a masikba akarjuk forgatni és az egyes térnegye-
dekben fekvS pontok képeinek helyzetét ez egyesitett két képsikon
meghatarozni.

Forgassuk e végbdl az 1-s6 képsikot az x tengely koriil a 2-dik
képsikba mint szokds akképen, hogy a
forgatandd 1-s6 képsik a 4-dik és 2-dik
térnegyedet irja le (tehat mint a 4. ab-
raban a nyil mutatja). Minthogy a 2-dik
képsik és a képtengely valtozatlan —
marad, azért a pontoknak 2-dik képe _
és tengelyképe sem valtoztatja helyze- ——+
tét, tehat az elébbiekben targyalt A, B,
C,D,E F, G, H, I pontoknak maso-
dik képe A", B", C", D", E", F", G“,
H’, I kézil AY, B G", a kép-
tengely folott, C*, D“, H” a képten-
gely alatt, E", F', I'" a tengelyen marad Ellenben a 2-dik kép-
sik el6tt, tehat az 1-s6
és 4-dik térnegyed pont-
jainak 1-s6 képai a
képtengely ala, a 2-dik
képsik mogott, tehat a
: 2-dik és 3-dik térne-
gyedben fekvsé pontok-
: . nak 1-s6 képei a képten-
; ! gely folé keriilnek. E sze-
| ' rint az A’, D', E' képek

i a képtengely ala, a B’,
‘ ' C’, F' pontok a képten-
gely folé Kkeriilnek, a
{ G', H', I' pontok pedig
a képtengelyen marad-
5. dbra, nak (5. abra).

4. abra.
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Jellemz6, hogy a leirt médon az 1-s6 képsiknak a 2-dikba
tortént forgatdsa utan a) bdrmely pont 1-s6 és 2-dik képének Sssze-
k616 egyenese a pont tengelyképében a képtengelyre merdlegesen dll
tovabba, hogy b) barmely pont 1-s6 (2-dik) képének tdvolsdga a kép-
tengelytdl egyenld a pont tavolsagdval a 2-dik (1-s6) képsiktdl, végre c)
az 1-s6 térnegyed pontjainak 1-sé képe a képt. f6lott, 2-dik képe a képteng. alatt van

a 2-dik » ” » » folott, » ” folott
a 3-dik ” » o» , alatt ., ,  folétt ,,
a 4-dik » » » , alatt » » alatt
az 1-s6 képsik pontjainak 2-dik képe a képtengelyen fekszik
a 2-dik Y 156, . Y R

7. A pontok 4brézoldsa és reconstructioja. Az elbbiekben
lattuk, hogy a tér egyes pontjait a két egymasra merbleges képsikra,
az 1-s6 és 2-dik képsikra projicidltuk és az 1-s6 képsikot a pon-
toknak a rajta fekvé 1-s6 képeivel egyiitt a képtengely koriil a 2-dik
képsikba forgattuk. A tér pontjainak képei tehat jelenleg ugyanegy
sikon vannak, mely a két egyesitett képsiknak tekintendS. Ez a két
egyesitett sik képezi azt a sikot (a rajzlapot), melyen szerkesztése-
ket végeziink, azaz rajzolunk és a mely két sikrdl annyit tudunk,
hogy miel6tt egymassal egyesiiltek, egymasra mer6legesek voltak és
egymast a képtengelyben x-ben metszették.

Minden rajzlap két egyesitett képsiknak tekinthet6. Egy tetszés
szerinti ¥ egyenes (6. abra) képezheti a képtengelyt ;
barmely az x-re merlleges egyenesen fekvd két
pontot A', A", egy A térpont 1-s6 és 2-dik képé-
nek tekinthetjiik, s mely A’, A" két kép az A tér-
pont dbrdzoldsa a felvett rajzlapon, azaz az egye-
sitett képsikokon.

Az A pont abrazolasabodl, A, A''-bdl, azon-
ban kovetkeztetnlink kell és lehet az 4 pont hely-
zetére a képsikok irdnyaban ; s azt a miiveletet, mely
szevint a poninak (vagy egy geometrviai alakzal-
nak) helyzetét a két képsik irdnydban annak két
képébil megallapitjuk, a pont (vagy a geometriai

6. dbra. alakzat) rveconstructidjdnak (visszadllitdsanak) ne-
vezziik.

Feltételezvén, hogy (mint a 6. Abrdban) az A'’ pontot az x
képtengely folott, az A’ pont az z alatt vettiik fel akkép, hogy
A’ A" egyenes az y-re az A, pontban merSlegesen all, az el6bbi téte-
lekbdl folydlag kovetkeztethetjiik, hogy az (4‘, A*) képekkel abra-
zolt A pont az 1-s6 térnegyedben fekszik és az 1-s6 képsiktol mért



tavolsaga A" A, a 2-dik képsiktol mért tavolsaga pedig 4‘ A4, De
ennyi épen elegendd arra, hogy az A pontnak helyzetét a képsikok
irAnyaban ismerjiik. Mert ha bérhol egy vizszintes és egy fliggbleges
sikot (pl. egy derékszdg alatt kinyitott konyvet, mely az elsé térne-
gyedet dbrazolja) 1-s6 és 2-dik képsiknak tekintiink, s ezek ¥ met-
sz6vonaldnak egy 4, pontjan keresztiil az 1-s6 és a 2-dik képsik-
ban egy-egy meréleges egyenest hizunk, és az els6re az A,A’
vonaldarabot, a méasodikra az A.A" vonaldarabot az A4, ponttdl
mérve red rakjuk A', A*-ig, de gy, hogy a vonaldarabok az elsd
térnegyedet hatarlo félsikokon fekiidjenek, akkor az A’ pontban
az 1-s8 képsikra, és az A” pontban a 2-dik képsikra emelt meréle-
gesek egymast a kivant A pontban metszik.

Még egyszer(ibb a reconstructid, ha magat a rajzlapot tekint-
juk pl. 2-dik képsiknak, s az ott levé x tengelyen Keresztiil egy
merd8leges sikot allitunk a rajzlapra, mely mar az 1-s6 képsikot ab-
razolja. Ebben az 1-s6 képsikban az A, ponton kereszt(il mend és
az z-re merSleges egyenesen all6 egyenesre rea rakjuk az A,A*
vonaldarabot ismét akképen, hogy az az 1-s6 térnegyedet hatarl6
félsikon fekiidjék. Az A4’ és A" pontokban az 1-s6, illetve a
2-dik képsikon emelt mer6legesek egymast abban az A pontban
metszik, mely az A‘, A" képekkel van abrazolva.

Ugyanezt az eljarast kell kévetniink, ha a pont a 2-dik, 3-dik
vagy 4-ik térnegyedben fekszik, tehat megfelelfleg mindkét képe az
¥ folott vagy az 1-s6 képe az x folott, a 2-dik az x alatt, vagy
végre mindkét képe az x alatt van, csupan arra kell ugyelniink,
hogy a tengelykép és az 1-s6 képtdl hatarolt vonaldarabot (az el§b-
binél A,A‘) az illetd térnegyedet hatarlé félsikon a pont tengely-
képében az x-re emelt merdlegesre rakjuk rea.

A midén a pont a 2-ik képsikban fekszik, tehat 1-s§ képe az
x-en van, akkor a 2-dik kép maga a pont, s ha végre a pont az 1-s6
képsikon, tehat 2-dik képe az x-en van, akkor az 1-s6 képének recon-
strudlasaval megkaptuk az illet pontot. Magat az elsé képet is lehet
ebben az esetben az illet§ térpontnak tekinteniink, de akkor azt
kell képzelniink, hogy a 2-dik képsik lett az elsGre raboritva.

Feladatok a pontrél.

8. — 1. feladat. A rajzlapon adva van a képtengely x és négy
pontnak A, B, C, D-nek tengelyképe A, B, C. D,; hatirozzuk
meg az 4, B, C, D pontnak 1-s6 és 2-dik képét A*, A*; B', B*; C'
C¥; D', D"-ét, ha tudjuk a pontok az 1-s6 képsiktol 2 cm, a 2-dik
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3 cm. tavolsagra vannak és d az 1-s6, B a 2-dik, C a 3-dik, D a 4-ik
térnegyedben fekszik. A megoldast a 7. 4bra mutatja. (B’ a B'-vel
fel van cserélve a 7. abraban.)

2. feladat. Ha az 1-s6 feladat adataival az 4, B, C, D pontok-
nak k6zos tengelyképe van, akkor az A, B, C, D pontok mily sok-

szognek képezik szogpontjait? Mily
helyzetli e sokszdg sikja, milyenek

: : oldalainak hosszusaga és mily hely-

! 5 zetli a szogpontoknak a kdzds ten-
gelyképe a sokszdg irdnyaban ?

3. feladat. Mily vonalokon fe-
kiisznek az 1-s6 (vagy 2-dik, 3-dik,
4-dik) térnegyed Osszes pontjainak

—— 1-s6 és milyenen 2-dik képei, ha a

pontok az els6 képsiktél 2 cm, a

2-diktol 3 cm. tavolsagra vannak.

4. feladat. Abrazoljuk az A és B
pontot, ha azoknak tengelyképe
A, B, koz0s, de az A pont az 1-s6,
a Bpont a 3-ik térnegyedben fek-
szik és az A pont az 1-s6 képsiktol
3 cm, a 2-ik képsiktél 2 cm tavol-
sagra van, ellenben a B pont az 1-s6

képsiktdl van 2 cm, a 2-diktol pedig 3 cm. tavolsagra.

5. feladat. Oldjuk meg a 4-dik feladatot, ha az 4 pont a 2-dik,
a B pont a 4-dik térnegyedben fekszik. A két pont A, B tengely-
képétsl egyenld tavolsagra van ; szerkeszsziik meg e tavolsagot.

6. feladat. Az A és B pontnak kozos tengelyképe A, az egyik
pont az 1-s§ és 2-dik képsiktél ép oly tavolsagra van, mint a
masik pont a 2-diktol, illetve az 1-s6tél, kérdés, mily haromszog
A B A, ha a két pont ugyanabban, vagy ha kiilonb6z6 térnegyed-
ben fekszik ?

7. feladat. Ha két pontnak koézos 1-s6, de kiillonbozd 2-dik
képe van és ugyanegy térnegyedben fekszik, akkor e két pont az
egyik képsiktol egyenl6, a masiktdl pedig kiilonb6zd tavolsagra van.
Melyik képsiktél van a két pont egyenls tdvolsigra és melyik pont
lesz a masik képsiktol tavolabb ?

8. feladat. Abrazoljunk adott tengelykép mellett ) oly pontot,
mely az elsé képsikon fekszik és 2-dikt6l 2 cm tavolsidgra van, b)
oly pontot, mely a 2-ik képsikon fekszik és az els képsiktél 2 cm
tavolsagra van. (Mindkét feladatnak két megoldasa van.)

7. abra.



—_ 9

9. feladat. Mily helyzetiiek az 1-s6 (vagy a 2-dik, a 3-dik, a
4-dik) térnegyed azon pontjainak képei, melyek mindkét képsiktol
egyenl§ tavolsagra, pl. 2. cm-re vannak.

9. A pontok symmetrikus és coinciddlé képei. Képzeljiink
a két képsik egyesitése el6tt az 1-s6 térnegyedben egy A pontot,
mely a két képsiktol egyenlS tavolsagra van. Ekkor az 4 pontnak
1-s6 és 2-dik képe A', A* az A, tengelyképétdl egyenld tavolsagra
van (4'A, = A,A"), és az A pontbdl meghatarozott A' 4 A A,
derékszogl négyszog négyzetté fajul el. E négyzet AA, atldja a
szogpontokon tulhosszabbitva az 1-s6 és 3-dik térnegyedben nyulik
el ; minden pontjanak tavolsaga a két képsikt6l egyenld, tehat az
AA, végtelen hosszi egyenes, minden pontjanak két képe a kép-
tengelyt6l egyenl$ tavolsagra van.

Mozgassuk most az A’ A A“ A, négyzetet jobbra, avagy balra,
de ugy, hogy sikja mindig merSleges maradjon a képtengelyre, és
A, szogpontja a tengelyt, az 4' A, A" A, oldalai pedig az 1-s6,
illetve a 2-dik képsikot irjak le. Emozgasnal az 4' 4, atlé mindig parhu-
zamos marad dnmagaval és egy sikot ir le, mely a képtengelyen megy
keresztiil és fele az 1-s6, fele a 3-dik térnegyedben fekszik. E siknak
minden pontja szarmazasanal fogva az 1-s6 és 2-dik képsiktol egyenld
tavolsagra van, tehat azoknak 1-s6 és 2-dik képe a képtengelytdl szin-
tén egyenld tavolsagra lesznek. Ha tehat a képsikot a szokott médon
egyesitjiik, akkor ama sik pontjainak 1-s6 és 2-dik képe az x képten-
gely iranyaban symmetrikus, azaz az 1-s6 és 2-dik kép az x-tél
egyenld tavolsagra van, az x-t6l el van valasztva és az azokat
osszekoté egyenes merdleges x-re.

E tulajdonsagnal fogva azt a sikot, melynek pontjai a képten-
gely iranydban symmetrikus képeket szolgaltatnak, symumetriasik-
nak nevezziik és H -gyel jeloljiik.

A képtengelyen lehet még egy sikot atfektetni, melynek pontjai
a képsiktol egyenldé tavolsagra vannnak. Ez utdbbi sik a 2-dik és
4-dik térnegyedben terjed el és a benne fekvé pontok 1-s és 2-dik
képének az a tulajdonsaga van, hogy azok a képsikok egyesitése
utdn Osszeesnek, coincidalnak, mert a képtengely ugyanegy oldalan
a képtengelytSl egyenld tavolsagra vannak. Ez utdbbi sikot pontjai
képeinek leirt tulajdonsaga folytan coincidentiasiknak nevezzik és
H,-vel jeloljuk.

A symmetriasik pontjainak képei tehdt a képlengely ivdnyd-
ban symmetrikusan, a coincidentiasik pontjainak képei pedig egybe-
esbleg (coincidalolag) abrazoltainak.

10. A feddpontok. Vegyiik figyelembe a két képsikot az egye-
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sités elbtt, az els6t vizszintes, a masodikat fiigglleges helyzetben és
tekintsiik azokat atlatszatlanoknak. Legyen az A és a B egy az 1-s6
térnegyedben fekvs szintén 4atlatszatlannak képzelt pont.

Gondoljunk egy az elsd képsik f6lott levd és az 1-s6 képsikra
néz6 egyénre, melynek O, szeme, egy az 1-s6 képsikra merGleges
egyenesnek igen tavol fekvé pontja. A nézd szemébdl kisugarzo
latésugarak koziil egy az A, egy pedig a B ponton megy Kkeresztiil
és egybeesik az A és a B pont projicidlé sugaraval, tehat az atlat-
szatlan A pont annak els6 képét A'-et és az atlatszatlan B pont,
annak 1-s6 képét B'-et az 1-s6 képsikra néz6t6l elfodi.

Ha azonban (8. abra) az 4 és B pontnak kozos elsd képe van,
akkor mar az 4, B pontok koziil egyik a masikat, O,-bdl tekintve

8. abra.

el fogja f6dni ; még pedig az a pont f6di el a masikat, mely tavolabb
van az 1-s6 képsiktol, melynek tehat 2-dik képe tavolabb van a
képtengelytol.

Ha tovabba az 1-s6 térnegyedben két pontot C, D-t képzelunk,
k6zos 2-dik képpel, C“, D“-vel, akkor e két pont koéziil egy oly
nézdre, melynek szeme a 2-dik képsik el6tt egy a masodik képsikra
merdleges egyenesnek igen tavol fekvé O, pontjaban van, el lesz
fédve; és pedig az a pont f6di el a masikat, melynek 1-s6 képe a
képtengelyt&l nagyobb tavolsagra van.

A mellékelt 8, dbraban a B pont fodi el az A-t az 1-s6 képsikra
nézve, és a C pont fodi el a D-t, a 2-dik képsikra nézve, a mit
akkép fejeziink ki, hogy a B pont fodépontja az A-nak az 1-s6 kép-
stkra nézve és a C pont fodépontja a D-nek a 2-dik képsikra nézve,



—_ 11 —

alattomban értvén, hogy a nézé az 1-sg, illetve a 2-dik képsikra
merlleges egyenes igen tdvol fekvé O,, O, pontjabol tekint a
pontokra.

Ha tehat az elsd tévunegyed két pontjanak kozos 1-s6 (2-dik) képe
van, akkor a két pont koziil az lesz a mdsiknak fodépontja az 1-s6
(2-dik) képsikra nézve, melynek 2-dik (1-s6) képe a képlengelytél tdvo-
labb van. E szabalyt még arra az esetre is érvényesnek mondjuk,
amid6n a két képsik a szokott médon egyesitve van. Tekintsiik 4lta-
laban az 4dbrdzolandd pontoknak vagy mas alakzatoknak a két egye-
sitett képsikon levé 1-sé és 2-dik képeit olyanoknak, melyek a
pontok vagy mds alakzatok képeinek szemléltetésére szolgilnak a
képsikok egyesitése elbtt (tehat a midén azok az egymadasra merdleges
képsikokban vannak), mert aképeknek az utobbi helyzete egyszerd
mivelet végzésével ad fogalmat a pontok és alakzatok kolesdnds és
a képsikok irdnt valé helyzetérél, Es az 4abrazolé geometridnak
egyik féfeladata egy targyr6l vagy egy geometria alakzatrél oly
képeket késziteni, azokat oly képekkel abrdzolni, melyek konny(
szerrel a szemlél6ben fogalmat keltenek magardl a targyrol vagy
alakzatrél, melyet abrazolnak.

Az egyenes abrazolasa.

11. Az egyenes képei. Két pontot A, B-t képzeliink az 1-s6
térnegyedben ; ezeknek képei A', 4''; B', B" (9. dbra). Jeldljiik az
AB, A’‘B', AB” pontokon keresztlil mend egyeneseket e-vel, e’-sel,
¢''-sel. Az e egyenes pontjait az 1-sé képsikra projicialé sugarak
egy az 1-s6 képsikra merdleges sikban — az e egyenes 1-s6 projicidlo
sikjaban — fekiisznek, mely az 1-s& képsikot az e’ egyenesben
metszi. Az ¢' egyenesen fekiisznek tehdt az e egyenes pontjainak
1-s6 képei, s ezért az e' egyenest az e egyenes 1-s6 képének nevezzik.

Az e egyenes pontjait a 2-dik képsikra projicidlé sugarak
szintén egy a 2-dik képsikra merGleges sikban — az e egyenes 2-dik
projiciald sikjaban — vannak, mely a 2-dik képsikot az ¢’ egyenes-
ben metszi. ¢ tartja teht az e egyenes pontjainak 2-dik képeit, és
mint ilyen, az egyenes 2-dik képénck neveztetik.

Altaldban : az egyenes vagy barmily govbe vonal 1-s6 (2-dik)
képe a vonalon fekvs ‘pontok 1-s6 (2-dik) képénck geometriai helye.

Az egyenes 1-s8 és 2-dik képe altaldban egyenes lesz, mely
abban az esetben fajul el ponttd, ha az egyenes az 1-s6, illetve a
2-dik képsikra merdleges. Ha ugyanis az A, B, pontot, melyen az
¢ egyenest keresztiil fektetjitk akkép valasztjuk, hogy az egyik pont



— 12 —

a masiknak fed6pontja az 1-s6 képsikra nézve, akkor az e egyenes
minden pontjanak projicidld sugara az e egyenes, tehat az e pontjai-
nak ugyanegy 1-s6 képe van. Hasonldkép egybeesnek az e egyenes
pontjainak 2-dik képei, ha az ¢ két pontjanak kozos 2-dik képe van,
azaz ha e a 2-dik képsikra merdleges.

12. Az egyenes nyomai. Egy egyenesnek és egy siknak
mindig van kozds pontja; e kdzds pontot az egyenes és a sik wmetszi-
pountjanak, vagy az egyenes nyomdanak a sikon szokis nevezni. Ha
az egyenes a sikban fekszik, akkor annak minden pontja k6zos a
sikkal, tehdt az egyenes minden pontja nyomnak tekinthet6. Ha
pedig az egyenes a sikot egy igen tdvol fekv pontban metszi, akkor
azt mondjuk, hogy az egyenes parhuzamos a sikkal, vagy a sikhoz,
de ekkor is van az egyenesnek nyoma a sikon, melyet a szerkesz-
téseknél rendesen ép ugy kezeliink, mintha a nyom nem fekiidnék
a szerkesztési mez3t6l igen nagy tavolsagra.

Az egyenesnek azt a pontjat, melyben az 1-s6 képsikot metszi,
1-s6 vagy wvizszintes nyomnak, és melyben a 2-dikat metszi, 2-dik
vagy fiiggbleges nyomnak nevezziik.

Minthogy az e egyenes 1-s6 nyoma E, az 1-s6 képsikon fekszik

9, abra.

(9. 4bra), azért annak E'; 1-s6 képe egybeesik E,-gyel, 2-dik képe
E.“ pedig a képtengelyen van. Ugyanigy az e egyenes 2-dik nyo-
méanak E,-nek, mint a 2-dik képsik egy pontjanak 2-dik képe E," az
E, pont, els képe E,' pedig a tengelyen fekszik. E szerint jol meg-
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jegyzendd, hogy az egyemes 1-s6 nyomdnak 2-dik képe, és 2-dik
nyomanak 1-s6 képe a képtengelyen fekszik.

Jegyzet. 1. A téregyenes jelolésére a kis betiiket hasznaljuk; annak
1-s6 és 2-dik képét ugyanolyan, de egy, illetve két vesszovel ellatott kis
betiivel, annak 1-s6 nyomat ugyanolyan, de l-es mutatéval ellatott nagy-

betiivel, végre 2-dik nyomat ugyanolyan, de 2-es mutatéval ellatott nagy
betiivel fogjuk jel6lni.

2. A téregyenes 1-s0 térnegyedben fekvO részének képei feljes, a t6bbi
térnegyedekben fekvo részeinek képei pedig révidre szaggatott vonallal raj-
zoltatnak. A rovidre szaggatott vonalak mindenkor az 1-s6 térnegyedben
levé néz6tol elf6dott vonalaknak képei. Jelen esetben az atlatszatian kép-
sikok fodik el az egyenes képeit.

138. A képsikok iranydban 4ltalinos és kiill6nés helyzetit
egyeneseknek képei. Ha a térben két, a képsikokon kiviil fekvd
pontot A, B-t képzelink, melynek helyzete a képsikok irdnyaban
egymastol egészen fiiggetlen, akkor arajtuk keresztiill mend egyenes
a képsikok irdnyaban dltaldnos helyzetdi lesz. Az ilyen egyenes
mindig harom térnegyedben terjed el, azaz a képsikoktél hdrom
részre lesz osztva. E részek kozil egynek hatarlopontjait az egye-
nes nyomai képezik, és ez véges hosszuisagy, és melyet az egyenes
véges részémek akarunk nevezni; a tobbi két rész igen nagy, vagy
mint mondani szokas: végielen nagy, és azoknak egyik hatarld
pontja szintén az 1-s6, illetve a 2-dik nyom.

Az egyenes véges része barmelyik térnegyedben lehet, a tobbi
két rész az e térnegyeddel szomszédos két térnegyedben van. Igy
pl. ha az egyenes véges része a 2-dik térnegyedben van, akkor a
tobbi két rész az 1-s6 és a 3-dik térnegyedben lesz.

Az egyenes azonban a képsikok iranyaban ksilonds helyzelii
is lehet, mint azt a kdvetkez6kben latni fogjuk.

14. A képsikokkal és a képtengelylyel pairhuzamos egye-
nesek. Induljunk ki ismét a képsikokon Kkiviil fekvé A és B pont-
bél, melynek 6sszek6ts egyenesét e-t figyelembe vessziik. Tartsuk
meg az A pontot abban a helyzetben, melyben volt, de mozgassuk
a B pontot az 1-s6 képsikra projicidld sugaraban mindaddig, mig
az 1-s6 képsiktol ép oly tavolsagra lesz, és az 1-s6 képsik ugyan-
azon oldalan fekszik, mint az A pont. Az e= AB egyenes akkor
(10. abra) az 1-s6 képsikkal parhuzamos, az 1-s6 képsikot csak igen
tavol, mint mondani szokas, végtelen tdvol metszi.

Eltekintve e végtelen tavol fekvé 1-s6 nyomatdl, az egyenes-
nek pontjai az 1-s6 képsiktél ép oly tavolsagra lesznek, mint az
A és a B pont.

Ez az egyenes mar csak két negyedben terjed el végtelen
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nagy részekkel, és pedig vagy az 1-s6 és 2-dik, vagy a 3-dik és 4-dik
térnegyedben. Az egyenes két képe kozil az 1-s0 ¢' altalaban metszi
a képtengelyt, a 2-dik ¢ pedig mindig parhuzamos a képtengelylyel,
és az egyenesnek 2-dik projicialé sikja parhuzamos az 1-s§ kép-
sikkal.

10. dbra.

Ha tovabba a B pontot oly helyzetbe hozzuk, hogy a 2-dik
képsiktdl ép oly tdvolsagra és e képsik ugyanazon oldalan van mint
az A, akkor az AB = ¢ egyenes a 2-dik képsikkal lesz pdrhuzamos,
annak 2-dik projicidlé sikja lesz parhuzamos a 2-dik képsikkal,
annak 2-dik nyoma jut végtelen tavol, és végre annak 1-s6 képe
lesz a képtengelylyel parhuzamos. Az egyenes pedig vagy az 1-s6
és 4-dik, vagy a 2-dik és 3-dik térnegyedben fekszik.

Ha végre a B pont mind a két képsiktol ép oly tavolsagra
van, mint az A4 pont és ugyanabban a térnegyedben is fekszik,
akkor az AB—e egyenes mindkél képsikkal, tehdt a képlengelylyel
pdarhuzamos, annak projiciald sikjai a képsikokkal, e', ¢” képei
pedig a képtengelylyel parhuzamosak. Az e egyenes egész terjedel-
mében egy térnegyedben fekszik, mindkét nyoma végtelen tavol
van. Megjegyzendd tehat, mert ez a képsikok egyesitésénél is igaz
marad, hogy ha az egyenes pdvhnzamos az 1-s6 (2-dik) képsikkal,
akkor annak 2-dik (1-sG) képe pdrhuzamos a képtengelylyel, és ha
az egyenes pavhuzamos a képtengelylyel, akkor annak wmindkét képe
szintén pavhuzamos a képtengelylyel.

De forditva is kovetkeztethetiink : ha az egyenes 1-s6, 2-dik,
vagy mindkét képe parhuzamos a képtengelylyel, akkor az egyenes
a 2-dik, 1-s0, illetve mindkét képsikkal parhuzamos,

Ide sorozhatok még azok az esetek, a middn az egyenes az
egyik vagy a masik, vagy mindkét képsikban fekszik, melyekrdl
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konnyen belathat6, hogy az 1-s6, 2-dik, avagy mindkét képsikban
fekvd egyenesnek 2-dik, 1-s6, illetve mindkét képe a képtengelyben van.

15. A képsikra és a képtengelyre meréileges egyenesek.
Helyezziik folytatélag a B pontot az A pontnak az 1-s6 képsikra
projicialé sugaraba. Az AB=—e¢ egyenes (11. bra balra) ekkor az
1-s6 képsikva merbleges és 1-s6 képe ¢’ az AB pontok kozods 1-s6
képében van, mig a 2-dik képe ¢” a képtengelyre merdleges. Az e
egyenes 1-s6 projicialé sikja hatarozatlan, a 2-dik meréleges a kép-
tengelyre; az egyenes, minthogy a 2-dik képsikkal parhuzamos,
csak két térnegyedben terjed el.

Ha ellenben az A és a B pontnak 2-dik képe kozds, akkor az
AB =c¢ egyenes meréleges a 2-dik képsikra, annak 2-dik képe egy
pont és 1-s6 képe merdleges a képtengelyre; a 2-dik projicialé sik

11. 4bra.

hatarozatlan, az 1-s6 pedig merGleges a képtengelyre; végre az
egyenes, mert az 1-s6 képsikkal parhuzamos, két térnegyedben
fekszik,

Vegylik fel tovabba a B pontot akképen, hogy annak tengely-
képe B, az A pont tengelyképében A.-ben fekudjék (11.4bra
jobbra). Ekkor az A'AA“A, B’BB“B, derékszogli négyszdgek
sikjai egybeesnek, az AB=¢ egyenes merfleges a képtengelyre,
annak mindkét képe és mindkét egybeess projicialé sikja szintén
merdleges a képtengelyre és az egyenes altalaban harom térnegyed-
ben terjed el. Ennélfogva: az 1-s6 (2-dik) képsikra merdleges egye-
nesnek 1-s6 (2-dik) képe egy pont, a 2-dik (1-s6) képe merdleges a
képtengelyre, és a képtengelyre merbleges egyenesnek mindkét képe
wmerdleges a képtengelyve. E szabdly forditva is igaz marad.
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16. M4s kiilonds helyzetii egyenesek. Az egyenesnek 1-s6
és 2-dik nyoma altalaban két kiilsnb6z6 pont. De ha a két nyom
egybeesik, akkor az egyemes metszi a képtengelyt. és igy képei a
képtengely ugyanazon pontjan mennek keresztil, Az ily egyenes
ekkor két nem szomszédos térben fekszik, tehat vagy az 1-s6 és
3-dik, vagy pedig a 2-dik és 4-dik térben, és véges részének hosz-
szusaga =0.

A midén az egyenes a képtengelyt metszi és e metszGponton
kiviil mar egy pontja a két képsiktol egyenl$ tavolsagra van, akkor
annak minden pontja a két
képsiktdl egyenlS tavolsagra
lesz, tehat az egyenes vagy a
symmetriasikban, vagy a
coincidetiasikban fekszik, a
szerint, mint annak egy tet-
sz0Olegesen felvett pontja a
paratlan vagy a paros szam-
mal jelolt térnegyedben van.
Az ily egyenesek képeit a
képsikoknak egyesitése utan azt jellemzi, hogy a két kép az els6
esetben a képtengelyt6l symmetrikusan van elvalasztva (', e")
(12. 4bra), a méasodikban pedig (£, f*) coincidal.

Mas kiilonds helyzetd egyenesekkel az alabb kovetkezs fel-
adatoknal fogunk megismerkedni!

17. Az egyenes reconstructidja. Az 1-s6 képsikon egy ¢, a
2-dik képsikon egy e'* egyenest képzeliink a képtengely iranyaban
egészen altalanos helyzetben. Kérdés, van-e oly egyenes ¢, melynek
1-s0 és 2-dik képe e, e", és ha van, hogyan szerezhetiink errél az
egyenesrdl fogalmat ?

a) A képtengelyen két pontot A, B,-et vesziink fel; ezeken
keresztiil az 1-s6 és a 2-dik képsikban a képtengelyre merGleges
egyeneseket allitunk, melyek e’-t az A', B, és et az A“, B" pon-
tokban metszik. Ha ezutan azt az A pontot, melynek képei A*, A"
Osszekotjiilk avval a B ponttal, melynek képei B‘, B', akkor az
Osszekitd AB= e egyenesnek képei a tetszés szerint felvett ¢', e
egyenesek. Vagy pedig:

b) az e' egyencsen keresztiil az 1-s6 képsikra és az e egye-
nesen keresztil a 2-dik képsikra meréleges sikot allitunk, e két sik
egymast egy e egyenesben metszi, melynek ama két sik projicialo
sikja és igy az e, e egyenes két képe.

A kérdéses e egyenesrdl tehat szerezhetiink fogalmat, ha ezek

12, abra.



a miveletek Kivitelének egyike vagy masika nem {itkozik akada-
lyokba, tehat kérdés, mikor nem nyeriink e mfiveletek folytan egy
hatarozott e egyenest?

A képtengely A, B, pontjain keresztiilmend és a képtengelyre
merlleges egyenesek az 1-s§ képsikban az e' egyenest mindig
végesben metszik, ha ¢’ nem merdleges a képtengelyre. De ha ¢!
mersleges a képtengelyre x-re, akkor ez csak vagy a képtengelyre,
vagy a 2-dik képsikra merdleges egyenesnek lehet 1-s6 képe. Az
elsé esetben ¢-nek a képtengelyre az ¢’ és a képtengely metszs-
pontjaban merSlegesen allo egyenesnek kell lenni, a masodikban
pedig egy ez utobbi egyenesen fekvG pontnak. Ha az elsd eset
kovetkezik be, tehat ¢, ¢ a képtengely ugyanegy pontjaban merd-
leges a képtengelyre, akkor ¢, ¢’ egy e egyenesnek két képe lehet,
de ez a ket kép nem hatdrozza meg az e egyenest. Ha pedig e” egy
a leirt helyzetben levS pont, akkor ¢', e¢'* egy a 2-dik képsikra az
¢’ pontban merélegesen all6 hatarozott egyenesnek két képe. Ha
ez a két lehetGség nem kovetkezik be, akkor az ¢, ¢'' nem képezi
egy téregyenesnek két képét.

E szerint : Két tctszés szerinti egycnes az (egyesitett) képsikokon,
melyek koziil cgyik sem merdleges a képtengelyre, egy tévegyenes
két képénck tekinthets, mely képek a téregyenest meghatavozzak. De
ha a felvett két egyenes a képtengely kiilonbozé pontjdban all mevi-
legesen a képtengelyre vagy ha csak az egyik inevdleges evve, akkor
azok nem lehetnek egy téregyencsnck képei. Ha végre a felvett két
egyenes a képtengely ugyanez pontjdban merolegesek a képtengelyve,
akkor azok a képtengelyre mervidleges egycnesnek képei, de ¢ képek
nem hatdrozzdk meg a iéregyenest.

Az egyenes reconstructibja az egyesitett képsikon felvett
képeibdl akkép torténik, hogy el6bb a két képsikot, a rajta fekvs
képekkel egylitt, az eredeti (egymasra merdleges) helyzetbe hozzuk,
és az igy nyert képekbsl a mondottak alapjan a téregyenest képze-
letiinkben construdljuk.

Minthogy a téregyenest annak képei altaldban meghatarozzak,
azért megadottnak tekintjlik a téregyenest, ha annak képei vannak
adva. Ennélfogva e kifejezéseknek: adva van egy e egyenes, vagy
adva van egy (¢',¢"’) egyencs, cgy és ugyanazon jelentésiik van, mert
az (¢',¢") symbolumon azt az e egyenest értjiik, melynek 1-s6
képe ¢', 2-dik képe e”. Ugyanigy jelentse symbolikusan a (P, P“)
pont azt a P pontot, melynek 1-s6 képe P', 2-dik képe P, s mely
képek a térpontot P-t meghatdrozzak.

E szolasokon : szerkesztend$ egy e egyenes vagy egy P pont,

KLUG : Abrizolé geometria. 2
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mindig az értendd, hogy szerkesztendd (¢/, e"), illetve (P, I”), azaz
az e egyenesnek és a P pontnak két képe ¢', e”, illetve P/, P

Megjegyzends, hogy két egyenes, pl.: a p és a g egyenes
metszOpontjanak jelolésére szintén a (p, g) symbolumot szokas
hasznalni, de a zardjelben itt kiilonboz6 betlik vannak, melyek tehat
nem képei egy téregyenesnek.

A kovetkez6 feladatoknal az adott vagy szerkesztendd egye-
nesek és pontok képei a rajzlappal egvesitett képsikon levSknek
veendsk, vagy azon szerkesztend6k. A rajzlapon mindig meg van
adva a képtengely és a megoldandé feladatokhoz sziikséges adatok.

Feladatok az egyenesrdl.

18. — 10. feladat. Adva van cgy cgyenes (€', e”) ; vegyiink fcl es
e egyenesen oly poutot, mely az 1-s6 képsiktol 2 cm tivolsdgra van,
azaz szerkeszsziik meg az e egyenes azon pontjainak képeit, melyek
az 1-s6 képsiktol 2 cm tavolsdgra vannak.

Megoldds, (13. abra). Az 1-s6 képsiktdl 2 cm tavolsagra levd
pontoknak 2-dik képei a képtengely-
t6] ugyanily tavolsagra vannak. Meg-
huzzuk tehat a képtengelylyel par-
huzamos és attél 2 cm tavolsagra
: lev6 két egyenest, mely e-taz A", B"
i pontokban metszi; e pontokbdl a kép-
tengelyre merblegesen bocsatott egye-
nesek az e'-t A', B' pontokban talaljak,
! és az A’, A" és B', B" pontok mar
a keresett 4, B pontoknak képei.

Mily egyenesen nem vehetd fel

13, dbra, (mert nincs rajta) oly pont, mely a fel-
adatnak eleget tesz?

11. feladat. Szerkesztendi az (e, e'*) egyenesnek.1-sé és 2-dik
nyoma E, E,.

Megoldas. (13. abra). Az E,-nek 2-dik képe az e" és x metsz6-
pontja (e, x) = E,*, tehat E, — E,’ az E,” pontban az x-re allitott
merélegesnek metszGpontja e'-el. Hasonlokép az E,-nek 1-sé kepe
az (e, ) — E,' és e pontban az x-re allitott merGleges e'-t az
E, = E;" pontban metszi.

12. feladat. Oldassék mega 11. feladat az ¢ egyenes kiilonboz3,
altalanos és kiilonds helyzeteinél; és allapittassék meg mindenkor,
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hogy az e mily térnegyedeken halad keresztiil, és mely térnegyed-
ben van véges része.

13. feladat. Vegyink fel olyan egyenest (azaz adjuk meg ké-
peit), a melynek a) 1-s6 nyoma, b) melynek 2-dik nyoma, ¢) mely-
nek mindkét nvoma végtelen tdvol van. Vegyiink fel tovabba olyan
egyenest, mely az 1-s6 képsikon, és olyant, mely a 2-dik képsikon
fekszik.

14. feladat. S:zevkesziendd egy (¢, e'') egyenesuck symmetvia- és
coincidentiapontja H,, H,, vagyvis az a két pont, mely mindkét kép-
sikto6] egyenld tavolsagra van.

14. dbra.

Megoldas. (14. abra). Az egyenes coincidentiapontjinak
H,-nek mindkét képe egybeesik, tehat H, = H,'’ az ¢, ¢ egyene-
seknek metsz&pontja.

A symmetriapontnak H,-nek mindkét képe egyenld tavol-
sagra léveén az x-t0l, egy az e"-vel az x-re vonatkozélag symmetri-
kus egyenes az ¢-t a H,‘-ben metszi, melyb6l H,'* szerkeszthetd.
A H, pont tengelyképe H|, mint kénnyen beldthatd, az E, E,' E,
trapez E. E, atlojan fekszik, melybdl a H‘, H,", ha az e-nek
E,, E, nyomai még a rajzlapon fekiisznek, egyszerlibben hataroz-
haték meg.

SzerkesztendSk kiilonos helyzeti egyeneseknek symmetria- és
coincidentiapontjai.

A 14. feladat megoldasa mutatja, hogy ha egy egyenes képei
a képtengelylyel egyenld szoget képeznek, akkor az egyenes vagy
symmetriasikkal H,-gyel vagy a coincidentiasikkal H,-vel parhuza-
mos. Eunnélfogva oly egyenes, melynck a képsikok egyesitése utdn,

o
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parhuzamos (parallel) képei vannak, a coincidentiasikkal parhu-
zamos, mig az oly egyemes, melynek a képlengely ivanyaban anti-
parallel képei vannak, (a képtengelyhez bar egyenl szégek alatt haj-
lanak, de nem pavhuzamosak) . a symmelriasikkal pavhuzamos.

15. feladat. Fektessiink az (4, A') ponton keresztdl egy e
egyenest, mely a H, sikkal, és egy f egyenest, mely a H, sikkal
parhuzamos, ha e-nek és f-nek 1.s6 képe ¢’ = f* ismeretes. — Mily
helyzetti legyen ¢', hogy e és f egybeessék ?

19. — 16. feladat. Adva van az (¢, ¢") egyenes és kiviile az
(A, A")pout; fektessiink c ponton keves:ztiil a) egy f egyenest, mely
az e-t nem melszi; b) egy g egyemest, mely az e-t metszi; c) egy h
egyenest, mely az e-t véglelen tdvol melszi.

Megoldas. (15, abra). a) Ha az A’ ponton egy tetszés szerinti
f' egyenest, az A'* ponton egy tetszés szerinti f*/ egyenest hizunk

15, dbra.

keresztiil, akkor (17, f*) az (¢, &”) iranydban dltaldnos helyzetsi,
azaz az e, f egymdst nem metsz6 (kitévd) cgyencs.

b) Ha az (4', A“) ponton és e-nek barmely pontjan, pl.: a
(B', B’) ponton keresztiil egy (g',g”) egyenest fektetiink, akkor
g az e egyenest a B pontban wmelszi,

¢) Ha végre a (B‘, B’*) pontot az ¢ egyenesen végtelen tavol
képzeljiik felvéve, Ugy hogy a B’ pontnak k' 6sszek6té egyenese az
A’-sel, ¢'-sel parhuzamos, és a B* pontnak k¢ OsszekdtS egyenese
az A”-sel, az ¢-vel parhuzamos, akkor a (h', h*) egyenes az
(¢, e")-6t végtelen tavol metszi, azaz h az e-vel parhuzamos.

Ennélfogva dlfaldban két egycnes egymdst metszi vagy nem
metszi a szevint, a minl egynevii képeinek (az 1-s6 képeknek és a
2-dik képeknek) metszépontjait (sszekolo egyenes a képlengelyre
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merdleges vagy mnem merdleges; tovdbbd két egvenes pdarhuzamos,
ha egynevii képei parhuzamosak.

E szabaly nem alkalmazhaté a képtengelyre merdleges egye-
nesekre, melyekrdl alabb fogunk szélani.

Az A ponton Keresztiil kétszerecsen végtelen sok (e<%) oly f
egyenest lehet fektetni, mely az e egyenest nem metszi, mert f~nek
1-s6 és 2-dik képét tetszés szerint fektethetjuk az A‘, illetve az A"
ponton keresztll. Ellenben az 4 ponton csak egyszeresen végtelen
sok (s<!) oly g egyenest képzelhetiink, mely az e-t metszi; mert
minden g'-hez csak egy ¢'* tartozik. Végre az 4 ponton keresztill
az e-vel parhuzamosan csak egy, azaz véges szamu egyenest lehet
hdznunk.

17. feladat. Fektessiink az (A, A*) ponton kereszt(il oly egye-
nest, mely az (¢', ¢*) egyenest metszi és az 1-s6 vagy a 2-dik kép-
sikkal parhuzamos,

18. feladat. Adva van két egyenes (¢, e*), (f*, f*) (mely nem
metsz6, vagy metszd, vagy parhuzamos), és egv harmadik egyenes-
nek g-nek 1-s6 képe g‘; szerkeszszitk meg g-nek 2-dik képét g“-et,
azon feltételbsl, hogy g metszi az e és f-et. — Mikor hatdrozatlan
a feladat, azaz mikor van végtelen sok és nem véges szamu meg-
oldasa?

19. feladat. Adva van két egyenes (¢, e*), (f*, f*), melynek
egynevii képei egymast a rajzlapon Kiviil metszik, megvizsgalandd,
hogy e két egyenes metszi-e egymast, anélkiil, hogy a képeknek
hozzaférhetlen metszépontjait felhasznalnok.

Megoldasi utasitds, Két egyenest szerkesztiink, melyek az
adottakat metszik ; a szerint, mint ez utébbiak egymast metszik vagy
nem metszik, az adottak is ekkép viselkednek. (Miért ?)

20. feladat. Adva van két egy-

mast nem metszd egyvenes (e e"),
(f, f*) szerkeszsziik meg az egyik-
nek azt a pontjat, melv a masik-
nak egy pontjat a) az 1-sé képsikra
nézve elfodi, ») a 2-dik képsikra
nézve elfédi.

Megoldds. (16, abra.) Megszer-
kesztjiik az ¢ és az f egyenes azon
pontjainak 2-dik képét, melyeknek
1-s6 képei (e,' f/) pontban vannak,
amennyiben e pontok az 1-s6 tér-
negyedben fekszenek, az a pont fodi 16. dbra.
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a masikat az 1-s6 képsikra nézve, melynek 2-dik képe a képtengely-
t61 tavolabb van. Hasonlé eljaras kévetendd a ») kérdésnél.

A mellékelt 16. abraban az f egyenes B pontja fodi el az ¢
egyenes A pontjat az 1-s6 képsikra nézve, és az ¢ egyenes C pontja
fodi el az f egyenes D pontjat a 2-dik képsikra nézve.

21. feladat. Adva van az e egyenesnek mindkét képe, az f
egyenesnek csak az egyik képe ; vegylik fel az f-nek masik képét,
de ugy hogy : a) az f-nek egy pontja az ¢-nek egy pontjat az 1.s6
képsikra nézve és az f-nek egy masik pontja az e-nek egy pontjata
2-dik képsikra nézve elfédje ; b) az f-nek egy pontja az e-nek egy
pontjat az 1-s6 képsikra nézve és az e-nek egy pontja az f-nek egy
pontjat a 2-dik képsikra nézve elfddje.

Ha két egyenesnek kozos 1-s6 projicidldsikja, tehat kozos
1-s6 képe van, akkor az egyiknek tobb pontja fogja a masiknak
pontjait az 1-s6 kép-
sikra nézve elfodni.
A midén az egyene-
seknek 2-dik képei
parhuzamosak, ak-
kor (a mennyiben
azoknak az 1-s6
térnegyedben van
pontjuk), csak az
egyik  egyenesnek
pontjai fodik el a

17. abra. masiknak pontjait.

De ha az egyene-

sek nem parhuzamosak, tehat egymast az els6 térnegyedben

metszik, a metszOponttdl szamitva folvaltva fodik el egymast az
egyes egyeneseknek pontjai az 1-s6 képsikra nézve..(17. abra.)

Hasonl6akat kell megjegyezniink oly egyenesekrdl, melyeknek
kozos 2-dik képlik van.

20. Az oldalképsik. -— Az =z képtengelyre merbleges ¢
egyenesnek ¢’ e" Kképei nem hatarozzak meg az e egyenesnek
helyzetét a képsikok iranyaban, mert e-nek mindkét projicialésikja
egybeesik, tehat ezeknek a metszévonala hatarozatlan, A képten-
Zelyre merbleges egycnes meg van hatdrozva két benne fekvd poni-
nak képei dltal, mert a két pont képeibsl, a két térpont és igy az
azokat 6sszekot6 egyenes reconstrualhatd. Noha az ily egyenes két
pontjanak képei 4ltal meg van hatirozva.a vele kapcsolatos szer-
kesztések nem végezhetGk oly egyszeriien, mint barmily mas hely-
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zetll egyenessel, ¢és pedig azért, mert az egyenes egy pontjanak
egyik képébdl kozvetleniil nem taldlhaté meg annak masik képe.
Czélszerlinek mutatkozik e végb0l az ily egyenest egy az x kép-
tengelyre merGleges helyzet(i uj képsikra, oldal- vagy 3-dik kép-
sikra Ks-ra projicidlni és a K;-mat az ¢ egyenesnek rajta fekvs e'*
3-dik vagy oldalképével egviitt annak z = (K;, K;) metszévonala a
2-dik képsikkal, ebbe a képsikba, vagy y = (K;, K,) metsz3 vonala
kortl az 1-s6 képsikkal, az 1-s6 képsikba forgatni.

Az xr képtengely egy pontjan kereszt(il men6 és az 1-s6,
illetve a 2-dik képsikban az
x-re  merblegesen allé y,
illetve z egvenes — y-tengely,
z-tengelv — meghatarozza a
K; 3-dik képsikot. (18. abra).

Ha a 3-dik képsikot a
= tengely koriil a 2-dik kép-
sikba képzeljuk forgatva,
akkor az y tengely az a-be
kertl és az ¢ egyenes 3-dik
képét e kbénnyen megszer-
keszthetjiik. Tekintve, hogy
K; a K; iranyaban oly hely-
zetd, mint a K,, (t.i. K.-re
meroéleges) az egyenes A és B
pontjanak 3-dik képe A“/,
B, az A" B pontokbodl
a z tengelyre merdlegesen
bocsatott egyeneseken lesz.
Az A, B*" pontok tavol- 18. abra.
saga a z tengelyt6l egyenld
lesz az A, B pontok tavolsagaval a 2-dik képsiktol, s mely tavol-
sagok mint tudjuk egyenl6k A4’ A, B' B,-szel.

Ennélfogva (19. abra) az A' 4, B' B, vonaldarabokat az A",
B* pontokbdl a z tengelyre bocsatott merdlegesekre ezeknek a =z
tengelyen levd A. B. talppontjatdl mérve rearakjuk A', B’-ig. E
miveletnél pedig csak arra kell ligyelntink, hogy ha az A, B pontok
a 2-dik képsiktol, tehat azoknak 1-s6 képei A', B’ az x tengelytdl el
voltak valasztva, akkor az a A’”, B"*' képek a z tengelyt6l szintén
el legyenek valasztva. 4', B'" pontok 9sszekot6 egyenese e képezi
az e egyenesnek 3-ik képét, a 3-dik képsiknak a 2-dikkal tortént
egyesitése utan.
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Az e egyenesnek e, ¢’ képei és a z tengely pétolja az ¢, ¢
képeket és az x tengelyt, azaz alkalmas mindazon szerkesztésekre,
melyeket az e egyenesen végezni akarunk; annak megtorténte
utan a 3-dik képekbdl az 1-s6 képekre lehet kovetkeztetniink.,

Feladatok a képtengelyre meréleges egyenesre vonat-
kozdlag.

21. — 22. feladat. Adva van egy a kiptengelyre merdleges e
egyenesnek két:pontja (A, A", (B, B"), és egy rajia fekvé C pout-
nak 1-s6 képe C', egy D pontnak 2-dik képe D' ; szevkesziendd C-nek
2-dik és D-nek 1-s6 képe.

Megoldas. (19. abra). Az x képtengelyre z merSleges egyenest
allitunk ; ezt a 2-dik képsik és az x-re merSleges 3-dik képsik
metszdvonalanak, a z képtengelynek
tekintjiik, mely koriil a 3-dik képsik
a 2-dikra lett boritva. Meghataroz-
zuk az 4, B pontoknak és ezzel az
e egyenesnek 3-dik képeit, A*'', B,
e'"'-et. A C’, D' pontokbd6l megkap-
juk a C*' és D'’ pontokat e'’-on, s
ezekb6l C*' és D'-et. Minthogy a 2
tengely a D"/ pontotaz A', B"/, C**
pontoktdl elvalasztja, a 2-dik kép-
sik a D pontot elvalasztja A, B,
C-t6l, tehat D’ és A, B', C' pontok
az x tengely kiillonb6zd oldalan fek-

19. dbra. szenek.
23. feladat. Szerkesztendd a
képsikra merSleges e egyenesnek 1-s6 és 2-dik nyoma E, E,. A
megoldast a 19, abra mutatja.

24. feladat. A (C’, C") ponton keresztll egy a képtengelyre
merdleges és két pontjaval A, B-vel adott ¢ egyenessel parhuzamos
f egyenes fektetendd.

Megoldds. (20. abra). f-nek f,* f* képeia (', C" ponton
kereszt(il mend és az x képtengelyre merGleges egyenesek. Az f
egyenes még egy pontjanak D-nek Kkell tehat képeit D', D"-et
szerkesztiink. E végbdl az e egyenesnek és a C pontnak meghata-
rozzuk 3-dik képét ¢’, C'“-t;a C’’ ponton Keresztll mend és
¢”’-mal parhuzamos f* egyenes az f-nek 3-dik képe, végre az
tetszés szerinti 1’ pontjabol meghatarozhaté D', D",
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23. feladat, Két adott egyenes (¢, ), (f, f*), egyike a kép-
tengelyre merdleges (és két pontja altal van adva) ; megvizsgédlando,
hogy az ¢ és f metszi-e egymast, a) oldalképsik alkalmazasaval, b)
oldalképsik alkalmazasa nélkiil a 19. feladat alapjan,

A sik Abrazolasa és nevezetes vonalai.

22. A sik értelmezése és meghatarozasa. Harom pont, mely
nem fekszik ugyanegy egvenesen, sikot hataroz meg. E sik tartéja
azoknak a (o<!) egyeneseknek, melyek ama pontok barmelyikén ke-
resztiil menve a masik két pont 6sszek6td egyenesét metszik. S mert
minden egyenest olyannak tekintlink, mely egyszeresen végtelen
sok (e<!) pontnak a tart6ja, azért a sik pontjainak szdma kétszeresen
végtelen sok (oc2)

A siknak azonban nem csak a meghatarozasara szolgald
harom pontjan, hanem minden
pontjan o' egyenes (sugar) huz-
haté kereszt(il, mely a sikban fek-
szik ; ezek az egyenesek minden
egyenest, mely a sikban fekszik,
metszeni fognak és ezért jellemz6
a sikra nézve, (azaz a sikot e jel-
lemzd tulajdonsaggal felruhazott-
nak akarjuk képzelni): a) hogy ha
egy egyenesnek két pountja egy sik-
ban van, akkor ammak winden
pontja abban a sikban lesz, b) hogy
ha két egyemes egymdst wmetszi 20, dbra.

(véges, avagy végielen tdvolban),
akkor az ugyanegy sikban fekszik, és forditva, ha két egycnes egy
sikban fekszik, akkor egymdst mindig metszi.

Minthogy a sik barmely egyenesének e-nek minden pontjan
kereszt(il oo! egyenes huizhaté a sikban, és olyan egyenes nem ve-
hetd fel a sikban, mely ezek k6z6tt el6 nem fordulna, masrészt, mert
az e kivételével minden egyenes csak egyszer lett szamitva, azért a
sikban kétszeresen végtelen sok (s<?) egyenes van.

Azonban nemcsak hdrom pout, hanem egy egyenes és egy
kiviile fekvé pont, vagy két egymdst (véges avagy végtelen tdvol)
wmetsz6 egyenes is meghatiroz egy sikot, mely t.i. azokon keresz-
til megy.

Nem fektethet$ egy sik két egymast nem metsz8 egyenesen




keresztiil, mert akkor a sikban oly két egyenes volna, mely egymast
nem metszi, a mi a sik jellemz6 tulajdonsdgaval ellenkezik.

23. A sik abrazolasa. Két egymast egy A pontban metszé
egyenes ¢, f, melynek (21. abra.) képei (4’, 4), (¢!, ¢”), (f, f*), meg-
hataroz egy sikot § = /e, f/-et.
Minden egyenes g,mely azeés f
egvenest két kiilonb6z6 pont-
ban metszi, az S sikban fekszik.
Ha tehat g-nek egyik, pl. 1-s6
képét g’-t tetsz8legesen vesszik
fel és ez az ¢*, f,-et ' C" pon-
tokban metszi, akkor a I pont-
nak az e¢“-n, és a C pontnak
az f “-nfekvé B, (' képei meg-
hatarozzak a g egyenes 2-dik
képét g'-et. Ugyanigy lehetett
volna az § sik egy /: egyenesé-
nek 2-dik keépét h'-et, mely

21. dbra. e”, f“-et a D, E** pontokban

metszi, felvenni, és ezekbsl

D', E'-tés ' = D'E'-t meghatarozni. A g, h egyenesek egymast egy

F pontban metszik, melynek képei F* = (g', h’), F"'=(g", h"),

de ha az ¢, f egyenesek nem volnanak metsz6 egyenesek (az A’ A"

egyenes nem volna merdleges z-re), tehat e, f nem hatarozna meg

egy sikot, akkor a g, h egyenesek sem metszenék egymast (az
I"F“ egyenes sem allana merdlegesen az x-re).

Az S sik meghatdrozasira az ¢, f egyenesek helyett, az cegye-
nest és f-nek egy pontjat, pl. C-t, vagy e-nek két pontjat A, -tésa C
pontot lehetett volna felvenniink, mely felvételek az el6bbire kony-
nyen visszavezethetok,

Tudvan azt, hogy az $ sik meghatarozasara szolgalo e, f
egyenesek ko6zill pl. az f egyenes barmely mas az f-en fekvé és az
e-t metsz6 egyenessel pbtolhatd,. az S sikban oly egyeneseket is fel-
vehetlink, melyek az ¢, f metsz6pontjdin A-n mennek keresztil,
mert f helyett pl. a mar megszerkesztett ¢-t és az ¢ egyenest kell az
S sik meghatarozasara adottnak tekinteni, és ugy mint elébb eljarni.

24. A sik nyomai és reconstructi6ja. Minthogy egy siknak
barmily két egyenese alkalmas annak meghatarozasara, kérdezhet-
juk, melyek lesznek ama egyenesparak koézll a legalkalmasabbak?
A felelet altaldnosan mondva csak az lehet: a mely egyeneseknek
képei legegyszeriibb helyzet{iek, s ilyeneknek mutatkoznak a kép-
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sikokban fekvd egyenesek, mert ezeknek egyik képe mindig a kép-
tengelyben van. Minthogy két kiilonb6z6 sik egymadst mindig metszi
egy egyenes vonalban (mely végtelen tavol is lehet), azért barmily
helyzet(i legyen is a sik, melyet dbrazolni akarunk, az a két képsi-
kot két egyenes vonalban metszi.

A siknak azt az egyenesét, melybein az az 1-s6 képsikot metszi,
a sik 1-s6 vagy vizszintes nyomdnak, és melyben a 2-dik képsikot
metszi, 2-dik vagy fiiggoleges nyomdnak nevezziik.

Az eldrebocsatottaknak és a nyomoknak értelmezésébdl kovet-
kezik, hogy a sik nyomdnak két metszGpontja a képtengelyen van,
és ez a sik tengelypontja vagy tengelynyoma, tovabba amit az egye-
nes nyomair6l is mondtunk : @ sik 1-s6 nyomdnak 2-dik képe és a
2-dik nyomnak 1-s6 képe a képtengelyen van.

A sik 1-s6 és 2-dik nyomat ugyanolyan, de I-es, illetve 2-es
mutatdval ellatott kis
betlivel akarjuk jel6lni,
annak tengelypontjat
ugyanolyan nagybetd-
vel akarjuk jel6lni, mint
a sikot, melynek jelo- -_—
lésére a kovéren nyo-

matott nagybetiket
fogjuk hasznalni.E sze-
rint a 22, dbraegy S=
[s; sy] sikot abréazol,
melynek 1-s6 nyoma s,, 2-dik nyoma s,, tengelypontja S.

22. abra.

A sik nyomainak azon részét, mely az 1-s§ térnegyed hataran
van, teljes, a tobbit szaggatott vonallal rajzoljuk, tovabba rendesen
a sik tengelypontjat, és a nyomok képeit nem szokas kilon meg-
jeldlni, hanem a nyomokhoz azokat a betiiket irjuk, melyekkel azok
a térben jeldltetnek, tehat az 8§ sik 1-s6 nyomahoz s,-et, a 2-dik
s,-t. De anndl inkabb emlékezetbe vésendd, a mit mér elébb megem-
litettiink, hogy s,-nek 1-s6 képe s,, 2-dik képe a képtengely, €s s,-nek
2-dik képe s,, 1-s6 képe pedig a képtengely.

Az s,, s, nyommal megadott S siknak reconstructiéja a kdvet-
kezd: Miutan az 1-s6 képsik az x tengely korlil az s,-gyel egyiitt
a 2-dik képsikra merdleges helyzetbe lett forgatva, az s,-et és
az s,-t metsz8 egyeneseket képzeliink, melyeknek Osszesége egy
sikot tolt be, és az a sik lesz az, mely az s,, s, nyomokkal van
abrazolva.
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25. Egyenes felvétele egy sikban. Lassuk, mikép kell az
oly sikban egyenest felvenni, melynek nyomai adva vannak, vagy
mint mondani akarjuk, mely nyomaival van megadva?

Az § sikban felvendd e egyenesnek (23. abra.) egyik, pl. 1-s8
képét e'-et altalaban tetszés szerint lehet felvenni, ez az s;-et, E,-ben
az s's = x-et, E'y-ben metszi. Az &, pontnak 2-dik képe E," az
x=s",-en és az E';-nek 2-dik képe az s,-6n Ey-ben fekszik ; E, B,
lesz az e egyenesnek 2-dik képe e’.

E szerkesztésbdl lathato e jol megjegyzendd szabily : Ha egy
egyenes egy sikban fekszik, akkor az egyenesnek 1-s6 nyoma a sik
1-s6 nyomaban, 2-dik nyoma pedig a siknak 2-dik nyomdban van;
es forditva, ha egy sik egy egyenesen megy keves:tiil, akkor annak
a stknak 1-s6 és 2-dik nyoma az egyenesnek 1-s6, illetve 2-dik wnyo-
wmadn tavtozik kevesztiil menni,

26. A sik fovonalai. A siknak 1-s6 nyomaval parhuzamos
egyeneseket a sik 1-s6 févonalainak (nyompdrhuzamosainak) és a
2-dik nyomaval parhuzamos egyeneseit a sik 2-dik févonalainak
nevezziik. A siknak ool 1-s6, ugyanennyi 2-dik f6vonala van; a sik
minden pontjan egy 1-s6 és egy 2-dik f6vonal megy keresztiil. Ezen
értelmezés folytdn a sik minden 1-s6 fovonaldnak 1-s6 képe par-
huzamos az 1-s6 nyomaval, 2-dik képe pdrhuzamos a képtengely-
lyel, és a sik minden 2-dik févonaldnak 2-dik képe pavhuzamos a
2-dik nyomdval, 1-s6 képe pedig pdrhuzamos a képlengelylyel.
A mellékelt 24, dbraban az a 1-s6, a b pedig 2-dik févonala az 8
siknak,

Lehet azonban az oly sikban is felvenni févonalakat (a nélkiil,
hogy a nyomokat meghatarozndk), melyet két metszé egyenes ha-
taroz meg: Minden egyenes, mely a képtengelylyel parhuzamos,



- 929

egy 1-s6 f6vonalnak 2-dik és egy 2-dik févonalnak 1-s6 képe
lehet, ebbdl az egy képbdl pedig a masik képet az altaldnos eljaras
szerint szerkeszthetjiik. A 25. dbraban ¢, f a sik meghatdrozasara
szolgalé két egyenes, a, b pedig egy 1-s6, illetve 2-dik févonala
annak a siknak. A mit még megjegyzeni akarunk az, hogy a nyert
1-s6 févonal 1-s6 képével a siknak 1-s6 nyoma és a 2-dik f6vonal
2-dik képével a siknak 2-dik nyoma parhuzamos lesz.

27. Altalanos és kiilonos helyzetii sikok. Akkép, mint a tér
egyenesei, a tér sikja is a képsikok irdnyaban altaldnos és kiilonos
helyzet{iek lehetnek. Lassuk elGszor a kiilonds helyzetii sikokat.

24, abra, 25, dbra,

Egy S sik az 1-s6 vagy a 2-dik, vagy az 1-s6 és a 2-dik kép-
sikra meréleges lehet. E sikokat rendre az 1-s6 képsikva projicialo,
vagy a 2-dik képsikva projicialo, vagy végre a képtengelyre projici-
alé (azaz merdlegesen allo) sikuwak nevezzilk, Mily helyzetliek e
sikoknak nyomai a képtengely iranyaban ?

Az 1-s6 ‘képsikva projicialo sikmak 2-dik nyoma és a 2-dik
képsikra projicialé sikmak 1-s6 wyoma, végre a képtengelyre projfi-
cialo siknak mindkét nyoma merdleges a képtengelyre. (26. abra).
Tovabba : Az 1-s6 (2-dik) képsikra projicidlo sikban fekvé minden
egyenesnek és pontnak 1-s6 (2-dik) képe a sik 1-s6 (2-dik) nyoma-~
ban van.

Minthogy a képsikok egyikére vagy mindkettGre projicidlé sik
nyomai a térben egymdasra merdlegesek, azért a fGvonalak rendszere:
szintén merdleges lesz egymasra.
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A mid6n két egyenesnek 1-s6, vagy 2-dik képe egybeesik, a
két egyenes egy az_1-sé, illetve egy a 2-dik képsikra projicialé sikot
hataroz meg, és ha a két egyenes kozos képei merélegesek a kép-
tengelyre, akkor azokon a képtengelyre projicialé sik megy kereszt(l.

A képsikokra projicidld sikoknak kulonts esetét képezik az
1-s6 vagy a 2-dik képsikkal parhuzamos sikok. (26. abra). Az els6-
nek a 2-dik nyoma parhuzamos a képtengelylyel, 1-s6 nyoma pedig
végtelen tavol van; az utébbinak 1-s6 nyoma parhuzamos a kép-
tengelylyel, a 2-dik nyom pedig végtelen tavol van. Itt a févo-
nalaknak csak egyik rendszerér8l szdlhatunk, a masik rendszer
hatarozatlan marad. A képsikokkal parhuzamos sikok csak Kkét
szomszédos térnegyedben terjednek el.

26. abra.

A képtengelylyel parhuzamos sikok nyomait az jellemzi, hogy
.azok parhuzamosak a képtengelyhez (26. Abra jobb); e sikok févo-
nalainak két rendszere egybe esik és e sikok legfeljebb harom tér-
negyeden vonulnak Keresztiil

A képtengelylyel parhuzamos sikok kiilongs esetét képezik a
képtengelyen kevesztiil mend sikok. Minthogy ezeknek mindkét nyoma
a képtengelyben van, a mely csak egy egyenes: a képtengelyen
keresztiil mend sikok meghatarozisara a nyomok nem elegenddk,
hanem még egy bennok fekvd egyenes vagy pont sziikséges.

Ha egy siknak két nyoma a képtengelylyel egyenld szoget
képez, akkor az a sik merdleges a symmetria- vagy a cotncidentia-
stkra a szerint, a mint a képsikok egyesitése utdn a nyomok nem
esnek egybe, vagy pedig egybeesnek.

Ugyanis minden az ily sikban fekvd és a képtengelyre merdle-
ges egyenes (és ilyen «! van barmily helyzet( sikban) merdleges a
symmetria-, illetve a coincidentiasikra H, vagy H,-re. Ugyanis ha
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a H,, vagy H,re meréleges egvenest elképzeliink, akkor ennek
képei a képtengelyre merSlegesen allnak és nyomai a képtengelytdl
egyenld tavolsagra vannak. De az ily egyenesen Keresztill mend
barmily siknak nyomai (mert a képtengelyben taldlkoznak) a kép-
tengelyhez egyenl6 szogek alatt hajlanak.

Ennek kiil6nts esetét képezik azok a sikok, melyeknek nyomai
a képtengelytdl cgyenl tdvolsdgra vannak, tehat vagy egybeesnek,
vagy pedig a képtengely felezi, a t6liikk hatarolt parhuzamos szala-
gokat. Az elsé esetben a sikok a symmetriasikkal, a masodikban a
coincidentiasikkal parhuzamosak.

Minden mas sik, melyrdl itt nem szdlottunk A&ltalanos hely-
zet( a képsikok iranyaban, .

De ezek kozott kétfélét lehet megkiilonboztetni.

Allitsunk ugyanis egy § = |s,, s,] sik S tengelypontjaban a
képtengelyre meréleges sikot U == [u,, #,]-t. Az U sik azaz 8 siknak
az 1-s6 térnegyedben levd
részét vagy nem metszi, vagy
metszi, a szerint, a mint (az
egyesitett képsikokra gon- ;
dolva) az n,=u, egyenes az °
s, Sg-nek az | s6 térnegyed
hataran levé részeit nem va-
lasztja el, vagy elvalasztja.
Az els6 esetben (27 a. abra)

a sikot diilt, a masodikban
(27 b, abra) feszitett siknak
akarjuk nevezni. A feszitett,
projicidlé, vagy d(lt sik nyomainak az 1-s6 térnegyed hataran levé -
részei megfelelfleg: tompa-, derék-, vagy hegyesszoget képeznek.

Hogy mi kiilénbség van még a feszitett és d(lt sik kozott és
hogy mikép lehet tudni egy sikrdl, melynek nyomai nem ismerete-
sek, hogy feszitett vagy ddlt sik-e, azt alabb (a 34. feladatnal) latni
fogjuk.

Ha egy S sikot egyik nyoma koriil forgatunk, akkor az a ddlt
helyzetbdl az egyik képsikra projicialé helyzeten keresztiil a feszi-
tett helyzetbe megy at s kozben egyszer a H, és egyszer a H, sikra
lesz mer6leges.

28. A stk symmetria- és coineidentia-vonalai. A siknak
azon egyeneseit, melyben az a symmetria-sikot H,-et és a coinci-
dentiasikot H,-t metszi, a sik symmetria-, illetve coincidentia-vona-
lanak nevezziik és h, h.-vel jeldljik,

i
|
27 a. abra. 27 b. abra.
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Ha a sik tetszés szerinti egyenesének symmetria- és coinciden-

tiapontjait,
juk a sik h,, ks vonalait.

H,, H,t a sik tengely pontjaval 6sszekétjilkk, megkap-

Igy ha az (s,, s;) sik (28. abra) egy a fGvonalanak symmetria-

és coincidentiapontja (H’,, H

28, dbra.

29 a. abra), a l.. illetve a I, a sik

illetve (H';, H'',), akkor e pontok
0sszekotd egyenese az S tengely-
ponttal a (&'y, b)), (B's, h"5) egye-
nesek. A szerkesztés mutatja, hogy
barmily a képtengelylyel parhuza-
mos egyenesnek a k,’, hy'-t6l és a
k', hy"-t6l hatérolt vonaldarabja
az s.. illetve az s,-tdl feleztetik,
melyet tekintetbe véve a i, Iy
egyikébdl a masik és mindkett6tdl
a sik nyomai egyszer(ien szer-
keszthetdk.

A midén az § sik a H,, vagy
a H, sikra meréleges (29 b. és
tengelypontjaban meréleges a kép-

tengelyre ; ennélfogva ez utdbbi esetben nemcsak a I,-nek, hanem

29 a. abra.

29 b. abra.

h,-nek képei is egybeesnek ; de megjegyezendd,hogy mig a /1, pont- \
jainak képei egybeesnek, a k, pontjainak képei a képtengely iranya-
ban symmetrikusok. Minthogy a sik coincidentia vonaldnak képei
egybeesnek : cgy sik barinely egyenesének kit képe egymast a sik
cotncidentia vonaldnak képében metszi.

29. A sfk oldalnyoma. Minden sik a képtengelyre merGleges
oldalképsikot K,-mat egy egyenes szerint metszi, mely a sik oldal-,
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vagy 3 dik nyomdnak neveztetik. A K, képsikon fekvé 3-dik nyo-
mot a (K,, K;) = 2z tengely koriill a K, képsikba akarjuk forgatni.
azaz a sik 1-s6 és 2-dik nyomabol annak oldalnyomat akarjuk meg-
hatarozni, a midén a K; sik a K,-vel egyesiilt. Az oldalképsik
(30.abra) az 1-s6 és 2-dikat a z és y egyenesben, az 8 = [s,, s,] sikot
egy S; egyenesben metszi; s;-nak 2-dik nyoma S, az s,-ben, 1-s6
nyoma Sy az s,-ben van.

Az S, pontnak 3-dik képe S,/ az x tengelyen ép oly tavol-
sagra van a z tengelyt6l, mint az S, pont az x-t6l; S- pedig 3-dik
képével esik egybe. Ennélfogva S; S,"' egyenes lesz az S siknak
3-dik nyoma s;.

30. abra. 31. abra,

A midén az S sik az x képtengelyen megy keresztiil és az
x-ben fekv6 nyomain Kiviil még az (4‘, A"*) ismeretes (31. abra)
az 8 siknak 3-dik nyomat s;-mat megkapjuk, ha az A-nak 3-dik
képét At a (2, x) = S, ponttal 6sszekétjik. E sik ugyanis a 3-dik
képsikra projicial6 1évén, minden pontjanak 3-dik képe a sik 3-dik
nyomaban fekszik. (Az dbrdban az A pont helyére A’ irandd.)

N

Feladatok a sikra vonatkozdlag, kapcsolatban a
ponttal és az egyenessel.

A kovetkez6 feladatoknal a sik rendesen nyomaival van meg-
adva, a hol pedig a sikot mas adatokkal akarjuk meghatarozni, ugy
ezen adatok miném{iségét meg kell mondanunk.

30. — 26 feladat. Adva van egy sik 8 = [s,, s;]; szerkesziends e
sikban oly egyenes e, mely az 1-s6 nyomra, és oly egyenes f, mely a
2-dik nyomra merdleges.

KLUG : Abrizolé geometria. 3
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Megoldads (32. abra). Minden az 8 sik s, nyomaéra mer6leges
egyenesnek 1-s6 projicial6 sikja merSleges 1évén az s,-re, a keresett ¢
egyenesnek 1-s6 képe ¢’ is merlleges s,-re; az ¢’-b6l az ¢ az Aalta-

lanos eljaras szerint szerkeszthet6.
Ugyanigy a sik s, nyoméara merd-
leges egyenesnek 2-dik képe f*'
merdleges s,-re, és f abbol meg-
hatarozhat6,
A sik 1-s6 (2-dik) nyo-
; mira és igy az 1-s6 (2-dik) f6vo-
H nalak rendszerére meréleges egye-
neseknek rendszerét 1-s6 (2-dik)
: esévonalaknak nevezzik.
Az 1-s6 esbvonal-rendszernek
1-56 képe a sik 1-s6 nyomara és
a 2-dik esévonal-rendszevuek 2-dik
képe a sik 2-dik nyomdrva mevo-
leges.

A sik esbvonalainak rend-
szere egymassal ugyanoly szdge-
ket képez, mint a fGvonalak rendszere, ennélfogva a mid6n a sik a
képtengelylyel parhuzamos, a két esévonal rendszere a képtengelyre
merdleges egyenesek rendszerében egyesiil.

27. feladat. Ve-

Syiink fel egy S sikban

egy A pontot, azaz
szerkeszsziik meg egy
oly A pontnak képeit, '
mely az adott 8 sikban .
fekszik. : :

Megoldds (33 a. | !
dbra). Az A pontnak i !
egyik, pl. 1-s6 képét ‘
A’-ttetszésszerintlehet
felvenni s ezzel a 2-dik
kép mar altalaban meg
van hatarozva. Egy az
A ponton keresztiil 33 a. dbra. 33 b. dbra.
mend és az 8 sikban
fekvG e egyenesnek 1-s6 képe ¢' az A' ponton megy Keresztiil ; e'-b6l
az e' és a rajta fekv6 A'* pont szerkeszthetd. Czélszerl (mert egy

32. abra,
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vonallal kevesebb jon hasznalatba) az altalanos helyzet(i e egyenes
helyett egy févonalat, pl. egy 1-s6 févonalat, a-t, vagy egy 2-dik févo-
nalat &-t alkalmazni a szerkesztésnél. (A kezd$ hajlandé egy sikban
felveendd pontnak képeit a sik nyomain felvenni, mint a hogy az
egyenesen fekvs pont képeit az egyenes képein veszi fel. Amde altala-
ban a sik 1-s6 nyomdn lev6 pontnak 2-dik képe a képtengelyen
van, mig a sik 2-dik nyomdn felvett pontnak 1-s§ képe a képten-
gelyen lesz!)

A midén a sik az 1-s6 (2-dik) képsikra projiciald, akkor a fel-
veend pontnak 1-s6 (2-dik) képe a siknak csak az 1-s6 (2-dik) nyo-
maban fekhetik, tehat csak itt vehetd fel; a pontnak 2-dik (1-s8)
képe pedig jelen esetben hatdrozatlan marad. (33 b, abra).

Ha a sik a képtengelyen megy kereszt(il és ezen kiviil fekvd
(8, B**) pont 4ltal van adva, akkor az "4 pont felvételét kozvetits
egyenest e-t a B ponton fektetjiik keresztiil; és ha végre az A pont-
nak tengelyképe a B tengelyképében van, Ugy egy oldalképsikot
alkalmazunk az A pont meghatérozasara.

28. feladat. Az elGbbi feladat hatarozatlan volt, mert % meg-
oldast szolgaltatott ; de hatarozott a kdvetkezd feladat: Vegyiink fel
egy sikban oly A pontot, mely az 1-s6 képsiktdl, K,-t6l, 2 cm, a 2-dik-
tol, K,-t61, 1'5 cm tavolsagra van.

Megoldas. A siknak egy olyan févonala a, mely a K;-t6l 2 cm
és olyan f6vonala b, mely K,-t6l 1'5 cm tavolsagra van, egymast a
keresett pontban metszi. Ennélfogva a képtengelytél 2 cm tavol-
sagra egy a ' és 1'5 cm tavolsagra egy &' egyenest huzunk, ezek-
bél a', b"'-t megszerkesztjik és A’ = (a', b’), A" = (a”, b").

A feladatnak, ha a sik négy térnegyeden megy kereszt{il, négy
megoldasa van, t. i. minden térnegyedben fekszik ily pont. De ha a
sik kevesebb mint négy térnegyeden megy kereszt{il, akkor a fel-
adatnak O, vagy o' megoldasa van. A siknak mily helyzeteinél
kovetkeznek be ezek az esetek és a négy pont az altalanos esetben
mily négyszognek képezi szogpontjait ?

29. feladat. Adva van egy siknak két myoma 1s.. s,| és egy
benne fekvé ABC, . .. sokszognek egyik képe ; szevkesztendd a sokszog-
nek mdsodik képe.

Megoldds (34. 4bra), Ha az ABC... sokszognek 1-s6 képe
A'B'(' ... ismeretes, akkor a 2-dik képnek az A“B"(" ... sokszig-
nek oldalait vagy szégpontjait megkapjuk, ha vagy az ABC. .. sok-
sz6g AB, BC . .. oldalainak, mint egyeneseknek, vagy a soksz0g
ABC...szégpontjainak, mint pontoknak, 1-s6 képébdl a 2-dik képet
meghatarozzuk.

3
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Czélszerli e szerkesztésnél a sik coincidentiavonalanak, %,-nek
képeit h, = h,"'-t f6lhasznalni. Ugyanis ha az A* pont a sokszog A
szogpontjanak barmily médon meghatarozott 2-dik képe és az A'B'
egyenes a hy’ (hy")-et az I (F") pontban metszi, akkor az 4" B
egyenes is e ponton megy keresztil, mely koriilménybél az
A" B" egyenes és ezen a B'* pont szerkeszthet6. Ugyanigy lehet
a (B', B”) hasznalatavala (C', C'') pontot, s ezzel a kovetkezd
pontot stb, meghatarozni. E szerint egy sik sokszog két képének
helyzetét a stk hy’ = hy" coincidentiavonalanak képe ira-
nyaban és az x képtengely iranyaban az jellemzi, hogy ugyanegy
sokszogoldalnak képei (a sokszdg képeinek megfeleld oldalai) egy-
mast a k,’-en metszik és
ugyanegy sokszog -— sz0g-
pontnak képei (a sokszog
képeinek megfeleld szogpont-
jai) az x-re merdleges egye-
nesen fekiisznek, Igy tehat:
egy stksokszog képeinek meg-
JSeleld oldalai egymadst egy
egyenesen (a sik coincidentia
vonalanak képén) metszik, és
wmegfelelé szogpontjai (a kép-
levigelyre merdleges ichat)
parhuzamos egyeneseken fe-
kiisznek,

Két sokszogrél azt mond-
juk, hogy egymadsra van vo-
natkoztatva, ha az egyik sok-
szbg minden szogpontjanak és az azon kereszt(il mené oldalaknak
és atloknak egy szogpont és az ezen keresztil mené oldalak és
atlok felelnek meg a masikban. Tovabba:

Két egymasra vonatkoztatott siksokszdget perspectiv helyzetti
affin sokszognek neveziink, ha a sokszogek megfelel6 oldalai. egy-
mast egy egyenesen, az affinitdsi tengelyen, metszik és megfeleld
szigpontjait 0sszekotd egyenesek, a projicialo sugarvak, parhuza-
mosak. Ezt az értelmezést alapul véve mondhatjuk :

Egy siksokszig két képe perspectiv helyzetti affin sokszég; a
stk coincidentiavonalanak képe az affinitds: tengely és a képten-
gelyre merbleges sugarak a projicidlo sugarak.

Egy siksokszdg és annak 1-s6 (vagy 2-dik) képe perspectiv
helyzet( affin ; a sik 1-s6 (2-dik) nyoma az affinitasi tengely, azok

R T

34. édbra.






