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o e a_z) dx.dy kettbs egészlefe legnagyobh vagy leg-
ox ° oy 7 =
kisebb értékének meghatirozdsira az cls¢ szikséges feltételt
@ oV gt ol i s 92
. =Z..=D)
dx 3p dy g o 2y
egyenlet adja, vagy kibontott alakban :
oP oP 20
— 2 s+ —t =o0 1)
» i oq E oq
oV v % % 3%
( ST e R wdy T )

Monge bebizonyitotta,*) hogy
Rr 4~ 8 + Tt + U = o
masodrendii partialis differentialis egyenletuck, a hol R, S. T, U
figgvényei z, y, 2, p, g-nak, csak akkor van
gie—= it (v)
alaki elsé rendfi altalinos megolddsa, — a hol w és v fiiggvényei
%, Y, 2 p, g-nak, I tetszés szerinti figevény, — ha
% = constans, v = constans
megoldisai ennck a kdzonséges differentialis egyenletrendszernek :
Rdy* — Sdzdy + Tdx* = o
Rdy.dp + Tde.dqg + Udz.dy = o
dz — pdz — qdy = o

*) pHistoire de I’Académie des Scienses® 1784. Szigort bizonyitdst ad
Boole ,Uebher die partielle Differentialgleichung Rr-t- Ss-- Tt U (52 —rt) = 1.¢
(Crelle, Journal LXI. kitet.)




4

('zélunk meghatdrozni a szilkséges és elégséges feltételeket
arra nézve, hogy az 1. egyenletnek w = F' (v) alaki elsé rendii alta-
linos megolddsa lehessen, egyszersmind megmutatni, miképen lehet
ezeket a feltételeket felhaszndlni magdnak az egészletnek megha-
tarozdsdra.

p ¥
ebben az esethen az 1. egyenlet s = o egyenletre redukdlodik, a mely-
nek egészlete 2 = f () + ¢ (y) alakban ismeretes. Ezért feltehet-

o Q

G kozil legalabb az egyik nem = o.
AP

A kovetkezokben feltesszik, hogy i;« nem == o.
)

] oP 2Q )
Azt az esetet elére kizarhatjuk, a mikor 3 ~— = 0, mert

; 2
jik, hogy » 3

Az 1. egyenlethez tartozé Monge-féle simultan egyenletek :

3 3 3
—:l—) dy* — 2 (i de.dy 4+ iQf de? = o a)
op oq
oP . 2Q ;
a dy.dp =t 8(1 5 dl.dg’ = 0 b)
dz — pdr — qdy = o  ¢)
vagy ha
00 g B SOV S ?TI? =R .0.13,1!_ D
NI O R
(39) T AR BN ’
op p

jeloléseket hehozzuk, @) egyenlet lesz:
(dy — fdx) (dy — g.dx) = o

igy a szerint, a mint az egyik vagy a madsik factort teszszik = o,
kapjuk fennebbi egyenletek helyett a kivetkeziket :

dy — fdxr = o 1 dy — gde = o l

dp 4 gdg = o

l 2) vagy 9p +fdqg = o

3.)
dz — (p+qf) ds=o dz — (p -+ q9) d.v=o[ :

Igy arra nézve, hogy az 1. egyenletnek w==F'(») alakua altalinos
elsérendii egészlete legyen, szilkséges és elégséges, hogy a 2. vagy 3.
egyenlet-rendszernek két egészlete legyen meghatirozhato.




Vegyik a 2. alatti rendszert.

dp + gdg = o egyenlet magiban egészelhetd, mert g p és g
fiiggvénye. Egésulete

¢ = Constans
ha ¢ megoldasa ennek a partialis differentialis egyenletnek :
g i(f £ )
°p °¢

Ha ¢ megoldas, akkor F' (f[) is az, a hol F tetszés szerinti

fiiggvény.
Hogy a 2. egyenletrendszernek még egy egeészlote legyen,

séges és elégséges, hogy meghatarozni tudjunk olyan 4 és pu szor-
zokat, hogy

A(dy — fde) 4+ p (dz2 — (p -+ qf) dz) = o
egészelheté legyen p = Constans egészlet felhaszndlasédval. Erre
nézve szikséges, hogy

A,wués Mf +— p(p 4+ qf)

csak annyiban fiiggjenek p-t6l és g-t6l, a mennyiben ¢ fiiggvényei,
azaz a 4. egyenletnek megoldasai kell hogy legy onek Igy allani kell
ezeknek az egyenleteknek :

sziik-

ok o4
o
u o
T Ty
2 ( 3oL )+ " (‘g f ) ?,(Pizﬁ) £ !
L op o 4]
Tegyiik
=y 4
op 2q af
ép
) (- & ). - o B
g ————— 7 Al R e 1, _.__ 7 MR SN o —_—
p
akkor az utolss egyenlet :
24 4 uB =

"



; g 2 e ’
alkalmazzuk erre még egyszer a | ¢ — — '—;—) miveletet. Lesz:
: > ] cp cq

ik 24 oA i @ oR 2B 2
v y =t = 1" ( — — -] =
(j’ 3p e,[) ! (/ 3p a,})

A két egyenlethél A4 és w elimindliasa utdn

y ({/ SB_ 73])’)_]),( % zL___ EA) o

op Prj ) /4 VErI

o

>

Ez u feltétel tehat sziikséges arra, hogy a 2. egyenletrendszer-
nek két egészlete legyen, de elégséges is. Mert az 5. egyenlet azt

mondja ki, hogy vagy 4 = o, vagy pedig 1 fiiggvénye ¢-nek.
Elsé esethen dy — fdr = o egyenlet egészelhets, mert 4 =o

szerint .f esak ¢ figgvénye, igy ¢ = Const. egészlet felhasznaldsi-
val egészlete lesz:
y — f. = Const.
el o ' i53 e :
Misodik esethen dz — (p + qf) dov — 77 (dy — fdz) = o
s
; : - onph ;
egyenlet egészelheté, mert 5. szerint TNe fiiggvénye, s akkor
3

pP4qf — L"'ih‘ az, mert a 4. egyenletnek megfelel. Ugy hogy ¢=Const.
egészlet felhaszndlisdval fennebbi egyenlet egészlete lesz:

)

e B o8
2 = |2+ af~ 5 f | #— 5 y— Ooust.

E szerint az 5. egyenlet adja a szitkséges és elégséges feltétell
arra nézve, hogy az 1. egyenletnek w = F' (v) alaki elsd rendiit alta-
lanos egészlete lehessen.

Az 5. egyenlet dtalakitasdra hatarozzuk meg 4 és B értékes, fel-

(=¥

o

n 1 oq 3/)

—~

OP ' of 2 d
s :l ( g e ) " D Rid oD
2 p

ke

= +-2D

P
l

of A : aD. " olp
qg==— <)+ 9— =

1L o gl ) = | )
Ezeknek egyszeriihb alakot adhatunk, ha D-t, a melyet eddig

mint p és ¢ fiiggvényét tekintettik, ezutan ¢ és P figgvényeill vesz-

op QI c‘p




74
sziik fel, azaz p és g helyett ¢ és P-t vezetjik he 1j variabilisokdl.
Ha D-nek ily értelemben ¢ és P szerint vett partialis differentialis
quotienseit D, és D,-vel jeloljiik :

2D oP
AL Dy By
cq c(j
) oP
'\D =g D'.: T[
Lp C‘p

ezeket bevezetve, lesz:
4 = D + DD, B = q (D, + DD,) - 2D
Az 5. egyenlet szerint
L ) —Ji 2 B
A? ( o cuidl )
< CI) c(j

vagy ha }i-lldl\ mint ¢ és P fiiggvényének part. diff. quotienseit

(_) s ( )-vel jeloljtk :
(), -2(5)] -

vagy A és B értékének helyettesitése utin

— 2DD,, + 2D%D,, + 3D?* -+ D*D,? = o 6.)
ha D,, és D,,-vel D-nek ¢ és P szerint vett mésodik part. diff.
(uotiensét jeloljiik.

Ha D ennek az egyenletnek eleget tesz, eleget tesz —D is.
Mar pedig a 3, egyenletrendszer esak annyiban kilonbozik a 2.
egyenletrendszertél, hogy a hol itt D, ott —D &ll. Tehat ha a 2
rendszernek két egészlete van, két egészlete van a 3. vendszernek is.
Ebhél pedig Monge tantétele szerint kiovetkezik, hogy az 1. masodren-
dit partialis differentialis egyenletnek vagy két v = F (v) alaki el-
sorendii dltalinos ogészlete van, vagy egy sincsen.

A2 ¢ 3. egyenletrendszer azonos, ha D = o. Ekkor az
“gYenletrendszemok hérom egészlete van, mert ezen esethen A=o,
B = o, esck pedig azt fejezik ki, hogy f és p -+ qf csak ¢ fiigg-
venyei, igy dy — fdr — o

e — (p + 9f) dz =0
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egyenletek ¢ = Const. egészlet felhasznalisival egészellieték. Ha
egészleteiket 1 = Const. y = Const. altal jeloljiik, akkor az 1. egyen-
letnek elsorendii altalinos egészletei lesznek :
w="F(g) , 2= G (p

a hol I és G tetszés szerinti figgvények.

Tehat ebben az esethen is két elsérendii dltalanos egészlete
van az 1. egyenletnek.

I1.

Mihelyt D a 6. egyenletnek megfelel, azonnal hizonyos, hogy
a 2. és 3. egyenletrendszernek két-két egészlete van, s igy az 1. egyen-
letnek két elsorendii altalanos egészlete. Az egészelésnél egyediili
nehézséget

dp -+ gdgq = o dp + fdg = o

egyenletek egdszelése adhat, a melyek egyes esetekben complicalt
differentialis egyenletek lehetnek. Meg fogjuk mutatni, hogy ugyan-
azzal a szimitdssal, a mely szitkséges arra nézve, hogy az elsd-
rendli altalinos egészletek létezésérél. megeyozddjink, egyszersmind
megkapjuk ezeknek az egyenleteknek egészleteif is. Egyes esetekben
ugyan nem kapjuk kozetleniil magukat az egészleteket, de épen
ezen esetekre megmutatjuk, hogy a fennebhi egyenletek olyanok, a
melyek egészelésére modszereink vannak. :

Hogy rividebben fejezhessik ki magunkat, minden figgvényt,

a mely == Const. téve dp -+ gdq = o egyenlet egészletét adja, @
fuggvénynek, azt pedig, a mely = Const. téve dp +- fdg = o egyen-

let egészletét adja, 1 fiiggvénynek fogjuk nevezni.

A 2. egyenletrendszerrel szovos osszefiiggéshen levé A-nak és
B-nek megfeleléleg a 3. egyenletrendszernél hevezetjitk a-t és b-t,
definidlva kovetkeztképen :

oo O e R
S 731) (j 3p 2q ) 5 a D, +- DD,

Lo oy e | Heve e :
1) == 31)* ( ¥7é‘l~)“7— aq —q( Dl-{—DDZ)-—-,?D
a = o a feltétel arra, hogy ¢ v figgvény legyen,

b = o a feltétel arra, hogy (p 4 qg) ¥ figgvény legyen.
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Az 5. alatti egyenletnek megfeleld

gati. g0

a® (f < 8?) ==l iy

b értékének bhetevése uta.n ujra a 6. egyenletet adja, mint fen-

A kovetkezokben osszeallitjuk az osszes eseteket, a melyek az 1.
nlet egészelésénél eléjéhetnek.

1) D = o. Ekkor a 2-ik és 3-ik egyenletrendszer azonos.
p + gdg = o egyenlet dP = o alakot olt, tehat P ¢ figgyény.
ellett ezen esethen 4 = o, B = o, tehat f és p + qf is ¢ figg-
ek ugy hogy az 1. egyenlet elsdrendii dltalinos egészletei lesznek.
y -fe=F(g) 22—+ y)2=06(9)

ol ¢ helyett P, /' vagy p + qf vehetd.

2.) D = Constans. Ekkor 4 = a = o, tehat f ¢ figgvény,
fiiggvény. Még egy ¢ 6s ¥ fiiggvény konnyen kaphaté. Ugyan-
~+ gdq = o egyenlet igy is irhaté: dP 4 Ddq = o, és
+ fdg=o, igy is: dP— Ddg—o. Tehit jelen esetben P -+ Dg
gvény, P — Dq  fiiggvény. Az L. egyenlet egészletei lesznek :
' y-fa=F(p) , y—gr=_CG()

o helyett f vagy P+ Dq, — o helyett ¢ vagy P — Dy is

AR W s e R T R ST s

g 8) 4 =0, de D és f nem constansok.
3 5. alatti egyenlet teljesiilvén, a vele egy ugyanazon 7.

zering % W fiiggvény. Masfelol A = o szerint f Y fiigg-

zamara ezt az értéket is kaptuk volt:

eD
ine s
szerint D is 1 fiiggvény. Igy az 1. egyenlet egésaletei
y —fz=F(f)

E % Y+ (% ji2 qy)w =.G ()

_I;_ vagy D vehetd.
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4) A = o, D nem Constans, de f = Constans. Ez az egyik
eset, a mikor nem irhatjuk fel készen az 1. egyenlet egészleteit. Mert
f ugyan eleget tesz a ¢-t definidlé 4. egyenletnek, de dp 4 gdg=o
egészletét még sem szolgdltathatja. v fiiggvényiink ugyan most is

D ) . y 3 ;
van, mert D és — W fiiggvények. Ha a masodik constans is volna,
a :
D feltétel szerint nem az. Igy egyik egészlet most is:
b ~ b
e “;’/+(~"l"‘2"—99 ) z=G (Y
a a”

b
a

Hogy a mdisik egészletet meghatarozhassuk, hatirozzuk meg,
milyen alakd kell hogy legyen ¥, hogy f constansnak jojon ki?

a hol ¥ = D vagy

oP
g .. yoke g
ey = f egyenlethl V szamara ezt a part. diff. egyen-
p
letet kapjuk:
oP 2 2
op oq <q

ennek egészlete a Monge mdédszere szerint :

¥V = ¢.0p+ qf) S {p -e))
Ebbl P=¢.@' 4+ P ; Q=@ - f.(q®* + ¥') és D = O
Tehat P = gD -+ w (D), a hol w fiiggvényjel.

Az egészelendé egyenlet: dp + gdg = o, mint emliték, azo-
nos ezzel: dP -+ Ddg = o. Tehat a mostani esetre:

2D.dg + (g + o' (D)) dD =o.

Bz pedig ¢-ban vonalos differentialis egyenlet, a mely ismert
modszer szerint egészelhetd. Igy hatarozhatunk meg ebben az eset-
ben egy ¢ fiiggvényt, a melylyel azutin lesz a mdisik egészlote az
1. egyenletnek :

y — fo=F (%)
b

: B :
5.) — = (, — = c constansok.
A a
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Ebben az esethen D megfelel ennek a két egyenletnek :
(g— C) (D, +DD,) + 2D =o
(g—2¢) (—D, + DD,) — 2D =o0
de akkor meg ennek is:
(q—¢)(@g—0CD +DRyg—C—c)=o0
: o (F)
ennek egészlete azonban: D = 0
Hogy a fennebbi egyenleteknek is megfeleljen, kell lenni:
C—c—+ o' (P)=o
tehdt @ (P) = (¢ — C) P + e, a hol e egészleti constans.
Tehiat a szoban forgé eset esak akkor lehetséges, a mikor
e =0 B+ ¢
- @—9@=0
De ckkor a Monge-féle egyenletrendszerek (2. és 3.) kony-
nyen egészelhetdk.

dP ++ Ddq = o egészlete lesz: ¢ = z ——é ((’_u——C) P—f—e):(.‘onst.
ey

dP — Ddq = o egésulete lesz: ) = (-(c—C)P—i—e‘)zt,'ous(.

g—0c

tehit az 1. egyenlet elsSrendii egészletei lesznek :
S (G —p—qgNH)e=F ()
B (- — 9 r=G{)

b b
6.) 0 = C constans, — azonban nem.
a

= g s > b
Az 5. egyenlet dllvan, a vele azonos 7. egyenlet szerint —

e ‘ e ! B ;
W tuggvény. Csak ¢ figgvényt kell még kapnunk. = = C adja D

4
Szimara ezt az egyenletet :
(g — O (D, + DD,) + 2D = o. Ennek egészlete pedig
P+(qg—C)D=ow ((_,, — 0)*D)
a hol o tetszés szerinti fiiggvény.
A @-t definiilo egyenlet: dP - Ddg = o lesz:
(q—0C)dD — do = o
Azonban (¢ — C)* D = y (w) alakban meghatirozhato.
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Ezt bevezetve az egyenlet lesz:

(l]) d(l) o
VD v /(m)
Igy ¢ meghatérozasa quadraturara van visszavive. Az 1. egyen-

let egészletei lesznek :
g~ Cy B Of —p—agiliv.— F(9)

b b b~
g ey o ( §—Pr=ay )'—G( )

N B - » nl
7.) Sem —-, sem nem constans, de a 6. egyenlet all. Ek-

A
= B o e
kor az ezzel azonos 5. szerint —- ¢ fiiggvény, 7. szerint W fiigg-
A a A

vény. Tehat az en'(wletel\ lesznek :

S (@rmeea)e-r()

8.) D az 5. egyenletnek nem fesz eleget.. Ekkor uw = F (v)
alaku elsérendit altalanos egészlete 1.-nek ninesen.

Az elébbiek illustralasdra lissunk egy par példat.

L. V= vp¥ 3 ¢%; ebhdl:
B g ~1’_ RS S o A
P i P2 cp Vs’ 37 A aq V3’

f=¢g = —

Az egészelenddé egyenlet:
gr — 2pgs + pt=o0
Elsérendii egészletei :




Ez a misodik egyenlet kinnyen egészelhetd még egyszer,
Egészlete : y = xw (2) + y (2)

By PSR

el — .1 ) . Ehbdl
gp S 0 (p+1)* oP 1 oP 2(p+1)
— '_——_‘z_ L= = e AV aS AR

TG e T g e T GEDE
B 0, ol P 30 . pdl
R e R e
A = o. tehat ez a példa a fennebb 3. alatt felsorolt esethez tartozik.
Az egészelendd egyenlet :
@+ — 4+ 1) (@+)s+3@+D)% =0
Els6rendii egészletei ;

gl it (’P +1)

g k1 q +1
1
o 3 i P+ )
x4y + ——~(q +1)3
3. A minimalis feliletek problemajanal V = Vi++p*—+¢*
LR e e R
T Fioap o e Tag. T R
D= % (ha ¢ a képzetes egysdg.)
P IR 5
D és P kozott a relatio: D = i(1— I_z.)
1+4

B Pg 1 B B
e N az i " . iy L. e’ e e == ()
4 P iq Az 5 egy enlet : ( v )l D ( ) )2

nak nem folel meg.

Tehit a megfelels part. diff. egyenletnek u = F (v) alaku el-
Sorendit altalinos megoldésa nincsen.

I1T.

A 6. egyenlot azokat a V fiiggvényeket definials partialis dif-
ferentialis egyenlet, a melyekre vonatkozé 1. egyenletnek % = F (v)
alaku elsérendt; altalinos egészletei vannak. Ha a 6. egyenletet egé-

Szelni tudnok, akkor megkapnok az osszes ilyen V fiiggvényeket.
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A 6. egyenlet Monge-féle part. diff. egyenlet D szimdra. Ha a
hozzétartozo simultan-egyenleteket alakitjuk, s az ezek egészelésére
szolgdlé modszereket®) alkalmazzuk, meggyozédhetink, hogy a 2. és
3. egyenletrendszerekkel analog simultan egyenleteknek csak egy-
egy egészlete hatirozhaté meg. Ezek altal kaphatunk a 6. egyenlet
szamara egy particularis egdszletet hdrom tetszés szerinti constans-

Ez az egészlet :

e ar=Dy e

L=y
Ha Imschenetsky moédszerét™) alkalmazzuk, @ és b constan-
sokat P és q, — e constanst o és b fiiggvényének tekintjik, még
pedig ugy, hogy
oD P—{— i a —b o¢ 5
sa  (a—q)p ' (a—q)b—q) %
3 2k 3
0,12 _— P+ & ' ”(l ZL,V,A ,c,c 3 {4
2 () SR O ()
akkor ¢ szamara a part, diff, egyenlet:
S o2 5 3
¢ c cC cc
a—-hlf =2 £ —4—. - —1I=0
0. - 2b & 9. da ~ b

De ennek egészelésére eddig modszert nem ismeriink. Igy a 6.
egyenlet dltalinos egészletét nem tudjuk meghatdirozni.
Egy nehény particularis megolddst fennebbh mar lattunk. Ilye-
nek ezek:
D, + DD, = o ennek egészlete P T gD = I (D)
g{—]—(t)(D1 +DD)4-2D=0 ennck egészlete P+ (q+a) D=F((q-+a)*D)

) Imschenetsky ,Etude sur les méthodes d’integration des équations aux
dérivées partielles du second ordre.“ III. fejezet.
*#) Ugyanott 1V. fejezet.
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A KET FUGGETLEN VALTOZAS MASODRENDU
SIMULTAN PARCZIALIS DIFFERENCZIALIS
EGYENLETEK INTEGRATLASAROL.

VALYI GYULA,
kolozsvéri egyet. magintanirtol.

Két mésodrendii parczialis differenczidlis egyenlet™
.2, 0,9 7,.50)=0 |
ey, 2, p, 9 1,58 =0|

kozos egészlete meghatdrozdsdra elég, ha r, s, ¢ mennyiségeket
Z, Y, 2, p, q tuggvényeiképen meg tudjuk ugy hatdrozni, hogy az
1) egyenletek dlljanak, és
dz—pdz—qdy = 0 ‘
tl}’h——?‘([.)?—s(/!/ = O ST S N Ao 9)
dg—sdz—tdy =0
kozonséges differenczidlis egyenletrendszer hdrom egyméstol figget-
len egészlettel integrilhato legyen.
Erre a sztikséges és clégséges feltételek :
ar OmeL O 05, 0s', B5 7 @

ar
g — s — + == — +7 - ==
ay jr’/z J ap ! rf,hj ox +/)f/z' : op ; aq

-))
at at ot ot as as as L ML S
e — o el e i
gw Lo’ ap i aq  ay U5, 7° ap : aq
Keresiink egy j reldcziot
B 0,075 — 0. 4)

e

Py 9, 7, 8, t mint rendesen z-nek z és y szerint vett elsd és méa-
lis differenczilis hanyadosait jelslik.

sodrendfi parczig




9 s VALYI GYULA.

agy, hogy az 1) és 4) egyenletekkel adott r, s, ¢ a 3) egyenleteknek
megfeleljenek.

Az 1) és 4) egyenletek 1, s, f mennyiségeket, mint xz, y, z, p. ¢
fuggvényeit adjak. Ily feltétel alatt parczidlisan differenczidlva x, 1,
z, p, q szerint sorra megkapjuk a 3) egyenletekben szerepld
:,;‘I", :,;t, :,:ll flL :,;;), o %’II ., quotiensek értékeit. A kikapott értékeket

betéve, ezeket az egyenleteket nyerjuk :*

D l"‘l"’l'fw/ phtel  pEFE b, E,
Y, S, 1 25 500 Ps S, t q, S t
=— —ij,lj“ ['ﬂ+/). f)—ll’j"’ ky . D I B, l""+s. D I 1y, 1
/S A G o Ty s T
és 5)
ot ["-’+/:.1,f FEFF  pbPb 5 F T
Ty S, X 18,2 Iy 5 P RS i
—p e fol gl Bty Belle Byl po i,
Yy Yy t 158570 Eaihs ¥y (s T

Ezek az elsérendii parczidlis differenczidlis egyenletek hata-
rozzak meg F-et. Ha az 5) egyenleteknek ['— F', és F'— I, evidens
kozos egészleteken kivil mds kozos integraljuk nincsen, az 1)
egyenleteknek sincsen kozos integraljuk. Az 5) egyeuietek legdlta-
linosabb koz6s integrdlja vezet 1, s, t legdltalanosabb értékeihez
és azutdn a 2) egyenletrendszer egészelése z legaltalanosabb érte-
kéhez.

Az elsérendi simultan parczidlis differenczialis egyenletek
integrdalasa, valamint az integrdlhatdé elsérendii nem teljes kozon-
séges differenczidlis egyenletrendszer integralasa is ismeretes. Tehdt
feladatunk in principio meg van oldva.

Hasonlé eljardssal egészelhetd k simultan f-ad rendd két
fuggetlen vdltozds parczialis differenczidlis egyenlet, — a mint
kénnyen beldthato.

: A T . D e
* D D "2 mint szokés, F, Fy, Fo-nek u, v, w-re vonatkozd tiigg-

: Wy v, W
vénydeterminansat jeloli.




)

tegraljat.
ira szolgdlnak a 3) egyenletek szerint :
s )(7_8' ( ’7_5 3_5.—)
ax ! oz 7:7p+"s gq = 1
s ; as as as

ay 152 S@) ]’{7(]-—’]
zlete :
B ey ey =0 D G 7)
p —a—y
Uy = (s+ p+ qe
G taptag) e
“r—ay

; — %
(8 tap+aige
plex harmadik egységayok, F'tetszés szerinti figgvény.

gyenletrendszer integrdldsdra hozzuk be z, p, ¢, s he-
Uy, 1z mennyiségeket. Igy integralandé egyenletekiil

o oy

)+ e iy =0

7) egyenletre ez az egyenletrendszer #quivalens




4 VALYI GYULA.

Tohdt a legdltaldnosabb kozos egészletet
O (o)

T i = 9%
Uy == Cqy Ug == D€y, Uy — o) Uy i

egyenletek adjdk, ahol ¢ ¢, ¢y ¢; tetszes azerinti constansok. Ezekh6l

T4y o 40”1 o 4 Y
== TGl + Gy +ege
vagy redlis alakban :
g y X4y T
: Ty 2 zj;'/ ‘. ,q——//l Bl I g e &- 7/" 2
Y=—=0g1€1 € =y ¢ R s 3 g ( cos.—5 .




MATHEMATIKAI KS TERMESZETTUDOMANYI ERTESITO.

KULONLENYOMAT A II. KOTET 4. 18 5. FUZETEBOL.

TOBBSZOROSEN KOLLINEAR HAROMSZOGEK
KUPSZELETEKNEL.

Dr. VALYT GYULA,

kolozsvari egyet. magintandrtol.

Két kollinedr haromszdghez, tudvalevileg, mindig meghata-

o)

rozhato olyan kupszelet, a melyre nézve a két haromszog poldr-

recziprok. Ha a két hdromszog r-szeresen kollinedr, * (r=—2,3, 4, 6),
akkor 1 ilyen kupszelet 1étezik. Ezeknek egymdshoz valé viszonyédt
akarjuk meghatiarozni.

Legyen «bc és 123 két haromszog kollinedr, ha a és 1, b és
2, ¢ és 3 megfeleld szogpontok. Vagy jelképpel kifejezve, legyen a
két-hdromszog («, b, ¢;)-kollinedezioban. Akkor czélszertien meg-
ralasztott koordindta-rendszer mellett :

booro— I3 SAT SRS =—"()
ca =0, Al z +uy + 2=0
bz —0 12 . Zlir ey =—10)

és az a kupszelet, a melyre nézve a poldrrecziproczitds fennall :
k= ka? 0 pyd Hyze =k Qyz ot Oz O —()
Vegytik most a t6bbszoros kollinedezio eseteit sorra vizsgd-
lat ala.
I. A két haromszog egyszersmind («, b, ¢,)-kollinedczioban is

van, ha p. = v. Az ehhez tartozo kupszelet:

ki =2e® + y? + 22 + 2uyz + 2z + 20y =0

2]

tehat k—Fk, = (pn—1) (y—=2)% ebbdl kovetkezik, hogy a két kap-
szelet kétszeresen érinti egymdst, az érintési hur a1 egyenes.

# Mehrfache Collineation von zwei Dreiecken. A GRUNERT-féle Archiv
der Mathematik und Physik 70-ik kotetében. (105—110. lap).




hogy ez a feltétel, a mely sziikségesnek jott ki, egy-

égséges is ?
ettbs érintkezésben levé kupszeletek egyenlete czél-

= & + 94 =10
: loy =16% & 2 =0
enek az | pont koordindtdi: 0,7, ;. a 2 pont koordingtai :
. k tartozzék az (q b, ¢y), Iy az (a, by ¢y)-kollinedeziéhoz.

= LNt =0 (2 polarja [ -ra nézve)
Bt =10 (2 poldrja /iy -re nézve)

onban 3 egyfelsl ab polusa k-ndl, (I &, 1, ), mdsfe-
: :
Bl ((52,4,,0,) tebit 12 — 1, 6s gy | = — 1 kell

en, mert | — 1 ki -et k-val azonossi tenné.

a sziikséges és elégséges feltételek :

és ki kettds érintésben kell, hogy legyen ;

annak a két szorzonak (I) az osszege, a melyeknek alkal-
al  + Ik, két elsé foku szorzéra oszlik, kell, hogy O

a feltételek dllanak, 2 egészen tetszés szerint, | az
n tetszés szerint vidlaszthato, de ezek azutan 3-at
meghatdarozzdk ugy, hogy 123 hdromszog k és k-re
on hiromszoghoz poldrrecziprok.

dromszog (a, b, ), (ay by ¢y), (ay by ¢y) 6 (ay by ¢5)-
van egymdshoz, ha x —

W =Y

FA2+2 gz +2 zo+2 ay =0 tartozik az (a,becs)
W20+ 22+ 2 oy=0 « (agbyes)
2249 Yot 202+ 2 gy=—0 _ « « (agbyey)
e 02 yz+2 zx+Day=0 « « (aghycy)

kollinefiezidhoz,

2)? ky—ky—(0—1) (y—2) (—2x+ y+ 2
- ka—ki=0—1) z—x) ( a—2y+
2 ky—ly—0—1) (a—y) (  x+ y—22

‘
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VALYI GYULA.
Ezekbél vildgosan latszik a négy kupszelet egymdshoz valé
helyzete. Ha még figyelembe veszszik azt, hogy k és ky, k és k,,
k és kg érintési harjainak kozos pontjatol (1, 1, 1) a k-hoz hazhato
érintdk :
T +oy-Fofs = 0F 68 @yt oz—0

(2 egyik komplex harmadik egységevok) akkor az eredményt a ko-
vetkez6 modon fejezhetjiik ki: annak a harmadfoku két viltozos

(bindr) formanak, a mely = 0 téve a hdrom érintési huart
y—z=—=0, z—a=0, z—y =0) allitja elé, harmadfokt kovariansit
liys kyy hymak az elébbieket kiegészit6 kozos hurjai (—2a+ 1/ 4—.~~U

2—2+z =0, x+y—2z — 0) alkotjak, Hrssn-féle kovaridnsit
pedig a k-hoz huzhaté két érinto.

Ha tehdt ezt a két érintét és a hozzdjuk tartozo érintési huart
veszszik koordinata-tengelyeknek, a kupszeletek egyenletei egysze-
riibben lesznek :

li k
fos ky =&
ks by =
Jis kg — &
Realis alakban lmp]uh az egyenleteket, ha 7 és ¢ ]wly(‘tt 7+
és — 1+ G-vel aranyos mennyiségeket hozunk he uj valtozokul.

Akdarmely pontja 71— = 0 egyenesnek vehet6 az 1 pontnak
de altala az 123 hdromszog egyértékiileg hatdrozott tgy, hogy
a négy kupszeletre vonatkozdlag ugyanazon hdromszog jon ki
polarrecziprok gyanant.

A két hdaromszog (a, by 3), (1 by ¢y) és (ay by ¢,)-kollined-
ezibban van egymdashoz, ha hpy = 1.
kg =M+ ply? +vzi+ 2z + 222+ 2oy — O tartozik az (¢ by c5) l
1{,3 — 2Ly 22+ 2pvyz + 222 +2uxy =0« « (ay 1):7_ ¢y)
k=22 +pyy® +vz>+ 2pvye + vz

kolli nedezidhoz,

= 2a— 0 « (ag ]/l C3) l

Ezek a kupszeletek, dltaldban, nem érintik egymdst. Vonat-
koztassuk a két els6t kozos polarhdromszogiikre. Kgyenleteik

legyenek :
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OSEN KOLLINEAR HAROMSZOGEK, KUPSZELETEKNEL.

=t +3 =10

2 by = L&+ mn? + 0l =

v _;1 pont koordindtdi legyenek &, 7, £, . Akkor

~ be: §&+ qmt §C =0 (1 poldrja ki-re nézve)
ab: 1&&+mum+ntl = 0 (1 poldrja kyre nézve)
Sy

2 pont koordindtai : i

(be polusa ky-re nézve)
3 pont koordindtdi: (&, my,, ng; (ab polusa ki -re nézve)

:_De mar most ac

i i & Srg 0 ;
'I‘ ;Z+-'::~ N+ nl =0 (mint 2 poldrja k-re nézve)

Bl: 1266+ m? g +nC =0 (mint 3 poldrja ky-re nézve)

13 — m?® — n® kell, hogy legyen. (Vehetjiik = 1)
- Két lényegesen kulonboz6 eset van :
a)l—m = 1, 5 = a. Ekkor

k,— & +1,3+ L2=—=10
ky — &+7*+0 =0 és a mint konnyen beldthato :
Rk — 2+ + a2 =0

alakba nem vihetd at, igy geometriai létele ninesen ;
S m — o, n — o’ BEkkor

=88+ 7+t =0
k= &+ q’+aC 0
=+t +te P —0
et jon elé, ha a harmadfoku egyenlet, melynek gyo-

zta egyenlet lesz, ha tehdb az a két jol ismert szi-
, & melyet Salmon 6 és 6'-sal jelol, egyszerre 0 ér-

bi hdrom kapszelethez hdromféleképen lehet olyan
etet kapni, a melylyel egyitt azok egy négyszeresen

et —0, k=042 =0



6 VALYI GYULA.

A hat ktpszelet végil olyan rendszert akkor, hogy rd nézve
123 és abe haromszogok, a hol

be el e —) Jalio e £ =0
Co e ot e ——) mill §to*nt+ (=0
ab: &t i=—s() 524 S0 =0

hatszorosan poldrrecziprékok.

A hat kapszelet koztil legfolebb négy valds, a két hdromszog
pedig mindig képzetes. :



TOBBSZOROSEN PERSPEKTIV TETRAEDEREK.

VALYI GYULA, kolozsvari egyetemi tandrtél,

Két tetraéder perspektiv helyzetben van, ha a megfelel6 szog-
pontokat osszekoté egyenesek egy pontban metszik egymast. (A per-
spektivitds czentruma.) Ekkor a megfelel élek tudvalevbleg metszik
egymdst és az dtmetszési pontjok egy sikban fekiisznek (a per-
spektivitas sikja).

Legyenek abed és 1234 perspektiv tetraéderek megtelel$ szog-
pontjai a és 1, b és 2, ¢ és 3, d és & — vagy jelképpel kifejezve,
legyen a két tetraéder az (a, b, ¢y d,) — perspektiv helyzetben. Czél-
szerlien vilasztott koordindta-rendszer mellett az oldalok egvenletel
lesznek :

bed : x=0 23%: Jo+ y+ 2+ (=0,
acd: y=0 134: x4+ z+ t=0,
abd: z=0 124: ax+ y+vet+ t=0,
abe: t=0 123: x+ y+ z2+pt=0,
a perspektivitds sikja :
Z+Y+2-+t=0,
a perspektivitds czentrumdnak koordindtdi :
1 1 1 1
_ ) 3 ) =1y
i—1 == 1" v—I /;—«]

Az oldalok egyenleteinek ily alakban felirdsdval mar elére
kizdrjuk azt az esetet, mikor a mdsodik tetraéder valamelyik oldala
az elsd tetraéder valamelyik élén megy keresztiil. A mellett feltesz-
szitk, hogy mind a két tetraéder valosdgos tetraéder, tehdt 2, u, v, o

kozul legtennebb egyik lehet =1.




 TOBBSZOROSEN PERSPEKTIV TETRAEDEREK.

¥

ik a feltételeket arra nézve, hogy a két tetraéder, a szog-
ofelelését viltoztatva, ismét perspektiv helyzetben legyen.
zes, képzelhetd osszedllitdsok jelképei (a, b, ¢y dy)-bél az
permutalisdaval vezethetSk le. Az errve sziikséges szubstitu-
p-formdi a kivetkezok :

(1) (2 3, 4
() ( 2535 4
(1, 2, 3,4
(1, 2) (3, 4)

Nézzuk sorra, hogy melyik vezethet ismét perspektiv hely-

Hogy a két tetracder az (aybyc,ds) dltal jelzett mddon is

iv helyzetii legyen, tobbek kozott kellene, hogy ac és

23 messék egymist, tehdt abe acd, 124 134 sikok egy-

~ abd, bed, 123, 234 sikok méstelél egy-egy pontban messék

st. Iz megkivannd, hogy v=p=1 legyen, mi valosagos tetra-
nél lehetetlen.

ogy a két tetraéder az (a,byc,d,) dltal jelzett médon is

belyzethen lehessen, tobbek kozott kellene, hogy ab és

4: messék egymdst, mi csak p=v=1 feltétel mellett volna

edig valésigos tetraédereknél nem fordulhat eld.

(ay bycyd,) is perspektiv helyzetet adjon, kellene, hogy

14 messék egymist: Bz 4=y =1 feltételhes vezet,

etraédereknél lehetetlen.

a két tetraéder az (ayb; ¢, dy) dltal jelzett médon per-
it legyen, kell, hogv ac és-24, ad és 23, be és 14, bd
messék egymdst. Tz =1, lp=1, m=1, pp=1
t, melyek koziil egyik a mds haromnak kovetkezése.
61 kovetkezik :

2 )_:‘u-‘._——
v 1z
i
er ekkor egyszersmind (ay by ¢, d,) médon is per-

- A két egyenletrendszer valosa-

5 o
s ngyﬁllhatfenn egyutt, hak=p=v=p=—1.




8 VALYI GYULA.

De ekkor egyszersmind az (a,b,c,d,) perspektivitds is jelen van,
tehdt a perspektivitds négyszeres.

Osszefoglalva az eredményt :

a) kétszeres a perspektivitas, ha A, p, v, p kozil kett6-ketts
egyenld és a nem egyenl6k egymédsnak recziprokjai;

b ) négyszeres a perspektivitds, ha h=p=v = o= —1.

Léssuk ez utobbi esetet kozelebbrol.

bed: =0, 234: —z+y+2+t=0,
acd: y=0, 134: z—y+2+4+t=0,
abd: z=0, 124: 2+y—z+t=0,
abc: t=0, 123: @ty+z—t=0,

(a; byeqd,) perspektivitds sikja: 4y +z+1=0,

(a by cydy) « « 1 x+y—2—t=0,
(a3 by ey dy) « « : 2—Yy+2z2—t=0,
(aybsyeody) « « x—y—z+t=0.

Egyszersmind, a mint konnyli meggy6z6dni, a perspektivitas czentru-
mai a négy utolsd sik alkotta tetraéder szogpontjai. Mindenik szog-
pont a szemben tekvi oldalhoz, mint a perspektivitds sikjahoz tartozo
czentrum. Ha @ helyett — z-et irunk, a mdsodik tetraéder oldalai-
nak egyenletel a harmadikéiba mennek dt és viszont, jelétl annak,
hogy a hdrom tetraéder olyan rendszert alkot, hogy akdrmelyik kettd
koziilok négyszeresen perspektiv, a harmadik tetraéder szogpontjai
a perspektivitds czentrumai, oldalai a perspektivitds sikjai. Hdrom
tetraéder ilyen rendszerét SrepuaNos dezmikusnak nevezte.™

Mellékesen megjegyezve mar a kétszeres perspektivitasndl all
a tantétel, hogy az egyiknek czentruma a masiknak sikjaban fekszik.
A négyszeres perspektivitds ezentrumairol és sikjairél sz616 fennebbi
tantétel ennek egyszerii kovetkezése.

* STepHANOS. Sur les systémes desmiques de trois tétraddres. Bulle-
tin des sciences math. et astr 2-e série, t. III.
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ktivitds sikjanak nevezziik.

0 fekvé oldal legyen.

megfelel6 élek metszés-
két sik kozos egyenesén
nek. Kpen igy b és b’
el6  éleinek metszéspontjai
“és ¢' megfelel§ éleinek
tjai cc’, — d és d’ meg-
ek metszéspontjai dd’
n fekiisznek. aa’, b, cc,

| ‘ ‘A PERSPEKTIV TETRAEDEREK TANAHOZ.

VALYI GYULA-t6l.

Ha két tetraeder megfelel6 szogpontjait 6sszekotd egyenesek
y pontban metszik egymadst, akkor a megfelel§ oldalok dtmet-
egyenesei egy sikban fekiisznek, — és megforditva. — Két
1éder ilyen helyezetét perspektivnek mondjuk.

- Két perspektiv tetraéder megfelel6 élei metszik egymadst.
negfelel6 élek sikjainak kozos pontjdat a perspektivitds czentru-
nak, — a megfelel6 élek metszéspontjainak kozos sikjit a per-

Kérdés, hogy megforditva, két tetraéder megfelels élei met-

nek a perspektiv helyzet szitkséges kovetkezése-e 2 *

Legyenek két tetraéder megfelelé szogpontjai A és A', B és B’
C', D és D' — megfelel6 oldalai a ésa’, b és V', c és¢’, désd'.

elolés legyen ugy vilasztva, hogy pl. a az A szégponttal szem-

A két tetraéder megfeleld élei messék egymdst.

Ha a két tetraédernek nines
kozos szogpontja, akkor az 4 és A’
pontokon dtmené megfeleld élek
sikjai a két pont kozos egyenesén
(AA’) mennek keresatiil. Kpen igy
B és B’ megfelel¢ éleinek sikjai
BBl —( é.€" megfeleld éleinek
sikjai CC', — D és I’ megfelel6
éleinek sikjai DD’ egyenesen men-
nek keresztil. 44', BB', CC', DD’

= Aonie Gyura trral folytatott levelezésben kozosen tisztéazott kérdés.

e -




56 VALYI GYULA.

dd’ négy egyenes koziil akérmelyik
kett6 metszi egymédst. Mert pl. aa’
is, b’ is keresztiilmegy CD és C'D’
megfelelé élek kozos pontjin. De
a négy egyenesnek nines kozos
pontja. Tehdt kozos sikjoknak kell
lenni. (A perspektivitds sikja.)

négy egyenes kozil akdrmelyik
kettd metszi egymdst. Mert pl. 44’
is, BB'is benne van ¢d és ¢'d’ meg-
feleld élek kozos sikjdban. De a négy
egyenesnek nines kozos sikja. Te-
hit kozés pontjuknak kell lenni.
(A perspektivitds czentruma.)

Ha a két tetraédernek egy-egy megfelelé oldala (a és a’) és
egy-egy rajta fekvé megfelelé szogpontja (B és B') kozos, akkor

ha b és b’ nem kozos sik, a bennok
fekvd megfelels élek metszéspontjai
b’ egyenesen fekiisznek. Tehdt bb'
egyenes és B (B') pont kozos sikja
a perspektivitds sikja.

ha A és A" nem kozos pont, a raj-
tuk dtmené megfelels élek sikjai
AA’ egyenesen mennek keresztiil.
Tehdt A4’ egyenes és a (a') sik ko-
z0s pontja a perspektivitds czen-
truma.

Ha pedig a és a', b' és b’ kozos oldalok, 4 és A', B és B’ ko-

z0s szogpontok, akkor

AB (A'B’) egyenes minden sfkja a
perspektivitas sikjaul vehetd.

ab (a'l’) egyenes minden pontja a
perspektivitds ezentrumdal vehetd.

Egyetlen eset van még hétra, a mikor a két tetraédernek egy-

egy megfelels oldala (a és a') s a szemben fekvd szogpont (4 és A")
ko6zos a nélkiil, hogy mds megfelel6 kozos elem volna. Ekkor a meg-
felels élek metszik egymast, de a perspektiv helyzet csak akkor van
meg, ha

a kozos oldalban fekvé hdromszo- a kozos szogpontban osszefuté hd-
g6k perspektivek. romélek perspektivek.

Tehat annak az egy esetnek kivételével, a mikor két tetraéder-
nek csak egy-egy megfelelé oldala és a szemben fekv6 szogpontja
kozos, a megfelels élek metszésébol a perspektiv helyzet sziikség-
képen kovetkezik.




A NEGYZETES ALAKOK TANAHOZ.

VALYI GYULA-tol.

Arra a kérdésre felel meg ez a doldozat, hogy milyen n-vélto-
z0s négyzetes alakok alakithatok 4t els6 foku helyettesitéssel m
(<m)-viltozds négyzetes alakkd ?

Megmutatja, hogy olyanok, a melyeknek determindnsa és
osszes atlol aldetermindnsai * az (m + 1)-ik fokig bezdrélag elenyész-
nek, — de ha az m-ed foku atléi aldeterminansok kozott van olyan,
a mely nem enyészik el, akkor a négyzetes alakot els6 foka helyet-
tesitéssel kevesebb, mint m-viltozossa dtalakitani nem lehet.

Menjen dt

T @2y @) = J@in By, (aix= ar)
(k=19 ...n)
négyzetes alak
xiZECiI‘:yk (’l:=1,9.,...71)
(k=1...7)

elsd fokt helyettesitéssel
9 Wy sYas-o-sUn) = Dbi%iyr  (bir = b

@, E=1,2...17)
négyzetes alakba.

* Atl6i aldeterminans alatt olyat értiink, a melynek minden f&4t16i
eleme az eredeti determinansban is f64tléi elem.
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A NEGYZETES ALAKOK TANAHOZ. 22

A két alak derivéltjai

~

e dy

flz%—v(h:%_! t=1,2,...,n)
d-(i .'/1

kozott ez az Osszefuggés van :
n
.(]1 (.l/l . Mkt y") :k;i”fl” (ZL‘I v .’17,,) Cli =

n
= Dk (C1i,Cais e Cni) - Tk
¥

Tehdt az dtalakitott négyzetes alakban y, nem fog eléfordulni
ha ¢, = 0, azaz, ha

T (€is c2isee-Ci) =0 (k=1,2,...m)

‘de ez az egyenletrendszer csak agy dllhat fenn, ha az eredeti négy-
zetes alak determindnsa

elenyészik. Ebbél kovetkezik :

1. ha D nem = 0, akkor a négyzetes alakot elsé foka helyet-
tesitéssel kevesebb vdltozossd tenni nem lehet ;

2, ha D = 0, akkor a négyzetes alak els6 foku helyettesités-
86l kevesebh vdltozossd dtalakithato, a vdltozok szdma annyival
16vén apaszthato, mint a hdny egymastol linedr médon fuggetlen
megolddsa van az

fi(-’l"ly-ril:---xn):() (i:I:Q;"'“)

Mletrendszernek.

L
| Legyen D és 6sszes tloi aldeterminansa az (m + 1)-ik fokig
bezziro]ag = 0, mig ez az m-ed foka &tl6i aldeterminans

d=|a:%|
(=109 517 im)

enyésgzék el.
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Szikségképen m >0, mert ha az Osszes atléi mdsod foku
(@i axr — az) és els6 foka (a;;) aldetermindnsok elenyésznek, D
minden eleme = 0 lenne; ezt az esetet pedig figyelmen kiviil
hagyhatjuk.

Jeloljitk 4,s-val azt az (m 4 1)-ik fok determindnst, melyet
d-b8l D a-ik sordnak (m -+ 1)-ik soral és [7-ik oszlopdnak (m + 1)-ik
oszlopul hozzd irdsdval szdrmaztathatunk le.

Mindenik 4,; = 0, mert

ha o vagy 3 <m, a determindns két sora vagy oszlop azonos;

ha ¢ = 3 >m, akkor 4.;, mint (m + 1)-foku atloi aldetermi-
néns, a feltétel szerint = 0;

ha a = s mind a kett6 >m, akkor az az (m -+ 2)-ik foku
determindns, a melyet d-b6l az a-ik és 3-ik sor és rovat hozzdirdsdval
nyerhetink, osszes 161 els6 rendii aldetermindnsaival egyiitt a fel-
tétel szerint = 0, de akkor az elenyész6 szimmetrikus determindnsok
ismert tulajdonsdga szerint minden els6é rendii aldetermindns is el-
enyészik, tehdt 4,5 is.

Ennek alapjan nem lesz nehéz kimutatni, hogy az adott koril-
mények kozott

Tl g o) =0 (= 1,2,5.:n)

egyenletrendszernek (n—m) egymdstél linedr médon fiiggetlen
megolddsa van, a mennyiben minden, az els6 m egyenletet kielégito
értékrendszer a tobbit is kielégiti.

Jeloljiik azt az m-ed foka determinanst, melyet d determingns
a-ik (a < m) oszlopdnak kihagydséval és D -ik oszlopa m els6 elemé-
nek m-ik oszlopil hozzd irdsdval nyerhetink (a nyert determindnst
(— 1yntett jegyayel véve) dus-val.

Akkor, a mint azonnal kimutatjuk, ezen (n—m) érték-
rendszer :

xa:‘Izz,)I)+‘d (’_a:'I’Q,,,,}}[) ‘
Lintir=0 (r=1,...8—1,8+1,...n—m); (3=1,2,...n—m)
wl)L+ﬁ:d ‘

mindenike kielégiti az f; =0 (¢ =1,2,...n) egyenletrendszert.
Ugyan is a fentebbi értékeket helyettesitve :

fl, (s Tayoisss Zn) = Ji,m-l—[i =0,
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ehdt [ dtalakitdsdra ezt az elsé foka helyettesitést hasz-

n—m

= ya+ Eda,m+ﬁyﬂl+ﬂ (a= 1,9,...7)’1,)
r f=1

\.< = dym+ﬁ, (‘9= 1 ,‘2,.. .n—m)

slynek determindnsa = d"—" tehét nem 0, akkor az dtalakitott
gyzetes alakbol ¥y 5 (3 =1,2,...n—m) ki fog esni, és igy az
itott négyzetes alak lesz: g

m m
9 YirYaseeesYm) =i§ kglaik?/iyk,

nek mint m vdltozds négyzetes alaknak determindnsa (= d)
nyészik el, és igy kevesebb, mint m vdltozdt tartalmazd négy-
lakkd els6 foku helyettesitéssel 4t nem alakithaté.




MATHEMATIKAT ES TERMESZETTUDOMANYI ERTESITO.

B KULONNYOMAT A VIII. KOTET 2. FUZETEBOL.

L A HARMADRENDU GORBEK ELMELETEHEZ.
! VALYI GYULA-t6l.

Jelolések. Nagy betiikkel egy sikbeli harmadrendti gorbe pont-
jait fogjuk jelolni.
Ertelmezések.
1. 4 pontbdl B pontot projiczidlni annyit tesz, mint 4 B egye-
nesnek a gorbével valo harmadik metszéspontjat felkeresni. Maga
 magdt projiczidlni pedig annyit tesz, mint a hozzd tartozd érintének
a gorbével valé harmadik metszéspontjdt (tangenczidlis pont) fel-
keresni.
2. Inflexié-pont az, a melyik tangenczidlis pontjdval Gsz-
-~ szeesik.
‘ 3. ABC . .. perspektiv 4,B,C, ... -gyel, ha egyik a m4-
siknak a gorbe valamely pontjébol (perspektiv-czentrum) vont pro-
. jekezidja.
. 4. Ha AB maga magival perspektiv, akkor neve megfelel
tpdr. (Mac-Lavrin-féle korrespondenczia.)

.
1. tantétel. Ha AB és A,B,, AB és A,B, perspektiv, akkor

y és B, A, perspektiv.

- Ha AB projekezidja P,-b6l A,B, és Py-bél A,B,, akkor

P AA, -~ P.BB,

- P,BB, | egyeneseknek  P,AA, | egyenesekkel valé met-
: {4231 Achz

ntjai koziil nyolez a gorbén fekszik, de akkor a kilenczedik

- ¥ Ezen tantételek egy részének més alakban valo bebizonyithsa lht-
AMON-nak «Higher plancs curves» czimii miivében.

&
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(4,B, és A,B, metszéspontja) is a gorbén van. Tehat A,B, és
B, A, perspektiv.

Kovetkezés. Ha A, B, C egy egyenesben vannak, akkor tan-
genczidlis pontjaik (A4, B,, C,) is egy egyenesben fekiisznek.

Ugyanis BC projekezidja B-b6l B,A és C-bol AC, .

Tehdt ha A és B inflexio-pontok, U is az.

2. tantétel. Ha ABC . .. és A,B,C, . . . perspektiv, P pont-
b6l vont projekezidik A,B,C, . . . és A;B,0; . . . is perspektiv.

AB-vel perspektiv A,B, és A,B,, tehit A4,B, és B,A, per-
spektiv.

A, B,-gyel perspektiv 5,4, és A,B;, tehit 4,8, és A,B, per-
spektiy.

Bpen igy perspektiv 4,0, és A,C; . . . tehdt 4,B,C, . . . és
AIBC, . . s,

3. tantétel. Ha AB megtelels pontpdr, bérmely projek-
czigja is az.

Ha AB és ADB perspektiv, projekezidja A,B, szintén maga
magédval perspektiv.

4. tantétel. Ha AB és A, B, perspektiv megfelelé pontpdrok,
akkor kétszeresen perspektivek.

Ha AB és AB, AB és A,B, perspektiv, AB és B, A, is
perspektiv.

5. tantétel. Ha AB és A B, kétszeresen perspektiv, akkor
mind a ketté megfelelé pontpdr.

AB és A,B,, BA és A B, perspektiv lévén, AB és AB is
perspektiv, — épen gy A, B, és 4,B,.

6. tantétel. Ha ABCD maga magdval perspektiv, akkor 45
és CD, AU és DB, AD es BC perspektiv megfelelelé pontpérok. *

Legyen ABCD kozos tangenczidlis pontja P. Ezzel 4ABCD
pontok koziil legfolebb egy esik ossze. Legyenek 4 és C kilonbo-
z6k P-t6l.

AC harmadik metszéspontja legyen B, . Feltevéseink alapjin
B, kiillonbozik A-t6] és C-t6l, de osszeeshetik B-vel vagy D-vel.

Ha B, osszeesik B-vel, akkor AB projekezigja A-bol PC.

* Itt elore bebizonyitottnak van feltéve az a tantétel, hogy P-bél négy
érinté hizhatd a gorbéhez, a melyek egyike a P-hez tartozé érintével dsz-

szeesik, ha P inflexié-pont.
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Tehdt PC megfelels pontpdr. De akkor P inflexi6-pont és I) 6sz-
szeesik P-vel. Tehdt 4B és C'D perspektiv.

Ha pedig B, sem B-vel, sem D-vel nem esik ossze, akkor
A B projekezidja B,-b6l esak CD lehet.

Epen igy perspektivek AC és DB, AD és BC.

Megjeqyzés. AB, AC, AD megfelels pontpdrokbél a meg-
felel pontpdroknak hdrom halézata vezethet6 le projiczidlés dltal.
Fzeknek a kovetkez6 két alaptulajdona van:

1. Ugyanazon hdlézathoz tartozé két pdr kétszeresen perspek-
tiv. Ugyanis ha AB két projekezidja A,B, és A,B,, akkor A,B,
és B,A, perspektiv, de akkor 4,B, és A,B, is, mert mind a ketté
megfelelé pontpar;

2. két kulonbozé hédlozathoz tartozd par nem lehet perspektiv.
Mert killonben a kiinduldsal vett parok (pl. AB és ACQ) is perspek-
tivek lennének, a mi lehetetlen.

7. tantétel. Ha A BCD maga magédval perspektiv, akkor kozos
tangenczidlis pontjaik (P) és diagondlis pontjaik (A4,B,C,) szintén
négy, maga magdval perspektiv pont.

Ugyanis AB, AC, AD projekeziéi A-bol PD,, PB,, PA,.

101

Azt a kérdést vetem most fel, hogy vannak-e a gorbén tobb-
szorosen perspektiv hdromszogok ?

1. Ha ABC-vel 4,B,C, és A,C,B, perspektiv, akkor BC
és B,C, kétszeresen perspektiv megfelel6 pontpdrok. Ha a két
perspektiv-czentrum P, és P,, akkor kellene, hogy P,P,AA, egy
egyenesben fekiidjenek. De ez lehetetlen, mert a gorbe harmad-
rendd.

A tobbszoros perspektivitdsnak ez az esete tehdt ki van zdrva.

2. Ha ABC-vel A,B,C, és B,C A, perspektiv, akkor AB
és AC perspektiv, mert A,B,-gyel egyszer AB, mésszor CA per-
spektiv. Tehdt BC és A, (A tangenczidlis pontja) egy egyenesben
fekiisznek, ép igy CA és B,, AB és C,.

De akkor ABC-vel C,AB, is perspektiv. Ugyanis 4 B-vel
AC, AC-vel A,C, tehdt AB-vel C A, perspektiv, BC-vel BA,
BA-val B A4,, tehdt BC-vel A;B, perspektiv. Tehdt a perspekti-
vitds hdromszoros.
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(A,B, és A,B, metszéspontja) is a gorbén van. Tehdt A4,B, és
B, A, perspektiv.

Kovetkezés. Ha A, B, C egy egyenesben vannak, akkor tan-
genczidlis pontjaik (4., B,, () is egy egyenesben fekiisznek.

Ugyanis BC projekezidja B-b6l BA és C-bol AC, .

Tehdt ha A és B inflexié-pontok, C is az.

2. tantétel. Ha ABC . .. és A, B,C, . . . perspektiv, P pont-
bol vont projekezidik A,B,0, . . .és A3B4C; . . . is perspektiv.

AB-vel perspektiv A,B, és A,B,, tehit A4,B, és B,A, per-
spektiv.

A, B,-gyel perspektiv B, A, és A,B,, tehit 4,B, és A;B, per-
spektiv.

Epen igy perspektiv 4,0, és A,C; . . . tehdt 4,B,C, . . . és
ABC, . o s

3. tantétel. Ha AB megfeleld pontpdr, bdrmely projek-
cziGja is az.

Ha AB és AB perspektiv, projekeziéja A, B, szintén maga
magdval perspektiv.

4. tantétel. Ha AB és A, B, perspektiv megfelelé pontpérok,
akkor kétszeresen perspektivek.

Ha AB és AB, AB és A,B, perspektiv, AB és B,A, is
perspektiv.

5. tantétel. Ha AB és A,B, kétszeresen perspektiv, akkor
mind a ketté megfeleld pontpér.

AB és A,B,, BA és A B, perspektiv lévén, AB és AD is
perspektiv, — épen tgy A,B, és A,B,.

6. tantétel. Ha ABCD maga magdval perspektiv, akkor A5
és CD, AC és DB, AD es BC perspektiv megfelelelé pontparok. *

Legyen ABCD kozos tangenczidlis pontja P. Ezzel 4ABCD
pontok kozil legfélebb egy esik Gssze. Legyenek A4 és C kiillonbo-
z6k P-tol.

AC harmadik metszéspontja legyen B, . Feltevéseink alapjin
B, kiilonbozik A-t6l és C-t6l, de osszeeshetik B-vel vagy D-vel.

Ha B, ésszeesik B-vel, akkor AB projekezidja A-bol PC.

* Itt elére bebizonyitottnak van feltéve az a tantétel, hogy P-bil négy

érinté htizhaté a gorbéhez, a melyek egyike a P-hez tartozd évintével osz-

szeesik, ha P inflexié-pont.
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Tehdt PC megfelels pontpdr. De akkor P inflexi6-pont és I) 6sz-
szeesik P-vel. Tehdt 4B és C'D perspektiyv.

Ha pedig B, sem B-vel, sem D-vel nem esik ossze, akkor
A B projekezidja B,-bél esak CD lehet.

Epen igy perspektivek AC és DB, AD és BC.

Megjegyzés. AB, AC, AD megfelels pontparokbél a meg-
felel6 pontpdroknak hdrom halézata vezethets le projiczidlds dltal.
Ezeknek a kovetkez6 két alaptulajdona van:

1. Ugyanazon halézathoz tartozo két par kétszeresen perspek-
tiv. Ugyanis ha AB két projekezidja A,B, és A,B,, akkor A4,B,
és B, A, perspektiv, de akkor 4, B, és A,B, is, mert mind a ketts
megfelelé pontpar;

2. két kulonboz6 hédlézathoz tartozd par nem lehet perspektiv.
Mert killonben a kiinduldsal vett parok (pl. AB és AC) is perspek-
tivek lennének, a mi lehetetlen.

7. tantétel. Ha A BCD maga magédval perspektiv, akkor kozos
tangenczidlis pontjaik (P) és diagondlis pontjaik (4,B,C,) szintén
négy, maga magdval perspektiv pont.

Ugyanis AB, AC, AD projekeziéi A-bél PD,, PB,, PA,.

1L

Azt a kérdést vetem most fel, hogy vannak-e a gorbén tobb-
szorosen perspektiv hdromszogok ?

1. Ha ABC-vel A,B,C, és A4,C,B, perspektiv, akkor BC
és B,C, kétszeresen perspektiv megfelel6 pontpdrok. Ha a két
perspektiv-czentrum P, és P,, akkor kellene, hogy P, P,AA, egy
egyenesben fekiidjenek. De ez lehetetlen, mert a gorbe harmad-
rendd.

A tobbszoros perspektivitdsnak ez az esete tehét ki van zdrva.

2. Ha ABC-vel AB,C, és B,C,A, perspektiv, akkor AB
és AC perspektiv, mert A,B,-gyel egyszer AB, misszor CA per-
spektiv. Tehdt BC és A, (1 tangencziflis pontja) egy egyenesben
fekiisznek, ép igy CA és B,, AB és (.

" De akkor ABC-vel CiA,B, is perspektiv. Ugyanis A4 B-vel
AC, AC-vel A,C, tehit AB-vel C A, perspektiv, BC-vel BA,
BA-val B A,, tehdt BC-vel A,B, perspektiv. Tehdt a perspekti-
vitds hdromszoros.
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Legyen
(‘4”;3( C, )-u«-k perspektivitds czentruma A, ,
ABC

C,4 ]’|) -nek perspektivitds czentruma B, ,

( ABC

T 3
B.CO -nek perspektivitds czentruma C,.
1(-»1#11) nek perspektivitds czentruma C,

Akkor A BC-vel A,B,C,is hiromszorosan perspektiv 4, B,,
C,-gyel mint czentr umokkal.

A hdromszoros perspektivitds klmumtasam tehdt csak azt
kell megmutatnunk, hogy létezik olyan hdromszog A BC, a melynél
AB és AC, BC és BA, CA és CD perspektivek.

Legyen K F (i hdrom inflexi6-pont egy egyenesben. Akkor
Elés EG, FGG és FE, GE és GF perspektivek. De akkor P pont-
b6l vont projekezidik A BC is analog tulajdonnal birnak. Ha I’ nem
inflexié-pont, 4 sem az, és igy A BC hérom pont lesz, mely hdrom-
szoget alkot.

Az oly hérom pontot (ABC), a melynél AB és AC, BC
és BA, CA és AB perspektiv, tridsz-nak fogjuk nevezni.

Ezekrél a kovetkezo tantételek allanak :

1. tantétel. Minden tridszhoz hdromféleképen lehet kapni vele
hdromszorosan perspektiv inflexio-tridszt.

Legyen F inflexi6-pont és KA harmadik metszéspontja P.
Legyen P-b6l ABC tridsz projekezidja KFG. Akkor EF és EG
perspektiv, tehdt FFG egy egyenesben vannak.

FE és F(i perspektiv, de akkor F' tangenczidlis pontjdval
Gsszeesik, tehdt inflexio-pont. Tehdt G is inflexié-pont. Ks Ab('
héromszorosan perspektiv K F'G-vel.

Ha most K, az elébbiekt6l kilonboz6 inflexi6é-pont, hasonld
moédon kaphaté ABC-vel hédromszorosan perspektiv K, F G, in-
flexio-tridsz, melynek pontjai az el6bbiéitél kulonbozék.

Ha F, az eddigiekt6l kiilonb6z6 inflekszi6-pont, az megint
egy Uj tridszhoz (F, F, (7,) vezet, mely ABC-vel szintén hdrom-
szorosan perspektiv.

E szerint a 12 inflexio-tridsz projiczidlds dltal négy hélézat-

hoz vezet.
2. tantétel. Ugyanazon hélozathoz tartozo két tridsz hdrom-
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szorosan perspektiv, még pedig ha KFG egy projekezidja ABC,
egy mésik projekezija A,B,C,, akkor egyik perspektivitds: A4BC,
A,CB,.

AB és EF, EF és EG, EG és A,B, perspektiv, tehat AB
és A,C, perspektiv.

AC és EG, EG és EF, EF és A,B, perspektiv, tehat AC
és A,B, perspektiv.

A hdrom eczentrum megint ugyanazon hdlézathoz tartozd
tridszt alkot.

3. tantétel. Két kilonboz6 hélézathoz tartozd trifisz nem per-
spektiv.

Mert ha az volna, a kiinduldsi tridszok is azok volndnak.
Ezeknek pedig van egy kozos pontjuk. Legyen egyik KF'G, a mésik
EHK. Akkor kellene, hogy EFG vagy FHK-val, vagy L KH-val
perspektiv legyen. De ez lehetetlen.

A négy hdalozat tehdt egymastol lényegesen kiilonbozo.

4. tantétel. Ha ABC tridsz tangenczidlis pontjai 4,B,C,,
akkor ABC és A,C,B, perspektiv.

ABC tridsz lévén, A, BC, AB,C, ABC; egy-egy egyenesen
fektisznek. Tehdt ABC projekezidja A-bol 4,C,B,. Tehdt ugyan-
azon hélbézathoz tartozé tridsz, mind 4 BC.

b. tantétel. Ha P valés pont, az 6t tridszszd kiegeszité négy
pontpdr koziil esak egy pédr valds.

Legyen K egy valés inflexio-pont. A kérdéses pontpdrokat
megkapjuk, ha K P harmadik metszéspontjabél (a mely pedig realis)
azon inflexi6-pontparokat projiczidljuk, a melyek [F-vel egy egye-
nesben vannak. Ezek koztil tudvalevéleg csak egy par van valds, s
csak ez vezet valés parhoz. Egy van kozilok conjugdlt complex, az
ugyan ilyen pérhoz vezet, ugy hogy az 0sszekotd egyenes valds.

IIT.

- Nem ugyan a gorbén, de azzal szoros osszefuggesben vannak
hatszorosan perspektiv haromszogok is. Ilyenek az inflexié-tridszok
egyenesei dltal alkotott hdromszogek.
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Legyen a 9 inflexi6-pont :
123
456
789
a jelolés legyen tugy vdlasztva, hogy 123, 456, 789, 147, 258, 369,
159, 267, 348, 168, 249, 357 egy egyenesben legyenek. Jeloljiik
ezen egyeneseket ugyanezen sorrendben abc a,b.c, asb.c, asbyc, be-
tukkel.
abe és a, b, ¢, perspektiv. (Nem az el6z6 szakaszokban, hanem
a rendes értelemben értve.)
Ugyanis aa, kozos pontja 1, bb, kozos pontja 5 és cc, kozos
pontja 9, 159 pedig egy egyenesben (a) vannak.
abe és a, b, ¢, itt két tetszés szerint kiragadott és tetszés sze-
rinti megfelelésbe hozott tagja azon négy héromszoghdl dllé rend-
szernek, a melyet a 12 inflexio-tridsz egyenesei alkotnak. Tehdt
kimondhatjuk :
A négy hdromszog koziil akdrmelyik kett6é hatszorosan per-
spektiv, a perspektivitdsok tengelyei a masik két hdromszog oldalai.
Hozzdtehetjuk még, hogy a perspektivitdsok czentrumai a
mésik két hdromszog szogpontjai. A hatszorosan perspektiv hdrom-
sz0gnél a czentrumok és tengelyek ezen relativ helyzetét egy régibb
dolgozatomban kimutattam.*

% A Grunerr-féle Archiv der Mathematik und Physik 1883. évi
folyamdban.
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KULONNYOMAT A VIIL. KOTET S—9. FUZETEBOL.

A MASODRENDU FELULETEK OSZTALYOZASA.
VALYI GYULA-t61.

Atérbeli Descartes-féle pontkoordindtakban méasodfoku egyen-
let geometriai értelmét és ezzel kapcesolathan a mésodrendii felule-
tek osztdlyozdsdt minden térbeli geometridrol irott konyv tartal-
mazza. De nem taldlhatok meg bennék azon egyszerii kriteriumolk,
a melyek segitségével minden adott esetben konnyen meg lehessen
hatdrozni a feltlet fajat.

Ezen a hidinyon akar segiteni az itt osszedllitott tdblazat.

A felulet egyenletét :

412+ Agalf® + Q32 + 295y 2+ 203128 + 20192 + 20,21+ 209,y +
+2a,.2t+ay,t*=0.

alakban veszem fel, a hol minden egytitthaté valés és nem minde-
nikok =0. :
t=0 a végtelenben fekv) sik egyenlete.
Legyen :
D=|ai|, (air=ar)
@, k=1,.2,3, 4)

es A az agp-hoz tartozo aldeterminéns.

L.

A, S0 ezentrélis feliletek.

1. u“a__,g—agg>0. a3 A5 >0.
a) D>0 képzetes ellipszoid.
b) D=0 képzetes kup.
¢) D<0 valés ellipszoid.




A MASODRENDU FELULETEK 0SzTALYOZASA, 219
L
Q0 =
2. a“[t?,égu, a4y <0 vagy a,yas—a2<0.
a) D=0 -egykopenyti hiporboloid.
b) D=0 valés kup.
¢) D»0 kétkopenyti hiperboloid.

II.

Ay=0, D=0 paraboloidok.
1. D>0 hyperbolikus paraboloid.
2. D<0 elliptikus paraboloid.

III.

Au=0, D=0, de 4;, Ay, Ag; koz6tt van el nem enyészd.
Hengerek.
1. Ay 4tl6i aldetermindnsai kozott van el nem enyészé, és
az >0.*
a) aiidw=0 (@, k=1, 2, 3) képzetes henger.
b) aidmw=0 @&, k=1, 2, 3) elliptikus henger.
2. Ay, 4tloi aldetermindnsai kozott van el nem enyészd és
az <0, hiperbolikus henger.
3. Ay minden 4t16i aldetermindnsa =0, parabolikus henger.

LV

A= Agy= Agg= A,,=0, D=0. Két sik.

1. A méasodfoku 4tl6 aldetermindnsok kozott van el nem
enyész6 és az >0 ; két képzetes sik.

2. A mésodfoka 4tl6i aldetermindnsok kozott van el nem
enyész6 és az <0 ; két valos sik.

3. A mdsodfoku 4tl6i aldetermindnsok mind elenyésznek ; két-
szeres sik.

* Ha t6bb volna el nem enyész6, akkor azok egyenld el8jeliiek, mert
vals elemekbél all6, elenyészé szimmetrikus determinéns aldeterminénsai
tudvalevéleg nem lehetnek kiilonbozé eldjeliiek.



MATHEMATIKAI ES TERMESZETTUDOMANYI ERTESITO.

KULONNYOMAT A IX. KOTET 1. FOZETEBOL.

A HARMADRENDU GORBEK ELMELETEHEZ.
VALYI GYULA-t6l.

i‘ (Masodik kozlemény.)*
\

i || Ebben a kozleményben kimutatom, hogy a sikbeli harmad-
||| rendfi gorbén vannak r-szeresen perspektiv sokszogek is. (r tetszés
: i | szerinti pozitiv egész szam.)
‘ ’ ? Azok a tantételek, a melyeket az els6 kozlemény a megfelels
i pontpéarokra és a tridszokra vonatkozolag kimond, ecsak speczidlis
| esetel (r=2 és r=3) az itt bebizonyitandé tantételeknek.
| Az els6 kozlemény élén felsorolt jelolések és értelmezések
‘ erre a kozleményre is vonatkoznak.
|

i 11k
\ A sikbeli harmadrendii gorbe egyenlete hdromszog pont-
koordindtakban (x,y,2) exre az alakra hozhato :
il 2y — A3 P, 3
“ Y2=40"— 02" — 52

ha (0,1,0)-pontul egyik inflexié-pontot, z=0 egyenesiil az ehez
tartozo érintét, y=0 egyenesiil az ehez tartozé harmonikus pe-
lart, t=0 egyenestil az (1,0,0)-pont poldr-egyenesét és végul az
il | egység-pontot czélszertien vilasztjuk.
il | Ha ezt az egyenletet 0sszehasonlitjuk a Weierstrass-féle p(u)
A ‘m fuggvény differenczidlegyenletevel, a mely szerint

\
| m i P )?*=4pu)®—gop() —gs,
|

lathatd, hogy a gorbe w paraméterrel igy allithatd eld :

“\‘ ’ x 2y L z=plu): p'w) s 1

Az elsd kozlemény az Lrtesits 1889 novemberi fiizetében jelent meg.
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Ha az egyenletek jobb oldaldn 4ll6 harmadfoku alak disz-
krimindnsa nem 0, akkor a gorbe hatodosztdlya és p(u) mésod-
rendli elliptikus figgvény.* Itt ezt fogjuk feltenni.

A gorbének ezen parametrikus eldllitdsa kilonosen fontos
azért, mert ekkor a gorbének egy n-edrendii gérbével valé 3n met-
‘széspontjat az az egyszerti analitikai viszony koti Ossze, hogy
parametereik dsszege periodus.

Ha ugyanis f{z, y,2)=0 az n-edrendii gorbe egyenlete, akkor
a metszéspontok parameterei f(p(u),p'(u),1) — elliptikus-fiiggvény
zérusai. Bz a figgvény pedig 3n-edrendii elliptikus fiiggvény, mely-
nek 3n-szeres polusai a periodus-pontok, tehdt zérusainak osszege,
az elliptikus fliggvények ismert tulajdonsdga szerint, periodus.
Ennek a tantételnek csak arra a legegyszeribb esetére lesz
szukségiink, hogy 4, B, C egy egyenesben fekv pontok paraméterei-
nek (a,b,c) osszege periodus. Ezt szimbolikusan igy fogjuk kifejezni :

a+b+¢=0

Behozzuk ugyanis ezt a jelolést:
a=b jelentse azt, hogy a=b+2vw+2.'w’, a hol v és v’ egész
széimok, 2w és 20’ pedig egy pér primitiv-periodusa p(u)-nek.

11

Legyen Agd, ... A, 9 Ary r-sz0g perspektiv egyfel6l
BB, ... B, 3 B,_, misfelsl B\B,... B, B, r-szoggel, vagy szim-
bolikusan kifejezve élljanak fenn egyidejiileg az

At Ay

) & (&)
perspektivitdsok.
Itt és a kovetkezékben A és B indexéiil (—1)-nél nagyobb
és negativ indexeket is alkalmazunk. Ezeket ugy értelmezziik, hogy

* A p(u)-fiiggvényt teljesen jellemzi ez a két tulajdonsiga :

1. p(u) masodrendii elliptikus fiiggvény,

% p(u)——:?:(), ha u=0.
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legyenek egyjelentéstiek a (modr) veendd legkisebb nem negativ
maradékaikkal.

Legyen a fentebbi két perspektivitds czentruma C, és C,.

A pontok parametereit megfelelé kis betiivel jelolve, a két
perspektivitast kifejezik :

ar+br+c,=0

dibbietaa (k=0,1,...r—1)
Ezekb6l kovetkeznek :
S O 00 (01, o 1)

bk+] _bk ECO_CI
¢és ezekbdl az dltaldnosabb

ar—a=(k—1) (c;—¢p)
El=0,15..r—1
br—bi=k—1) (co—¢y) ( i
kongruenczidk. Tehdt

i ak—@=bren—bk+n,
vagyis
ar+be+n=ai+busn
Ezek a kongruenczidk azt mondjdk ki, hogy a két r-szdgre
nézve az

(‘éﬁw) (h=2,3,...r—1)

perspektivitdsok is fenndllanak. Tehdt a perspektivitds r-szeres. Ha
a perspektiv ezentrumok (), (h=0,1, ..., r—1) akkor

(l/;+b].-+[,+ChEO,(k,h:O,l, wiew T 1)

v

Ugyanezek a kongruenczidk mondjék ki, hogy

(Ak )—perspektivités By, ezentrummal

C—k+n
és
(13" )Mperspektivit{ms A _j, ezentrummal
Crsn)
fennall.

Kimondhatjuk tehdt a kovetkezd tantételt: I. tantétel. Ha

A, B (k=0,1,...r—1) r-sz0gok (]Aél’:) és (ﬁ:_i) perspekti-
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i . 4 i
vitdsban vannak, akkor egyszersmind az (‘B;” h=23,...r—1)
N

perspektivitdsra is fenndllanak. Ha a perspektivitdsok czentrumai
Cn(h=0,1,...r—1), akkor az ABC r-sz0gok kozil akdrmelyik
kett6 r-szeresen perspektiv, a harmadik 7-sz6g pontjai a czent-
rumok.

Az r-szeresen perspektiv r-szogok lételének bebizonyité-
sdra elég megmutatni, hogy van r olyan inkongruens szém
ar (k=0,1,—r—1), a melyekre nézve ax.1—ay kulonbségek kon-
gruensek.

Mert ha az a szdmok ilyenek, vélasszuk ¢, szdmot tetszés
szerint, a by (k=0,1...7r—1) szdmokat és a ¢, szdmot pedig vélasz-
szuk gy, hogy

ar+br+c,=0

= (k=01 ..7—1)
Ar+1—aAr=C{—Cy

legyen. Akkor egyszersmind
ar+bri14¢,=0

lesz. Tehdt az aj szdmok dltal meghatdrozott r-szog barmelyik
projekezidjdval r-szeresen perspektiv.

Az ilyen r-szoget r dsznak (dudsz, tridsz, tetrdsz, pentész
ete.) fogjuk nevezni.

Az ai; szdmok meghatdrozdsdra szolgdlnak

: ape1—ar=e(k=0,1,...r—1)

a hol = figgetlen k-t6l.

Az els6 k kongruenczidt osszeadva :

ar— ay=ke,
mind az r-et Osszeadva :
0=re.
Hogy r inkongruens a szdmot kapjunk, kell hogy 0<k<r

mellett k= ne legyen =0.
Ezeknek a feltételeknek megfelel

vw+2J o'

r

b
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ha vy 7 egész szamoknak nines kozos osztojuk. Az ilyen szdmokat
primitiv 7-ed periodusoknak fogjuk nevezni.
Ha e ilyen, ap=ay+k= (k=0,1,...,7r—1) tetszés szerinti a, ‘
mellett egy r-dszt hatdroz meg. .
Az Osszes inkongruens s-okot megkapjuk, ha vy’ helyett az
r-nél kisebb nem negativ szdmok koztil a kovetkez6képen valasz-
tunk Ossze szampdrokat :
v legyen olyan szdm, hogy r-rel legnagyobb kozos osztéja —=d,
' pedig d-hez relativ prim. Ezeknek a szdémpdroknak a szdma :

(AR

Ismételjitk ezt  minden osztéjara, az 1 és r szdmokat is bele-
értve.
Az inkongruens primitiv r-ed periodusok szdma tehdt

§=2 ¢<d>¢(—;-)

vagy, a mi egyre megy,
Bt r
S=2(lw(d)¢(* )
) d
a hol az 0Osszeg ¢ (r)-rel oszthatd, mert ha e primitiv r-ed periodus,
Je is az, ha 2 relativ prim 7-hez.
Konnyti latni, hogy a, megvilasztisa utin ¢ és A= ugyanazon
r-aszhoz vezet. Tehdt az A,-hoz tartozé kilénbozb r-dszok szdma
1 _
- S.

o(r)

. ] r o 5 -
Igy a gorbét —(A)«_"dw((l)cc(T)-smmu halozata az r-dszoknak
- 5 o(r - ‘A

lepi be.* A gorbe minden pontja lehet szogpontja egynek minden
héalozatbol.

* Ha a gorbének nines ovalisa, akkor ezen halézatok koziil csak

egy valés.
Oval gorbéknél a valés hilozatok széma
egy, ha » paratlan,
ketts, ha »=0 (mod 4),
hérom, ha »=2 (mod 4).
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A halézatok képviselésére vdlaszthatjuk azokat az r-dszokat,
a melyekre nézve a,=0, a melyeknek tehdt A4, szogpontja az az
inflexio-pont, a melyet a koordindta-rendszer (0,1,0) pontjdul
vilasztottunk. A hdlézatok ezekbdl projiczidlassal szarmaztathatok.

Az r-dszokra vonatkozolag a kovetkezd tantételeket mond-
hatjuk ki :

2. tantétel. Ugyanazon halézathoz tartozo két r-dsz r-szeresen
perspektiv.

Mert ha ar=ay,+ks, bi=by+ks k=0,1...r—1) akkor
ax+b_r=a,+b,, tehdt egyik a masiknak projekezidja a — (a,+ by)
parameterti ponthdl. De akkor egyszersmind r-szeresen perspek-
tivek.

3. tantétel. Két kilonboz6 halozathoz tartozé r-d4sz nem
perspektiv

Mert ha ar=a,+ks és bp=bs+ke, (a hol ¢, nem =2e)
r-dszok perspektivek volndnak, azok volndnak a velok perspektiv
ke és bz, (K'=0,1...r—1) r-dszok is, és pedig 7-szeresen perspek-
tivek. Egyik perspektivitdsnal O és O parameterti pontok jonnének
megfelelésre, tehdt egyik perspektiv-czentrum a O-parameterti pont
volna. De ha ezen perspektivitis szerint = és 1e; volndnak megfele-
16k, abbol e+, =0 kivetkeznék, a mi lehetetlen.

4. tantétel. Ha r=n,.r,, akkor az r-dsz pontjai egyszersmind
ry szamu 7,-aszt alkotnak.

Ugyanis ap=a,+ks(k=0,1,...7r,7,—1) parameterii pontok
kozil

v nr, =gtk +hrie (k<ri,h=0,1,...7,—1) pontra r,-fisat
alkotnak, mert 7, primitiv r,-ed periodus.

5. tantétel. Egy r-dsz szogpontjainak tangenczidlis pontjai
péaratlan r esetén ugyanazon hélozathoz tartozo r-dszt, paros r ese-

. Ny ¢
tén pedig - - dszt alkotnak.

Az u-parameterti pont tangenczidlis pontja —2u parametert.
Tehdt ar=a,+ks pontok tangenczidlis pontjai: —2a,—2ks, a
mibdl a tantétel kovetkezik.
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ha vy' r egész szamoknak nines kozos osztojuk. Az ilyen szdmokat
primitiv r-ed periodusoknak fogjuk nevezni.

Ha ¢ ilyen, ay=a,+ks (k=0,1,...,7r—1) tetszés szerinti a,
mellett egy r-dszt hatdroz meg.

Az Osszes inkongruens s-okot megkapjuk, ha vy helyett az
r-nél kisebb nem negativ szdmok koziil a kovetkez6képen vilasz-
tunk Ossze szdmpédrokat :

v legyen olyan szdm, hogy r-rel legnagyobb kozos osztdja =d,
V' pedig d-hez relativ prim. Ezeknek a szampdroknak a szdma :

r r
[ T W-gp(d)
Ismételjik ezt » minden osztéjara, az 1 és r szdmokat is bele-
értve.
Az inkongruens primitiv r-ed periodusok szdma tehdt
o

S:.!'f—go(d)gc(%)

vagy, a mi egyre megy,
i r
S=2dgo(d)¢(" )
d
a hol az 0Osszeg ¢ (r)-rel oszthato, mert ha e primitiv r-ed periodus,
e is az, ha A relativ prim r-hez.
Konnyfti latni, hogy a, megvédlasztisa utdn ¢ és A= ugyanazon
r-aszhoz vezet. Tehat az A,-hoz tartozd kilonbozé r-dszok szdma
1 -
Sy
(1)
i
d
lepi be.* A gorbe minden pontja lehet szogpontja egynek minden
hélozatbol.

fgy a gorbét %)ngo(d)w(—)-szzimﬁ hdlozata az r-dszoknak

* Ha a gorbének nincs ovilisa, akkor ezen halézatok koziil csak

egy valbs.
Ovéal gorbéknél a valés hilézatok szdma
egy, ha » paratlan,
ketts, ha »=—=0 (mod 4),
héarom, ha »=2 (mod 4).
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A hélézatok képviselésére vilaszthatjuk azokat az r-dszokat, h

a melyekre nézve q,=0, a melyeknek tehdt 4, szogpontja az az
inflexi6-pont, a melyet a koordindta-rendszer (0,1,0) pontjdul
vilasztottunk. A halozatok ezekbdl projiczidlassal szdrmaztathatok. A

Az r-fszokra vonatkozolag a kovetkez6 tantételeket mond-
hatjuk ki :

2. tantétel. Ugyanazon halozathoz tartozo két r-dsz r-szeresen
perspektiv. .

Mert ha ax=a,+ks, br=by+ke (k=01...r—1) akkor 4
ap+b_r=a,+b,, tehdt egyik a mdsiknak projekezija a —(a,+ b,)
parameterti pontbél. De akkor egyszersmind r-szeresen perspek-
tivek.

3. tantétel. Két kilonboz6 halozathoz tartozé r-dsz nem
perspektiv

Mert ha ar=ao+kz és bp=bs+ke, (a hol ¢, nem =3e)
r-fszok perspektivek volndnak, azok volndnak a velok perspektiv
ke és k=g (K'=0,1...7r—1) r-dszok is, és pedig 7r-szeresen perspek-
tivek. Egyik perspektivitdsnal 0 és O parameterii pontok jonnének
megfelelésre, tehdt egyik perspektiv-czentrum a O-parameterti pont
volna. De ha ezen perspektivitds szerint = és 1e; volndnak megfele- iy
16k, abbdl =422, =0 kovetkeznélk, a mi Iehetetlen. -

4. tantétel. Ha r=nr,.1,, akkor az r-dsz pontjai egyszersmind
ry szamu 7,-dszt alkotnalk.

Ugyanis ax=a,+ks(k=0,1,...77,—1) parameterti pontok ‘

kozul
i, =g +ke+hrye (k<r,h=0,1,...7,—1) pontra r,-dszt
alkotnak, mert 7 ¢ primitiv r,-ed periodus.
5. tantétel. Egy r-dsz szogpontjainak tangenczidlis pontjai
paratlan 7 esetén ugyanazon hdlézathoz tartozo »-dsat, paros r ese-
3 A
tén pedig 5 - dszt alkotnak.

Az u-parameterii pont tangenczidlis pontja —2u parameterii. i
Tehdt ar=a,+ks pontok tangenczidlis pontjai: —2a,—2ke, a
mib6l a tantétel kovetkezik.

k
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I1T.

A t0bbszorés perspektivitdsnak az r-dszoknél fellépd esetét
monocziklikusnak nevezhetjik.
A policziklikus t6bbszorés perspektivitds esete az, a mikor

hoab ih=E2 0.8
.4.4.k’Bh (k:O,l,_o)_,,.--'rh—i)

pontokbdl 4116 sokszogek egyszerre
Ay Ay
(B”> Tk (B" )
k+1
perspektivitdsban vannak.
Itt és a kovetkez8kben A" B pontok indexei (mod rj)—
veendd legkisebb nem negativ maradékaikkal helyettesitendék.
A két perspektivité,sbél kovetkezik, hogy

al’ — (L"” (Z O’;’ ot ) kiilonbségek kongruensek kell, hogy

legyenek. Ugy hogy

(h) (h)
Apry— O =¢

a hol & fuggetlen h-t61 és k-tol.

Ezekbél kovetkezik

re=0h=12,...8) « )
és ha 1 legnagyobb kozos osztéja az 1, szdmoknak, egyszersmind
re=0.

Az ennek megfelel§ = egyszersmind a megel6z6 kongruen-
czidknak is eleget tesz.

Tovébba  af=a-+ke (k=0,1...1,—1)

kongruenczidkbol 1dtszik, hogy 7, >r esetében az A? pontok koziil
csak 7 egymdstol kulonbozb, ezek egy r-dszt alkotnak. Ezek min-

denike %-szer szdmitva adja a h-ik pontesoportot.

Lényegében tehdt a sokszog dll s szdma r-dszbol, a melyek
ugyanazon hdlézathoz tartoznak.

e

——r———
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Ks megforditva, ha ugyanazon hélézathoz tartozo s szdmi
r-dszt vesziink, azok akdrmely projekezidjukkal r-szeresen per-
spektiv sr-szogot alkotnak.

Tehdt az r-szeresen perspektiv sokszogek a sikbeli harmad-
rendfi gorbénél vagy r-dszok pedig ugyanazon hédlézathoz tartozo
r-fsz0kbol vannak osszetéve.

Végil megemlitem, hogy a p(u)-figgvény helyére harmad-

rendli negyedosztdlya gorbéknél (gorbék kettés ponttal) egy-
-2 2
( v
—, a hol ¢ valds, ha a ket-
sincu = 3

t0s pont izoldlt és ¢ tiszta képzetes, ha a kettés pont igazi), — har-

szertien periodusos fiiggvény (

madrendd és harmadosztalyun gorbéknél (gorbék csucsesal) pe(hg
racziondlis fuggvény (;2) lép.

Ennek alapjan konnyti megmutatni, hogy a esticsos harmad-
rendti gorbéknél r-dszok nincsenek, a kettds pontosokndl vannak
ugyan, de csak egy halozatot alkotnak. Még pedig ha a kettds pont
izoldlt, akkor ez a hdlézat valos, — ha pedig a kett6s pont igazi,
akkor csak a dudszok hédlozata valos.™

* Helyreigazitds. A szerkeszt6ség folhasznalja az alkalmat, hogy VAryr
tr utolsé kozleményébe (VIIL. kotet, 219. 1.) becsuszott sajtéhibat kijavitson:

az 1. sorban : a;a.3 helyett: @, ap—ad

a * alatt 4ll6 jegyzetben: aldetermindnsai helyett: dtldi aldetermi-
ndnsai.




SZAMELMELETI PROBLEMA A GEOMETRIABAN.

Hatdroztassanalk meq az dsszes hdromszigek, a melyeknel: ]
oldalail eqész szdmok mérik, teriiletét és Leriletét pedig ugyanaz
az eqész szdm meri*

Legyenek az oldalak pozitiv egész mérészamai a, b, c. Akkor a t
feladat szerint ,

((p—i—b—{—c) (—a-+b+c) (a—b-+c) (a+b—c)

16 = (a+b-+c)?

Hogy a baloldalon egész szam alljon, kell hogy a+b--c paros I
legyen, mert ha a-+b-c¢ paratlan, a szamlalo tobbi tényezdi is '
ilyenek, és igy ezeknek szorzata nem volna oszthato 16-tal.

Tegytik a—+b-+c=2s, akkor

(s—a) (s—Db) (s—c) =4s;
Tegytik még

s—a=a
s—b=g
S—C=p | '
akkor
s=a+3+r
és

adr="4 (a+3+7)

A haromszog realis, ha «, 2, y pozitivok.
1. Kimutatom, hogy a, 3, 7 kilonbozok.
Mert ha =7 volna, kovetkeznék, hogy

af?=4a-+83 /

* Fzen kiilonben ismeretes probléma teljes megolddsa tudtunkkal ez ideig
még nincsen kozzétéve.



SZAMELMELETI PROBLEMA. By

tehat
(af —4)2=4(a>+4)

holott a2+4 pozitiv egész « mellett nem lehet négyzetszam.

Legyen
a=p>r.

2. Kimutatom, hogy y>2 nem lehet.

Mert ha y >3 volna, abbol UNIVER
303 < 4(a+3+r)<4a-+83
kovetkeznék, azaz BAKTIE! A A s
(30— 8) (3a—4)< 32 LR = E PN

volna, a mi
a>pB>r=3
mellett lehetetlen.

Tehat y vagy 1, vagy 2.
I. Ha =1, akkor
af=4 (a+p+1)
(o —4) (3 —4)=20.
Ez adja az

; és

a=24 //_:1«-’11[ ; a—39 I
f= 5 B= 6] A=8 |

megoldasokat.
II. Ha y=2, akkor
aB=2 (a+53+2)
(a —2) (3—2) =8.
Ez adja

u.:lOl ! a—0 l
., és
4= 3 8=5 |

megoldasokat.
Tehat az 6t megoldashan a b ¢ értékei:

6, 25, 29,
7, 15, 20,
9, 10, 17,
5, 12, 13,
6, 8 10.

Vilyi Gyula.




MATHEMATIKAI ES TERMESZETTUDOMANYI KRTESITO.

KULONNYOMAT A X. KOTET 1. FUZETEBOL,

A HARMADRENDU GORBEK ELMELETEHEZ.

(Harmadik kozlemény.)*

VALYI GYULA, levelez tag székfoglaldja.

A sikbeli harmadrend{i gérbén vannak olyan zdrt sokszogok,
a melyeknél mindenik szogpont a megel6zének tangeneczidlis
pontja. Az ilyen sokszogot StrINER-80kszognek nevezziik.**

Ebben a kozleményben el6szor kimutatom a SreiNer-sok-
sz0g0k lételét és meghatdrozom szdmukat. Azutdn felkeresem azo-
kat a SteiNer-1-sz0g0ket, a melyek egyszersmind »r-dszok. Végil
régzletesebben foglalkozom a SteEINER-hdromszogokkel és a trid-
szokkal.

w

E

A sikbeli harmadrend®i és hatodosztalyu gorbe parameteres
el6allitdasa czélszertien valasztott koordindtarendszer mellett

Ly cz=p ) pl el i

a hol p (w) az ismert masodrendii elliptikus fuggvény 2w, 20" primi-
tiv perioduspérral.

Legyenek AjAA,... A, valamely STEINER-7r-8z0g s8zOg-
pontjai és legyen A, parametere a,.

* Az elsé kozlemény az Ertesité 1889 novemberi, a méisodik az
1890 oktdberi fiizetében jelent meg. Az azokban haszndlt jelolések és értel-
mezések ebben a kozleményben is hasznéltatnak.

% Hzekkel a sokszogekkel STRINER utdn MANNHEIM, SYLVESTER, CLEBSCH,
LinpEMANN és masok foglalkoztak. Szémukat Preuer hatdrozta meg a
Journal de I'école polytechnique 54. kotetében. (1884.) Formuldja kiilon-
bozik az itt adott két formulatol.
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Akkor
A-nek, mint 4, tang. pontjdnak parametere —2a,
Ay-nek, mint A, « « « (—2)%a,
;4k-.na,l.i, I;lin‘t Ak—i « « « (—2)a,

és minthogy A,_; tangentidlis pontja A, :
(—2)ya, = q,

mig 0 < k < r mellett (—2)*a, nem = 0.

A StrINER-7-8z0g értelmezésébil kovetkezik, hogy szogpontjai
czikluson permutdlhatdk, azért mindenik szogpont parameterének
megvan ez a tulajdona.

Tehdt a StEINER-1-820g0k szOgpontjainak parameterei

(=2 —1)u=0
kongraenczia azon gyokei, melyek hasonlo alaka, de kisebb expo-
_ nensti kongruenczidnak nem gyokei.

Ebbél az kovetkezik, hogy
1. a SteINER-egyszOgok (inflexio-pontok) parameterei

u=0
gyokei. Ezek a kovetkezbk :
2w 4w
L A lingis
20’ 2w+20' do+20’
g 3 s e

L' Zotde! o tde
g 3 ; 3t

Ha a megfelel pontokat

1,

|55
MY

~1
@0 >
O o

szamokkal jeloljik, akkor
1%
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123, 456, 789, — 147, 258, 369
159, 267, 348, —— 168, 249, 357

a négy tridsz-hdlozathoz tartozd, egymds koéziott hdromszorosan
perspektiv harom-hdrom inflexio-tridsz.
2. SreENER-hétszogok nincsenek, mert az ezekre vonatkozo
kongruenezia megint
3u=0,

3. A primitiv p-adperiodusok SteNER-r-sz0g0k szogpontjait
meghatarozo parameterek, ha

=1 (=T, Z S

szémsorban az r-ik tag az els6, mely p-val oszthatd, azaz ha —2
(mod p) r-hez tartozik, mint exponenshez.

Ha tehdt a StrINER-1-820g0k szdmdt S (r)-rel, a primitiv p-ad-
periodusok szamét P(p)-val jeloljuk, akkor a STEINER-r-sz0g0k
szogpontjainak szdma

oS (=3P}
a hol az Osszeg mmdmokla a szamokra vonatkozik, melyekre, mint
moduluszokra nézve —2 exponense s
Ugyanezt a szdmot még a kovetkezéképen is meg lehet ha-
tarozni :
((=2'—1)u=0 -

osszes inkongruens gyokeit adja

Ww+2'e0'

sy

ahol R =|(—2y—1|, ha v és v helyett egymdstdl fuggetleniil tesz-
szitk & 0, 1, . .. R—1 szdmokat. Szamuk tehdt R Legyen:

R = (=2 —1)*=Q®).

Hogy a StrINER-r-8z0g0k szogpontjainak szamdt megkapjuk,
le kell ebb6l vonnunk azon gyokik szamat, melyek hasonlé alak,
de kisebb exponensu kongruenczidt is kielégitnek. Eirél a kisebb
exponensrél konnyti beldtni, hogy sziikségképen r-nek valamely
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osztéja. Ha tehdt » killonboz6 primfaktorai p,, p,, . .., akkor le

kell vonnunk az . . . exponensii kongruenczidk gyokeinek

Py Py

szamat.

De akkor kétszer vontuk le azokét, a melyek médr az

o

P1Pa
egyszer visszaadandé. Es igy tovdbb, egészen azt a gondolatmene-
tet kovetve, mint a melylyel az r-nél nem nagyobb pozitiv szdmok
kozott az r-hez relativ primeket meg lehet szdmldlni, kovetkezik,

. . exponensii kongruenczidt is kielégitik. Ezek szdma tehdt

hogy

r.su-):Q(r)—:o( )+m( 4 )+

)' —
Py P1 Pa
Megjegyzés. Ugyanazt a modszert lehet haszndlni a primitiv
r-edperiodusok megszamldldsdndl is. Ott »2-é az a szerep, a mi
itt () (r)-nek jut. Epen azért
e e )"11(1 1)
Plr) =1r*— 3 - e e = TR T
| Vi Pipg g
a hol a szorzat » killonb6z6 primfaktoraira terjed ki. Ez a formula
killonben ismeretes.
Az r-asz halozatok szama
P
@ 1)

Kényelmesebb formula, mint a mdsodik kozleményben adott,
mely szerint ugyanez a szdm

s 3d o(d) ¢( (’l—)

e~

—rarfi+ )

a hol az 6sszeg » minden osztojdra (1 és » beleértve) vonatkozott.

11

Most felkeresem azokat a STEINER-7-s20g0ket, a melyek egy-
szersmind 7-dszok.
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Egy StEINER-1-82z0g sz0gpontjainak parameterei
(—2). a, (b=0,1,...r—1)

a hol a, gyoke a
(—2Y—1Nu=0

kongruenczidnak, de hasonld alaku, kisebb exponensitinek nem.
BEgy r-dsz szogpontjainak parameterei

ay -+ kr (=10, 1 aar—1)

a hol & primitiv r-edperiodus.
A két r-szog szogpontjai a sorrendre nem tgyelve, ugyan-
azok, ha
K -
(=2 —1)a, é8 kr (Ek=1,2,...7-1)

sorok tagjai paronként kongruensek.

Az elsb szamsor egyik tagja —3a, €s a tobbi ennek egész
szamu sokszorosa ; a mdsodik szdmsor egyik tagja e és a tobbi
ennek egész szdmu sokszorosa.

Szukséges tehdt, hogy

1. 3a, primitiv r-edperiodus, és igy @, maga primitiv 3r-ed-
periodus legyen,

2. 3r-re, mint modulusra nézve —2 exponense r legyen,
mert csak igy adhat a primitiv 3r-edperiodus STRINER-1-sz0g0t.

De ez a két feltétel elégséges is. Mert ekkor

(-2 —1)ay =12, ...¢r—1)

sor tagjai egy primitiv r-edperiodusnak (3a,) olyan egész szdmu
sokszorosai, hogy a szorzo egész szamok r-rel nem oszthatok és
(mod 7) ingruensek, mint a hogy annak »-dsznal lenni kell.

De a 2. feltétel csak tgy teljesil, ha » valamely hatvinya
3-nak.

Mert legyen 7 = 3*#, a hol 7, 3-mal nem oszthatd paratlan
szdm. (A pdros szamokat a 2. feltétel elére kizdrja.)

Ismeretes, hogy az exponens, melyhez valamely szdm
(mod m) tartozik, osztoja ¢ (m)-nek. Tehat jelen esetben »-nek
osztania kell ¢ (3r)-ef,
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’ ] > ol
o (3r) = (3 )= 2.5 .01
és gy r;-nek osztania kell ¢ (r))-et. Tehat », = 1.
De ha » = 3* akkor esakugyan —2 exponense 7, ha a mo-
dulus 3r.
Ugyanis

—2=1-—-3
egyenletet ismételten 3-ik hatvdinyra emelve
1
g 3 @=1,2..)

egyenleteket kapjuk, a hol ;1 nem oszthaté 3-mal, a mibol az
allitds kovetkezik.

Tehdt ha » = 3, akkor a primitiv 3r-edperiodusok olyan
SrEINER-1-8z0goket hatdaroznak meg, amelyek egyszersmind r-dszok.

Ha » = 3% akkor a primitiv 3r-edperiodusok szdma Bl a,
Tehat az r-dsz STEINER-1-870g0k szama 8.3% Ezekbsl egy r-dsz-
halozatra 6 jut, mert ha r=3" az r-dsz hélozatok szdma 4.3

Megjegyzendd még, hogy 7 = 3 esetében minden STEINER-
héromszog egyszersmind tridsz is, mig r = 3* > 3 esetében nem
minden STEINER-1-sz0g egyszersmind tridsz, csak azok, a melyek
szogpontjainak parameterei primitiv 3r-edperiodusok. Hogy eze-
ken kivul vannak SteiNer-r-szogok, kovetkezik a szdmukat meg-
hatérozo els6 formuldhbaol.

Lassuk most az egy hdlozathoz tartozd hat SreiNer-sokszog
relativ helyzetét.

Legyen r = 3* és vegyiik az r-dszok azon halézatét, a melyet
RN . ! ;
P primitiv r-edperiodus jellemez.

Qw 5 :
Legyen el Akkor a hélozathoz tartozd hat SreiNER-r-

s20g szogpontjainak parameterei a kovetkezok :
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1 (—2Fy
9 (— 9y (7_*_,',“3,) = Dy | -f;u
da' de'
3. (—) (»;+T‘")E(—9)kry+—§”

k=01, 5=

L. —(—2)y
20
A e s
5 (=2)%» 3
6. —(~i’)kp—%L

A héarom els6t elsé csoportnak, a harom utolsét masodik
csoportnak nevezem.

Fzekril a SteiNgr-1-s20g0kr6l, a melyek egyszersmind r-dszok,
a kovetkez6 tantételek allanak :

1. tantétel. Minden StEINER-1-857 maga-magaval perspektiv
minden szogpontjabdl, mint czentrumhal.

Ugyanis ha » = 3% minden 3n-+1 alaka szdm mod 3 meg-
kapja a maga kongruens tdrsdt a

(—2) (=0,1,2..ir—1)

szamsorban, ésigy k, h szdmokhoz mindig tartozik egy olyan szdm,
hogy
(—2°+ (—2"+(—2'=0  (mod3r)

A mib6l az kovetkezik, hogy a Striner-r-dsz két szogpontjat ossze-
koto egyenes ugyanezen sokszog egyik szogpontjdban metszi har-
madszor a gorbét. :

2. tantélel. Egy csoportbeli két Srminer-r-dsz perspektiv
czentrumai a esoport harmadik tagjanak szogpontjai.

3. lantélel. Az egy csoportbeli hdrom STEINER-r-dsz szog-
pontjai olyan pontrendszert alkotnak, a mely maga-magaval per-
spektiv a maga szogpontjaibol, mint ezentrumokbdol.

Fpen tigy bizonyithatok, mint az elsé tantétel.

4. tantétel. Két kulon csoportbeli, de ugyanazon halézathoz
tartoz6 SteNer-r-dsz perspektiv czentrumai kozott van egy inflexio-
triasz is,
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; 2 4
Példaul az 1. és 4. sokszogok perspektivek a 0, :{—, 35’)
)

parametert inflexié-pontokbol, mint czentrumokbol.

Ha 7 = 3, nines is t6bb perspektiv-czentrum.

Frekre tehdt dllanak még a kovetkezo tantételek is:

5. tantélel. Két ugyanazon hdlozathoz, de kulonbozé cso-
porthoz tartozo SreiNer-hdromszog az ugyanazon hdlozathoz tax-
tozo6 inflexio-tridszok egyikével olyan pontrendszert alkot, a mely
maga-magédval maga-magabol perspektiv.

6. tantélel. Egy hdlozathoz tartozd hat Sreiner-hdromszog a
kilencz inflexi6-ponttal maga-magéval maga-magdbél perspektiv
pontrendszert alkot.

HE

A StriNer-hdromszogok viszonyat a tridszokhoz akarom
még megvizsgalni, azért részletesebben kell foglalkoznom a trid-
szokkal. .

A négy triaszhélozatot jellemzé primitiv harmadperiodusok

20 20’ 20+20" 20—20'
35 S 2 ! 3

Jeloljik ezek egyikét e-nal és vizsgdljuk az dltala jellemzett
hélozatot.
A halozathoz tartozé egyik tridsz szogpontjainak parameterei

w; u+e, U+2=u—e

Hogy konnyebben lehessen roluk beszélni, a kovetkezd elne-
vezéseket haszndlom :

1. Pontpdrnak nevezem egy tridsz két szogpontjit egytitt.
lyenek (u, u+-¢), (u-+2, u—e), (u—e, u). A pontpar egyik tagjit
a mésik fdrsdnak mondom.

2. Oldalnak nevezem egy pontpér egyenesét.

3. Kiséré poninak mondom az oldal harmadik metszéspont-

jét a gdrbével.

4. Kiegészild pontnak hivom azt a pontot, a mely a pont-
pérral tridgszt alkot.
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Bzekr6l a kovetkez6 tantételek allanak :

1. tantétel. A kiegészité pontnak a kiséré pont tangenczidlis
pontja.*

Mert az (u+e, u—e)-pontpar kiegészitéjének wu, kiséréjének
—2u a parametere.

Ebbél az kovetkezik, hogy csak inflexio-tridaszokndl esik ossze
a kiserd pont a kiegészitével.

9. tantélel. A pontpdr egyik tagja esak akkor esik 6ssze kisér6-
jével, ha oldala a hdlozathoz tartozé egyik StrEINER-hdromszog
oldala.

(4 e, u— e)-pontpdr kiséréjének parametere —2u, és
w4+ e = — 2u feltételb6l 3u = 4 ¢ kovetkezik, melynek épen a
hdlozathoz tartozo hat SteiNer-hdromszog 18 szégpontja tesz eleget.

Tehdt az oldalok kozul ecsak a SremNer-haromszogok oldalai
érintik a gorbét.

3. tantétel. A gorbe minden pontja a hdlézat egy pontpirja-
hoz kiegészitt, kettejéhez tartozo, négyéhez kiséré pont.

Az u parameterti pont kiegészité az (u + ¢, u — ¢)-pirhoz,
tartozo az (v, u-+¢)-, (w—e, w)-parokhoz, kiséré ahhoz a négy pér-
hoz, a melyek kiegészit6jének 6 a tangenczidlis pontja. Fz a négy
kiegészité pont

u u u u

!
ot et ey S S b o) 11 R0 SR

parameterti.

4. tantétel. A gorbe egy pontjén hat oldala a halézatnak megy
keresztiil. '

T. i. a pontot két tarsdval osszekoto két oldal és az a négy
oldal, a melyeken kisér6 pont.

Ezek kozul ketté osszeesik, ha a pont a hédlozathoz tartozo
egyik StrINER-hdromszog szogpontja. Ekkor ugyanis a pont a hozzé
tartozo két pontpar egyikéhez kiséré pont is, azért a két elst oldal
egyike azonos a négy utébbi oldal egyikével.

Hérom esik Gssze, ha a pont inflexié-pont, t. i. a hdlézathoz _

* Fyz a tantétel az els6é kozlemény IL részében is be volt bizonyitva.
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tartozo egyik inflexio-tridsz harom oldala, melyek kettejéhez tar-
tozo, egyikéhez kisér6 pont.

Jeloljiik az adott harmadrendii és hatodosztilyu gorbét g-vel,
a hdlézat oldalainak beburkolo gorbéjét y-val.

Az oldalnak y-val vald érintési pontjat a kovetkez6 lemma
segitségével lehet meghatdrozni.

Lemma. Ha ABC és A,B,C, héromszogok perspektivek,
akkor B( egyenest

AB és A,C,, ACés A,B,, AA, és BC,

egyenesek involuezioban metszik.®

Hogy ezt a lemmét ezélunkra felhaszndlhassuk, legyen EFG
a héalozathoz tartozo egyik inflexié-tridsz és ABC, A, B,C| ennek
projekezioi P és P, pontokbol. Akkor ABC és A B, két perspek-
tiv tagja a hdlozatnalk.**

Ha P, végtelen kozel jon P-hez, akkor a fentebbi involuto-
rikus pontpdrok elseje B-ben, masodika (-ben egy-egy ponttd
egyesul, BC és AA, metszéspontja A tangenczidlis pontjaba, tehdt
BC pontpéar kiséréjébe — végil BC és B, (| metszéspontja BC-nek
y-val val6 érintési pontjdba esik. Tehdt

5. lantétel. Akdrmelyik oldalon a pontpdrhoz a kiséré pont
harmonikus térsa a ;-val valé érintési pont.

A fennebbi tantételekb6l és a Procker formuldibol  kovet-
kez6 tulajdonsdgait lehet kiolvasni :

1. 7 hatodosztalya gorbe hdrom héromszoros érintével.

Kovetkezik a 4. tantételb6l. Haromszoros érinték a hdlozat-
hoz tartozo inflexio-tridszok egyenesei, mert ezek haromszor szé-
mitnak az oldalra s tehat ;- érintéi kozott is. Az 5. tantételbsl ko-
vetkezik, hogy a harom érintési pont egymdstol kiillonbozo.

2. y érinti a g-gorbét a hdlézathoz tartozo hat SreiNer-hérom-
sz0g 18 szogpontjaban.

Kovetkezik a 2., 4., 5 tantételekbél.

* Ha BC és B0, CA és C . 4,, AB és A,B, egy egyenesben fekvé
metszéspontjait A,B,C,-vel jeloljiik, a lemma egyszertien kévetkezik A4, ByC,
teljes négyszog oldalainak B( egyenessel valé dtmetszésébbl.

#* Els6 kozlemény 1. 2. tantétel,
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3. 7 rendszdma 12.

A harmadrendii g-vel 18 érintési pontjat kimutattuk, a mi
feler legalabb 36 metszési ponttal. Tehdt ; rendszdma p > 12.

Misfel6l Prticker harmadik formuldja szerint a rendszam
(p), osztalyszam (w), kettés érinték szama (r) és inflexio-érint6k
szama (¢) kozott ez a viszony :

p=0(@w—1)—2r — 3

A mostani esetre alkalmazva, minthogy hdrom hdromszoros
érinté egyenld értékii 9 kettés érintével :

p=30—18 — 3. <12

Tehat p = 12, « = 0 és y érintkezései g-vel els6 rendiiek.

4. y pontsingularitisai 18 cstics és 30 kettds pont, vagy
ezekkel egyenl6 értékiiek. Fajszama 1.

Az eddigi adatok alapjan kovetkezik Priicker formuldibol.

Tlyen gorbe négy van, a négy tridsz-halozatnak megfelel6leg.

Jeloljuk a

2w 20’ 2420’ 20— 20’
0 By b 3 3 3

primitiv harmadperiodusokkal jellemzett halozatokat 1, 2, 3, 4
szamokkal s oldalaik beburkolé gorbéit ;- 4 775 74-gyel.
Tegytik
2(1) 9(0’
R A

3

A négy gorbe kozil ketts-ketté kozos érint6it konnyti meg-
hatdrozni a kovetkez6 tantétel alapjén :

6. tantélel. Azok az egyenesek, a melyek egyik hdlozathan az
egy-egy csoportbeli hdrom-hdrom SreiNur-hdromszog szogpontjait
osszekotik, a mds hdrom halézatban ugy szerepelnek, mint oldalok.

Tlyen egyenes az elsé hdlézatban példdul az, a mely az

e e 2e S

3) 3+es > = 3'—5

parameterei StEINER-hdromszog szogpontokat Osszekoti.
Ez az egyenes azonban
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‘\ = ~ + ¢')-pontpdr oldala a 2-ik-,
\ O B

2e e , 1 , :
(— - — g/, ey e+ (e+ s'))-pontpftr oldala a 3-ik-,
\ ) .
(" :s g, — —T)s — &' — (e — s'))-pontp:’n' oldala a 4-ik

hal6zatban.

Ebbél az kovetkezik, hogy ha h, i. k, | bdrmely permatéczitja
az 1, 2, 3, 4 szamoknak :

@) yi €8 y; kozos érintéi a L és | hdlozotok agy-egy csoport-
beli StriNer-hdromszogeinek szogpontjait Osszekoté egyenesek.
Szémuk 36.

b) rn, 7i €8 i kozos érint6i az [ hdlézat egy-egy esoportbeli
StrINER-hdromszigeinek szogpontjait Osszekoté egyenesek. Szé-
muk 18.

X

Végul megemlitem, hogy harmadrendii negyedosztalyt gor-
béknél (gorbék kettds ponttal) az egyetlen tridszhdlozat oldalainak
beburkoldja negyedosztdalya hatodrendii gorbe egy héaromszoros
érintével. Pontsingularitdsai 6 csues is 4 kettds pont. Fajszama 0.
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Altalanosan ismeretesek azok az egyszerti kritériumok, a melyek-
kel a masodrendti gorbék fajat meg lehet hatarozni.
Ha a gorbék egyenlete

A 220,501 - Aoty >+ 20502+ 205y 2+ A3522 =0,

a hol z=0 a sik végtelen tavol fekvé egyenese, és ha

|Gy Qe Qg
= | Aoy gy Qog |, (Qp = Qi)

(g Qg g |

Ay az ag-hoz tartozé aldeterminans, akkor a kritériumok a ko-

vetkezok :
A0
1. A5 > 0. :
@) a4 > 0. " Képzeles ellipszis.
B a4 < 0, Valés ellipszis.
A — (). Hiperbdla.
3. Agy = 0. Parabdla.
A — 0.
1. Ay, A, A, kozott van pozitiv.*  Két képzetes eqyenes.
2. A,, A, A, kozott van negativ. Két valds eqyenes.
B A4, = A, = 0. Eqy kélszeres eqyenes.

Ismeretes, hogy egy valos elemekbél allo elenyészé szimmetrikus deter-
minans atloi aldetermindnsai nem lehetnek kiilonbozs eldjeliiek. Ugyanis az
adjungalt determinansok tulajdonsiga A=0 esetében az, hogy

Ay A=Ay -

Mathematikai és Physikai Lapok. 1.
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I Kevésbbé ismeretesek azok a hasonloan egyszerii explicit kri-
‘ tériumok, a melyek a masodrendi feliiletek fajanak meghataroza-
“ sara szolgalnak.
" w ‘ Ezeket egy tablazatba osszeallitva bizonyitas nélkiil kozoltem
3 ‘ volt az Akadémia «Mathematikai és természettudomanyi értesitén-
| ‘ jében. (VIIL kotet, 218—219. lap).

Nem lesz talan érdektelen, ha itt most bizonyitassal egytitt koz-

lom azt a tablazatot.

4102+ Clgg Y2+ 552242093 Y2 + 203220+ 20190y + 2004, 20+ 205 YT+

‘ ‘ Ha a feliilet egyenlete

4
I 4Oty 2t 4y 2 =0,
‘ ' i1 a hol (=0 a végtelen tavol fekvé sik, és ha
i
|

Ay Qg9 Qg3 Gy

I a oy a;
21 22 23 24
‘ ’ A= s (g =aw)

i Qg Qg Ouz gy

il | Ay az ag-hoz tartozo aldeterminans, akkor a fennebb 6sszeallitott
i 1 kritériumok segitségével elsé sorban a feliilet végtelen tavol fekvo
|| - pontjait fogjuk megvizsgalni.

| Ezekre nézve (=0 és

} W2+ 20,570Y + Aoy 2+ 2015707+ 25y 2+ (1452 =0.

l

i ‘ Az utobbi egyenlet magaban annak a kapnak egyenlete, mely-
' | Bl nek egyenes alkotéi a felilet végtelen tavol fekvé pontjai felé
| | | mutatnak. Ennek a kapnak megvizsgalasara elég azt egy sikkal
‘1 ‘ atmetszeni. Vegytik ilyen sikul pl. a z=1 sikot. A metszési gorbe
’ egyenlete ugyanaz, ha benne z homogénna tevé koordinata.

‘ Az adott feliilet végtelen tavol fekvé pontjai alkotta gorbére a
kritériumok a kovetkezok :

1 L A, =0
| | 1. a,0,,—0%, >0, a,.A,>0. Képzetes kupszelet.
’ ;;‘ 20O Oyt >0, 0.4, <0,
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vagy
8 oy — 1y << 0. Valos kupszelet.

1. "li’ =)

i
1. A, atloi aldetermininsai kozott van pozitiv.

Keél képzetes eqyenes.
2. Ay, atloi aldeterminansai kozott van negativ.

Kél valds eqyenes.

3. Ay, atloi aldeterminansai mind elenyésznek.

Eqgy kélszeres eqyenes.

A IL 1 65 11 2. esetekben a végtelen tavol fekvo sik a feliletet
érinti egy pontban, a II. 3. esetében pedig érinti egy egész egyenes
hosszan.

A kip, henger és két sik felismerésére az a korilmény vezet,
hogy ezeken olyan pontok is vannak, a melyekhez hatarozott érinté
sik nem tartozik. (Szingularis pont.)

Ismeretes, hogy f=0 felilet (x(,y,,z,)-pontjahoz tartozo
érint6 sik egyenlete a kovetkezo :

& .« [y @y, Yy» 2y b)Yl Yas 20, L)+, Yy, 50 4) +
Tty (@4, Y45 215 6)=0,
a hol

e . Of . _Of
/'—3(1:’ /““’—(7!/’ /3_[):’ ,J‘_F//'

Az (2y,Y4,2,,)-pont szingularis, ha f,=f,=f,=f,=0, mikor
0 =1, 2—7,, (=1,

Tehat a szingularis pontokat

A X+ Oyt + 52+, t=0
Uy 2~ gl g+ gy =0
U3 X+ Agol) - AgsZ A =0
Wy X~ Qgolf + Agaz + gy L =0
egyenletek hatérozzak meg.
A kovetkez esetek lehetsé gesek :
1. A=0. Nines szinguldris pont.
23*

—
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2. A =0, de atléi aldeterminansai kozott van el nem enyészé.
Eqy szinguldris pont van.
Megkiilonboztetendd alesetek :

a) Ay = 0. A szinguldris pont végesben van.
b) Ag=0. A szinguldris pont véglelen ldvol fekszik.

3. A és atloi aldeterminansai elenyésznek, de a masodfoku atloi
aldeterminansok nem. zinguldris eqiyenes.

4. A és osszes atloi harmad és masodfoktt aldeterminansai
elenyésznek. Eqy szinguldris sik.

Igy valnak ki a kap, henger, két sik és a kétszeres sik.

A hiperboloidok elvalasztasara ismerntink kell még a kritériumot
arra nézve, hogy az érint6é sik valés vagy képzetes egyeneseket
vag-e ki a feltiletbh6l ?

Valaszszuk egy perezre a felilet egy pontjat koordinata-kezdé-
pontnak a hozzé tartozo érinté sikot ay-siknak. A feliilet egyen-
lete ilyen koordinata-rendszer mellett:

b 124 bogly® + 03522+ 2655y 2+ 2b5,20 + 26,00y + 263,26 =0.
Az xy-siktol kimetszett két egyenes (=0 sik)
b2+ 2b 52y + bty =0
Valésak, ha b b,,—bi, <0

Képzelesek, ha b, b,,— b3, > 0.

De a b-koefficiensek determinansa
:)'
B =— (by,byy—b3,) 03,

Tehat a kimetszelt egyenesek waldsak B > 0, képzetesel; B<<0
esetében.

Azonban ismeretes, hogy egy négyzetes alak linear transzfor-
macziojanal az eredeti alak determinansa A, a transzformalt alak .
determinansa B és a transzformaczio determindnsa (@ kozott ez a
viszony :

B=A(2>
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Tehat B és A egyenld elgjelii. S6t akkor sem valtozik a deter-
minans jele, ha a feliilet egyenletét valos szorzoval szorozzuk, mert
A negyedfok determindns és igy minden elemének jelviltozasa-
val jele nem valtozik.

Igy kimondhatjuk, hogy a felilet valds pontjaihoz tartozo érintd
sthol: valds vagy képzetes eqyeneselel vignak ki a feliletbol a
szerint, a mint A positiv, vagy negaliv.

Igy valnak a hiperboloidok és paraboloidok két fajra; hasonlo-
képen az ellipszoidok is.

Ha a feliletnek nines végtelen tavol fekvo pontja és A4 >0, a
feliilet egészen képzeles. Mert ha volna valos pontja, ahoz két valos
egyenest kimetszo érinté sik taroznék, mi pedig valos végtelen
tavol fekvé ponvtokat kivanna.

Hogy pedig 4 < 0 esetében a felilet valos, igy bizonyithato be :

FN0:0,10) = ay,
[(Agys Ay Agg, Ag)=Ay. A

(Legkonnyebben ugy szamithato ki, hogy felhasznaljuk a homo-
gén fligevények ama jol ismert tulajdonsagat, hogy
e 2f=afi+y - fa+2fs+;

REROROR0). (A, Ay, A, Ay)=0y - Ay A
Mar pedig, ha nincs valos végtelen tavol fekvo pont, @, .4,>0;
es igy A < 0 esetében [ éricke az(1,0,0,0)- és (Ays Ay, Ay, Ag)-
pontokban ellenkezs elojeli, a mibol a felilet valés volta kovel-
kezik.

A teljesség okaért még megemlitem, hogy a hengerck fajanak
meghatarozasara, messiik azokat a koordinata sikokkal. Legalabb
egyikok igazi kiipszeletben vagja és ez meghatarozza a fajt.

Sikpar esetében annak eldontésére, hogy ezek valosak-e vagy

) képzetesek, melszokiil hasznaljuk a koordinata-tengelyeket és a

~ koordinata-sikok végtelen tavol fekvs egyeneseit. Ezen hat egye-
nes kozil legalabh egy kiilon két pontban metszi a két sikot, azok
valos vagy képzetes volla a kérdést eldonti. A feleletet tehat a mi-
sodfoki atloi aldeterminansok el6jele adja meg.
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Az eddigiekben teljes bebizonyitast nyert a kovetkezd tablazat
helyes volta :

L A4,=0.

1 Ay, Oy~ 02, >0, a,-A,>0.
a) A>0. Képzetes ellipszoid.
b) A=0. Képzetes Fip.
¢) A<O. Valds ellipszoid.
2. a a,—al, >0, a,-4,<0 vagy a,a,,—ai,<0.
a) A>0. Eqylkipenyii hiperboloid.
b) A=0. Valds kap.
c) A<O. Ketkapenyii hiperobolid.
1. AM:O, A ;10
1o A0, Hiperbolikus paraboloid.
2. A<O. Elliptikus paraboloid.
L Ay =0, A=0, de A4, A, Ayy kozott van el
nem enyeészo.
1. Ay, atloi aldeterminansai kozott van positiv.
a) G A, =00, k=1,2,3) Képzeles henger.
bla,d, <0 k=1,2,3) Elliptikus henger.
2. Ay, atloi aldetermindnsai kozott van negativ.

Hiperbolikus hengex.

. Ay Osszes atloi aldetermindnsai elenyésznek.

Parabolilus henger.
IWVedii=dAgd— A =0 Az=20,

. A masodfokna atloi aldeterminansok kozolt van pozitiv.

Két kepzetes sik.

. A masodfokt atlo aldeterminansok kozott van negativ.

Kél valos sik.
A masodfokn atloi aldeterminansok mind elenyésznek.
Eqy kélszeres sik.

Vilyi Gyula.




MATHEMATIKAI ES TERMESZETTUDOMANYI ERTESITO.

KULONNYOMAT A X. KOTET $—9. FUZETEBOL.

A NEGYEDRENDU ES ELSOFAJU
TERBELI GORBEKROL.

VALYI GYULA L t.

Azok a térbeli algebrai gorbék elsé fajuak, a melyek raczio-
ndlis viszonyban vannak a sikbeli algebrai els6 faju gorbékkel és
igy parameteresen elliptikus fiiggvényekkel fejezhetk ki a kovet-
kez6 alakban :

oe=2.F (p), p' W) (k=1,2, 3, 4

a hol p (u) az ismert mésodrendii elliptikus fiiggvény 2w, 20" pri-
mitiv periodus-parral, az [ fuggvények p (1) és p’ (1) racziondlis
egész fiiggvényei kozos osztd nélkil és 2 ardnyossdagi szorzo.

Bz a parameteres elgallitds killonosen azért fontos, mert igy
a gorbének akdrmely algebrai felillettel valo nietszéspontjait az az
egyszerii reldezio koti ossze, hogy parametereik Osszege periodus.

Mert ha a felulet egyenlete

fU2 .- 25, B =0,
akkor a metszéspontok parameterei
/.(It‘l, Il‘:!! E!! 14'4)

elliptikus fuggvény zérusai. De enneck az elliptikus fuggvénynek
polusai a perioduspontok, és épen ezért, az elliptikus fuggvények
ismert tulajdonsdga szerint zérusainak osszege periodus.

Ha az I elliptikus figgvények rendszdmai kozott a legna-
gyobb 7, akkor a gorbe n-edrendfi, mert egy tetszés szerint vélasz-
tott sikkal » metszéspontja van. Tehdt negyedrendii és els6 faja

gorbéknél

Fr=ap p W)+ are p’ W)+ ars p (10)+apa
k=1, 2, 3, 4),
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hol | @y, | determindns nem =0, ha a gorbe térbeli. Ezeknél tehdt
a fennebbi egyenletekbt] kovetkezik

P p wp): 1=y 5,

a hol x, y, z, t a koordinatdk linedris homogén fuggvényei el nenr
enyész determindnssal és igy mint U tetraéderes koordindtdk
vezethetdk be.

Tehdt a negyedrendii és els6 faju térbeli gorbék parameteres
elddllitdsa mindig erre az alakra hozhato :

x:y:zit=p)?:p’ W):p@):1.

A kovetkez6kben a fentebb bebizonyitott tantételnek csak
arra a legegyszeriibb esetére hivatkozunk, mely szerint a gorbe
négy pontja egy sikban van, ha parametereik (1, uy, 13, 2,) 08z-
szege periodus, vagy a szokott jelolést haszndlva, ha

Uy U+ Ug 11, =0.

1is
Azon egyenesek Osszeségét, a melyek az

U+ Vv=¢

feltételnek megfeleld (v, v) pontpdrokat vdgnak ki a gorbébol,
hirrendszernek fogjuk nevezni, a ¢ és —c parameterti htirrendsze-
reket pedig konjugdltalknalk.

Ha 2¢ nem =0, akkor a konjugdlt htirrendszerekrol a kivet-
kez6 tantételt mondhatjuk ki.

L. tantélel. Ugyanazon hirrendszerhez tartozd két har nem
metszi egymést, ellenben két konjugdlt hurrendszerhez tartozd.
hurok metszik egymdst.

Mert ha

W+ v=c, W+ Vi =c

’ ! ! /
w+v=—c, 1= —c,
akkor

U+ v+u+v,=2¢ nem =0
; .
W' 4+ui+vi=—2¢ nem =0,
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ellenben
u+v+u'+v'=0.

Ebbél kovetkezik, hogy a konjugdlt hturendszerek egy mdsod-
rendli és masodosztdlyu felilet egyeneseinek két rajat alkotjak.

A ¢ mds-mds értékéhez tartozd feliletek kozil akdrmelyik
kettonek teljes dtmetszési gorbéje az adott gorbe, mert a gorbe min-
den pontjan, minden htrrendszerbél egy hur megy keresztil. Tehdt
ezek a feliletek felilet-sort alkotnak.

A felillet-sorhoz négy kap is tartozik, ezeknél a konjugdlt
hurrendszerek azonosak. Tehat parametereik

2¢=0

ayokei. Ezek 0, v, o', o+ wo'.

Bzeket kupos hiirrendszereknel fogjuk nevezni.

2. tantétel. Minden hurrendszerhez a gorbe négy érintdje
tartozik. Ezeknek érintési pontjai csakis a kupos hurrendszereknél
fekiisznek egy sikban.

A ¢ hurrendszerhez tartozo érinték érintési pontjainak para-
meterei

Qu=c L
gyokei. Ezek
SRl ¢ M :
9> ~27+w, 2-{-(0, f,_lf-i—m—{-w.
Osszegitk =2¢ és igy csak kupos hurrendszereknél =0.

A ktpos hurrendszerekhez tartozd érinték érintési pontjai-

nak parametereire nézve

2u=0, vagy w, vagy ' vagy w+o,
tehdt
4u=0.

Ezekben a pontokban tehdt a simald sik a gorbét harmad-
rendben érinti.
Parametereik

QZU Q(U’ ‘.
U=1. —— b . —— =0, 1L 2838
u=t.— + 1 , (@, A )
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Jeloljiik roviden (ik)-val, a hol i, k esak mod. 4 hatdrozottak.
A (00)-kaphoz tartozd érintési pontok :

(00), (20), (02), (22),
a (20)-kaphoz tartozok :

(10), (30), (12), (32),
a (02)-kaphoz tartozok :

01), (21), (03), (23),
a (22)-kaphoz tartozok:

(11), (31), (13), (33).

Ki lehet mutatni, hogy az egyik csoporthoz tartozd négy
pont alkotta teljes négyszog diagondlis pontjai a t6bbi hédrom kuap
csticsai.

Mert pl. az els6 csoportndl

(00) (20) és (02) (22)

pontpdarok hurjai a (20)-kapos hurrendszerhez tartoznak és igy
metszéspontjuk a (20)-kap csucsa.

All tehdt a kivetkez6 tantétel :

3. tantétel. A gorbén dtmend négy mdsodrendli kup cstucsai-
bol alkotott tetraéder sikjai vdgjdk ki a gorbébél azt a 16 pontot,
a melyekben a simalé sik harmadrendben érint. A tetraéder
hdrom cstcsa diagondlis hdromszogét alkotja a sikjatol kivdgott
négy pont teljes négyszogének. Ezen négy ponthoz tartozo érinték
atmennek a tetraéder szemben fekvd cstiesén és az ehhez tartozo
kiupos hurrendszer tagjai, simalé sikjaik pedig a kip azon négy
egyenes alkotgjahoz tartozo érinté sikok.

Ha a gorbe két, rajta dtmend mdsodrendii felilet egyenle-
tével van megadva, akkor a fentebbi tantétel alapjén ennek a 16
pontnak meghatdrozdsa algebrai aton lehetséges épen Ggy, mint
a sikbeli harmadrendii gorbék 9 inflexié-pontjdnak meghatdrozdsa.
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I

A gorbe pontjaira nézve a projiczidlds és a perspektiv helyzet
fogalmat a kovetkez6 értelmezésekkel vezetjuk be:

1. ha AB(C a gorbe pontjai, akkor AB harbél ¢ pontot pro-
jiezidlni annyit tesz, mint ABC siknak a gorbével valo negyedik
metszéspontjat felkeresni.

2. A gorbén fekvé A, B,C, ..., A;B,C, ... pontrendszerek
perspektivek, ha egyikiik a masiknak a gérbe valamely hirjabél vett
projekezidja.

Ha a har parametere ¢, a projiczidlt ponté a, a projekezioé
b, akkor

a+b+c¢=0.
Az eredmény ugyanaz marad, ha projiczidld tengelyul a c-hur-
rendszer akdarmelyik tagjdt valasztjuk.

A t6bbszorosen perspektiv sokszogokre vonatkozolag felme-
ril6 kérdés analitikai kifejezése és megolddsa ugyanaz, mint a sik-
beli harmadrendi gorbéknél.* Elég lesz a f6bb eredményeket fel-
sorolnunk.

A tobbszorosen perspektiv sokszognek alap-tipusa az r-dsz.
HEgy r-dsz szogpontjainak parameterei

a+ke, (k=0,1,... r—1),
a hol e primitiv 7-edperiodus, ¢ tetszés szerinti parameter.

Két r-dszt ugyanazon hdlézathoz szdmitunk, ha a hozzdjuk
tartozo primitiv r-edperiodusok (c és ¢) kozott

g =As
1 -
reldezi6 4ll, a hol 2 relativ prim 7-hez.
Az r-dsz héalézatok szdma
ol 1 )
H(l)—?”(1+ =

a hol a szorzat » kulonboz6 primfaktoraira terjed ki.**

# A haymadrendii gorbék elméletéhez. Mésodik kozlemény. Az Exte-
sitd IX. kotetében (18—25 lap).
*% Harmadik kozlemény. Az Ertesité X. kotetében, 5-ik lap.
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1. tantélel. Ugyanazon halézathoz tartozd két »-dsz r-szere-
sen perspektiv, két kilonbozé hdlozathoz tartozd r-dsz nem per-
spektiv.

2. tantétel. Egy halozathol tetszés szerint kivalasztott hdrom
r-dszhoz mindig tartozik ugyanazon hdlézat egy negyedig r-dsza
ugy, hogy minden sik, mely a gorbét a hdrom elsd »-dsz egy-egy
pontjdban metszi, negyedszer a negyedik r-dsz egyik pontjdt metszi
ki a gorbébol.

Mert ha

”1+/"13
y+Fkye
\ ag+kye

+ /n‘i_é‘

(ky, Ky, Ky, By=0, 1, .. 7—1)

ll‘«’l-
r-dszok ugy vannak vélasztva, hogy

ay+ay+as+a, =0,

akkor egyszersmind
(@ +Fie)+(ag ko) +(as+ kise) +(ay+ kye) =0,
ky+ byt kg -k, =0 (mod 7),

Négy ilyen »-dsz pontjait »® szdamu sikkal lehet a gorbébdl
kivdgni ugy, hogy mindenik sik mind a négy 7-dsz egy-egy pontjat
vagja ki a gorbébol.

3. tantélel. A gorbe Osszes pontjait egyik pontjdhdl egy sikra
projiczidlva, a projekezi6é sikbeli harmadrendii és hatodosztdlya
gorbe. Az -dszok projekezi6i a sikbeli harmadrendti gorbére nézve
r-aszok.

ha

I1I.

Az A pont sim1lé sikjénak a gorbével valo negyedik metszés-
pontjat A oszhuldczids pontjdanak nevezziik.

Ha A parametere a, akkor oszkuldezids pontjaé —3a.

S1RINER-50/sz0gnek hiviuk a gorbén fekvé olyan zdrt sokszo-
get, & melynek mindenik szogpontja a megel6z6nek oszkuldczios
pontja.

Ezek meghatdrozdsira, valamint a velok kapesolatban fel-
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meriil6 kérdések tdrgyaldsdra ugyanazt a modszert lehet haszndlni,
mint a sikbeli harmadrend{i gérbéknél.*

A {6bb eredmények a kivetkez6k :

1. tantétel. A STEINER 71-8z0g0k szogpontjainak parameterei

((—3y—1)u=0
azon gyokei, a melyek hasonlo alaka, de kisebb exponensii kon-
gruenczidnak nem gyokei.

Ebbél kovetkezik, hogy minden 7-hez tartoznak SteINER-sok-
szogek. Ha szdmuk S(r), a primitiv p-edperiodusoké P(p), akkor
r.S(r)=2P(p),

a hol az 6sszeg mindazon p-kre vonatkozik, a melyekre, mint mo-

dulusra nézve —3 exponense 7.
Ha

Q@)= ((—3r—1)*

jelolést haszndlunk, ugyanezen szédmra 4ll ez a formula is:

v S (p Y
r.SM=0) ()( )—1—2‘()(])1])2) 95!
a hol p, p, . . . kulonboz6 primfaktorai r-nek.

Q. tantélel. Egy StINER 1-s20g csak akkor lehet egyszersmind
r-dsz, ha r kettének valamely hatvdnya és a sokszog szogpontjai-
nak parameterei primitiv 4r-edperiodusok.

3. tantétel. Ha r=2%, akkor minden r-aszhdlézathoz 8 Ster-
NER r-sz0g tartozik, a melyek négyével két csoportba oszlanak.

Zdrt pontrendszernek fogjuk nevezni az olyan pontok 0sszes-
ségét, a melyek koziil akdrmelyik hdarman dtmend sik negyedszer
is a rendszerhez tartozé pontban vdgja a gorbét.

4. lantétel. Egy STEINER r-dsz szogpontjai, valamint egy r-dsz
hélézathoz tartozd egy ecsoportbeli SrEINER r-dszok szigpontjai
egyiitt zdrt pontrendszert alkotnak.

5. tantélel. Azon STEINER-rdszok szogpontjai, a melyeknél

2 (2=0,1,;2, ... k), egyutt zdrt pontrendszert alkotnak.

% A harmadrendii gorbék elméletéhez. Harmadik kozlemény. Az Er-
tesité X. kotetében. (2-13. lap.)
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Mert ezen pontrendszer parameterei
2k+2 y=0

osszes gyokei. Mar pedig, ha u,, Uy, ug gyokok, — (u,+uy+1us) is
az, a mibél a tantétel kovetkezik.

6. tantélel. Olyan r-fisz szogpontjai (r tetszés szerinti), a
melynek egyik szogpontja Steiner-egyszog, zfrt pontrendszert
alkotnak.

Mert egy ilyen r-dsz szogpontjainak parameterei

a+ke (k=0,1,...r—1),

a hol ¢ primitiv r-edperiodus és a

’i"l —— ‘)
gyoke.
Tehat
(a+kie)+(a+kye)+(a+kse)+(a+kye) =0,
ha

k4 ko—+Fkg+ 1, =0 (mod 7).
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DESARGUES TANTETELENEK TERBELI
ANALOGONJAROL.

VALYI GYULA . tagtol.

Drsarcurs tantétele a sikban igy is fogalmazhato :

Ha a két hdromszog megfelelé szogpontjait 6sszekotd egye-
nesek linedris sugdrsorhoz tartoznak, akkor a megfelelé oldalok
metszéspontjai linedris pontsor tagjai.

Tekintetbe véve azt, hogy a térben a linedris sugdrsor reczi-
prokja megint linedris sugdrsor, analog tantételnek a kovetkez6t
lehet tekinteni :

Ha a két tetraéder megfelelt szogpontjait 6sszekots egyenesek
linedris sugdrsorhoz tartoznak, akkor a megfelelé oldalsikok met-
szési egyenesel szintén linedris sugdrsor tagjai.

Két tetraéder ilyen viszonyét linedris-nak fogjuk nevezni.

Ez a tantétel, melyet aldbb bebizonyitunk, azutdn annak a
kérdésnek felvetéséhez vezet, hogy vannak-e tobbszordsen linedris
tetraéderek ? Kimutatjuk létezésiket és felkeressik osszes fajaikat.

1. A linearis sugarsorokroél.
Ha p egyenes térbeli koordindtdi
pik @, k=1, 2, 3, &, pu + pri = 0),
akkor ezeket a kovetkez6 egyenlet koti ossze :
[P} = Doy Pra + P31 Pos + Pra P = 0-
Haa p, ¢ egyenesek koordindtdi pir, qir, akkor a feltétel arra
nézve, hogy a két egyenes messe egymdst :
(P, ¢ =14, Pl = Pazq1s + P31 924 T Prafas +
+ PiaQos + Pou 1 + P42 = 0-
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Erre a két egyenletre a kovetkezokben szukségtink van.
1. Keressiik fel a két egyenes (p és ¢) meghatdrozta linedris
sugdrsort. Ekkor
Sik = Apik + pqix
csak agy lehetnek vonalkoordindtdik, ha
Si=2nlpigl— 9.

Tehdt két egyenes csak ugy szdrmaztat linedris sugdrsort,
ha metszik egymdst. A sugdrsor azon egyenesek Osszeségébol dll,
a melyek p és ¢ kozos pontjdn keresztiilmennek és kozos sikjaban
fekiisznek, mert p és ¢ minden kozos metszéie (/) metszi az s egye-
nest is. Ugyanis

s, =24[p, 1+ nlg, U]

A sugarsornak ezt a fajat sikbeli linedris sugdrsornalk fogjuk
nevezni.

A feltétel arra mézve, hogy hdrom adott egyenes sikbeli
linedris sugarsorhoz tartozzék, abban dll, hogy a koordindtdikbol
alkotott matrix Osszes bharmadfokt determindnsainak el kell
enyészniok.

2. Kevessiik fel a hdrom egyenes (p, ¢ ésr) meghatdrozta
linedris sugdrsort, ha a hdrom egyenes nem tartozik sikbeli linedris
sugdrsorhoz. Ismét

Sik = Apix + pqir + vk
csak gy lehetnek vonal-koordindtdk, ha
[Sl=wv [q, ] +vA [r, pl + A [p, g1 = 0.

A kovetkezd eseteket kell megkiillonboztetntink :
@) p, q, r egyenesek ketténként nem metszik egymdst.
Ekkor a sugdrsor egyszertien végtelen sok tagbol dll azzal a
tulajdonséigeal, hogy p, ¢, » minden kozos metszbje (I) ket is
metszi. Mert
s, li=2[p, 1 +plg, U+vir, L.

Ebbél az kovetkezik, hogy a sugérsor a p, ¢, r egyenesek
meghatdrozta masodrendii és masodosztdlyi feliileten (egykopenyfi
hyperboloid vagy hyperbolikus paraboloid) fekszik és azon azt az
egyenesrajt alkotja, melynek p, ¢, » is tagjai.

o ———
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b) p és q metszik egymést, de p és r, ¢ és r nem.
Ekkor
[s1=v @lp, 1]+ plg, 1) =0

egyenlet azt mutatja, hogy a sugdrsor két sikbeli linedris sugdrbol
4ll. Egyiknek (v=0) alapsugarai p és ¢, a mdsikéi

Pik-[q, ] — qix [ p, 7] é8 r egyenesek.

Tehdt két sikbeli linedris sugdrsor kiilon czentrummal és
sikkal, de kozos sugdrral. A kozos sugdr koordindtdi

g, ] . pi—[p, 7]. qix.
c)p és q, q és r metszik egymdst, de p és » nem.

Ekkor
sl=Aviip; 11=0

egyenlet mutatja, hogy a sugdrsor megint két sikbeli linedris sugdr-
sorbol dll p és q, q és » alapsugarakkal, tehdat megint két sikbeli
linedris sugdrsor kilon czentrummal és sikkal, de kozos sugdrral.

d) p, q, r egyenesek ketténként metszik egymast és igy vagy
kozos pontjuk, vagy kozos sikjok van.

Ekkor [s] = 0 egyenlet identitds. fgy a sugérsor kétszeresen
végtelen sok tagbdl 4ll, melyeket p, ¢, » minden kozos metszije
metszi.

Ha p, q, r egyeneseknek kozés pontja van, ezen mennek &t
az Osszes sugarak (‘sugdrpont), ha p, q, r egyeneseknek kozos sikja
van, ebben fekiisznek az Osszes sugarak (sugdrsik).

Az eddigiekbdl az kovetkezik, hogy ha négy egyenes linedris
sugarsorhoz tartozik, de hdrmanként nem tartoznak sikbeli linedris
sugdrsorhoz, akkor a kovetkez6 négy eset lehetséges :

1. A négy egyenes egy méasodrendli és mésodosztdlyu felu-
leten fekszik, de ketténként nem metszik egymédst. (Hyper-
bolikus sugaral:.)

2. A négy egyenes két sz6got alkot kulon szogponttal és sik-
kal, de olyan helyzetben, hogy egyiknek szogpontja a mdsiknak
sikjdban fekszik és viszont. (K¢élszdqds sugarak.)

3. A négy egyenesnek kozos pontja van. (Pontbeli sugarak.)

4. A négy egyenesnek kozos sikja van. (Sikbeli sugarak.)
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A feltétel arra nézve, hogy négy adott egyenes linedris sugér-
sorhoz tartozzék, abban 4ll, hogy a koordindtaikbdl alkotott matrix
osszes negyedfokt determindnsainak el kell enyészniok.

2. A linearis tetraéderekrdl.

Legyenek két tetraéder szogpontjai A,A,A;A,, B B,ByB, és’
oldalsikjai o upag0y, 318030, A jelolés legyen tugy vilasztva,
hogy pl.

oy = A iA:&A‘i-

Megfelel6 elemek legyenek az egyenld indexiuiek.
Az elsé tetraédert vdlasszuk a koordindtarendszer alapjdnak
és 1gy a szogpontok koordindtdi legyenelk :

1000 by1010D 15D,
0100 b3t 055055008
0010 b31b3alsgsbsy
0001 041040430 5s

Minthogy a mdsodik tetraéder is valésdgos, a b;; elemek
determindnsa B=0.
Az oldalsikok koordindtdi

1000 ByiBuBuBy
0100 B«ZIBQ—EBQZ}B%
0010 BB BB,
) 0001 BBy BiaBiy

a hol By jelenti B determindnsban a by, elem aldetermindnsdt.

A kovetkezokben feltessziik, hogy Ui, By elemek kozil egyik
sem =0. Hazel azt mondjuk ki, hogy egyik tetraéder szégpontjai
koziil egyik se fekiidjék a mésik tetraéder valamelyik oldalsikjd-
ban. Ezzel egyszersmind kimondottuk azt is, hogy a megfelels
szogpontokat 6sszekoté egyenesek kozil hdrom-hdrom ne fekidjék
egy sikban és a megfelel6 oldalsikok metszési egyenesei koziil
harom-hdrom ne messe egymdst egy pontban.

A megfelel§ szogpontokat Osszekotd egyenesek koordindtdi,
ha azokat

Pa3 P31 P12 P14 Pos P

XI

W
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sorrend szerint soroljuk fel:

O —bh by by 0 0
by O —by,, 0 by O
—by by O 0 0 2
O 0 0 = I).“ 5| &t b4:.’ ion b,“-}
A négy egyenes linedris sugdrsorhoz tartozik, ha ezen matrix

Osszes negyedfokt determindnsai elenyésznek. Ez a kovetkezd
hét egyenlethez vezet :

) D19basbsy = by3h3abs,
(2) b15Ussbyy = 146 y3bsy
(3) b14bgbyy = b1abyyby
(%) baybaibys = byybyshag
5) 0190930940y = b14D43b59D0,
(6) bi3bsbgabyy = biabaybysbsy
(7) b14babasbsy = by3055b94Dy,

De a négy utolso egyenlet a hdrom elsének kovetkezése, mert

(4) kovetkezik (1), (2) és (3) —
(5) « (1) és (2) —
(7) « (3) és (1)

szorzasabol.
A koordindtdk homogének és feltétel szerint 0-t61 kulon-
boz6k 1évén, elére beigazithatok tgy, hogy
byy = bya, by = by, by = by
legyen. De akkor a hdrom els6 egyenlet szerint egyszersmind
byy = bga, by, = byg, by = by,

azaz B szimmetrikus determindns.

Epen igy a feltétel arra nézve, hogy a megfelels oldalsikok
metszési egyenesel linedris sugdrsorhoz tartozzanak, abban dll,
hogy a By, elemek determindnsdt a soroknak czélszertien vélasztott
faktorokkal szorzdsdval szimmetrikussd lehessen tenni.
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De egy determindns és adjungdltja kozil, ha egyik szim-
metrikus, a mdsik is az. Ebbél az kovetkezik, hogy :

Ha a két tetraéder megfelels szogpontjait osszekoto egyenesek
linedris sugdrsorhoz tartoznak, akkor a megfelel6 oldalsikok met-
szési egyenesei szintén linedris sugdrsor tagjai, és megforditva.

De ha a

bir, = bri
egyenletek éllanak, akkor a két tetraéder k6zott poldrrecziproczitds
all fenn arra a mdsodrendli és mésodosztilya feliletre nézve,
melynek egyenlete sikkoordindtdkban
by ur = 0.

{ .e ” z hd

All tehdt a kovetkez6 tantétel is :

Minden tetraéder bdrmely méasodrendii és masodosztdlyn felu-
letre vonatkozd poldrrecziprokjaval linedris viszonyban van.*

A linedris viszony fajainak meghatdrozdsdra megjegyzend6,
hogy a feltétel arra nézve, hogy A, B, és A,B, messék egymést :

bisbay = bysbyy = 0.

A by, = by feltételeket tekintetbe véve, ugyanez a feltétel
arra nézve is, hogy A,B, és A, B, messék egymast.

A B, és A;B,, A,B, és A,B, metszik egymadst, ha

b1gbgy—byubgy =0

A B, és AB,, A,B, és A;B, metszik egymdst, ha

b1absg—by3bg = 0.
A hdrom egyenlet kozill kettének a harmadik kovetkezése.

Vegyiik tekintetbe ezenkivil azt, hogy az adjungalt deter-
minénsok ismert tulajdonsdga szerint:

by3by,— iy = 0 68 By Byy— BBy =0

* Bz a tantétel Cuasis-t6l ered. Lésd Satmon-FiepLER Analytische
Geometrie des Raumes I. kotet 180. lap (méisodik kiadas) és a hozzé csa-
tolt jegyretet.

*
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egyenletek koziil egyik a mdsiknak kovetkezése, azaz ha A,B; és
A,B, egyenesek metszik egymdst, metszik egymést a,f, és ,3; 1s.

Hzek alapjdn a linedris viszonynak kovetkezd hdrom fajat
kell megkulonboztetniink :

1. Mind a megfelelé szogpontokat 6sszekots egyenesek, mind
a megfelel oldalsikok metszési egyenesei hyperbolikus sugarak.
( Hyperbolikus viszony. )

9. Mind a megfelels szogpontokat 6sszekioté egyenesek, mind
a megfelel oldalsikok metszési egyenesei kétszogos sugarak.
( Kétszogos viszony.)

3. A megfelelé szogpontokat Gsszekoté egyenesek pontbeli,
a megfelels oldalsikok metszési egyenesei sikbeli sugarak. (Per-
spektiv viszony.)

Fzek kozil, tudtunkkal, eddig esak a perspektiv viszony volt
figyelembe véve.

3. A tobbszordsen linearis tetraéderekrol.
Legyenek A, 4,454, és B, B,B;B, tetraéderek linedris viszony-
ban az
( AAAA, )
B\ B,B; B,
szimbolummal feltintetett médon, a hol megfelelé elemek egy-
més alatt dllanak.

Az a kérdés meriil fel, hogy ezen a viszonyon kivil, melyet
alapviszony-nak fogunk nevezni, lehet-e még mas linedris viszony
is a két tetraéder kozott?

Azt a viszonyt, melynek szimboluma az alapviszonyéhol tgy
szdrmaztathaté, hogy a B elemek indexeire az S-szubstitucziét
alkalmazzuk, S-viszonynak fogjuk nevezni. E szerint az alapviszony
Gj jele lesz 1, mint az identikus szubstituczio jele.

Az S-viszony feltételeit megkapjuk, ha a

b1abasbs; = ysbsabay

b13b3,byy = Dyabigshay

b1abigbay = b1abasbyy

bysbasbis = basbishae
egyenletekben, melyek koziil hdromnak kovetkeménye a negyedik,
az elsé indexekre az S-szubstitucziot alkalmazzuk s azutdn felhasz-

|
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naljuk a bix = by; egyenleteket, a melyek az alapviszony létezését
mondjdk ki.
1. Az (12)-viszony feltételei

by3bay = 1sbos
b, b2 = b,,b3

13
8 2
l/“b? = b,,b3,

A harmadik egyenlet a két els6nek kovetkezése. Az elsd
egyenlet kimondja, hogy A,B, és A,B,, A.B, és A, B, metszik egy-
mést, tehat ebben az esetben sem az alapviszony, sem az (12)-vi-
szony nem lehet hyperbolikus.

2. Az (12) (34)-viszony feltételei

b11ba3byy = baoby3by,

basbisbig = Uiyl bgy
3. Az (1234)-viszony feltételei

b11bgsbgy = biobysbyy
bagbasbyy = basbyshy,
basbyshis = byybisbyy
byuby1bay = by b5y,

A négy egyenlet koziil hdromnak kivetkezménye a negyedik.
4. Az (123)-viszony feltételei

by1bogbe, = bf&,b@z::
baobagibyy = U2,b,,
bysb ibay = b2,D,,

Ezekbél és a hasonld feltételekbol a kovetkezd osszefuggé-
seket lehet kiolvasni :

1. Az (12), (23), (31) viszonyok kozul ketté a harmadikat
maga utdn vonja.

2. Az (12), (34), (12) (34) viszonyok kozil ketté a harmadikat
maga utdn vonja.

3. Az (12)(34), (13)(24), (14) (23) viszonyok kozil ketté a har-

madikat maga utén vonja. r

L
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4. Az (123), (132) viszonyok kozul egyik a mdasikat maga

utdn vonja.

5. Az (123), (234), (14) (23) viszonyok kozil ketté a harma-
dikat maga utdn vonja.

6. Az (1234)-viszony maga utdn vonja az (1432) és (13)(24)
viszonyokat.

A tobbszorosen linedris tetraéderek fajait kovetkezoképen
osztjuk hdrom csoportba :

1. A meglevé viszonyok kozott van perspektiv is. Alap-
viszonynak ilyent vdlasztunk.

2. A meglevé viszonyok koz6tt nines perspektiv, de van két-
sz0gos. Alapviszonynak ilyent vdlasztunk.

3. A meglevé viszonyok mind hyperbolikusok.

L

Legyen az alapviszony perspektiv. Vilasszuk egységpontnak
a perspektiv czentrumot és igy B,B,B;B, koordinétdi legyenek
A1
gl
=1y
il L7

Hogy a négy pont kilonboz6 legyen Apvp kozél legfolebb
egyik lehet =1. A kovetkezbkben ezt kikotjik.
1. Az (12)-viszony feltétele :
=

2. Az (12)(34)-viszony feltételei:

A= U V=P
3. Az (1234)-viszony feltételei :
A= 1— =Y 1
2 P

4. Az (123)-viszony feltételei :

Ez a viszony tehdt lehetetlen.
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Ezeknek és a hasonlé feltételeknek kombindldsdval kapjuk
meg az Osszes eseteket. A hasonlé eseteket egyikokkel képvisel-
tetve, csak a lényegesen kiilonboz6 eseteket soroljuk fel.

Meglevé viszonyok :

1. Az 1 perspektiv és az (12) kétszogos viszony, ha 1 =p,
v és p ezekttl és egymdskozt killonbozok.

2. Az 1 perspektiv és (12), (23), (31) kétszogos viszonyok, ha

A=p=v=p.

3. Az 1 perspektiv és az (12), (34), (12) (34) kétszogos viszo-
nyok, ha

=~
/»:u?y:p = —.
*Z =

4. Az 1 és (13)(24) perspektiv, az (13) és (24) kétszogos, az
(1234) és.(1432) hyperbolikus viszonyok, ha

fL P

5. Az 1 perspektiv és az (12), (13), (14), (23), (24), (34),
(12) (34), (13) (24), (14) (23) kétszogn viszonyok, ha
l=p=yv=p=—1.
6. Az 1, (12) (34), (13) (24), (14)(23) perspektiv és az (12), (13),

(14, 23), (24), (34), (1234), (1432), (1243), (1342), (1324), (1423)
kétsz6gos viszonyok, ha

).:/LZVZ/;ZHL

Ebben a csoportban tehdt a linedris viszony sokszorossdagi
Széamai :

2, 4, 6, 10, 16.

Megjegyzem, hogy a tobbszorosen perspektiv viszonyokat
mar egy régibb alkalommal felkerestem volt,* de akkor a kétszogos
€8s hyperbolikus viszonyol figyelmen kiviil maradtak.

* Mathematikai és természettudomanyi Ertesits. 1V. kotet, 6—S. lap.

—
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IL
Legyen az alapviszony kétszogos és pedig gy, hogy A, B, és
AyB,, A;B; és A B, messék egymadst.
Vélasszuk A, B, és A,B, metszéspontjat egységpontnak és
igy B,B,B;B, koordinatdi legyenek

A1 14
L did
I.1va
11ap

Hogy a viszony ne legyen perspektiv, kizdrjuk az a=1 esetet.
Hogy a pontok kiilonbozék legyenek, kizérjuk a
A=p="1 68 vi—p—0a

eseteket. A kovetkez6kben mell6zziik az olyan esetet, mikor per-
spektiv viszony is fellép, mert az ilyen eseteket mér letdrgyaltuk.
foy mell6zziik a

Ai=p=—1e8v=p=1
a

eseteket, mert az elsénél az(12), masodikndl a (34) perspektiv viszony
1épne fel.
1. Az (12)-viszony feltétele :

A=p
2. A (34)-viszony feltétele :
y=2p
3. Az (13)-viszony feltételei:
=y o —1,

tehét mellézends. Epen igy mellozendk (14), (23), (24).
4. Az (12) (34)-viszony feltételei:

A=p, v=p
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5. Az (13)(24)-viszony feltételei:
A=y, pa=p
6. Az (1324)-viszony feltételei :

A=p, v=p, W=a

~

. Az (1234)-viszony feltételei :

lna=1, o=1, w=1

axn

. Az (123)-viszony feltételei :
i =dna=1 v— a®

De ekkor a felléps (12)-viszony perspektiv volna, azért ez az eset
mell6zendd, valamint az 0sszes hdrmas cziklusok.

Megint csak a lényegesen killonboz6 eseteket soroljuk fel. a
hasonlokat egyikiikkel képviseltetve. Oda tesszik a feltételeket
arra nézve, hogy perspektiv viszony, vagy a felsorolt viszonyokon
kiviil mds ne lépjen fel. A fennebb felsorolt kik6tések mindenikhez
oda értend6k.

Meglevé viszonyok :

1. Az 1 kétszogos és az (13)(24) hyperbolikus viszonyok, ha

RA =, =p, A 2.”-’ A 3 1, iuza 2 1
2. Az 1 és (13)(24) kétsz6gos viszonyok, ha
la=y, pa=p, Ap=1, A1=p.

3. Az 1 és (13)(24) kétszogos, az (1234) és (1432) hyperbo-
likus viszonyok, ha
1.

o=y, pa=p, Mpa=1 1=215p

A\

4. Az 1, (1234), (13)(24), (1432) kétsz0gos viszonyok, ha

A =ipi= 1Rt (=t

5. Az 1 és (12) kétszogos viszonyok, ha
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=2}

. Az 1, (12), (34) és (12)(34) kétszogos viszonyok, ha ¢
A= - w—p 1 Eluztl, /'.l'l?\,v.

7. Az 1, (12), (34), (12)(34) kétszogos 6s az (1324), (1423)
hyperbolikus viszonyok, ha

8. Az 1, (12), (34), (12)(34) kétszogos és az (13) (24), (14)(23)
hyperbolikus viszonyok, ha

A=p, la=v=p, 1Zal®Za
9. Az 1, (12), (34), (12) (34), (13) (24), (14)(23), (1324) és (1423)
kétszogos viszonyok, ha
A=p=—1, v=p=—a.

10. Az 1, (12), (34), (12) (34), (13)(24), (14) (23), (1234), (1432),
(1243), (1342) kétsz6gos viszonyok, ha

Ebben a esoportban tehdt a sokszorossdgi szdmolk :

9,3, 6, 8, 10.

IIL.

Ha a meglevd viszonyok mind hyperbolikusok, akkor a jelek
kozott csere nem fordulhat eld.

Vegyiik el6szor azt az esetet, mikor az alapviszony mellett az
(13) (24)-viszony is fellép. Vdlasszuk B; pontot egységpontnak. Az
(13) (24)-viszony feltételei szerint B, B, BB, koordindtdi legyenek :

1 L
e b
1caca
10 aila
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Hogy mind az alapviszony, mind az (13)(24)-viszony hyper-
bolikus legyen, feltessziik, hogy a, b, ¢ kulonboz6k és 2a =1, 2c=1.

A lényegesen kiilonboz6 eseteket soroljuk fel.

Meglevé viszonyok :

1. Az 1 és (13)(24) hyperbolikus viszonyok, ha a, b, ¢, 2 a
kovetkezé pontokban felsorolt és az ezekhez hasonlé feltételeket
nem elégitik ki.

2. Az 1, (1234), (13)(24), (1432) hyperbolikus viszonyok,* ha
ac
. Az 1, (12)(34), (13) (24), (14)(23), hiperbolikus viszonyok,

ha

' z:’f.1;h;m
|

‘ A=—="D0=he = =ea— fL// = »
1 < <

|

4. Az 1, (13)(24), (124), (142), (234), (243) hyperbolikus viszo-

nyok, ha
A=—1, a4+¢=0 b =acZ —1.

Még csak az az egy eset van hdtra, mikor az alapviszonyon
kivil felléps viszonyok jelei hdrmas cziklusok. Vegyik példdnalk
azt az esetet, mikor a meglevé viszonyok 1, (234), (243).

Ha B, pontot egységpontnak vdlasztjuk, B,B,B,B, koordi-
natdi lesznek

i1t
labe
1bea
leab

A viszonyok hyperbolikusok és mds viszony nem lép fel, ha
a, b, ¢ kulonbozok és a
b+ e¢=0, be=a
c+a=0, ca=0D>
a+b=0, ab=c
egyenletparok egyike sem érvényes.
* Ilyen viszony van a negyedrendd és elsé fajii térbeli gorbéken egy
halézathoz tartozd két tetrasz kozott. (thesmo X. kotet, 244—251. lap.)

Mert az ott értelmezett perspektiv viszony ugyanaz, mint az itt értelmezett
hyperbolikus viszony.
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A harmadik csoportban tehdt a sokszorossdgi szdmok :
2,3, 4,6.

Végill megemlitem, hogy ugyanazt a tobbszordsen linedris
viszonyt tobbféleképen lehet szubstituczio-jelekkel jellemezni, mert
a meglevd viszonyok akdrmelyike vdlaszthatoé alapviszonynak.

De az dtmenet egyik jelrendszerrél a mésikra egyszerti.

Ha 1) alapviszonynak azt vesszik, melynek régi jele S volt,
akkor a régi alapviszony 1) jele lesz S—!, azé a viszonyé pedig,
melynek régi jele S| volt, lesz S;S—, a hol a szubstitucziék szorzd-
sdnak sorrendje jobbrél balra van értve.




MATHEMATIKAI ES TERMESZETTUDOMANYI BRTESITO.

KULONNYOMAT A XII. KOTET 5. FUZETEBOL.

TOBBSZOROSEN LINEARIS TETRAEDEREK A
NEGYEDRENDU ES ELSOFAJU TERBELI GORBEN.*

VALYI GYUIA 1. tagtol.

A negyedrendii és els6faju térbeli gorbe paraméteres dssze-
dallitasa czélszerlien vdlasztott koordindta-rendszer mellett

Tzt =p @t p)p 1.

A gorbe pontjait a paraméter megfeleld értékeivel fogjuk
jelolni.

Csak azokra a linedris viszonyokra fogunk tekintettel lenni,
a melyeknél a két tetraéder szogpontjai a gorbén vannak és a meg-
felel szogpontokat Osszekoté egyenesek ugyanazon hurrendszer-
hez tartoznak. Hogy az ilyen viszonyt a két tetraéder kozott esetleg
felléep6 mds linedris viszonyoktél megkulonboztethessiik, hiiros
viszonynalk fogjuk nevezni.

Ha a két tetraéder szogpontjai w uguiguy és vvyv4v, akkor az

(ulueusu4)
Uy Up V3

haros viszony feltételei:

W=t =+ mu=u+y,=c

Ha 2¢ nem = 0, akkor a viszony hyperbolikus, ha 2¢ = 0,
akkor a viszony perspektiv. A perspektiv czentrum a gorbén dt-
mend négy mdsodrendli kap egyikének csticsa. Ezeket roviden

* Bz a kozlemény folytatisa egyfeldl a negyedrendii és elséfaji térbeli
gorbék (Ertesits X. kotet 244—251. lap), mésfel6l a DESARGUES tantételének
térbeli analogonjdrdl (Ertesité XL kotet 30—44. lap) irott kozleményeimnek.
Az azokban hasznalt jeloléseket és elnevezéseket ebben is hasznilom.
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kupesiiesoknak fogjuk nevezni és a megfeleld kiipos hirrendszerek
parametereivel (¢, w,w’, w + w') jelolni. A gorbén dtmend masod-
rendii feliletsor tobbi tagjait roviden hyperboloidoknak fogjuk
nevezni.

Minthogy az egyik tetraédert a mésikba projiczidlé hurrend-
szer parameétere egy par megfeleld szogponttal mdr meg van hata-
rozva, azért az alapviszony mellett fellépé hiros viszonyok szub-
stituczio-jelei kozott sem csere, sem hdrmas cziklus nem johet
elé és a hiros viszonyok sokszorossfgi szdma legfennebb 4 lehet.

I

Az alapviszony mellett az (12)(34) hiros viszony is fellép, ha
egyszerre
WGt =t =t u=u 4 v, =
Uy + Vg = Ug+ V) = Uy~ Uy = Uy + Vg =

a hol ¢, és ¢, nem kongruensek.
Ezekbél

I

Uy — U = Uy — Uy =16y — € =€ — Gy,
és 1gy A

tehat ¢, — ¢, = o, vagy o', vagy o + o'.
Ha ezek egyikét w-val jeloljuk, akkor az elsé tetraéder szog-
pontjai
U, W+ e, Ug, Us+ @

azaz i,y és U, ugyanazon halézathoz tartozd dudszok. Két ilyen
dudszt dudszpdr-nak fogjuk nevezni.
Egy dudszpart barmely harrendszerrel a gorbére projiczidlva
az els6vel kétszeresen linedris dudszpdrt kapunk, mert
UWty=utot+h=Ut+WB=u+ o+ vy =c

kongruenezidkbél

W=y t+toet+v,=mt+th=Ltotvry=c+ao
kovetkezik.

23+
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A két viszony egyitt hyperbolikus, vagy egyutt perspektiv.
Perspektiv-czentrumok vagy az 0 és @, vagy az @' és @ + @ kup-
estiesok, ha 24 és 2’ primitiv perioduspért jelolnek.

A kétszeresen hyperbolikus huros viszonynak kulénosen ér-
dekes esete az, mikor a két projiczidld hturendszer konjugalt azaz
ugyanazon hyperboloidon fekszik. Ennek szerinte

2, + o =0.
Az ennek megfelelé
@ @ @ ; @ %
Q’) *72) 797+(ul, = | Q_*—wl

értékek kozil a két els6 és a két utolsd konjugalt harrendszernek
paraméterei.

Tehat az «-hdlozathoz két hyperboloid tartozik azzal a
tulajdonsdggal, hogy akarmelyikok a hdlozathoz tartozd barmely
duaszpdrt konjugalt htrrendszereivel ugyanazon dudszpdrba pro-
Jiczidlja.

Mind a hdrom dudsz-hdlézathoz tartozik két-két ilyen hyper-
boloid. Osszesen tehdt 6 van. Konjugdlt htrrendszereik paramé-
terei a 12 primitiv negyed-periodus.

IT.

Az 1 és (12) (34) huros viszonyok mellett az (13) (24) hiaros
viszony is fellép, ha nemesak wu, és w5, hanem w g és Uy, 18
dudszparok. Ilyen tetraéder szogpontjai

U, W+to wyt+o, u+o+to

De akkor w,u, és uyu, is dudszparok, tehdt az (14) (23) hiros
viszony is fellép. A huros viszony négyszeres.

A négy szogpontra nézve az a jellemz6, hogy a hozzajok tar-
toz6 négy érinté ugyanazon hiarrendszerhez (2u,) tartozik. Négy
ilyen pontot egyttt négyes-nek (quadrupel) nevezink.

A gorbe minden pontja tagja egy négyesnek.

Akdrmely két négyes négyszeresen linedris viszonyban van
az 1, (12) (34), (13) (24), (14) (23) jelekkel jellemzett modon. A pro-
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Jiezialo hurrendszerek paraméterei ¢, ¢ + o, ¢+ o', ¢+ o + @',
tehdt a négy viszony egyszerre byperbolikus vagy egyszerre per-
spektiv.*

Az el6bbi pontban emlitett hdrom hyperboloid-pdar biarme-
lyike akdrmely négyest ugyanazon négyesbe projiczidlja konjugdlt
hiirrendszereivel.

IIT.

Az 1, (1234), (13) (24), (1432) huros viszonyok egy hal6zathoz
tartozo két tetrdszndl lépnek fel.
Két ilyen tetrdsz szogpontjai

w, -+e, uU-+2s, wu-+ 3e,
v, U+3s, v+2, v-+e,
a hol e primitiv negyed-periodus.
A ‘projiczial6é barrendszerek paraméterei

G=U+Vv=¢ CG=c-+3s cg=c12, cg=c-te.
Bzekbél
2e, =2=Cy+ ¢, 20=%2,=¢ + ¢,

tehdt az 1 és 3, 2 és 4 viszonyok egyszerre hyperbolikusok, vagy
egyszerre perspektivek. De ha két viszony perspektiv, akkor a
masik két viszony projiczialo hurrendszerei konjugdltak.

Minden tetrdszhoz két vele kétszeresen perspektiv tetrdsz
tartozik. Az e-hdlozatndl perspektiv-czentrumok vagy a 0 és 2e,

vagy a 2¢’ és 2e + 2¢" kaipesuesok, ha 4e, 4¢’ primitiv perioduspért
jelentenek.

A tetraszt ugyszolva a két tetraszba projiczidljak a 2e-dudsz-
hdlézathoz tartozolag az L. pontban kimutatott két hyperboloid
konjugdlt hurrendszerei.

Tovabba

i+ CG=c3+ ¢
¢ +CL=0Cy+ ¢y,

* A négyesekrél eddig emlitett tantételeket geometriai titon ScHRY-
TER bizonyitotta be. (Grundziige einer rein geometrischen Theorie der Raum-
kurve vierter Ordnung erster Species. 1890,)
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tehdat ha az 1 és 2, vagy az 1 és 4 projiczialo harrendszerei kon-
jugdltak, a két mésik viszony projiczidlé hurrendszerei is azok.
A feltétel erre

2c+3:=0 vagy 20+ e=0.

Az ezeknek megfelel

e 3e 55 Te e 3e be 7e
= b i IS o 9! = Pl =S Gale | g gyl
9 ? 2 ’ 2 ’ Q ’ 2 =g, +"€’ Q +"‘€) "_; +"s

9
Z

értékek kozil a négy els6 és a négy utolsé ugyanazon tetrdszba
projiczidlé, kettenként konjugdlt hurrendszerek parameéterei.

Tehdt minden tetrdsz-halozathoz két-két par hyperboloid
tartozik azzal a twlajdonsdggal, hogy barmelyik par konjugdlt har-
rendszereivel a”hdlézathoz tartozé akdrmely tetrdszt ugyanazon
tetrdszba projiczidlja.

A 6 tetrdsz-hdlozathoz egyutt 24 ilyen hyperboloid tartozik.
Konjugdlt huarrendszereik parameterei a primitiv nyolezad-perio-
dusok.
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MATHEMATIKAI ES TERMESZETTUDOMANYI ERTESITO.

KULONNYOMAT A XII. KOTET 2—3. FUZETEBOL,

A POLARRECZIPROK TETRAEDEREKROL.

VALY GYULA, 1. tagtol.

Minden tetraéder bdrmely mdsodrendii és mdsodosztdlyn
felilletre vonatkozd poldrrecziprokjaval linedris viszonyban van.*

Az a kérdés, hogy ez a viszony hyperbolikus, kétszogos vagy
perspektiv-e ?

LeO‘Veu adva a felilet és a tetraédernek harom szogpontja
A, B, €. Tegyik fel, hogy AB( sik a felilletet nem érinti.

Valaszszuk a koordindta-rendszer harom elsé alappontjd-
nak A, B, (I pontot, negyedik alappontnak pedig ABC sik pélu-
sit (D)), a mely pont egyszersmind a poldrrecziprok tetraéder
negyedik szogpontja.

[lyen koordindta-rendszer mellett a felillet egyenlete sik-
koordindtdk (w, v, w, s) mellett

U= (g0 = g2+ Dt 2ty U~ 200, 100 52 =0,

Ha a tetraéder negyedik szogpontja &, v, ¢, 1, akkor a poldr-
recziprok tetraéder szoégpontjai

Uy Qg, g, —§
g1, Og9, Gy3, —T
A315  Gggy  Ogy, —F
0, i ACENEEE R

A két tetraéder linedris viszonya hyperbilikus, kétszogos
vagy perspektiv a szerint, a mint

. I‘:’)'h‘.\“l‘tr}' XI. kotet 35. lap.
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egyenletek kozill egy sem, vagy csak egy, vagy mind a hdrom
teljesil.

1. Ha ayy = a0y = a,, =0, azaz A, B, ( pontok kettenként
konjugdltak, akkor ABCD tetraéder D pont barmely helyzeténél
poldrrecziprokjéval perspektiv viszonyban van.

2. Ha ayq, ay, 0 kozil csak kettd enyészett el, pl. ayy =
—aq, =0, azaz € pont és AB egyenes konjugdltak, akkor ABCD
tetraéder polldrrecziprokjdaval

perspektiv viszonyban van, ha D pont az ABD, sikba esik ;

kétszogos viszonyban van minden més esetben.

3. Ha ayy, ay, a,, kozil csak egy, vagy egy sem enyészik
el, legyenek BC, CA, AB egyenesek konjugdlt polarjai a', b', ¢'.
Akkor

Ugylf—typ2 =0
Ap2 — 0oz = 0

Uggt—(t Y = 0

az Aa', BU', Cc' sikok egyenletei. A harom sik egy egyeneshen
(p) metszi egymést.

ABCD tetraéder linedris viszonya poldrrecziprokjahoz

perspektiv, ha D pont a p egyenesen van ;

kétszogos, ha D pont az Aa’, Bb', Ce¢' sikok egyikében van;

hyperbélikus minden mds esetben.

Ugyanez az eredmény akkor is, ha AB( sik a feluletet
érinti.

Az eddigiek akkor is dllanak, ha a feliilet helyére kupszelet
lép. Ekkor ugyan a tetraéder poldrrecziprokja a kupszelet sikjaban
fekvé négy pont, de azért most is all, hogy a megfelelé pontokat
osszekoté egyenesek linedris sugdrsorhoz tartoznalk.

Ha kapszeletiil éppen a tér végtelen tdvolban fekvé képzetes
korét veszszik, akkor a tetraéder szogpontjait poldrrecziprokja
megfelel pontjaival Gsszekoté egyenesek nem egyebek, mint a
tetraéder magassdgai. Aa', Bb', Cc¢' sikok BC, CA, AB egyene-
sekre mertlegesek. Végil p egyenes az AB( hiromszog magas-
sdgpontjiban a haromszog sikjdra merdleges.

Tehat ABCD tetraéder magassagai

egy pontban metszik egymdst, ha 1) pont a p egyenesen van ;
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kétszogos sugarak, ha D pont az Aa', Bb', (¢’ sikok egyiké-
ben van;

hyperbolikus sugarak minden méds esetben.

Az ABC, ABD, ACD, BCD hiaromszogek magassagpontjai-
ban ezek sikjaira meréleges egyenesek (p, ¢, r, s) mindenik
metszi a tetraéder mindenik magassdgdat. Ebbol az kovetkezik,
hogy a négy egyenes a magassdigokéval egyenld jellegii linedris
sugdrsorhoz tartozik.

Ha a magassfgok két szoget alkotnak I, szogponttal o, , P,
szogponttal o, sikban, akkorp, ¢, r, s egyenesek szintén két szo-
get alkotuak P, szogponttal s,, P, szogponttal o, sikban.

Ha a magassagok hyperbolikus sugarak, akkor p, ¢, », s
ugyanazon hyperboloid mdsik egyenese rajahoz tartoznak.

Ha a p, q, r, s egyenesekkel parhuzamos magassigok p, , ¢,,
i Sy akkor ppy, qqq, rry, ss;, sikok egy pontban, a hyperboloid
czentrumaban metszik egymadst.

Hibaigazitds. Vilyinak az Ertesits XI. kotete 322—326. lapjain  ké-
zolt czikkében a kivetkezd sajtéhibik javitandék ki:

323. lap 2. sordban (¢, w, w', w 4 w) helyett (0, m, @', o + »’).
324. lap 6. soraban szerinte helyett feltétele.

935

325. lap alulrél 6. sordban tigyszélva helyett ugyanabba teendd.




A MASODRENDU FORGASI FELULETEKR(")L.‘*

A masodrendii forgasi feliiletek kritériumainak az a levezetése,
melyet itt kozlok, véleményem szerint egyszertibb és egyenesebb
azoknal, a melyek az ismert elemzé geometriai tankonyvekben
lathatok.

A levezetés alapjat a kovetkez6 két determinans-tétel alkotja:

1. ha a redlis clemekbdl allé szimmelrikus determinans el-
enyészik, akkor az atloi aldeterminansok kozott nem lehetnek kii-
lonboz6 elGjeltiek ;

2. ha a szimmetrikus determinins osszes 4tloi aldeterminansai-
val elenyészik, akkor velok egytitt az 6sszes aldeterminansok el-
envésznek.

Ez a két tétel egyszerti kovetkezése az elenyészd szimmetrikus
determinansok azon ismert tulajdonsaganak, mely szerint

AiiAj— A = 0,

a hol Ay, Awr, Air 2z | @ | szimmetrikus determinans a;;, arr, @i
elemeinek aldeterminansai.

I

Ismeretes, hogy annak eldéntése vajon a derékszogii pontkoor-
dinatas egyenletével adott masodrendii feliilet forgasi feliilet-e,
egyértelmii annak eldontésével, hogy a felilethez tartozo Laplace-
egyenletnek van-e tobbszords gyoke ?

A Laplace-egyenlet

* El6adva a Math. és Phys. Tarsulat 1893 november hé 30-an tartott
szakiilésén,

Mathematikai és Physikai Lapok. III. 1
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Quy—~  dy (/%
40 = | dg SR =0, (@i = ay)
(g sy Ugs—A |

melynek, mint ismeretes, minden gyoke realis.

Ha az aldeterminansokat szokasos modon 4y (i, k=1, 2, 3)

jelekkel jeloljik, akkor derivaltjai:

—d" () =dyy + dyp + dyy

i L ; :

o 4" (A) = (=) + (g 2) + (A33—4)

-l

Ha A kétszeres gyok, akkor
AN =0, dyy+dy+dy=0

egycnletek egytitt teljestilnek. Minthogy azonban 4,,, 4,,, 4.5 kii-
1onboz6 eléjeliiek nem lehetnek, egyenként kell elenyészniok. De
akkor az elébb emlitett 2. tétel szerint az osszes aldeterminansok
elenyésznek.

Ha 2 haromszoros gyok, akkor az elébbi feltételekhez jarul még

44@R)=0;

Ez az elenyész6 4, 4y, 44, determindnsok atloi aldeterminan-
sai 0sszegének elenyészését kivanja, a mi megint esak tgy lehet,
ha ezek egyenkint s velok egytitt 4 6sszes clemei elenyésznek. Tehat
4 csak akkor lehet haromszoros gyok, ha

(o = Oy = G1g =0
Uy = gy = (g = A,

azaz ha a feliilet gdinb. Ezt az esetet a kovetkezokben kizarjuk.
Azt mar lattuk, hogy ha A kétszeres gyok, akkor 4 6sszes al-
determinansai clenyésznek. A tétel azonban meg is fordithaté ko-
vetkez6képen :
ha van olyan szam 2, mely mellett 4 oOsszes aldeterminansai
elenyésznek, akkor A kétszeres gyok, mert a
4= 0, 4')=0

feltételeket kielégiti.




e

A MASODRENDU FORGASI FELULETEKROL. 3

Az aldeterminansok kozott dog, ds4, 4,5 A-ban linearisok. Ezek
elenyészése a kovetkezd egyenleteket adja :

1) Ugg (Ayg—A) = Gy gy
2) U3y (Agg—A) = (g3 Gy
3) o Qg (Agg—R) = gy Oy

@) Ha dgy, sy, @y, koziil egyik sem enyészik el, akkor a harom
egyenlethol :

- i g Uy (lyg (g Uy g3
A=ty — — 22 = gy — —=—2 = (g — ——,
a3 3 gy

Tovabba az 1), 2), 3) egyenletek kozil ketto-ketls dsszeszorzasa-
ral meggydz6diink, hogy

A== 00— QR A=)
Tehat 2 kétszerés gyi'yk,' ha

. Ay Qyg - . ogllyy 7 gy Ugg
gy — =2 = (lyy — — 2L — (g — BL 3
s 2 @y Gio

h) Ha ayy, @y, ay kozil egyik elenyészik, akkor, hogy 1), 2), 3)
egyenletek teljesiiljenek, legalabb még egy misiknak is el kell
enyésznie. Hogy a harom analog esetet égyhé foglalhassuk, legyen
h, 4, k valamely permuticzidja az 1, 2, 3 szimoknak és tegyiik fel,
hogy ' |

ani = ape =10,  a;x=0.

Az tsszes aldeterminansok elenyészésének feltételei :
: 2
A= (e, (Gt ) (@gi— anpp)— i, = 0.

¢) Ha ay, = a4 = o = 0, akkor az dsszes aldeterminansok el-

enyészésének feltétele :
A= @i = e Z any, .

Az utolsd megszoritast a héromszoros gyok kizarasaért tet-

tiik oda. ' @

Ezzel a forgasi feliilelek osszes kriteriumat kimeritettiik.
1%
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I1.

Ismeretes, hogy a Laplace-egyenlet 4 gydkéherz tartozd 16ivany

iranykoszinusainak (¢, . «y, #y) arinyit

(g —24) g + Qga ety - ttgug =0
Ay Uy 1 (Agy— A 1ty 4= gy a3 =10

(g oy ~F Aoy ity + ((g—2) g = O

egyenletek hatirozzik meg.

Legyen most 2 kétszeres gyok.
@) Ha ay,, iy @y, kozill egy sem enyészik el, akkor
@y Oya

A=y — =a
. 1 2
Ay - Uy

gy oy % gy Ay,

”li
Tehit a fennebbi hiirom egyenlet helyére lesz

U39ty + Aty %y Ay apaey = 0.
E szerint az
Ayl -1 (gl gt Clyy iy =0

sikban képviselt minden iviny foirdny. Tehat ez a sik a forgasi
felilet parallel-koreinek iranysikja.
b) Ha
tpi = ap =0, ap=0,
akkor N >
= pn,  (Cai— ) (Qrk—ap)—aiy; == 0.
Tehat a parallel-korok irinysikjanak egyvenlete:

(aﬁ_ah){) x; 4 ayr = 0
vagy
_ i - (Qng— ) 2 = 0.
¢) Ha
U=ty = yy=0, A=a=aw; = tur

akkor a parallel-korok iranysikjainak egyenlete

2=0.

Vilyi Gyula.
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I I

Ismeretes, hogy a Laplace-egyenlet 4 gyokéhez tartozé féirany

iranykoszinusainak (¢, a4y, a3) aranyat

(@yy—4)ay + @05 + aj3a3 =10

Qg g + (@gy—A) g 4 Ag3 03 =0

Ogy @4 + Agg @y + ((gg—A) ag =0
egyenletek hatarozzik meg.

Legyen most 2 kétszeres gyok.
a) Ha ayy, @y, ay, kozil egy sem enyészik el, akkor

| |
| Qg Mg __ gy gy Uy U3zp
i | = 7 —‘('i-‘ = Qg — 'il—‘“ = Q33 — a’""“.
i 93 - 31 12
i
‘ ;[' ’ Tehat a fennebbi harom egyenlet helyére lesz
I
| (ypQytty Uyl Oy~ gy ooz = 0.
1l E szerint az
| a0ly3701 ~+ Caglly Xy gy (gy3 =0
| sikban képviselt minden irany féirany. Tehat ez a sik a forgasi
w‘ feliilet parallel-koreinek irdanysikja.
il b) Ha
w f} ani = ape=0, ai =0,
| akkor 2

A= apn, (@Qii—apn) (Qkk—ann)— i = 0.

It ‘ Tehat a parallel-korok iranysikjanak egyenlete:

| (@ii— ann) i + @iy =0
Vagy

‘ akixi + (akr—ann) cx = 0.

c) Ha

O =l =0 =0 F=ai=0dx z Auh
akkor a parallel-korok iranysikjainak egyenlete :

|
%h==0s
|

‘ Vilyi Gyula.
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| /P A TETRAEDER MAGASSAGAIROL.

il Legyenek a tetraéder szogpontjai 4,, A,, A;, A, és a rajtok
.j’ ; l I atmen6 magassagvonalak a,, a,, a;, a,. Legyenek tovabba az

I A A4, ASAA,, AjA A, AA A, haromszogek magassagpontjai-
| | ban ezek sikjaira merdleges egyenesek b, by, bs, by.

sikban van. Ezzel azt is kizartuk, hogy két magassig parhuzamos,

[ I Feltessziik, hogy mind a négy szogpont végesben, de nem egy

(] ’ . . -
\ ]' 5 harom magassag egy sikkal parhuzamos legyen.
I
’J |
| L.
’ I 1101t
11011 4 X 3 .
a F 1. tantétel. a; és by, eqyenesel: metszik eqymdst.*

’ ! Mert mind a két egyenes benne van az A; ponton atmend s
‘ AjA,, egyenesre meréleges sikban.
‘ I A ’ a; by egyenesek kozos pontjat (a; by)-val, kozos sikjat [a; by]-val
‘ fogjuk jelolni.

i Q. tantétel. Ha a; eqyenest ay és ap eqyenesel metszik, alkor
’ i eqy pontban melszik és ezen a ponton @, eqyenes is dlmeqy, «
‘ ‘ b-eqyenesek pedig a magassdgokkal dsszeesnek.

L | Minthogy b, egyenes a; és ay egyeneseket metszi, de velok egy
“H\ 1 sikban nem lehet, (a;ax)-ponton kell atmennie. Epen igy at kell

mennie (a;a;)-ponton is. De a; egyenessel nem eshetik Ossze, mert
}“ ‘ l irinya mas, azért (a;ar), (@:a;)-pontoknak kell egybe esniok. Le-
gyen ez a pont M.

Ll Ezen a ponton dtmennek bi, by, by egyenesek is, mert pl. b;

1 * Itt is a kovetkezékben i, k, I, m egyik tetszés szerint vett permutacziojat
f ’ jelentik az 1, 2, 3, 4 szamoknak.
‘Y |
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metszi ax, a; egyeneseket, de velok egy sikban nem lehet. Igy a;
egyenessel ossze kell esnie, mert azzal egy pontja és iranya kozos.
Epen igy esnek oOssze by és ax, b; és a;.

Végil a,, egyenes is atmegy M ponton, mert b;, by egyeneseket
metszi s velok egy sikban nem lehet. Igy dssze kell esnie b,, egye-
nessel.

3. tantétel. Ha @; és b; eqyenesek dsszeesnek, akkor a magas-
sdgok egy pontban melszik egymdst és dsszeesnek a b-egyene-
sekkel.

Minthogy b; egyenes ay, a; egyeneseket metszi és a; egyenessel
osszeesik, az elébbi tantétel értelmében a magassagok egy pontban
metszik egymast és a h-egyenesekkel 6sszeesnek.

4. tanteétel. Ha a; eqyenest a magassdgolk koziilcsak vy metszi,
akkor ay s @n eqyenesek is metszik eqymdst, még pedig gy,
hogy (aim)-pont [aiay]-sikban, (aar)-pont [ay)-sikban vai.

Minthogy b; egyenes ay egyenest metszi és a; egyenessel par-
huzamos, azért [a;ax]-sikban kell lennie. Ugyanebben a sikban van
by egyencs is hasonlé okbol. De akkor b;, b; egyenesek metszik
egymast. (biby)-pont nem esik dssze (a;ax)-ponttal, mert kiilonben
a magassagok, a feltétel ellenére, egy pontban metszenék egymast.

Minthogy tovabba a;, a,, egyenesek metszik b;, b egyeneseket
s harom kozilok egy sikban nem lehet, egymast is metszik a
(bibr)-pontban, a mely pedig az [a;az -sikban van.

Az el6bbi gondolatmenetet @ és [, k és m feleserelésével végig-
jarva rajoviink, hogy viszont (ajax)-pontnak [aa,,]-sikban kell
lennie.

5. tantétel. Ha a magassdagok kettenként nem melszik eqymdst,
akkor eqy eqykipenyii hyperboloidon vannak.

Fektesstink at a;ara; egyeneseken egy masodrendii feliiletet. Ez
sziikségképen egykopenyti hyperboloid lesz, mert a harom egyenes

" nem parhuzamos egy sikkal.

Minthogy a b-egyenesek az a-egyeneseket metszik, azok is rajta
lesznek ezen a hyperboloidon valamint a,, egyenes is, a mely vi-
szont a b-egyeneseket metszi.
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6. tantélel. Ha a magassdgolk keltenként nem wmetszik egymdst,
akkor az [aibil-sikok eqy pontban metszik eqymdst.

[aibi]-sik ugyanis atmegy az el6bb szerkesztett hyperboloid
czentruman, mert annak két parhuzamos egyenesét tartalmazza.

Az eddig bebizonyitolt tantételekbdl az kovetkezik, hogy a
tetraéder magassagaira nézve harom eset lehetséges.

1. A magassagok egy pontban metszik egymast.

Ekkor A; szogpont b; egyenesre esik. De elég ezt egyik szogpont-
rol tudni arra nézve, hogy mindenikre alljon.

2. A magassagok két szoget alkotnak kiilon szogponttal és sik-
kal, de olyan helyzetben, hogy az egyik szogpontja a masik sikja-
ban van és viszont.

Ekkor A; szogpont az Apbi, Aib;, Ayb;* sikok egyikébe esik.

2. A magassagok egy egykopenyii hyperboloid egyik egyenes-
rajahoz tartoznak.

II.

7. tantétel. Ha a tletraéder magassdgai eqy pontban wmetszik
eqymdst, alkor AiAy és AjAy egyenesel merdlegesel: eqymdsra.

Mert A;A; egyenes meréleges [aa,,l-sikra, a melyben pedig
A Ay, egyenes benne van.

Ennek egyszerti kovetkezése a

8. tantétel. Ha a tetraéder magassdgai M pontban melszik
eqymdst, akkor A;ArAiM  lelraéder magassdgai A, pontban
metszil eqymidst.

Ha a tetraéder A, A,, A, szogpontjainak megtartasaval A,
szogpontot b, egyenesen valtoztatjuk, folytonosan olyan tetraédert
kapunk, melynek magassagai egy pontban (M) metszik egymaést.

Az A A,A, siktol leirt siksor és az A4, egyenestél leirt sugar-
sor projektivek, mert a megfelelé tagok egyméasra merdlegesek.
A két sort b, egyenessel atvagva meggy6z6diink, hogy az A, és M

* Ha b; az Ap ponton menne at, akkor Arb; sik alatt az Ap ponton
atmend és Ay Ay egyenesre merdleges sik értendd.
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pontoktol leirt pontsorok projektivek. De a két pontsor az elébbi
tantétel alapjan fel is cserélhetd. Tehat all a kovetkezo

9. tantétel. b, egyenesen az AM ponlpdrok involuczidt alkot-
nak, melynek czentruma az A AyA; sikban van.

A tantétel utolso része abbol kovetkezik, hogy ha A, pont b,
egyenesen a végtelenbe tavozik, a,a,a; magassagok s velok M

pont is A;A4,A, sikba esik.

Az involuezio hiperbolikus, parabolikus vagy elliptikus' a sze-
rint, a mint A,4,4, hiromszog hegyes-, derék- vagy tompaszogt,
mert

ha A A,A; hegyesszogli haromszog, A,M pontok A,4,A; sik
ugyanazon oldalara esnek;

had A,A, derékszogl, M pont a derékszognél levé szogpontba
esik, akarhol is vegytik fel A, pontot b, egyenesen ;

ha A,A4,A,; tompaszogli, A,M pontok A4,4,4; sik kiilonhozo
oldalara esnek.

Ha K az involuczié egyik kettéspontja, akkor A A4,4,K tetra-
édernek K-ban talalkozo élei egymasra kolesonosen merdlegesek.

Tehat

10. tantélel. Azon ponlok szdma, a melyekbdl egy hdromsziy
mindenik oldala derékszég alalt ldtszik, 2, 1 vagy 0 o szerint, o
mint a hdromszog hegyes-, derék- vagy tompaszigii.

Vilyi Gyulo.



DESARGUES TANTETELENEK TERBELI
ANALOGONJAROL.

1. A térbeli vonalkoordinatakrol.

Ha az egyenes vonal helyzetét tetraéderes koordinata-rendszerre
vonatkozolag meg akarjuk hatirozni, vagy az egyenesnek az alap-
sikokkal valo metszéspontjait, vagy az egyenest az alappontokboél
projiczialo sikokat vehetjik segitségiil.

Legyenek az alappontok A,4,4,4, és vegyiik az egyenest el6szor
két pontja

M (wyzgzsmy)  €s N (YyYalsys)
altal adottnak.

A két pont meghatarozta linearis pontsor valtozo elemének
koordinatai

litpyi (=1, 2, 3, 4);
tehat az i-ik alapsik metszéspontjara nézve
A:p=yYi: —x;.
Ha behozzuk a
Pik=%i Yk — LTk Yi
jelolést, a mely szerint
pik+pri=0, pii=0,
az alapsikok metszéspontjainak koordinatai lesznek :
0 P12 P13 P1s
P21 0 Pas P 1)
P31t P22 0 P
Par Pa2 Pas O
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Az egyenest az alappontokbol projicziald sikok
A:MN (i=1, 2,3, 4)

egyenleteibl konnyii ezek koordinatait kiolvasni. E koordinatak
lesznek :
0 Pss Pao Pas
P 0 P1a P 9
DPos Py 0 P12
P32 P13 Par O

Latszik ezekb6l, hogy az egyenesnek a koordinata-rendszerhez
valé viszonyat pg: szamok aranyai hatarozzak meg.

De ezek nem fiiggetlenek egymastol, mert az 1) pontok akar-
melyike benne van a 2) sikok akarmelyikében. Ebb6l az kovetkezik,
hogy

[P J=Pas Prat P31 Pos+ P12 P3s=0-

Megforditva, ha a p;; szamokat a
Pik+pri=0, [p]=0

feltételeknek megfeleléen valasztjuk s van kozottik O-tol kilon-
boz6 ezek a szamok egyetlenegy egyencs vonalat fognak meg-
hatarozni, mert az 1) pontok kozil harom-harom egy egyenesben
lesz, a 2) sikok koziil harom-harom egy egyenesben metszi egy-
mast, minthogy a két matrix 6sszes harmadfokii determinansai
elenyésznek. A két tton meghatarozott egyenes pedig ugyanaz,
mert az 1) pontok mindenike benne van a 2) sikok mindenikében.

E szerint a p;: szamokat az nz egyenes vonal koordindtdinalk
nevezhetjiik.*
- Igy minden egyenesnek hat koordinatat adunk, melyeket ren-
' desen a

Pazs P31> Pras Pras Poss P

sorrendben szoktunk felsorolni. Ezeket a

(p]1=0

* A vonalkoordinatikat Priicker vezelte be. (Neue Geometrie des Roumes.)
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egyenlet koti ossze s a mellett ecsak egymashoz valo ardanyuknak
van geometriai értelme.

Az Osszes egyenesek igy négyszeresen végtelen sokasagot alkot-
nak, de analitikai el6allitisuk olyan, mintha otszorosen végtelen
sokasaghol kimetszett quadratikus sokasagot alkotnanak.

Azonban ez a legtermészetesebb meghatarozasi mod, mert a
koordinata-rendszernek hat alapegyenese van, t. i. a tetraéder hat
éle. Igy ezek épen tgy, mint az alappontok és alaksikok azzal van-
nak jellemezve, hogy koordinataik egy hijaval elenyésznek. A;Aj
alapegyenes koordinatai koztl csak pg nem =0.

Tegytik fel masodszor, hogy az egyenes két sikja

M(uugusuy)  és N (,v5050,)
altal van adva.
Ha a
ik =WV — ULY;
jeloléseket, hasznaljuk az egyenest az alappontokbél projiczialo
sikok koordinatai
0 7 g iy
ma 0 7oy oy 3)
Ty Ty 0 7y

Ty Tga T 0
és az alapsikok metszéspontjainak koordinatai

0 gy mg g
Mg 0 7y 7y 4)

T Ty O 7y

Ty Ty3 gy O
Minthogy a 3) sikok mindenike atmegy a 4. pontok mindenikén,
(7] =g 4+ Ty oy + T yomay =0

Ha MN és MN egyenesek azonosak, akkor 1. és 4., 2 és 3.
matrix megfeleld elemeinek aranyosoknak kell lenniok.
Tehat

Tog * 31 * Mg & Wiy * Moy * W3 =P1y * Pos * Pas-* Pz * P31 * Pro
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Igy koordinata-meghatarozasunk a dualitas elvével is egyezik.

Az egyenes vonal geometriajabol még csak arra a feltételre lesz
sziikkségiink, a mely mellett két koordinataival (pir, qix) adott
egyenes metszi egymast.

Legyen p egyenes két pontja

M (@ aya5cy) €s Ny YaYsla)
q egyenes két pontja
R(2,25252,) 6s  S(llatsty)-

A két egyenes metszi egymast, ha

Xy Xy 2y 2 |
YrY2YsYs | _ ¢
%y %g %3 24

§ tl t_’. l:& t:l
A Laplace-tétel szerint az az egyenlet igy is irhato:

(D5 q1=014q, P1=Po3 Q15+ P31Gos+ P12 Y34+ P1s Gos+ Pas 31+ Pas G10-

2. A linearis sugarsorokrol.

1. Keressiik fel a két egyenes (p és ¢) meghatarozta linearis
sugarsort. Ekkor
B Sik=APik—+pqik
csak agy lehetnek vonalkoordinatak, ha

s]1=2u[p, q]=0.

Tehat két egyenes csak gy szarmaztat linearis sugarsort, ha
metszik egymast. A sugarsor azon egyenesek osszeségéb6l all, a
melyek p és ¢ kozos pontjan keresztiilmennek és kozos sikjaban
fekisznek, mert p és ¢ minden kozos metsz6je (/) metszi az s egye-
nest is. Ugyanis

s, l=20p, +ulg, 1.
A sugarsornak ezt a fajat sikbeli linedris sugdrsornak fogjuk
nevezni.
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A feltétel arra nézve, hogy harom adott egyenes sikbeli linearis
sugarsorhoz tartozzék, abban all, hogy a koordinataikbol alkotott
matrix 6sszes harmadfokt determinansainak el kell enyészniok.

2. Keresstik fel a harom egyenes (p, ¢ és ) meghatarozta
linearis sugarsort, ha a harom egyenes nem tartozik sikbeli linearis
sugarsorhoz. Ismét

Sik==APik—+p1gik+vrik
csak ugy lehetnek vonal-koordinatak, ha
[sl=pv (g, ri+vAlr, pi+Ap[p, q1=0.

A kovetkezo eseteket kell megkiilonboztetniink :

@) p, q, r egyenesek ketténként nem metszik egymast.

Ekkor a sugarsor egyszertiefi végtelen sok tagbol all azzal a
tulajdonsaggal, hogy p, ¢, r minden koézos metszéje (1) Oket is
metszi. Mert

s, U=A[p, U+plq, U4+vir, 1.

Ebbél az kovetkezik, hogy a sugarsor a p, ¢, r egyenesek meg-
hatarozta masodrendii és masodosztalya felileten (egykopenyt
hyperboloid vagy hyperbolikus paroboloid) fekszik és azon azt az
egyenesrajt alkotja, melynek p, ¢,  is tagjai.

b) p és q metszik egymast, de p és r, ¢ és r nem.

Ekkor

[sl=v ([ p, r+plg, r)=0
egyenlet azt mutatja, hogy a sugarsor két sikbeli linearis sugar-
sorbol all. Egyiknek (v=0) alapsugarai p és ¢, a masikéi

ik - [q, *] — qir [ p, v] és r egyenesek.
Tehat két sikbeli linearis sugarsor kiilon czentrummal és sikkal,
de kozos sugarral. A kozos sugar koordinatai
lg, rl. pir — [p, 7. Qik -

¢) p és g, q és r metszik egymast, de p és r nem.
Ekkor

[s]l=Av[p, =0
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egyenlet mutatja, hogy a sugarsor megint két sikbeli linearis sugar-
sorbol all p és ¢, ¢ és r alapsugarakkal, tehat megint két sikbeli
linearis sugéarsor kiilon czentrummal és sikkal, de kozos sugarral.

d) p, q, r egyenesek ketténként metszik egymast és igy vagy
kozos pontjuk, vagy kozos sikjok van.

Ekkor [s]=0 egyenlet identitas. Igy a sugarsor kétszeresen
végtelen sok taghol all, melyeket p, ¢, r minden kozos metszéje
metszi.

Ha p, q, r egyeneseknek kozos pontja van, ezen mennek at az
oOsszes sugarak (sugdrpont), ha p, q, r egyeneseknek kozos sikja
van, ebben fekiisznek az osszes sugarak (sugdrsik).

Az eddigiekbél az kovetkezik, hogy ha négy egyenes linearis
sugarsorhoz tartozik, de harmanként nem tartoznak sikbeli linearis

sugarsorhoz, akkor a kovetkezd négy eset lehetséges :

1. A négy egyenes egy masodrendti és masodosztalya feliileten
fekszik, de ketténként nem metszik egymast. (Hiperbolikus su-
garak.)

2. A négy egyenes két szogot alkot kulon szogponttal és sikkal,
de olyan helyzetben, hogy egyiknek szogpontja a masiknak sikja-
ban fekszik és viszont. (Kétsz0gds sugaral.)

3. A négy egyenesnek kozos pontja van. (Pontbeli sugarak.)

4. A négy egyenesnek kozos sikja van. (Sikbeli sugarak.)

A feltétel arra nézve, hogy négy adott egyenes linearis sugar-
sorhoz tartozzék, abban all, hogy a koordinataikbol alkotott matrix
Osszes negyedfokll determinansainak el kell enyészniok.

Ezek utan attérhetiink Desarcues tantétele analogonjanak fel-
keresésére.

3. A linearis tetraéderekrol.

Desarcues tantétele a sikban igy is fogalmazhato :

Ha a két haromszog megfelel6 szogpontjait dsszekoté egyenesek
linearis sugarsorhoz tartoznak, akkor a megfelelé oldalok metszés-
pontjai linearis pontsor tagjai.

Tekintetbe véve azt, hogy a térben a linearis sugarsor reczi-
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prokja megint linearis sugarsor, analog tantételnek a kovetkezot
lehet tekinteni:

Ha a kél tetraéder megfeleld szogpontjait osszekoto egyenesek
linearis sugarsorhoz tartoznak, akkor a megfelelé oldalsikok met-
szési egyenesei szintén linearis sugarsor tagjai.

Két tetraéder ilyen viszonyat linedris-nak fogjuk nevezni.

A tantétel bebizonyitasa kovetkezo :

Legyenek két tetraéder szogpontjai A;A,A;4,, B B,ByB, és
oldalsikjai @ ;e0q0,, B132930,- A jelolés legyen tugy valasztva,
hogy pl.

a,=A,A,A,.
Megfelelé elemek legyenek az egyenld indextiek.

Az els6 tetraédert valasszuk a koordinatarendszer alapjanak és

igy a szogpontok koordinatai legyenek : ‘

1000 by1B13b15054
0100 D31 Doabesbss
00150 [
0100 .1 by bbby

Minthogy a masodik tetraéder is valésagos, a by elemek deter-
minansa B0.
Az oldalsikok koordinatai

1000 B
0100 By By, By By,
0010 B,,By,B..

0001 BMBA-QBL‘S 44 1

5

a hol By jelenti B determinanshan a b, elem aldeterminansat.

A kovetkezokben feltessziik, hogy b, Bir elemek koziil egyik
sem =0. Ezzel azt mondjuk ki, hogy egyik tetraéder szogpontjai
kozil egyik se fekiidjék a masik tetraéder valamelyik oldalsikjél)an.'
Ezzel egyszersmind kimondottuk azt is, hogy a megfelelé szog-
pontokat osszekoté egyenesek koziil harom-harom ne fekudjék egy
sikban és a megfeleld oldalsikok metszési egyenesei kozil harom-
harom ne messe egymast egy pontban.
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A megfelel6 szogpontokat osszekoté egyenesek koordinatai, ha
azokat
Pz Pats P12y Pias Poss Pas

sorrend szerint soroljuk fel:
0 —bg by b, O 0
Uog, 1 OL —Da. O by O
—bgps | bg 10 0 0 bgy

A négy egyenes linearis sugarsorhoz tartozik, ha ezen matrix

Osszes negyedfokt determinansai elenyésznek. Ez a kovetkezo hét
egyenlethez vezet :

1 b1aba3bsy = 13Dy by,

(2) bigbabyy == bysbysby

(3) B1404ab01 = 01005, b4

(4) bagbybig = baghygbs,

(5) b19bagbsyba = b1,bsbsoby,

(6) b13b3ulagbyy == b1abaybygbs,

™) b14bsabaslgy = by3hsg by by

De a négy utolso egyenlet a harom elsének kovetkezése, mert

(4) kovetkezik (1), (2) és (3)—
5) « (1) és (2)—
(6) « (2) és (3)
(7) « (2) és (1)
szorzasabol.
A koordinatak homogének és feltétel szerint 0-t6l kilonhozok
lévén, elére beigazithatok gy, hogy
by =b1g, byy=by3, byy=10y,

legyen. De akkor a harom elsé egyenlet szerint egyszersmind

bas=bya, byy=bys, byp=Dboy,

azaz B szimmetrikus determinans.
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Epen igy a feltétel arra nézve, hogy a megfelelé oldalsikok
metszési egyenesei linedris sugarsorhoz tartozzanak, abban all,
hogy a By elemek determinansat a soroknak czélszertien valasztott
faktorokkal szorzasaval szimmetrikussa lehessen tenni.

De egy determinans és adjungaltja koziil, ha egyik szimmetrikus,
a masik is az. Ebbol az kovetkezik, hogy :

Ha a két tetraéder megfelelé szogpontjait osszekoté egyenesek
linearis sugarsorhoz tartoznak, akkor a megfelelé oldalsikok met-
szési egyenesei szintén linearis sugarsor tagjai, és megforditva.

De ha a

bi=br
egyenletek allanak, akkor a két tetraéder kozott polarrecziproczitas
all fenn arra a masodrendd és masodosztalya feliletre nézve,
melynek egyenlete sikkoordinatakban

b s urp=0.

All tehat a kovetkezé tantétel is:
Minden tetraéder barmely masodrendd és méasodosztalya feli-
letre vonatkozo polarrecziprokjaval linearis viszonyban van.*
A linearis viszony fajainak meghatarozasara megjegyzendé, hogy
a feltétel arra nézve, hogy A,B, és A,B, messék egymast:
b13bay— by4De3=0.
A bj.=by; feltételeket tekintetbe véve, ugyanez a feltétel arra
nézve is, hogy A;B; és A,B, messék egymast.
A,B, és AgBy, AyB, és A;B, metszik egymast, ha
bigbgy— b1ybg=0
A,B, ¢s AB,, A,)B, és A,B; metszik egymast, ha

b1obss— b13be=0.

#* Fz a tantétel CHasies-tol ered. Lasd SaLmon-FIEDLER Analytische
Geometrie des Raumes 1. kétet 180. lap (mésodik kiadas) és a hozza csatolt
jegyzetet.
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A harom egyenlet koziil kettének a harmadik kovetkezése.
Vegytik tekintetbe ezenkivil azt, hogy az adjungalt determi-
nansok ismert tulajdonsaga szerint: '

Disbay— D1ybys=0 és By Byy— By By =0

egyenletek kozil egyik a masiknak kovetkezése, azaz ha A B, és
A,B, egyenesek metszik egymast, metszik egymast agfs és a,f; is.

Ezek alapjan a linearis viszonynak kovetkez6 harom fajat kell
megktilonboztetntink :

1. Mind a megfelel6 szogpontokat osszekoté egyenesek, mind
a megfelels oldalsikok metszési egyenesei hiperbolikus sugarak.
(Hiperbolikus viszony.) *

2. Mind a megfelelé szogpontokat Osszekotd egyenesek, mind
a megfelel6 oldalsikok metszési egyenesei kétszogds sugarak.
(Kétszdgos viszony.)

3. A megfelelo szogpontokat osszekotd egyenesek pontbeli,
a megfelel6 oldalsikok metszési egyenesei sikbeli sugarak. (Per-
spektiv viszony.)

Vilyi Gyula.

# A tantételnek ez a része Hermps-t6l ered. (Crelle-Journal, 56. kotet.)

Mathematikai és Physikai Lapok. IIL. 19
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MATHEMATIKAT ES TERMESZETTUDOMANYI ERTESITO.
KULONNYOMAT A XII. KOTET 10. FUZETEBOL.

TOBBSZOROS INVOLUCZIO.

VALYI GYULA 1. tagtol.

L

A linedris pontsorban keressiink fel olyan pontrendszereket
ApBy, (h=0, 1, ..., r—1; r>2),

a melyek egyszerre az

B o« ()

szimbolumokkal feltiintetett kétféle involuczidban vannak, a hol
az indexek mod.  redukalandok.

Tegyiik fel, hogy a két involuczié koézos pontpirja (MM
nem kettés pont. Valaszszuk ezt a pontpart a pontsor alappontjai-
nak, az egységpontot egyelére hatarozatlanul hagyva.

Ha Aj koordinatdja aj, Bj koordinataja @y, akkor a két
involueziot kifejezik az

ap . ﬂh = .
ol S, (h=0,1, ..., r—1) 1)

egyenletek.
Ezekbol

Ah41 ﬂh c
—_—_—— e ——— — h:o,i,..-,’l‘—l. 9
an Br+1 ¢ ( ) )

Az r egyenlet sszeszorzasaval kapjuk

-

tehat —2— valamely r-ik egységgyok. Jeloljik e-nal.
1
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A 2) egyenletekbél kovetkeznek tovabba
ah:aoeh, ﬂh=ﬂoe'h =01, . .. r=1) 3)

Hogy tehat az a és 8 szamok kozott egyenlok ne legyenek,
e-nak primitiv r-ik egységgyoknek kell lennie.
A 3) egyenletekbdl kovetkeznek még az

ans Brir=g et t=ceiEii(h=0,1,ic 5 v1)
egyenletek, a melyek azt mondjak ki, hogy a két pontrendszer
kozott az
Ay )
=001 .. r—1
(Bh+k ; )

involuezidk mindenike fenn 4all, tehat az involuezid r-szeres.

Az MM' pontpar mindenik involuczidhoz tartozik, a mi-
bol az kovetkezik, hogy ezen involucziok kettGspontjai maguk |1
is involueziot alkotnak MM’ pontokkal, mint kettéspontokkal. |
Tlyen involucziokrol azt mondjuk, hogy inwvoluczidsor-hoz tar-
toznak.

Az Ay, Bj pontrendszereket r-dsz-oknak (tridsz, tetrasz etc.)
nevezziik. MM’ az r-dsz és a hozzatartozo involucziésor alap-
pontjai.

Az r-dszokrél a kovetkezé tantételeket mondhatjuk ki :

1. tantétel. Az r-asz pontjainak az alappontjai meghatarozta
involucziosorhoz tartozé barmelyik involuczidéban involutérikus
téarsal megint r-dszt alkotnak, a mely az elébbivel r-szeresen invo-
lutérikus.

2. tantétel. A pontsor akérmelyik két pontjat alappontoknak
valasztva, azokhoz egyszertien végtelen sok r-asz tartozik, melyek
Osszeségét r-dszrendszer-nek hivjuk. A pontsor minden pontja
(az alappontok kivételével) tagja a rendszer egy r-aszanak.

3. tantétel. Ugyanazon rendszerhez tartozo két r-dsz r-szere-
sen involutérikus, s6t minden r-dsz maga-magdval is r-szeresen
involutérikus az

(Ah

) k: i Lyl wswiey Y1)
A—h+k\) (s6=0,.1 )

szimboélumokkal feltiintetett modon.

28%

i3
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4. tantétel. Ugyanazon rendszerhez tartozé két r-asz kozott
fennall6 » involuczié kettds pontjai ugyanazon alappontokhoz tar-
toz6 (2r)-aszt alkotnak.

Az utolsé tantétel abbol kovetkezik, hogy az r involuczié
egyenletei

an s Brnsr=ees® (=0, 1; s 2—1)3

tehat a kettés pontok koordinatai
+yee*F  (k=0,1,... 1r—1)

ezek pedig 1/ c-tol az Gsszes (2r)-ik egységgyokoknek, mint fakto-
roknak hozzdjarulasdaval kiilonboznek, a mib¢l a tantétel kovetkezik.

1L

Az r-dsz pontjainak koordinatait képzetes alakban kaptuk
ugyan meg, de azért vannak realis r-dszok is.

Az r-4sz alappontjait a pontsor alappontjainak, egyik pont-
jat (A,) egységpontnak valasztva, az r-dsz pontjainak koordindtai :

e, (h=0,1, ..., r—1)

a hol e primitiv r-ik egységgyok.

Bzen szamok mindenikének abszolut értéke =1. Ilyen szamok
osszessége pedig linedris transzformdczidval, a mi egyetértelmii 1j
koordinatarendszer bevezetésével, realissa tehetd.

A legegyszertibb ilyen transzformdczio

1=t
14t
a hol ¢ a régi, t' az 4j koordinata, ¢ a képzetes egység.

Ugyanezen transzformaczioval realisokkd lesznek a rendszer
mindazon r-aszainak koordinatai, a melyekben | 3,| = 1.

A rendszer alappontjainak, melyek régi koordinatéi 0, oo,
4j koordinatai lesznek ¢, —1 tehdat konj. komplex pontpar. Tehat
ugyanazon rendszerhez tartozo két redlis r-dsz r involuezidjanak
kettds pontjai mindig elliptikus involucziét alkotnak.

A két r-dsz kozott fennall6 r involuezié mindenike hyperhoé-
likus, mert

tl
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éh, B h(h=0, 1, .. r—1)
involuezidi kettds pontjainak régi koordinatai

+ 9/ Bk, (k=0,1, ..., r—1)

ezek abszolut értéke pedig =1, ha |3,| = 1. Igy ugyanaz a linea-
iis transzformaczi6, a mely a két r-dsz koordinatdit valésokks
teszi,® valosokka teszi a kettés pontok koordinatait is, a mi az
involueziok hyperbélikus voltat bizonyitja.

Még megjegyzem, hogy egy r-edfoku bindr forma gydkeitdl
meghatérozott » pont akkor alkot r-dszt, ha a forma lineéris transz-
forméczidval

&y
alakra hozhatd. Az r-asz alappontjait a Hesse-féle covarians szol-
galtatja, a mely ilyen formakndl egy quadratikus forma (r—2)-ik
hatvanya.

A legegyszertibb eseteket kiilén felemlitve :

hérom pont, ha egymastdl kiillonbéz6k, mindig tridszt alkot ;

négy pont csak akkor alkot tetraszt, ha a hozzatartozo biqua-
dratikus forma harmadfokd invaridnsa 0, mésodfoku invaridnsa
nem 0, azaz ha a négy pont harmonikus.

IIT.

Az r-aszok némely tulajdonsagainak kimutatisara a kovet-
kez6 algebrai segédtételre van sziikségiink :
Ha az
axx'+bx+b'x'+c=0
egyenlettel adott kapesolatban, a hol ac—bb’ nem 0, az r-ik egy-
séggyokoknek (r>2) r-ik egységgyokok felelnek meg, az csak
ugy lehetséges, ha
vagy b=b'=0, ar=(—cy,
vagy a=c =0, b'=(—-b'y.

Ugyanis a fennebbi egyenlethél
oY bx+c

T g
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és igy az r-ik egységgyokoknek csak akkor felelhetnek meg r-ik
egységgyokok, ha

(—br—cy—(ax+b'y és x"—1

fiiggvények x-t61 fiiggetlen faktorban kiilonbéznek egymastol.
De akkor tébbek kozott allanak az egyenletek :

(—1ya—1b' = b"1¢ .
(_1)rar—zb'2= br—2¢2,

a mely egyenletekbél az kovetkezik, hogy abb’c mindenike nem
lehet 0-t61 kiilonboz6, mert kiilonben volna

a b

Bl

a mi feltevésiinkkel ellenkezik.

De ha abb'c kozott van 0-értékid, akkor esak az emlitett két
eset lehetséges.

Ennek a tételnek segitségével megfelelhetiink az r-aszokra
vonatkozo kovetkezd két kérdésre :

{ 1. Ugyanazon rendszerhez tartozo két r-dasz kozott allhat-e

fenn t6bb, mint # involuezié ?

Legyenek a két r-asz pontjainak koordinatai :

a=¢", ﬂlzzﬂoi—h (h=0,1, ..., r—1),

a hol & primitiv r-ik egységgyok.
A két r-asz kozott fennallé involuezié egyenlete :

ao3+b(a+5)+c=0,

a hol az a-knak bizonyos sorrend szerint felelnek meg a f-k.
A fennebbi segédtétel szerint ez csak ugy lehetséges, ha vagy

b=0’ (aﬂo)r.:(__ c)r’

a mi a két r-asz kozott mar ismert » involuczidhoz vezet, vagy

a=c=0, (—g)=1,
a mi azt mondja, hogy
et —d% (h=0,1,..,7—1)
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két r-dsz kozott még egy (r+1)-ik involuezi6 is fenndll, melynek
kettés pontjai az r-dszok alappontjai. Tehdt ez az involuczié nem
tartozik a tébbi » involuezi6 sorahoz. :

Tehat minden r-dszhoz tartozik egy vele (r-1)-szeresen
involutorikus r-4sz. Paros r esetében a két r-iasz azonos, paratlan
r esetében kiilénbozé s egymast (2r)-dszra egészitik ki.

P. ahoz a tridszhoz, melynek pontjai

T ey vel
négyszeresen involutérikus az a triasz, melynek pontjai
—1, —e =&

Tehat a két tridszhoz tartozé két kubikus forma kozil az
egyik a masiknak kubikus covariansa. _

2. Kiilonb6z6 rendszerhez tartozé két r-dsz kozott allhat-e ‘
fenn tobbszoros involuczié ?

Legyenek a két r-dsz pontjainak koordinatai

ax=e" g(h=0, 1,...r—1)
8 alljon fenn kozottik ez a két involuezié : !
a$af+be+p) +c=0,
a'a'B+ ba'+ p)+ ¢'=0,

a hol sem b, sem b’ nem 0, mert kiilonben a két r-dsz ugyan-
azon rendszerhez tartoznék.

Minthogy az a és § szamok kulonbozdk, parabolikus invo-
luczié ki van zérva, azért ac— b, a'c'—b? egyike sem 0.

A két egyenletbdl

(ab'—a'b) aa'+(ac'—bb") a+(bb'—a'c) a'+(be' — b'e)=0,
a hol « és &’ bizonyos sorrend szerint az r-ik egységgyokoket fut-
jak at.
Ez csak tugy lehetséges, ha vagy
ab'—a'b=0, be'—b'c=0

a mi a két involuczi6 azonossdgat jelentené, vagy

ac'=bb'=a'e
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és
(ab"—a'by=(b'c—bc'y.
Ezekbol pedig kovetkezik
ar=c"
tehat
e=e¥,

a hol e primitiv r-ik egységgyok, k valamely egész szam.

Tovabba

@' b vel=bet:a:.

Tehat ha a két r-asz kozott fenn a1l az (a, b, aek) involuczio,
fenn 4ll egyszersmind a (be~k, a, b) involuczié is. Igy kétszeres
involuezio lehetséges, de tobbszorss nem.

Az els6 r-asz alappontjainak (MM'), melyek koordinatai 0, oo
az els6 involuczioban tarsai

aek b
b a

a masodik involucziébhan pedig

b ask

b4

a b

tehat ugyanaz a két pont, csak feleserélve. Erre a két pontra nézve
pedig az a jellemz6, hogy koordinatiik szorzata <, a mi azt
mutatja, hogy hozzatartoznak azon involuezidk cgyllxehez, a me-
lyek az r-aszhoz tartoznak.
A talalt eredményt a kovetkezd tantételhen allithatjuk ossze :
Ha egy r-dsz alappontjai MM' és az r-aszhoz tartozé r invo-
luezi6 egyikéhez tartozé pontpar NN', akkor abban a két involu-
czidban, melyek elsejét
MN, M'N',
masodikat
MN', M'N
pontparok hatdrozzak meg, az r-asz pontjainak involutorikus tarsai
ugyanazon pontrendszert alkotjik. De a két pontrendszer kozott
ezen a két involuczion kiviil mas nem létezik.
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10748

Az r-dszok felkeresésénél abbol a feltevésbdl indultunk ki,

h 3 h+1

involucziok kozos pontparja nem kettds pont.

Most kimutatjuk, hogy ez a feltevés az egyediil lehetséges.

Legyen ugyanis, ha lehet, a két involuczié kozos pontparja
kettés pont (K), ugy hogy az elsé involuczié kettés pontjai KK,
a masodikéi KK,.

Ha K pontot a pontsor elsé alappontjanak, KK, pontokhoz
harmonikus tarsat masodik alappontnak és az egységpontot czél-
szertien valasztjuk, a két involuezié egyenletei :

ap-fn —ap—PBn =0
(h=0; 1, s ., r—1)
on - Brr1t+an+Brie1=0

Ezekbol
Qﬂh'ﬂh+l+ﬂh—ﬂh+1=0 (h=0’ 11 LR ’I"—'l).

Ebbél az latszik, hogy ha B szamok kozott egyik =0, min-
denik =0.
Kz azonban nem tekintheté igazi megoldasnak, mert akkor
minden pont egybe esnék.
Més megoldds azonban nines. Mert ha mindenik 2 0-t6l kii-
16nb6z6, az el6bbi egyenletekbdl

2+Prir—Br'=0 (h=0,1,...,r—1)
és az r egyenlet osszeaddsaval

=0
a mi lehetetlen.
Tehat az I. fejezet elején tett az a feltevés, hogy a két invo-
luczio kézés pontparja nem kettés pont, az egyediil lehetséges.
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b2

A tobbszoros involuezionak az r-dszoknal fellépo esetét
monocziklikus-nak nevezhetjiik. Polycziklikus tobbszoros involu-
czi6 esete az, mikor '

k k k-:l, 2, " eiey S )
A B’* (h=0, 1, ..., rg—1

pontrendszerek egyszerre az

k k
e ()
Bh Bh+1
szimbolumokkal feltiintetett kétféle involuezioban vannak, a hol
AkBk indexei mod. 7y redukalandok.
A két involuezi6 kozos pontparjat (MM') megint a pontsor
alappontjainak vélasztva, a két involucziot kifejezik
R e
al . gk =c, \h=0, 1, ..., r—1

egyenletek.
Ezekbol

(6]
(c)” 1 (k=1,2,...,8

1

Ha az 7y, szdmok legnAagyobb‘ kozos osztoja r, akkor ezek az
egyenletek egybe vonhatok ssze :

(o=

Az A} pontok csak akkor lehetnek kiilonbézsk, ha
P =0= ... =Ts=7 €8 % -nek primitiv r-ik egységgyok (e).
1
a;fc)___agc)_ s", ﬂ(hk)=/)7=)k). e
és
k). fP=c (k=12 ... 9).

Tehat a pontrendszerek ugyanazon rendszerhez tartozo s
szamu r-4szbol allanak, melyek r-szeresen involutorikusok.
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Tehat a polyeziklikus t6bbszords involuczio lényegében nem
ad ujat.
. Az eddig taldlt eredmények konnyen atviheték a kupszeleten
és a térbeli harmadrend(i gérbén fekvé pontsorokra.

Ezekrol szol a kovetkez6 két fejezet.

VI.

A kupszeleten fekvé pontsor paraméteres eléallitdsa czélsze-
riien valasztott koordindta-rendszer mellett

b B b

A pontsor egyes pontjait a paraméter megfelels értékeivel
fogjuk jelolni.

A pontsor alappontjai (0, =) a koordinata-rendszer elsé és
harmadik alappontjat alkotjak, a pontsor egységpontja egyszers-
mind a koordindta-rendszer egységpontja is.

A 1 és p pontokat Gsszekotd egyenes (Ap-egyenes) egyenlete :

A x—QA+pw)—y+2=0, 1)
a A-ponthoz tartozo érintdé :
A2 x—2 —y-+2=0. 2)

Tehdt z=0, =0 az alappontokhoz tartozo érinték, y=0 az
alappontokat 6sszekoté egyenes.

Az 1) egyenlethdl konnyen kiolvashato, hogy 2 kettds arany-
szama a

10, poo, pd, pl

egyeneseknek. Ha tehat a kupszelet 6sszes pontjait egyik pontja-
bol a kupszelet sikjdban fekv$ egyenesre projicialjuk, i a szér-
maz6 linedris pontsor valtozé elemei koordinataj-nak is tekintheto.

Az 1) egyenletbél kovetkezik tovabba, hogy a kupszeleten

ahpt-b (4 p2)+-¢=0

egyenlettel adott involuczié pontparjait Gsszekoté egyenesek az
(@, —b, c)-pontban metszik egymast. Ezt a pontot az involuczio
origo-janak nevezhetjiik.
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Involueziésornak olyan involucziok Osszességét neveztiik, a
melyeknek kozos pontparja (4, 1) van. Ezek origéi a Ap-egyenesen
vannak.

Ha a A, pn (h=0, 1, ..., r—1) pontrendszerek

~
P

involueziéban vannak, azt tgy is mondhatjuk, hogy a pontrend-
szerek perspektiv helyzetben vannak, mert a Appp egyenesek az
origobban metszik egymést, a Apdp, pnpr megfelelé egyenesek
metszéspontjai az origé polarisara esnek. Tehat az origd perspek-
tiv-czentrum, polarisa perspektiv-tengely.

A tobbszoros involueziéra vonatkozé tantételek tehat kup-
szeletnél gy mondhaték ki, mint tobbszoros perspektivitasra
vonatkozok.

Csak a két legfontosabb tantételt emlitem fel.

I tantétel. A ktpszeleten léteznek olyan rendszerei a beirt
r-szogoknek (r-aszok), a melyeknél ugyanazon rendszerhez tartozé
két r-dsz r-szeresen perspektiv. A perspektiv-czentrumok egy egye-
nesen vannak, s azon linearis pontsorbeli r-dszt alkotnak.

A tantétel utolsé része onnan kovetkezik, hogy ha az r-aszok
alappontjait a pontsor alappontjainak valasztjuk, a két r-dsz szog-
pontjai

agel, Boe~t(h=0; 1, ..., r—1)

a hol ¢ primitiv r-ik egységgyok. Az r involuczié konstinsai :
1, 0, —ayBe~* (k=0 1,... r—1)

ugyanazok egyszersmind az involuczidk origéinak koordindtdi, a
mi mutatja, hogy ezek linedris pontsorbeli r-aszt alkotnak. -

II. tantétel. Minden r-dszhoz tartozik egy vele (r-1)-szere-
sen perspektiv r-dsz. A perspektiv-czentrumok koziil r egyenesen
van, az (r4-1)-ik ezen egyenes polusa.

Kiilongsen érdekes az az eset, mikor a kupszelet kor és az
r-aszrendszer alappontjai a kor végtelen tavol fekvé konj. kom-
plex pontjai.

Az egység-sigaru kor egyenlete homogén derékszogl koor-
dinatakban :
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$2+y2=Zz
vagy mas alakban
(x+yi) (x—yi)=2>

A kivant koordinata-rendszerre megyiink at, ha
x—yi=§, z=p xo+yi=<
Ha az (ryz)-pont iranyszoge ¢, lesz
Sepic = Ptalse—1:0%: A%,

tehat jelen esetben 1=e%. A kér valés pontjaiban |2| =1.
A rendszer egy r-dszanak szogpontjai :
2hn .
aoehze(“+ T )"’ (h:O, 1, ...7'—1),
a hol | 5| =1 és igy a valos.
Az r-asz pontjainak irdnyszogei :

2
&+ i”’ (h=0, 1, ..., r—1),

tehat az r-asz korbe irt szabalyos r-szog.

E szerint a korbe irt szabédlyos r-szogok rendszerint a kor
egy pontjabol a kor sikjaban fekvd egyenesre projicidlva, pontsor-
beli r-dszrendszert kapunk.

Megforditva, linearis pontsorbeli r-észrendszert ugy proji-
cidlva a projicialé centrumon atmené korre, hogy a rendszer
alappontjaihoz, mint kettés pontokhoz tartozo involuczié circu-
laris involuczioba projicialtassék (a mi mindig lehetséges, mert
ez az involuczié elliptikus), az r-dszrendszer a korbe irt szabalyos
r-520g0k rendszerébe megy dt.

Tehat az 1-dszok geometriai szerkesztése » ugyanazon értékei
mellett lehetséges, mint a szabdlyos r-szogoké.

VIL

A térbeli harmadrendt gorbén fekvé pontsor paraméteres
eloallitasa czélszertien valasztott koordinatarendszer mellett

el SCL A A R G S
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A Auy-sik egyenlete :

Ay . —(uy—+vA4-Ap) 1y +A+4-p+v) . 2 —t=0. 1)
A Jp-hur egyenletei :
Ap.x — (A4-p). y+2=0, 9)

Ay — (A4p). z4+t=0.
Az 1) egyenletbél kovetkezik, hogy 2 kettés aranyszama a
w0, pvoo, md, wl
sikoknak.
A 92) egyenletekbdl kovetkezik, hogy azon hurok geometriai
helye, a melyek az
are~+bA+-p)+c=0
involuczié pontparjait kotik ossze, az a masodrendd feliilet, mely-
nek egyenlete :

B s
e t':0
a —b C |

A kétszeresen végtelen sok involuczionak megfelel a gorbén
atmend kétszeresen végtelen sok mésodrendd felilet. A paraboli-
kus involuezioknak (ac— b*=0) megfelelnek a méasodrendi kipok,
a melyek a harmadrenddl gorbét ennek pontjaibél projicidljdk.

Annak az involucziésornak, melynek kozos pontparja A, p,
megfelel az a mdsodrendd feliiletsor, melynek alapgérbéjét a
harmadrendd gorbe a Au-hurral egyiitt alkotja.

Haa Appp (h=0, 1, ..., r—1) pontrendszerek ();h) involuczid-
'

ban vannak, egy alkalommal méar hasznalt kifejezéssel élve azt is
mondhatjuk, hogy a két pontrendszer hyperbolikus viszonyban
van, mert a megfelelé pontokat 6sszekité egyenesek egyképenyti
hyperboloidon vagy hyperbolikus paraboloidon vannak.

E szerint a tobbszorés involueziora vonatkozoé tantételek ugy
mondhaték ki, mint tobbszorés hyperbolikus viszonyra vonat-
kozok.

A fététel igy hangzik

A térbeli harmadrendi gorbén olyan rendszerei léteznek az
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r-aszoknak, hogy ugyanazon rendszerhez tartozo két r-dsz r-szere-
sen hyperbolikus. A projicialé » hyperboloid masodrendii feliilet-

.sorhoz tartozik.

Egy érdekes speczialis esetet akarok itt felemliteni.

Ha ugyanazon rendszerhez tartozé két tridaszhoz (4,454,
B,B;B,) hozzé vesszilk a rendszer alappontjait (4,, B,), olyan két
tetraédert kapunk, a melyek az

(A,A2A3A4) (A,AQA3A4) (A1AQA3A4)
B,B,B;B,/’ \B,B;B.B,!’ \B;B.B,B;

médon hyperbolikusok : A;B; konj. komplex pontok helyett az Sket
Osszekoté valos egyenes két tetszés szerint vilasztott valds pontjat
véve, két valos tetraédert kapunk abban a haromszorosan hyper-
bolikus viszonyban, a melyet a tobbszorésen linearis tetraéderek
fajainak felkeresésénél mint utolso esetet soroltam volt fel.*

A t6bbszorosen hyperbolikus tetraédereknek- itt fellépé mais
esetei a negyedrendii és elsé faju térbeli gorbénél is eléfordilnak,**
de ez az egy nem.

- Ifl'rtesit(ﬂ XT. kotet, 43. lap.
** Ertesité XI. kotet, 322—326. lap.
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A Apv-sik egyenlete :

Ay . &—(uy~+-vA—-2Ap) : y +(A+p+v) . 2 —t=0. 1)
A Jp-hur egyenletei: -
Ap.x — (A4p). y+2=0, 2

ey — (A+4p) . 24t =0.
Az 1) egyenlethdl kiovetkezik, hogy 2 kettés ardnyszama a

w0, pyoo, mk, wmwl
sikoknak.
A 2) egyenletekbdl kovetkezik, hogy azon hurok geometriai
helye, a melyek az
adp~+b\A-p2)+c=0
involuezié pontparjait kotik ssze, az a masodrendd felilet, mely-
nek egyenlete :

z Yy 3
iy o =108
a —b ¢

A kétszeresen végtelen sok involuezionak megfelel a gorbén
atmend kétszeresen végtelen sok masodrenddi felilet. A paraboli-
kus involuezicknak (ac— b*=0) megfelelnek a mésodrendi kupok,
a melyek a harmadrendi goérbét ennek pontjaibol projicidljak.

Annak az involucziésornak, melynek kozos pontparja A, p,
megfelel az a méasodrendd feliletsor, melynek alapgorbéjét a
harmadrendd gorbe a Au-hurral egyiitt alkotja.

Haa ppn (h=0,1, ..., r—1) pontrendszerek (i") involuezid-

ban vannak, egy alkalommal mar hasznalt kifejezéssel élve azt is
mondhatjuk, hogy a két pontrendszer hyperbolikus viszonyban
van, mert a megfelelé pontokat Osszekoté egyenesek egykopenyt
hyperboloidon vagy hyperbolikus paraboloidon vannak.

E szerint a tobbszoros involuezidra vonatkozoé tantételek ugy
mondhaték ki, mint tobbszorés hyperbolikus viszonyra vonat-
kozok.

A fotétel igy hangzik

A térbeli harmadrendi gérbén olyan rendszerei léteznek az
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r-dszoknak, hogy ugyanazon rendszerhez tartozo két r-asz r-szere-
sen hyperbolikus. A projicialé  hyperboloid mésodrendii feliilet-
sorhoz tartozik.

Egy érdekes speczialis esetet akarok itt felemliteni.

Ha ugyanazon rendszerhez tartozé két tridszhoz (A,454,,
B,B;B,) hozz vessziik a rendszer alappontjait (4,, B,), olyan két
tetraédert kapunk, a melyek az

(A,A9A3A4) (AIAQA3A.4) (A1112A3A4)
B1B2B3B4- i B1B3B4-BQ ‘ BlBtl-BQBB

médon hyperbolikusok : A4, B, konj. komplex pontok helyett az ket
osszekoté valos egyenes két tetszés szerint valasztott valos pontjat
véve, két valos tetraédert kapunk abban a haromszorosan hyper-
bolikus viszonyban, a melyet a tobbszorosen linearis tetraéderek
fajainak felkeresésénél mint utolso esetet soroltam volt fel.*

A tobbszorosen hyperbolikus tetraédereknek. itt fellépd mas
esetel a negyedrendti és els6 faju térbeli gorbénél is eléfordilnak,**
de ez az egy nem.

¥ }'glrtesitéi XI. kotet, 43. lap.
** Ertesité XI. kotet, 322—326. lap.




TOBBSZOROS INVOLUTIO.
VALYI GYUTA 1. tagtol.

Misodik kozlemény.*

Az els6é kozlemény az egy dimensios geometria t6bbszoros
involutioival foglalkozott. Ebben a kozleményben a sik véges
szami pontbol allo pontrendszereinek tébbszords involutioit ke-
ressiik fel.

L

A sikban inwvolutio alatt két collinearis pontrendszernek azt
az esetét értjik, mikor a sik barmely pontjanak, szamittassék az
akar az egyik, akdr a masik pontrendszerhez, ugyanazon pont a
collinearis tarsa.

Ha X (x50 és Y(y,y,1ys) egyméasnak ilyen médon két-
szeresen megfelelé pontok, akkor egyszerre allanak a kovetkezd
egyenletek :

1. QYi= Ty +QigXy+Qisks . 4 o g
o= il + Qiglo+ Aigl5
a hol az involutio determinansa

A = a;; ! nem = 0.
t; k=1,9; 3

Ezekbdl az egyenletekbsl A aldeterminansaira (A;;) nézve
az kovetkezik, hogy

9: A= ayi (2, k=122 3)

* Az els6 kozlemény az Trtesité XII. kotetének 894—407 lapjain.
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- hol

ezekbil pedig az adjungalt determinansra vonatkozo tantétel szerint

3. A=)8
A 2. egyenletek

ayt+2 Gy Uy3
J=\ g Agot2A  Qyg
gy (0 gz +2 |

determindns aldetermindnsaira (J;;) nézve azt mondjak ki, hogy

. Ag=0 (ha i Z k)
di; :l(}.*i—(lll‘E'(lz,_,'f-d:}3) (i=1, 2, 3)
Az elemek és aldetermindnsok kozott fenndllo egyenletek
szerint ezekbol kiovetkeznek :

5. dii - @i =0 (ha iZ k)
dii (@i +2)=4 =19, 3)

Megjegyzendd, hogy a 2. 3. egyenletek alapjén 4 igy is ki-
fejezhetd :
6. A=222 (A4 ay + oo+ Asg).

A 4. 5. 6. egyenletekhd] az involutionak kovetkez6 két fajat

lehet felismerni:

7 : @) ha

A+ Qg+ oo+ ttgg nem=0,
akkor az 5. 6 egyenletekbdl lathato, hogy
=0 (i Z k)
i =1 (i=1, 2, 3)
tehat az involutio egyenletei
0Yi=A%; (t=1, 2, 3) '

azaz a sik minden pontja maga-maganak involutiés tarsa.
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Az involutio tobbszordsségének megszamlaldsandl az invo-
lutionak ezt a fajat nem szamitjuk.
b) Ha

7- AtGy Qs+ ag5=0,

akkor J Osszes aldetermindnsaival egyiitt elenyészik, és igy van
hat olyan szim, ¢; di(i=1, 2, 3), a melyekkel 4 elemei igy fejez-
heték ki :

all\ :Cﬂlk (’l[’, LZ k)
i +A=cid; (i=1, 2, 3)
és 7. egyenlet szerint
8. 22=cd;+Ccydy+csds.

Az involutio egyenletei ebben az esethen
0. Yi=— i+ Ci (A 20+ dos+dss) (i=1,2, 3)
és ezekbdl az egyenletekbdl 8. felhasznaldsival
10. o (dy yy+dy yo+ds yg) =2 (d o, +dyry+das)

A 9. 10. egyenletekbdl latszik, hogy az a pont, a melynek
koordinatai

0Yi+Axq (i=1, 2, 3)
dsszeesik a (c,cycq)-ponttal, az a pont pedig, a melynek koordinatai
01— A (i=1, 2, 3)

rajta van a (d,d,d,)-egyenesen.

Tehdt az involutios pontparokat a (c,c,c,)-pont (involutio-
cenlrum) és a (d,dyds)-egyenes (involutio-tengely) harmonikusan
valasztjdk el. Ebb6l az kovetkezik, hogy a centrum és a tengely
minden egyes pontja maga-magénak involutios tarsa (kettds pont).
E szerint az involutionak ez a faja a perspektiv-collinearis viszony-
hoz tartozik.

Fzt az involutiot teljesen meghatdrozza centruma és ten-
gelye, vagy két involutiés pontparja, ha egyikiik sem kettés pont.

Az involutio egyenletei legegyszertibbek, ha a centrumot a
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coordinata-rendszer egyik alappontjéanak, a tengelyt szemben fekvé
alapegyenesnek valasztjuk.

Ha a centrum (0,0,1)-pont, a tengely (0 0 1)-egyenes, akkor
a 8. egyenlet szerint

2)=1
és az involutio egyenletei
9 =_ . an
20Yi= %1
20Yy= —;,

20Yg =15
Hasonloképen egyszertiek az involutio egyenletei akkor is,
ha két alappont (pl. az elsé és masodik) involutiés pontpéar, a har-
madik alappont pedig a tengelyen fekszik.
Ha a centrum koordinatai ¢, ¢, 0, akkor feltevéseink szerint
a tengely koordinatai ¢, ¢; 0. A 8. egyenlet szerint

A=c e,
¢s az involutio egyenletei:
S 2/
o= G X,
g e 2
11. QY= ¢ X
QY3=—C1Ge%3

A t6bbszoros involutio targyalasahoz épen ezekre az egyen-
letekre van sziikségiink.

18 [8

Keressiink fel a sikban olyan pontrendszereket

zi],B},(hTO‘ 1,...r—1; r>2)

(‘l I:) (Ah )

Bh : Bh+1

gymbolumokkal feltiintetett kétféle involutioban vannak, a hol az
indexek mod. r redukélandok.

Tegyiik fel, hogy a két involutio centrumai (€, C') és ten-

XIIL :

a melyek egyszerre az

(3]

7
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gelyei (¢, ') kiilonbozok és egyik centrum sem fekszik a masik
involutio tengelyén. Tegyiik fel tovabbé, hogy CC' egyenes nem
megy at {t' ponton.

Ilyen feltevések mellett a CC’ egyenesen létezé két pontin-
volutio k6z6s pontpérja nem kettés pont. Valaszszuk ezt a két pon-
tot & koordinata-rendszer els6 és mésodik alappontjanak, ft' pon-
tot harmadik alappontnak. Ilyen koordinita-rendszer mellett mind
a két involutio egyenletei a 11. egyenletek szerint alakdlnak.

Legyenek Aj koordinatdi an, ap, ap,
By, « ¢ b i by, 4 bhs
(5 « o« ¢ ¢ 0
(4 « o« ¢y ¢ 0

Akkor a két involutiot kifejezik

2 e
On bh, = € Qp,, QI'HI brit1= al:

’ 2
12. Oh bhgz Cg Ap, 5 Oh+1 bh-rl,Q: CQ, p,
Oh blzs= —C1Cy Apy Q;H 1 bh+1,3= Vi cicéalzs

(k=001 o tr—1)

Héarom esetet kell megkiilonboztetniink.

1. Ha az ap, by, (h=0, 1,..., r—1) szamok egyike 0, akkor
mindegyikék 0, a mint a 12. egyenletekbdl konnyen lathato.

Ekkor az 4;B;, (h=0,1, ..., r—1) pontok a CC’' linearis
pontsorhoz tartoznak és a feltett két involutio szerint ugyanazon
rendszerhez tartozo két r-aszt alkotunk.™

2. Tegyiik fel, hogy az ay, by, (h=0, 1, ..., r—1) szamok
egyike sem 0.

Ha az a3, (h=0, 1, ..., r—1) szamok egyike 0, akkor a 12.
egyenletek szerint a by, ay, (h=0, 1, ..., r—1)szdmok mindenike 0,

Nem homogén koordinatakra térve at, legyenek

il | Ay, coordinatai 0 ay 1
4 ; B ba e 17407 =8y
I ¢ « « 7l 3,0
(SR RO w1 - ()

# Fls6 kozlemény I.
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A 12. egyenleteknek mind a két oszlopdban az elsé egyen-
letet a harmadikkal osztva :

ap ﬂh 7 =l 1=0
an Br+17’+ 1=0

Ezekbol az egyenletekbél épen gy, mint az elsé kozlemény
L. fejezetében, az kovetkezik, hogy az A;B; pontrendszerek ko-

zOtt az )
Ah )
k=0, 1,...,r—1
(Bh+k, : =

(h=0, 1, ..., r—1)

involutiok mindenike fennall. Legyenek a centrumok
Crk=0,1,....,r—1).

A formulak legsymmetrikusabbak, ha a koordinata-rendszer
egység-pontjit ugy vilasztjuk, hogy ay=pgy=—1 legyen. Ha még
a Bj pontok megszamozisianak sorrendjét B,-t61 indulva ellen-
kezdre valtoztatjuk, lesznek

Ay koordinatai 0 —e* 1
Bi « « 1 0 — Ei
Crplae st a1 0

a hol e primitiv r-ik egységgyok.
A B;C. egy egyenesben vannak, ha

h—~+i-+k=0 mod. )

Ebbél lathato, hogy a harom pontrendszer harom r-dszt
alkot, a melyek koziil akdrmelyik kett r-szeresen involutids a
harmadik /-dasz pontjaival, mint centrumokkal.

Az r-dszok alappontjai az egyeneseiktél alkotott haromszog
szogpontjaiba esnek. Epen azért a harom r-asz koztl legfeljebb
egy lehet redlis, mert realis r-dsznak alappontjai conjugélt com-
plexek.*

Hérom r-asz ilyen kapesolatanak legegyszeriibb esete (r=3)
a sikbeli harmadrendii gorbéknél fordul els. A kilencz inflexio-pont
ilyen rendszert alkot.

* Elsé kozlemény IL.

G
bt
*
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3. Tegyiik fel, hogy A; Bj pontok koordinitii kozil egy
sem 0.
A 12. egyenletekbél kovetkezik, hogy

,,([i]f,La!’ﬂ L bhlbh.: L b/H-l,l bh+1,’:7.
2 == L2 - 2 '
@, b3, bi. 1,3

(h=0,1, .., r—1).

Tehdt ezen tortek értéke h-tol fiiggetlen. Jeldljiik c-vel.
E szerint az A; B, pontok mindegyike rajta van azon a kupszele-
ten, melynek egyenlete

o 22—
242 c.13‘_0.

A feltett két involutiobol pedig az kovetkezik, hogy a kup-
szeleten ugyanazon rendszerhez tartozo keét r-aszt alkotnak.”

T

Az (A"> és (A"' ) involutiokkal 6sszekotott pontrendszerek-
Bh Bh+1

nél az elébb targyalt eseten kiviil még a kovetkezd esetek johet-

nének eld :

1. a két involutio centruma kozos, tengelye kiillonbozo ;

9. a két involutio tengelye kozos, centruma kiilénbozo ;

3. akétvinvolutio centruma és tengelye kiilonb6zo, de a centru-
mokat 6sszekoté egyenes atmegy a tengelyek metszéspontjan ;

4. az egyik involutio centruma a masik involutio tengelyén
fekszik ;

5. mind a két involutio centruma a masik involutio tenge-
lyén fekszik.

Akarmelyikét ezen eseteknek feltéve, legyen P a két tengely
kozos pontja. (A 2. esetben P barmely pontja lehet a kézos ten-
gelynek, de mégis valaszszuk ugy, hogy ne legyen a centrumokkal
egy egyenesben).

P pont mind a két involutioban maga-maganak involutios

* Els6é kozlemény VI.
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tarsa. Azért a két feltett involutio azt kivanna, hogy az A;B;,
(h=0, 1, . .., r—1) pontok mindegyike vele Gsszeessék, mihelyt
csak egy is koziilok F-be esnék.
Tegyiik fel azért, hogy egyikiik sem esik ossze P-vel.
Projicialjuk a két pontrendszert P-bél. Olyan sugarakat ka-
punk (apby), a melyek kozott egyszerre allanak az

( ah) (ah )
\ bh { bh+ 1
involutiok.

Azonban a 4 els6 esetben a két sugar-involutionak egyik ket-
t6s sugara kozos. De akkor az Gsszes sugarak ezzel a kettds sugar-
ral osszeesnek,* ésigy A;B; pontok mind ezen az egyenesen van-
nak. Minthogy azonban P kozos kettos eleme az ezen egyenesen
fellépé két involutionak, azért vagy az Osszes pontoknak, vagy az
Ay, és By, pontoknak kiilon-kiilon egy-egy pontban kellene Gssze-
esniok a két feltett involutio miatt. Igazi pontrendszerekrél tehat
ezekben az esetekben nem lehetne szo.

Az 5. esetben a P centrumu két sugdr-involutionak mind a
két kettés sugara kozos, igy a két involutio azonos. A feltett két
involutio igy most esak azt kivanja, hogy az a;, és b sugarak kii-
lon-kiilon egybe essenek és igy az Aj, Bj pontok kiilon-kulon
egy-egy egyenesen vannak.

A pontok eloszlasat részletesebben kell megvizsgalnunk.

Legyenek a centrumok CC', a tengelyek {t' és tegyiik fel,
hogy C centrum ¢’ tengelyen, C’ centrum ¢ tengelyen fekszik.

Valaszszuk G, (' és {t' pontot a koordinata-rendszer alap-
pontjainak.

Azt az esetet elére kizdrhatjuk, mikor A,B; pontok egyiké-
nek harmadik koordinatija 0, mert akkor mindegyiké O volna s a
két feltett involutio azt kivanna, hogy az Aj, és B), pontok egy-egy
pontban harmoniasan a centrumokhoz egyesiiljenek.

Legyenek A; koordinatai ay, ap, 1
By e 6 by, by,

* Elsé kozlemény IV.

T




416 VALYI GYUTA.
Az I. fejezetnek ilyen koordinata-rendszerre vonatkozo
egyenletei szerint (az ardnyossagi szorzokat osztéssal elimindlva)

bh=—an,, br+,1= ap,
(h=0,1, . . ., r—1)
bhg: Ahy s bh+ 1,2= —ap,

Ezekbdél pedig az kiovetkezik, hogy

az Ay pontok koordinatai a, a1
az AQIH] « o« « « — g — g 1
a sz" ( « « « — Qg A 1
a BQ7Z+1 « o« « « Ay — Qg 1.

Tehat az Ay és By, pontok két-két pontban egyesiilnek. A négy
pont egyiitt olyan teljes négyszioget alkot, melynek 4t16i pontjai a
eentrumok és a tengelyek metszéspontja.

A pontok tobbszorosségét mellézve kimondhatjuk tehat, hogy
esak két par pont kettés involutiojanal fordul elé az az eset, hogy
mind a két involutio centruma a masik involutio tengelyén fekszik.

Minthogy azonban két par pont az involutiot épen ecsak
meghatarozza, a tobbszords involutio igazi esetei esak azok, mi-
kor r > 2.

A monocyclikus t6bbszords involutio igazi eseteit tehat a
II. fejezet teljesen kimeriti.

LY.
A polyeyelikus t6bbszéros involutio esete az, mikor
k Dk h=1, 2y v '8
Ah Bh (/L:(J. Lsve s v 3 r—I1
pontrendszerek kozott egyszerre fenndllanak az
k k
(Ah) (Ah )
k)’ k
\]jh Bh+1'

involutiok.

A két involutio ¢entrumait 6sszekoté egyenesen fellépé két
involutio kézos pontparjat és a két involutio tengelyeinek metszés-
pontjat valasztjuk megint alappontoknak.

Feleslegesnek tartom a kérdés részletes targyalasat, mert az
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az els6 kozlemény V. és ezen kozlemény II. fejezeteinek meneté-
161 nem kiillonbozik.

Elég lesz a f6bb eredményeket felsorolni.

1. Ha a két pontrendszer pontjai kiillonbdz8k, akkor

7'1:7‘2= e o =1%.

Jeloljiik kozos értékiiket r-rel.
2. Ha Ak Bt (h=0, 1,...,r—1) pontok egyikének vala-
melyik koordinatéja 0, akkor Ak és BJ linedris pontsorbeli r-aszok.
3. Ha Af B (h=0,1,...,r—1) pontok koordinatai 0-tol
kiilonboz6k, akkor ezen pontok kupszeleten vannak, melynek
egyenlete
Xy2y— Cp 2=0

s azon ugyanazon rendszerhez tartoz6 r-aszokat alkotnak.

¢ a kiilonboz6 cyclusokra kiilonbozé lehet.

Tehat a kupszeletek, a melyeken az ilyen cyclusok pontjai
fekiisznek, kettés érintkezésben vannak. Az érintési pontok az
r-aszok kozos alappontjai. Redlis r-aszoknal tehat a kupszeletek
kettds érintkezése képzetes.

4. Az involutio-centrumok linedris pontsorbeli, az involutio-
tengelyek linedris sugarsorbeli r-dszt alkotnak.

Végeredményképen pedig kimondhatjuk, hogy a sik libb-
szirdsen involutids véges ponlrendszerei linearis és quadratikus
pontsorbeli r-dszokra bonthatdk szét.

(A M. T. Akadémia III. oszthlydnak 1895. oktéber 21.-én tartott iilésébol.)
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