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Eldszo.

E sorok czélja teljes és konnyen attekinthetd képet nyujtani a
Pas i1-hatszéggel kapcsolatos configuratiokrol és igy annak tanul-
manyozasat eldmozditani, ujabb kutatasokra serkenteni.

Tudomasom szerint az utolsé nagy értekezés targyunkrol
VEronEse-t6] szarmazik e czimen: »Nuovi teoremi sull’ hexagram-
mum mysticume, Reale Accademia dei Lincei, anno CEXXIV. (1876—
1877). Ertekezése feloleli a kiilénbozs tolyoiratokban, akadémiai érte-
kezésekben és tankdényvekben e td gyra. vonatkozo tananyagot, de
legnagyobb része egészen Gj vizsgalatokat tartalmaz. Azonban a téle
hasznalt jel6lés nem elég attekinthetd, ugy hogy mivének tanulma-
nyozasa nem Kkis faradsaggal jar.

Jelen értekezésemben a syntheticus geometria karara koran
elhunyt ScuroTER tandrnak a »>Theorie der Kegelschnitte« czimi
mivében hasznalt jelolést alkalmaztam, de a kis-betiiket nagy-
betiikkel cseréltem fel.

Ez a jelolés a configuratiot attekinthet6bbé és azt is lehetové
teszi, hogy az itt el6fordulé nagyszamu pontot és egyenest tetszé-
stink szerint kezelhessiik.

Ertekezésem azonban uj dolgokat is tartalmaz, melyek VERONESE
értekezésében nincsenek meg.

Elgszor is a Veronese-t6l Y-nal jelolt négyoldalakat, de kiilo-
nosen az y-nal jelolt négyszogeket vizsgaltam meg részletesen kol-
¢s0nos helyzetiikre nézve.
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Egészen ujaknak tekintendok azok az ;| Vv] configuratiok, melyek
a Verowese [Vv]; configuratidival (6 [/z];-vel jeldlte) bizonyos tekin-
tetben dualisan dllithatok szembe.

Ujak egyszersmind a tizenot D haromszigrol szolo vizsgalatok,
mely D haromszogek a Veronese A haromszogeinek dualisan felel-
nek meg.

Az altalanos Pascar-hatszog képezte configura onak targya-
lasat meg kiegésziteltem négy kiilonds Pascavr-hatszog helyzeti
viszonyanak megvizsgalasaval. E hatszogeknél egyszer négy, kétszer
négy, haromszor négy és egyszer harom, végre haromszor négy és
egyszer hat Pascar-egyenes és ugvanannyl Kirkmax pont egy-egy
egyenessé, illetve pontta egyvestl.

Ugy tudom, hogy e kiilénés hatszogek felismerése és reajuk
vonatkozé vizsgalataim is egészen ujak.

Kolozsvart, 1897 jil. 27-én.
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I. AZ ALTALANOS PASCAL-HATSZOGROL.
Bevezetés.

A Pascar-hatszoggel kapesolatos configuratiokkal szamos kivalo
geometer foglalkozott e szazadban. SteEmer?! volt az elsd, a ki ama
hatvan Pascai-egvenes helyzetét megvizsgalta, a melyeket a teljes
Pascar-hatszoghdl szarmazo halvan egyszerd Pascar-hatszdg nyujt,
és azt talalta, hogy: a teljes Pascar-hatszog hatvan Pascavr-egyenese
egymast harmasaval husz pontban, az ugynevezett husz STEINER-
ponthan metszi.

Prtcker 2 kimutatta, hogy a husz SteNErR-pont négyesével
tizenot egyenesen, ugynevezett SteiNer-egyenesen fekszik.

A husz StEINER-pOnt és tizenot Striner-egyenes Hessk 3 szerint
egy (15,, 2 ;) configuratio, vagyis olyan configuratio, a melyet
harom, paronként ugyanegy kdzéppontra perspectivas helyzetli harom-
£z0g a szogpontokat vetit§ harom sugarral és a harom collineatio-
tengelylyel egyiitt képez.

Hesse,* Grosman®, Staupt ¢ és Bauer 7 kiillonb6z6 tuton bebi-

t Annales de Gergonne, T. XVIII, 1828. és »Systematische Entwicke-
lung ete.« 311. lap.

# »Ueber ein neues Princip der Geometrie«. CreLLe s Journal, Bd. V.
P, 275,

3 »Line Bemerkung zum Pascar’-schen Theorem«. CreLLe ’s Journal, Bd.
XLI P. 269,

4 »Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid«. Crerie ’s
Journal, Bd. XXIV, p. 40.

5 »Ueber eine neue Eigenschaft der Sremver’schen Gegenpunkte«. CrRELLE s
Journal, Bd. LVIIL p. 174

8 »Ucber die Sreiner’schen Gegenpunkte etc.« CreLie ’s Journal, Bd.
LXIL p. 142,

7 »Ueber das Pascav’sche Theoreme. Abhandl. der k. bayer. Akad. d.
W. Bd. X1, 3. Abth. 1874,

*
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zonyitottak, hogy a husz Steiver-pont tiz par kapcsolt polus arra
a kupszeletre vonatkozolag. a mely a Pascar-hatszog kordl irhato.
E tiz pontpart Hesse elnevezte STENER-€ -nak.

Az eddigelé emlitett német geometerek vizsgalatait Kirkman,
Caviey és Sarmon angol tudésok ujabb tételekkel egészitelték ki,
melyek olyanoknak ttintek fel, mintha az el6bbiekb6l a dualitas
elve szerint kovetkeznének. Kirkman ugyanis azt talalta, hogy a
hatvan Pascar-egyenes egymast a husz Stemver-ponton kiviil még
hatvan pontban, tdgynevezett Kirkna -pontban, metszi. Cavrey?
kimutatta, hogy e hatvan Kirkman-pont harmasaval husz egvene-
sen, a husz CaviLev-egyenesen, tekszik ; s végre SarLmon? bebizo-
nyitotta, hogy a husz Caviev-egyenes négyesével lizendt ponton
megy  keresztil, melyeket jelenleg Sarmon-pontoknak neveznek.
A husz CavrEv-egyenes €s a tizenot Sarmon-pont egy (20;, 15,)
configuratio, mely dualis alakzata a (1n,, 20,) configurationak, s
melyet harom, paronként ugyanarra a collineatio-tengel re perspectivas
haromszog képez.

Amde a Kmrkman-pontok, Caviev-egyenesek és Sarmon-pontok
nem polaris-reciprocus alakzatai a Pascavr-egveneseknek. S1LINER-pOD-
toknak és SteinEr-egyeneseknek a Pascar-hatszog koril irt knupszeletre
vonatkozolag, sem egy mas kupszeletre vonatkozolag, @ mint aazt
Hesse$ gondolta. S6t kimutathato, hogy a Kirkman-pontok ¢s Pascart.-
egyenesek még az altalanos reciprocus vonatkozas, a correlatio eseté-
ben sem lehetnek egymasnak megfelel6k, mint ScuroTER ¢ gyanila;
mert kimutathato, hogy négy, egymast egy pontban (I’ascar-pontban)
metsz6 PascavL-egveneshez oly négy Kxirman-pont tartozik, a mely
nem fekszik ugyanegy egyenesben.

A teljes Pascar-hatszognek eddig emlitett tulajdonsigai meég
mindig nem nyujtavak attekintheté képet a Pascar-egyenesek és
K sman-pontok koélesiings helyzetérsl, mert a configurationak csak
igen kis részérdl szerziink tudoméast, ha azt latjuk, hogy harom

t Sur quelques théoremes de la geometrie de position«. Crrnre ’s Journal,
Bd. XXXI und XXXIV.
Sarmox-IieLer, Analytische (teometrie der Ebene!
sl7eher die Reciprocitat der Pascar-Steiser’schen und Kirkman-Cayrey-
= ete. Journal, Bd. LXVIIL, p. 193.
der Kegelschnitte, 1876, 218, lap.
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Pascar-egyenes egy Stever-ponton megy keresztil, és harom Kirk-
man-pont egy Cavrev-egyenesen fekszik. Amde Bauver?! kimutatta,
hogy »tiz Pascar-egyenes és tiz hozzajuk tartoz6é Kirkmax-pont egy

configuratiot (10;. 10,) képez, és hogy a hatvan Pascat-
egvenes és hatvan Kirkman-pont hat ily Desarcuks-configuratiora
bomlik «. E hat Desarcurs-configuratio pedig kovetkez6 modon csatlako-
zik a StEiNER-pontokbdl és egyenesekbdl, valamint a Cavrev-egyenesek-
b6l és SaLmon-pontokbol képezett Hesse-configuratiokhoz, a H=(15,,
20,) és H' =1{20,, 15,)-hez: »A H configuratio felbomlik hat teljes
otoldalra, melynek oldalai és szogpontjai SteiNer-egyenesek és STEINER-
pontok ; hasonlokép a 11" configuratio felbomlik hat teljes otszdgre,
melynek szégpontjai és oldalai Sarmox pontok és CavLev-egyenesek.
A Pascai-egyenesekb6l és Kirkman-pontokbol all6 hat Drsarcues-
configuratio mindenike amaz otoldalak egyike kortil és amaz ot-
szogek egyikébe van beirvac.

Veronese 2 végtelen sok oly configuratiot [Vv]; talalt, mint
a Pascar-egyenesekbol és Kirrkman-pontokbol allo, melyeknek min-
denike hatvan v; egyenest és hatvan V; pontot tartalmaz. Mindezen
configuratiockban a Vj-pontok harmasaval a Caviev-egyeneseken fek-
szenek, és a vi-egyenesek harmasaval a Striner-pontokon mennek
keresztlll, s végre mindenike e [Vv]-configuraticknak hat DEsarRGUES-
configuratiéra bomlik.

A [Vv]i-configuratiok azonban abban kiilonboznek a Pascar-
egyvenesek és Kirkman-pontok képezie configuratiotol, hogy az utob-
biakban a hatvan Pascar-egyenes egymast négyesével negyvenot
pontban (G-vel jelolendd Pascar-pontokban) metszik, holott a [Vv];-
configuratiok vi-egyenesei ezt nem teszik.

A végtelen sok [Vv]-configuration kiviil van azonban még méas
végtelen sok, melyeket ;[ Vv]-vel jelolok és melyeket tudtommal
még eddig nem vizsgaltak. A j[Vv]-configuratick szintén hatvan
;V pontbol és hatvan ;v egyenesb6l dllanak, melyek harmasaval
a Caviev egyeneseken fekszenek. illetve a Stemwer-pontokon mennek
keresztiil, és ugyancsak mind hat Desarcues-configuratiora bom-
lanak.

1 Lasd a103. old. 7. jegyzetét.

2 Nuovi teoremi sull' Hexagrammum mysticum. Reale Accademia dei
Tineei, vol. CCLXXIV. (1876—77.)
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E configuratiok elsejének, t. i. ,[Vv]-nek az a tulajdonsaga,
hogy a Pascar-egyenesekb6l és Kirkman-pontokbodl allo configura-
tioval bizonyos tekintetben dualisan szemben 4llithato. Ugyanis a
hatvan ,V-pont itt négyesével negyvendt egyenesen, .g egyenesen,
fekszik tigy, a mint a hatvan Pascat-egyenes egymadst négyesével a
negyvendét G pontban metszi.

A negyvenét ,g egyenes tizenot D haromszégnek oldala, me-
lyeknek csak tizendét szégpontjuk van tigy, a mint a negyvenst G
pont tizenot A haromszégnek szogpontja, a melyeknek csak tizenot
oldaluk van; az utobbiak egyszersmind a teljes Pascar-hatszognek
tizendt oldala.

A tizen6t D haromszog a tizenst A haromszoggel a Sarmon-
pontokra és a STEINER-egyenesekre, mint collineatio-kozéppontra és
tengelyre, perspectivds; a megfelel6 oldalparok egymast negyvenét Y
pontban metszik, és a meglelels szogpontparok 0Osszekoté egye-
nesei negyvendt y egyenest adnak.

Mar VEeronese észrevette, hogy a mondott Y pontok és y egye-
nesek a [Vv]i-configuratiokkal szorosan osszefliggnek, a mennyiben
mindenik Y-ponton két egyenes megy keresztiil, a melyen két Vy;
és két Vi, fekszik, és mindenik y egyenesen két oly pont van, a
melyekben két vyi4, és két v,1, egyenes egymast metszi.

Ugyanez mondhaté egyszersmind a ;[Vv]-configuratiok pontjai-
rol és egyeneseir6l is, t. i.: két 454,V és két 44,V pont mindig
ugyanegy egyenesben fekszik egy Y ponttal, és két ,v, valamint
két o1,V egyenes egy y egyenesen talalkozik.

A kovetkez6kben szandékunk a Pascar-hatszoggel kapesolatos
configurationak itt tomoren el6adott tulajdonsagait kimutatni és a
nyert tételeket négy nevezetes kiilonds Pascav-hatszogre alkal-
mazni.

Az utobbi hatszégek szogpontjai a kupszeleten egy-, két-,
harom- vagy négyfélekép képeznek involutiot. Latni fogjuk, hogy
ezekhez az involutiékhoz tartozé involutio-tengelyek és kézéppontok
mindig t6bbszords Pascar-egyenesek és Kirkman-pontok; tovabba,
hogy azok a [Vv];, {Vv] configuratiokban is tobbszoros egyenesek
és pontok lesznek.
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1. Pascal tétele

1. Pascar miveiben! olvashaté a kovetkezd tétel:

»Ha két, egy kor sikjaban fekvé pontbol M és S-bdl szelSket
hizunk a korhez, melyek azt a K, P, illetve a Q, V pontokban
melszik, és ha az MV, SK egyeneseknek masodik metsz6pontjai a
karrel az O, N pontok, akkor a PQ, NO, MS egyenesek ugyanegy
ponton mennek keresztil. A tétel akkor is igaz marad, ha a kort
egy kupszelettel helyettesitjiike. (5. abra.)

Pascar-nak e hires tételét jelenleg a kovetkezdkép szokéas
kifejezni :

Fgy kipszeletbe irt hatszog szemben fekvd oldalai egy-
miist hirom, ugyanegy egyenesen fekvd ponthan metszik.

A kupszeletbe irt hatszoget Pascavr-hatszdgnek, azt az egye-
nesl, 1 melyben a hatszég szemben fekvd oldalai egymast metszik,

-egyenesnek nevezik. Azokat a pontokat, melyben a kup-

ctbe irt hatszog szemben fekvd oldalai egymast metszik, VERONESE-
vel pontok-nak fogjuk nevezni.

A tételt, melynek bizonyitdsa Pascar miiveiben nem talalhato,

szerint legegyszertibben bizonyithatjuk be, ha a kupszeletet
ket altalianos helyzeti projectiés sugarsor képz&dményének tekintjiik.
I a kupszeletbe irt hatszog szogpontjait ABCDEF bettikkel (2.
ubra), az AB, DE; BC, EF; CD, FA; ED, AF; CD, EF egyenes-
parok metszépontjait L, M, N, I, K;-gvel jeloljik, akkor

C (EFDB) A A (EFDB)-b6l
(EFK, M) A (EIDL).
Minthogy az EF, ED egyeneseken fekv§ projectiés pontsorok

FFK, M. . ., EIDL.

perspectivis helyzetliek, mert E-ben megfelel6leg kozos pontjuk van,
I, K; D, ML. egyenesek, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az FA,

., ML egyenesek egymast egy pontban metszik. Minthogy azonban
A, €D a bhatszognek két szembe fekvé oldala, az M, L pontok
peddig a BCG, KI5 AB, DE szemben fekvé oldalaknak metsz6pontjai,

! conique . — Ocuvres completes. (1640.)
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kive ik, hogy az ABCDEF hatszognek szemben fekv6 oldalai egy-
mast egy egyenesen fekvé pontokban metszik.

A tétel meg is fordithato, t. i.: Ha egy hatszog szemben fekvo
oldalainak metsz6pontjai egy egyenesben fekszenek, akkor annak
szogpontjai egy kupszeletnek (vagy egy egyenesparnak) pontjai, mert
koztilok négy szégpont a masik kett6b6l projectios sugarakkal pro-
jicialhato.

Ugyanis az el6bbi jelolést megtartva, ha

(EFK; M) A (EIDL),
akkor egyszersmind

C (EFDB) A A (EFDB).

2. Ha az ABCDEF teljes Pascar-hatszog alabb felsorolt olda-
lainak metszépontjait kovetkezékép jeloljitk :

(BC, ED)=1,, (BC, AF)=1,,
(AB, FE)=K,, (AB, CD)_K,

akkor lathato, hogy az
I, I,, KK, K,

haromszdgek perspectivasak, mert megfelelé oldalainak II,, KK, ; I, I,,
K, K,; L1, K, K metszépontjai N, M, L., egy egyenesen fekszenek.
Minthogy a meg nem feleld oldalaknak metszépontjai az ABCDEF
pontok, mondhatjuk: Ha két haromszog akkép van egymasra vonat-
koztatva, hogy az egyik haromszog oldalainak a masik haromszog-
nek bizonyos oldalai felelnek meg és ha a meg nem felelé oldalak
metsz6pontjai egy kupszeleten fekszenek, akkor a haromszogek
perspectivasak, €s igy a megfelel6 oldalaknak metszépontjai egy
egyenesen lesznek és forditva :

Ha két haromszog perspectivas, akkor a meg nem feleld

oldalak metszépontjai kiip- szogpontokat dsszekdtd
szeleten fekszenek. egyenesek egy kupszeletnek
I érintori.

3. Hat altalanos helyzeti pont egy sikban hat szogpontja egy
teljes hatszognek, mely hatvan egyszert hatszogre oszthaté fel. Ha
ezen egyszer(i hatszogek kozll egynek szemben fekv6 oldalai egymast
egy egyenes pontjaiban metszik, akkor ama hatszognek szégpontjai
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eg kupszeleten fekszenek és igy a tobbi 59 egyszerti hatszognek
szemben fekvé oldalai egymast szintén egy-egy egyenesen metszik.

SteNER voOlt az elsd, a ki a teljes Pascai-hatszoghbol szér-
mazd hatvan egyszerd Pascav-hatszog Pascan-egyenesei
helyzeti viszonydnak megéllapitisat tizte ki vizsgdlata
targyaul.

2, A Steiner-ellenpontokrol,

4. Jeloljik ScuroTER! szerint egy Pascar-hatszognek szog-
pontjait 1,2,3,4,5,6 szamjegyekkel (1. abra). Az 123456 egy-
szer(i hatszognek szemben fekvd oldalai

12, 45; 23, 56; 34,61

egymast egy Pascar-egyenesben metszik, melyet mi p"-vel, vagy
12345 6-tal (tehat
p'=123456

-tal) jelolink.

Ama 123456 hatszognek egyméasra nem kovetkez6 oldalai
12, 34, 56; és 23, 45, 61; valamint f6atlei 14, 25, 3 6, harom
haromszognek oldalait képezik, melyek ugyanegy collineatio-kézép-
ponira perspectivasak.

Ugyanis az
12 34 56
45 61 23
36 25 14

haromszoégek koziil a két elsd perspectivas, minthogy megfelelé olda-
lainak metszépontjai a p"=123456 Pascar-egyenesen fekszenek,
és a megfelel szogpontoknak Osszekots egyenesei

wV=(12, 34) (45, 61)

n = (12, 56) (45, 23)

' =(34, 56) (61, 23)
egymast a II collineatio-kézéppontban metszik.

Amde
az 1634 D 2PASCAL-hatszdg miatt (b 2, 3 6) pont a 7' egyenesen fekszik,
az 123654 » > (36, 14) ponta w¥
az 143256 » > (14, 25) ponta n'*

t L. a 104. oldalon id. m. 133. oldal4t.
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és igy a harmadik hdaromszog a két els6 irant szintén perspectivis.
A szarmazo két Uj collineatio-tengely p™ =143652, p'=163254,
a p™ collineatio-tengelyt egy P pontban metszi.

Megjegyezhetd még, hogy az

12 45 36
b6 23 14
34 61 52

haromszogek szintén perspectivasak, még pedig a P collineatio-kozép-
pontra ; a collineatio-tengelyek a =¥, =¥, =" egyenesek, és a szig-
pontokat projicialé sugarak a p', p™, p™ egyenesek.

E szerint mondhatjuk:

»Ha egy Pascar-hatszog szogpontjai 1,2,3,4,5,6, akkor az

1 6
1
1

(o2 \V)
W w w
DN S B>

5
5
5

B~ DD

és az

W w
DO B

1
1
1

B O Do
SV

Qv O Ot
Sy DO

egyszerii Pascar-hatszogeknek Pascar-egyenesei egy P, ilietve egy II
pontban metszik egymaste.

E két P és II pontot egyiittesen egy par SteiNer-ellenpont-
nak vagy egy S riNer-el/lenpontpdrnak, kilon-kilon pedig STEINER-
pontnak nevezik.

Ha szemiigyre vessziik az el6bbi hat Pascar-hatsziget, azt
latjuk, hogy a paratlan helyen all6 szogpontok 1, 3, b, mind a
hat hatszognél ugyanazok ; ellenben a paros helyen levd szégpontok
2, 4, 6, az els6 csoportnal elérehaladolag, a masodiknal visszafelé
haladdlag vannak cyclicusan feleserélve. Ugyancsak ezeket a hat-
szogeket nyerjik akkor is még, ha a paros helyen lev§ szdgpon-
tokat hagyjuk wvaltozatlantul, és a paratlan helyen leviket cserél-
juk fel eloére- és visszafelé haladolag cyclicusan.

Minthogy hat elembdl harom elemet uszfélekép lehet kiva-
lasztani: egy teljes Pascar-hatszogh6l tiz par S & Eer-ellenpont szar-
maztathato le, vagyis:
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Egy teljes Pascair-hatszdg hatvan Pascai-egyenese egy-
mast harmasaval husz S EINer-ponthan metszi, mely tiz par
SteNER-ellenpontot képez.

5. Egy par Stewer-ellenpont kapcsolt poluspar arra a
kupszeletre vonatkozdlag, mely a PascaL- hatszog koril
irhato.

E tételt Hesse 1 allitotta fol és egy stereometriai tétel segélyé-
vel bizonyitotta be.

Vegytink fel harom egyenest g, g; g,-6t, melyek koziil egyik
sem metszi a masik kett6t és legyen h, h, hy harom egyenes, mely
amazok mindenikét metszi. Jel6ljik a g;, h; egyenesek metszGpontjat
(gi hy)-vel, a g, hj-n keresztdl mend sikot [g; h;]-vel.

A (gihy), (gx h) pontok Gsszek6ts egyenese és a [gihy], [gx by
sikok metszévonala ugyanegy egyenes, vagyis

(gihy) (g hy) = [gih] [g« by
(gihy) (8 hy) (gm bn),. [gihy] [k hi] [gm hn]

sik és pont egymasnak polarissikja, illet6leg polus a g; g; g¢ hy h, h,
egyeneseken keresztiil mend ¢ mdsodrendd feliiletre nézve.
Ha

(g1h,) (8she) (85ha)=¢ [g. h.] [gs he] [gs hy] =R’
(g he) (8 hy) (g5 hy)=p" [g; he] [g5 hy] [gsh]=R"
(g1 hy) (g5 hy) (85 he)=p" (g hy] [g h,] [gs hg]=R"
(81hs) (8 hy) (g5 hy) =0 (8. h,] [gs h] [gs he] =1
(g1 hy) (gshy) (gshe)=0" (g1 h,] [8shy] [gshe]=15"
(g1 hy) (8 hg) (gshy)=0" [g: hy] [gs he] [gs h,]=S"

kimutathaté, hogy az R'R”R” pontok a ¢ ¢ ¢"” sikok metszGvona-

oo

laban és hasonlokép az S'S”S™ pontok a o’ p” p” 'sikok metszévo-

nalaban fekszenek, a mibél mivel R, p ; R”, p";. . . polus és
polussik kovetkezni fog, hogy az

és a

s=RR'R"=coco,r=883"=ppp

egyenesek reciprocus-polérisok a ¢ feliiletre nézve.

t Ueber das geradliniege Sechseck auf dem Hyperboloid. CrerLe ’s Jour-
nal, Bd. XXIV, vagy Scarérer: >Theorie der Oberflichen IL. Ord.«< 117. old.
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Ugyanis
az R’ pont a [g, h,] [g hs]=(g; hs) (gs hy) egyenesen,

az BH » a [gshy] [gsh,]=1(gs h,) (g hy)
az R » a [gyh] [g hy]=1(gs hs) (g hy)

fekszik, mely utébbiakon és igy az R'R”R"™ pontokon a o sik
kereszttil megy. Hasonl6é egyszerti uton kimutathats, hogy o”, ¢”
sik is keresztil megy az R'R”R™ pontokon és a p'p"p"” sik az
S'S” 8" pontokon.
A g g, g hyh h; sugarak a kovetkezd hat hatlapot hataroz-

zak meg:

g hy g3 hy gy b g1 hy g5 he g5 by

g1 h, g hg g hy g1 he gs hy g5 hy

g: hg g5 hy g h, g1 hy g; hy g5 by,

melyek kozil az els6 haromnak és az utobbi haromnak szemben
fekvd lapjai (mint [g, hy), [h, g;]) egymast megfelelleg a p p” ¢”,
illetve a ¢’ ¢” " sikokban metszik.

Ezek utan kimondhatjuk a kévetkezd segédtételt :

»Harom egyenes, mely egymast paronként nem metszi, és
harom egyenes, mely az el6bbieket metszi, hat rajtuk keresztil
mené hatlapot hataroz meg, melyek mindenikének az a tulajdonsaga
van, hogy a szemben fekvé lapjaik metszévonalai egy sikban fek-
szenek. E sikok koziil barmelyik harom és a masik harom egymaést
egy-egy egyeneshen metszi, a mely egyenesek reciprocus-polarisok a
hat felvett egyenesen keresztiil fektetett I. r. feliletre nézve.

Ha ezutan a g, g; g; h, h, hy egyenesen keresztil mené ¢ Il r.
feliiletet, ama hat egyenest és a t6lik meghatarozott hat hatlapot
egy e sikkal metsziik, akkor e-nak metszése ¢-vel egy k kupszelet;

a g8 . . . .egyenesekkel az 135246 pont, mely k-n fekszik;
a hat hatlap lapjaival, az

123456 123654

143652 163452

163254 143256

Pascar-hatszégeknek oldala; azokkal a p p”p" o' c” o sikokkal, a
melyekben a hatlapok szemben fekvé lapjai egymast metszik, ama
Pascar-hatszogeknek r'r”r”s's”s” Pascar-egyenese; végre azokkal
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az r, s egyenesekkel, a melvekben a p p"p” és o' 0" a” sikok egy-
mast metszik, az r'r'r” és §'s” 8" Pascar-egyeneseknek R és S met-
szépontja, melyek egy Steiner-ellenpontpar. Minthogy az r, s egye-
nesek reciprocus-polarisok a ¢ felilletre nézve, az R, S StemNer-
ellenpontpar kapcsolt poluspar lesz a k kipszeletre vonatkozolag.

6. A tételnek egy madsik bebizonyitdsa Staupr-t6l! szarmazik
és a kovetkez6:

Ha két kupszeletet collinearisan akarunk egymésra vonat-
koztatni, akkor az egyik kupszelet harom pontjanak megtelel6 harom
pontot a masikon tetszés szerint vehetiink fel, s ez altal az egyik
kupszelet minden pontjanak egy hatarozott pont felel meg a masik
kiipszeleten.2

Vonatkoztassuk az 123456 Pascar-hatszog koril irt kuap-
szeleletet 6nmagara az altal, hogy az 135 pontjaihoz a 246 pon-
tokat rendeljiik. Tudvalev6leg megfelel§ pontoknak érint6i a collinearis
vonatkozasban szintén megfeleldk, valamint megfeleld egyeneseknek
metszopontjai is. Ebbél pedig az kovetkezik, hogy annak az x egye-
nesnek, melyben az 135 pontok érint6i az 135 haromszég 35 51
13 oldalait metszik, az az y egyenes fog megfelelni, melyben a
246 pont érintéi a 246 haromszog 46 62 24 oldalait metszik.
Ennélfogva az x és y megfeleld egyeneseknek képzetes metszépontjai
X, X,, illetve Y, Y, szintén megfeleldk.

Minthogy

135 XX, A 246 YY,,
azért az
(14, 23), (36, 45), (16, 2b), (XY,, X,Y)

pontok ugyanegy egyenesen fekszenek.® De az els6 harom pont a
p'=163254 Pascar-egyenesen van; ennélfogva’a p' egyenes
keresztil megy a
P=(XY,;, X;Y)
ponton.
Ha ellenben a k kupszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk egy-
masra, hogy az 135 pontoknak egyszer a 462, masszor a 624

t Uber die Sreiner’schen Gegenpunkte. Crerre 's Journal, Bd. LXIIL.
? Sravpr: Geometrie der Lage §. 20. 149. oldal.
3 Krue: Projectiv geometria 102. oldal, 84. pont.
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pontok felelnek meg, akkor az x, y egyenesek és az X, X;; Y, Y,
pontok valtozatlanok maradnak, tehat ismét

135 XX, A 462 YY,
135 XX, X 624 YY,

és a p'=123456, p™=143652 Pascar-egyenesek szintén
keresztlil mennek a

P=XY, X;Y)
ponton.

Ha folytatolag a k kupszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk
egymasra, hogy az 135 pontoknak a 264 vagy 642, végre a
426 pontok feleljenek meg, melyeknek sora a 24 6 pontokkal ellen-
kez6 értelmlleg halad, akkor az x, y egyenesek még mindig meg-
felel6k maradnak, de az X, X, pontoknak az Y,, Y pontok felel-
nek meg.

Ennélfogva

135 XX, A 264 Y,Y
135 XX, A 642Y,Y
135 XX, A 426 Y, Y,

a mibdl, mint el6bb, kiovetkezik, hogy a
1=143256, n"=12365H4, n'v=163452

Pascar-egyenesek a
I=XY, X, Y,)

ponton mennek keresztiil,

Amde a p'p"p™ és n¥'n¥ 'Y Pascar-egyenesek egymast a P,
II Stemver-ellenpontparban metszik, mely mint a k kupszeletbe irt
XX YY képzetes négyszignek atléspontparja, k-ra vonatkozolag
kapesolt poluspar.

A tétel még a kovetkezd segédtétel alapjan is bebizonyithaté :

Ha az
XX, YYy, 27, UL,

pontpérok kapcsolt polusok egy kiipszeletre nézve, akkor a

V=XY, 72U0), V,=X,U, Y,Z)
W=(XU.YZ, W,=(X,Y,, Z, 1))
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pontpirok egyidejiileg vagy kapcsolt polusok, vagy nem
kapcsolt polusok a kiupszeletre nézve.

Ennek kimutatasa pedig kovetkezGkép torténik :

Ha xyz vw egyenesek az XYZUV W pontoknak polarisai,
akkor az xyv és a uv egyenesek egy-egy pontban talalkoznak,
mivel az XYV és ZUV pontok egy-egy egyenesen fekszenek.

De az xyzu egyenesek az XY ZU pontokhoz kapcsolt polu-
sokon X, Y, Z, U;-en mennek keresztlil és a szerint, a mint V;, V
kapcsolt poluspar, vagy nem az: a V, pont a v egyenesen fekszik,
vagy nem fekszik rajta.

Az els6 esetben az

xy|XY |
u | U Z |
haromszogek a V,; collineatio-k6zéppontra vonatkozélag perspec-

tivasak, tehat a
=X Y;, U; Zl)

[ xu), (y2) |

egyenesen van. Ez az egyenes azonban az | XU |, [YZ | egye-
nesek polusan megy kereszttil s, mint ilyen, a

W=(XT, YZ)

pont az

pontnak polarisa w; ennélfogva ebben az esetben a w egyenes
keresztlil niegy a Wi-en, és igy a W, W, pontok kapcsolt polusok
lesznek.

Visszatérve az 123456 Pascar-hatszoghez, legyen

X=(14, 23), Y=(23, b6), Z=(45H, 12), U=(36, 45)
X,==(12, 34), Y,=(36, 25), Z,= (25, 14), U,=(34, 56),
tehat
XY=23, X,U0,=384%, XU=p!, X, Y, ==V
UZ=45, Y,Z2,=25, YZ=p",Z, U, ==""
Minthogy
(XY, UZ)=(23, 45), X,U,, Y,Z,)=(34. 25)
kapcsolt poluspar, egyszersmind
XU, YZ)=@p'p") =P, X;Y;, Z,U)=@"n"=1I
kapesolt poluspar lesz.
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A kovetkezékben a SteiNer-ellenpontparokat P, 1T; A, A,; A,,
A;; A;, A;; By, By; By, By; By, By C, Iy 5 Gy, Ty 5 Gy, Ty betiikkel
fogjuk jelolni; tovabba azokat a Pascar-egyeneseket, melyek egymast
e SteiNer-pontokban metszik, ugyanilyen kis-bettikkel jeloljik s meg-
killonboztetéstil még ellatjuk els6 mutatokkal. (Lasd az 1. tablat).

3. A Kirkman-pontokrol.

7. A teljes Pascai-hatszog hatvan Pascar-egyenese egy-
méast harmasaval a hisz STEINER- kiviil még hatvan
tgynevezett Kirkm -ponthan metszi.

Egy teljes hatszog 123456 oldalainak szama (;) =15, t. i.

12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46,56,

Ha ezek kozil az oldalak koztil ScuHroTER ! szerint kivalasz-
tunk oly hatot, a melyek egy egyszerti Pascar-hatszdget képeznek,
akkor a megmaradt kilencz oldalbdl csak harom oly egyszert hat-
szoget alkothatunk, a melyek a teljes Pascar-hatszégben el6fordul-
nak ; ez utobbiaknak Pascar-egyenesei egymast egy Kirkman-pontban
metszik.

Ha pl. a fentebbi tizen6t hatszogoldalbdl az

123456

hatszog oldalait kivalasztjuk, akkor a megmaradt kilencz oldalbdl
a kovetkez6 hatszogek és csakis ezek, alkothatok:

13526 4

351426

5136 4 2

mint a teljes 123456 hatszognek egyszerti hatszogei.
Ha e hatszogek szemben fekvd oldalainak metszépontjait kvet-

kezGkép jeloljik:

(18, 26)=1L,, (35, 64)=M,, (32, 41)=N,

(85, 42)=1L,, (61, 26)=M,, (14, 63)=N,

(13, 42)=L,, (61, 64)=M,, (36, b2)=N,
akkor lathato, hogy ama hatszogek Pascar-egyenesei:

Ly My Ny, Lo My Ny, L, M, N,

1 L. a 104. oldalon id. m. 217, oldal4t.
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Amde az M, M, M,, N, N, N, haromszogek oldalai koztil

M; M,, N; N, egymast az (51. 63) pontban.
M, M,, N, N, » » (23, 14)
M3 Mla NS Nl » > (647 52)

metszik, melyek, az 15236 4 Pascar-hatszog szemben fekv6 oldalai-
nak metszépontjai 1évén, egy egyenesen b,"= 15 2 3 6 4-en fekiisznek.

Az MM M, N N,N; haromszogek tehat perspectivasak, s a
megfelel6 szogpontokat osszekots M; N;, M, N,, M, N, egyenesek,
vagyis ama harom Pascavr-hatszdg Pascar-egyenesei:

B"=138b5264
B"=142635
Bt =13836425

egymast egy Kirkman- , PP=(B," B," B;"")-ban metszik.

E Kirkman-pontrol, melyben az 1 2 3 4 5 6 hatszoggel kozos oldalt
egyet sem tartalmazo 135264, 351426, 513642 Pascar-hat-
szogek Pascar-egyenesei egymast metszik, azt mondjuk (ScHROTER
szavait hasznalva), hogy a p"=123456 Pascar-egyeneshez van
rendelve. Minthogy pedig ilyenforman minden PascaL-egyeneshez van
egy Kirkman-pont V rendelve: a K -pontok szama hatvan.

4. A Pascal-egyenesekbdl és Kirkman-pontokbol
allo Desargues-configuratiok.

8. Az egymist Kirkma -ponthan metszo harom Pascal-
egyeneshez rendelt Kirkman-pontok abban a  ascaL-egyenes-
ben fekiisznek, a melyhez az el6bbi KirkMaAN ren-
delve van.

E tétel legegyszertibben tugy bizonyithato be,® hogy elébb fel-
irjuk azokat a Pascar-egyeneseket, melyek egy Pascar-egyeneshez
rendelt Kirkman-ponton mennek keresztlil és aztan azt a kilencz
PascaL-egyenest, melyek egymast a harom Pascar-egyeneshez rendelt
harom Kirkman-pontban metszik, vagyis, hogy felirjuk a kovetkezd
tablazatot :

t I,. Verones - ek a 101. oldalon id. munkdja 17. oldaldt.
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8,"=156342
B,"=185264 ) p"=561234
" =615423

2,"=312564
"=123456
c,"=231645

p'=123456 B,*=351426

——

a,"=534126
pT=345612
e, "=453261,

(
|
8,"=513642
|

hol
a B.1T [3211 Bln PASCAL-egyenesek a pn-hez rendelt KIRKMAN-ponton PH-[],
az aan pn C3H » » Bsn s » » Ban_n,
az agn pn C, Bgn-l’l,
az aln pn CII » » D.770» » » Bln-n

mennek keresztil.

Ebbél lathats, hogy a B," B, B."™ Pascar-egyenesekhez rendelt
B,"B,"B;" Kirkman-pontok a p™ egyenesen fekiisznek.?

A fentebbi tablaban tiz Pascar-egyenes orddl el6, a melyet
mind meghataroz a p“ egyenes. De ama tiz Pascar-egyenes bar-
melyike ugyanazon moédon, mint p™, meghatarozza a tébbi kilenczet,
a mit a kovetkezd tablazatbol lathatunk:

164523
B5=641352
¢,"=416285

a;,"=156342

R

( B,"=513642
B,"=135264 ' p'=561234 | B,1=135264
8,"=351426

{ a,"=652134
¢"=615423 ! B5=526413
| a."=2653841.

t Hessr tigy v te, hogy azok a Pascar-egyenesek, melyek a BT B,IT B,I1
L-egyenesekhez rendelt Kirkman-pontokon mennek keresztiil, egymédstol
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E szerint a
11 II 11 11 II 11 I o II II
Y B B BT 2 Ay Ay oM e ey

Pascar-egyenesek mindegyikén' harom Kirkman-pont fekszik, és e
Kirkman-pontok mindegyikén harom Pascar-egyenes megy keresztiil.
E tiz Pascar-egyenes tehat egymast a kovetkez tiz

PII Blll BZII B311 Alll A2II A3II I‘llI I‘2II I‘3II

Kirkman-pontban metszi s igy egy DEsarcues-configuratiot (10,, 10,)
képez, melynek minden egyenese Pascar-egyenes és minden pontja
Kirkman-pont.

9. Induljunk ki egy masik Pascar-hatszoghdl, pl. az 163 25 4-
bél, melynek p!' Pascar-egyenese az elébbi tiztél kiilonbozik, s mely
tehat ismét még uj kilencz Pascar-egyenest hataroz meg. Ugyanigy
lehet a p™ ™ n¥ %' Pascar-egyenesekkel kapesolatos kilencz-kilencz
Pascar-egyeneset is meghatdrozni, vagyis az 0sszes Pascar-egyene-
seket tizesével hat csoportba osztani, mint azt az 1. tablazat a
120-ik oldalon mutatja.

E tablazatban a Pascar-egyenesek akkép vannak hat csoportba
osztva, hogy, ha barmely csoport els6 Pascar-egyenesét collineatio-
tengelynek tekintjiik, akkor a kivetkez6 harom Pascar-egyenes vetitd-
sugara ama perspectivas haromszégek szogpontjainak, a melyeknek
oldalait a kovetkezé harom-harom Pascar-egyenes képezi.

Kimondhatjuk tehat a kovetkez6 tételt: ZHgy teljes Pascar-
hatszégnek hatvan Pascai-egyenesébdl (v) és hatvan Kirk-

-pontjab 1 (V) 4&llé [Vv]-configuratio hat ' DEsarGuEs-
configuratidra (10,, 10;)-ra oszlik.

10. Minden Srexer-ellenpontpiron keresztilil mend. hat
-egyenes egy-egy Drsarcurs-configuraticho tartozik.

Ez kittinik a 121-ik oldalon kovetkez6 II. tablazatbol, melyet
a 4. pont értelmében az I. tablazatbol képeztiink.

kiilonbozék (Crerie 's Journal, Jahrg. 1868, p. 193), a miért is nem tal4lhatta
meg azt a hat Desarcurs-configuratiét, a melyre a hatvan Pascav-egyenes
felbomlik.
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5. A Cayley-egyenesekrol.

11. Az el6bbiek meggydzhettek arrol,hogy a hatvan Pascavr-egyenes
hiarmasdaval a hisz StriNner-ponton és hatvan Kirkman-ponton megy
kereszttl, tovabbd hogy a hatvan Kirkman-pont harmasaval a hat-

| 1.
p'—163254 T 123456 p=143652
0,'=12643b B, 136425 'Ym 135426
o,'=135642 T 14263H 1.""'=132645
o, =134265 T 135264 ‘{m 164235H
b,'=142563 T 145326 =156432
b,"=152634 T 164523 III—16')34:2
b,’=125364 T 154236 a,""=126543
c,'=165423 T 126534 bm—152364
¢,'=1b54326 T 125643 b,  =142536
c..=1645H32 T 156342 b, "=145263
IV. V. VI,
TV=163452 wv=1236b04 T1=143256
a,’"=14623H a,’'=13b246 a,'=136245
b,V=132465b b,Y=162435 b,*=135462
V=13b5624 c,'=134625H 1-124635H
., V=16b243 2,'=154362 0,"'=146532
BV =162534 | B,Y=125463 | B,"=156324
WV=152346 | v, =124536 | v,"=145623
,V=124563 0,'=156234 a,"'=125346
B,Y=145362 B,¥'=146523 B,"'=152436
V_154632 | 1,'=165324 | 1,"=162543
(I téblazat.)

van  ascar-egyenesen fekszik. Vizsgaljuk most meg, v ijjon a hat-
van KirkMAN- ont nem fekszik-e szintén harmasdval még
mas Inisz cgyenesen?



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA. 21

A P Stemwer-pontban egymast metsz6 p', p™, p™* Pascar-egye-
nesekhez rendelt P%, P, P™ Kirkmax-pontok metszpontjai a kovetkezd
PascaL-egyeneseknek :

a'=126435 3,"=136425 - 1,""=13b5426
%'=13H5642 {3211 142635 1, "=132645

,'=134265H =135264 ;' =164235.
STEINER- \a rajtuk keresztll mend STEINER- |a rajtuk keresztil mend
pontok, PASCAL-egyenesek pontok, PASCAL-egyenesek
P pI, pII’ pIII I TEIV, ﬂv’ AL
A, a,", a,", A, A A
P’l bIIv, blln bll Bl ln, §1VI
C1 C1IV’ el cln I‘l YIIII Ylv’ YIVI
A, a", a,", a™ A, 0‘21, ¥, o'
Bz b2v’ b III, b.I B2 §2V1’ ?’ZIV
CZ ¥ CZI, R I‘2 Y III 1 VI, Y2Iv
As 93VI a Il g 1 A3 O(3Iv, “3v
83 b.YL b, bSI 33 B3v
Gy A R Ty y Y5y Ya'

(I1. tablazat.)

I II IIX IR II 111 I jus IIX
R N N CR T Al b

haromszégekrél bebizonyithatjuk, hogy azok paronkint perspectivasak.

De az

Ugyanis
az (‘oz]I B, (oe! @211) szbgpontokat dsszekots egyenes a C, V' PASCAL-egyenes
a (B 1™ (B.™ 1™ R » N a,"!
a (1™e’)  (va™ ) » s » b, T

mert ezek az egyenesek a megfelel6 (51, 64), (35, 42), illetéleg (13,
42), (b1, 26) és (83b, 26), (13, 64) Pascar-pontokon mennek
keresztil.

Minthogy az utobbi Pascar-egyenesek egymast abban a IV
KirkmaN-pontban metszik, mely a ©"* Pascar-egyeneshez van ren-
delve: az a," 3, v,™, o," B," 1" haromszogek megfelelé oldalainak
metsz6pontjai, azaz a
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PI — (“11 “21 as I), PII — (6111 3211 Ba III)’ PIII — (Y1 II1 YZIII Ya III)
Kirkman-pontok ugyanegy p egyenesen fekszenek.
Ebbél folyélag a kovetkezd tételhez -jutunk:

Egy SrENER- keresztiil mend harom Pascar-egye-
neshez rendelt hdrom Kirkman- egy egyenesen fekszik,
melyet a SteNer-ponthoz rendelt Ca -egyenesnek neveznek!

Minthogy a teljes Pascair-szig hisz SteiNer-pontot hatdroz meg,
a Caviev-egvenesek szama szintén husz. E szerint:

A  hatvan Kirkmax-g hiarmasaval a hisz Caviev-
egyenesen fekszik.

Jegyzet. Mi a kovetkez6kben a Caviev-egyeneseket ugyanazon,
de kis bettikkel jeloljitk, mint a Steiver-pontokat, a melyekhez ren-
delve vannak, és azokat a CavLev-egyeneseket, melyek egy-egy STEINER-
ellenpontparhoz rendelvék, Caviev-ellenegyenesek- k nevezzik.

12. Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy az o' B," 1™, o' Ba™ 2™
oy Bs™ ;™" haromszogek paronként a

p — (PI PII PIII)
CavLev-egyenesre, mint collineatio-tengelyre vonatkozélag paronként
perspectivasak ; a vetitd sugarak az a,™" b,"V ¢,*V, a,V b,V ¢, ¥, a3V by VeVt
Pascar-egyenesek ; a harom collineatio-kézéppont a © CavLEv-egye-
nesen tekvd

IIIV — (aIIV bIIV CIIV>, HV o (aZV b2V C2V)’ HVI: (a3VI bsVI 03VI)

KirkmaNn-pont.

Ennéllogva :

Ama kilencz Pascav-egyenes, mely egy Cavinv-egyene-
sen fekvd harom Kirkman ponton megy kereszitidl, harom,
pironként perspectivis hiromszoégnek oldalait szolgéltatja.
I hiiromszigek szogpontjait vetité kilencz sugdr Pascar-

cgyenes;  liirom collineatio-kozéppont KIRKMAN- ; a raj-
tnuk keresztdl mend egyenes az a -egyenes, mely a

-coyenessel egyiitt egy ellenegyenespart képez.

iguratio egy Caviev-ellenegyenesparbdl, hat Kirxman-

ponth | es tizennyolez Pascav-egyenesbdl dll. A teljes PascaL-hatszog
tralyen oszlik; minden Pascat-egyenes hédrom ilyen

1 Journul, XLIL
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configuratiéban fordul el6; ellenben két ily configurationak négy
koz0s Pascav-egyenese van. (Lasd a Il tablazatot.)

13. Minden Caviev-egyenes keresztiil megy azon a
SrteiNer-ponton, mely a Caviev-egyeneshez rendelt STriNEr-
pontnak STEINER-

a rajtuk fekv§ KIRKMAN-pontok

CAYLEY-
ogyenesek

p PI — (all agI 0531) PII PIII (Y 11 Y Y III)
al A v — (azlv aSIV TCIV) AlII — (CZII C3II Bln) Allll — (b 11X bIII ,Y III)
a2 sz — (a3V alv TCV) A211 — (0311 0111 ‘321]) A III (b 111 b III III)
3-3 A3 VI — (“IVI aZIV TCVI) ASII — (Clll 0211 @311) A I __ (b 111 b IIx III)
bl BIIV — ({321\7 BgIV TCIV) Bllll — (a2III aSIII YlIII) Bll — (Cg 03 a]_I)

b2 B v RZIII — (aslll allll YleI) le — (031 CLI aﬂl)

b3 R VI __ (ﬁ VI @ VI VI) BSIII: (aIIII aQIII CgIII) B3I — (ClI 021 a31)

¢ |GV ="V 1V w) | CGF = by byt oy t) G —(ax™ ag™ By™)
02 v __ (.r Ylv V) C I (b31 b I a2l) N II _ (asll aIII ﬁzll) I

Cy C:’,VI — (Y VI s T:VI) (b I b I asl) C311 _ (aln azn @311)

© || T2V (3. v b v 02V) JIALS =(33VI b3VI CSVI)
o A =(by e, p) =@ ") [ATV=0"r"a")
% A21 — (bZI CZI pl) (B Vi Y1 VIg VI) A21v :<B31V Yslv alIV)

as A3I — (b31 CSI pl) A3IV: (BZIV Y2Iv allv) A3V _ (Blv Y1V agV)
Bl BIII — (CIII aIII pII) BIV :<Y3 Va3 Vb2V) B1VI_(Y2VI a2VI b3VI)
B2 lel — (CQII azll pII) B VI (Y VI VI b VI) 2IV — (YSIV a3IV bIIV)
ﬁs BgII — (0311 agII pII) B v __ (Y v a IV b IV) B3V _ (Ylv alv b2V)
Yl I‘llII — (aIIII b1HI pIII) I‘ v — (a3V BS Cg I‘IVI _ (a2VI Bzvl C3VI)
YZ FgIII — (a2III b2111 pIII) I‘ZVI _ (aIVI BIVI ng) I‘2IV — (“SIV B3IV cllv)
YS PSIH — (aSIII bSIII pIII) I‘31V _ (a21V ﬁzlv CIIV) F3v — (alv Blv C2V)

(UL tablazat.)

Vagy, a mi ugyanaz:

A Caviev-ellenegyenesparok vialtakozva keresztiil men-
nek a hozzidjuk rendelt Srteiner-ellen kon.
%
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Ugyanis az
I II IV I II -V
B, By

haromszdgek perspectivas helyzettiek, mert

(0" BIH) (“211 an) =¢;V=12463bH
B2 nY) B"n")=(836, 52) (14, 36)=36
(Vo) (n¥ a)=(34, 12) (56, 12)=12;

a megfelel§ oldalak metszdpontjai tehat egy egyenesben fekszenek.
Ennélfogva a II=(n"V n'©"") SteNer-pont a P'=(o;" oty" ;") és P =
(B,™ B.™ Bs™) Kirkman-pontokat dsszekotd Cavrev-egyenesen p-n fekszik.

Ebbél még az is kittinik, hogy a 12. pontban leirt configura-
tick barmelyike valamennyi Stemver-ellenpontpart magaban foglalja,
t. i. egy Stener-ellenpontpar a Caviev-ellenegyenesparon, a tobbi
kilencz par pedig a configuratiéban szerepl§ tizennyolcz Pascar-
egyenesen fekszik.

14. Vizsgdljuk mar most meg, hogy egy P StriNer-pont és a
hozza rendelt p CaviEv-egyenes nem polus és polaris-e a Pascar-
hatszog koril irt kipszeletre nézve ?

Ha kimutathato, hogy van egy a P-hez kapcsolt polus, mely
a p egyenesen kivill fekszik, akkor a p egyenes nem lehet polarisa
a P pontnak, mert a p polarisa az osszes P-hez kapesolt polusokat
tartalmazza.

A P ponton keresztiil men6 p™—123456 Pascar-egyenesnek
polusa (m, n) metszépontjn a p™-6én fekvé (12, 45), (23, 56) pon-
tok polarisainak, m-nek ¢s n-nek, mely (m, n) pont a P-hez
kapesolt polus. Az m, n polarisok azonban az 1245, 2356 négy-
szogek révén az (15, 24), (1 4, 25), illetve (25, 36), (35, 26) ponto-
kon mennek keresztiil.

Ha az (m, n) pont &  egyenesen fekiidnék, akkor az

(14, 25), (25, 36), P =(8,™B," B,
(15, 24), (80, 26), PU=(y," Ty, y,")

szogpontd haromszogek perspectivasak volnanak, mert az elsd,
mésodik és harmadik oszlophan felirt pontok az m, n, p egyeneseken
vannak.

Amde e haromszogek megfelel§ oldalainak,
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a 25 és b,Y =153426 metszdpontja a (25, b,")
af,"=135264 és v, "=164235 » a(3b, 64)
aB.7=136425 és y,""=135H5426 » a(l13, 42).

E pontok koztil a két utols6 az a.v=135246 egyenesen,
ellenben az els6 az a," egyenesen Kkiviil fekszik, mert b,Y a (25,
16) ponton nem megy keresztiil.

Ama két haromszog tehat nem perspectivas, és a P ponthoz
kapesolt polus (m, n) nem fekszik a  egyenesen. A p egyenes
tehat nem polarisa a P pontnak, s ugyanazon oknal fogva
a © egyenes nem polarisa a 1l pontnak.

Vizsgaljuk még meg, hogy a , = CavrEv-egyenesek nem kap-
csolt polarisok-e a Pascar-hatszog kortl irt kupszeletre vonat-
kozolag ?

Ha . wm kapcsolt polarispar volna, akkor a p-nek polusa
P’, mely az el6ébbiek szerint a P ponttal nem esik egybe, a = egye-
nesen fekiidnék. Ekkor azonban, minthogy II, P és II, P (5. és 6.
pont) kapcsolt polus, a II pont polarisa a PP =x egyenes volna,
a mi az el6bbi tétellel ellenkezik. E szerint

A Caviev-ellenegyenes arok nem kapcsolt polarisok a
Pascav-hatszog koridl irt kipszeletre vonatkozdlag.t

6. A Steiner-egyenesekrdl,

15. A 4. pontban kimutattuk, hogy az

12 34 56
45 61 23
36 25 14
oldald haromszogek a Il co ineatio-k6zéppontra vonatkozélag per-

spectivasak ; a vetitd sugarak és a collineatio-tengelyek a =¥ n¥ =V,

illetve p' p™ p™ Pascar-egyenesek, mely utébbiak egymast a P Striver-
pontban metszik.

Ugyanigy kimutathattuk volna, a mi kiilonben az el6bbinek
kiovetkezménye, hogy az

12 45 36
34 61 25
56 23 14

1 V. 6. Ve onese-uck a 101. oldalon id. m. 27. old.



26 DR. KLUG LIPOT

oldali héromszdgek a P collineatio-kdzéppontra perspectivasak; a
pp P, ® ' n'' Pascar-egyenesek kozil az els6 harom vetitg-
sugar, a tobbi collineatio-tengely, mely egymast a II pontban metszi.

Ha akar az egyik, akdr a masik csoport haromszogeit tekint-

jik, azt latjuk, hogy

az 12, 61, 14 meg nem felel6 oldalak metszépontja az 1 pont,

az 12, 23, 25
a 34,23, 36
a 34, 45,14
az b6, 45, 2
az b6, 61. 36

a
a
a
az
a

ellenben a megfelel6 cldalak metsz6pontjai a collineatio-tengelyeken
fekiisznek, melyek ugyanegy ponton mennek keresztil.

Ennélfogva mondhatjuk :

»Ha két hiaromszog akkép van egymasra vonatkoztatva, hogy

az egyik hdromszdg minden

oldalanak a masik két harom-
sz0g egy-egy oldala felel meg,
és a meg nem felel6 oldalak
metszépontjai egy Pascar-hat-
sz0gnek szogpontjai, akkor a
haromszégek ugyanegy colli-
neatio-k6ézéppontra vonatkozo-
lag perspectivasak, s igy a meg-
felel6 oldalak metsz6pontjai ha-
rom, ugyanegy ponton kereszttil
mend egyenesen fekszeneke.

szogpontjanak a masik két ha-
romszognek egy-egy szdgpontja
felel meg, és a meg nem felel§
szogpontok hat egyenesen fek-
szenek, melyek egy kiipszeletnek
érint6i (egy Briancuon-hatoldalt
képeznek), akkor a haromszogek
ugyanegy collineatio - tengelyre
vonatkozolag perspectivasak, s
igy a megfelel6 szogpontok is
harmasaval oly egyeneseken fek-
szenek, melyek egymast harma-
saval egy egyenes harom pont-
jaban metszik<.

Ha ama két csoportban felirt haromsziogeket tekintjiik, azt
latjuk, hogy az els6, illetve masodik csoportban levé haromszogek
oldalai az 135 pontok Gsszekét egyenesei a 246, 462, 624,
illetve 264, 642, 426 pontokkal. Tovdabba mindegyik haromszog-
nek oldalain rajta fekszenek a Pascar-hatszégnek szogpontjai,
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Kérdés: Hany ily A hdromszog talilhatd az egész con
figuratichan, és hanyfélekép lehet ezeket hiarmasival a fen-
tebbi mddon csoportositani?

16. Az 123456 pontnak . tizen6t 0Osszekotd egyenese van.
Minden ily egyenes, a négy masik pontot 6sszek6ts harom egyenes-
parral egy-egy haromszoget képez, a melynek oldalain rajta tekszik
mind a hat pont. Ama tizenot egyenesnek tehat barmelyike harom
A-haromszégnek oldala, s igy ezeknek szama 15.3:3=15.

A 15 A-haromszognek 45 szogpontja mind Pascar-pont, a
melyeknek mindegyikén négy Pascar-egyenes megy keresztfil. Igy:
az (12, 45) Pascar-ponton kereszttil mennek a

pT=128456, a,"=126543, b '=126453, ¢, =123546

Pascar-egyenesek, tehat: a feljes Pascav-hatszog hatvan Pascar-
egyenese egymast négyesével a tizendt A hiromszdég negy-
vendt szogpontjidban metszi; mindenik PascaL-egyenesen
hirom ily szdgpont (Pascavi-pont) fekszik. (4.45—3.60).

A mi pedig ama csoportok szamat illeti. a melyekre a tizenot
A-haromszog harmasaval oszthaté oly mddon, hogy minden csoport
haromszégei paronként perspectivasak legyenek: az 123456 pont
koziil kivalasztunk harmat és ezeket a megmaradt harommal, vala-
mint ezeknek, cyclicus felcserélésiik altal nyert, complexidival Ossze-
kotjik ; a nyert §sszekots egyenesek az ily haromszdg-csoportok-
nak oldalai. Ennélfogva:

A tizendt A-hdromszdg hiérmaséval hisz oly csoportha
oszthatd, hogy mindegyik csoport hiromszogel ugyanegy
collineatio-kozéppontra vonatkozdlag perspectiviasak; a hisz
collineatio-kozéppont, valamint a collineatio-tengelyek hiisz
metszépontja a hiisz STENER-pODL.

17. Mindenik A-haromszog négy ecsoportban tordul el§; pl. az
12 34 56 oldalu A-haromszog, melyet [12 34 b6]-tal akarunk
jelolni, tellép a kovetkezd csoportokban :

[12 84 56] [12 3465 [123456] [12 43 65]
[45 61 382] [64 1532 [531642] [4b 62 13]
[36 52 14| [356214] [465213] [63 15 42].

E perspectivas haromszogekhez tartozo collineatio-tengelyek
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p"=128+56 a,"'=123465 a,"=124356 a,"'=126543
p"=143652 a,"=143562 a,"" =134652 a," =156342
p' =1632b64 a,"V=153264 a,”¥ =164253 a,""=136245,

melyek egymast a P A, A, A; bettikkel jelolt Stemver-pontokban
metszik.
E perspectivas haromszogekhez tartozé vetitGsugarak:

©¥=163452 o' =126435 0,""'=125346 «,¥ =154362
v =123654 «,""=146532 o, =135642 «,"=124563
1=143256 a«' =1H562834 «,'"'=165243 a, =134265.

Egymast a I A, A, A; Stener-pontokban metszik, melyek az
elébbieknek megfeleld Stemver-ellenpontjai. AA=[12 34 5 6] harom-
szognek ez utobbi tulajdonsagat a kovetkezokép fejezhetjuk ki:
»A A=[12 34 56] szogpontjaib6l kisugarzé tizenkét Pascar-
egyenes egymast a ILA; A, A; StemNer-pontban metszic. (9. abra.)

Amde a tizenkét Pascai-egyenes egymast harmasaval még
négy Kirgman-pontban:

Pr=(alalayl), a7 =@ eV a™). AV=(z" o 1),
A3VI — (aIVI azl TCVI)

metszi, melyek a p’, a,"v, a,%, a;"* Pascar-egyenesekhez vannak
rendelve. Ennélfogva :

Minden A-hiromszdg szégpontjaibdl kisugdarzd tizenkét
Pascar-egyenes egyméast harmasaval négy SrEINER- 65 négy
KirkmaN-ponthan metszi.

18. Vegyiik most az

56 34 12
2,"=143562 a,"=134652 a™=156342
2,"=123465 a,"=124356 a,"'=126543

oldalu haromszégeket tekintetbe.
Ezeknek elseje a masodik és harmadik haromszdggel perspectivas,
mert a megfelel6 oldalak metsz6pontjai a p™'=143652, illetve
=123456 Pascar-egyenesben fekszenek. Ennélfogva az els6 és
masodik, valamint az els6 és harmadik haromszég meg nem felelg
oldalainak metszdpontjai (2.) egy-egy Pascar-hatszognek szdgpontjai.
Amde e szogpontok mindkét esetben ugyanazok, mert
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a,", a,"™ és b6 melszépontja (56, 13)

a,, 2 T és 34 (34, 15)
2T g, g5 12 (12, 53)
a,", 2, és 56 (56, 24)
a,", 2, és 12 12, 64)
a", a,™ és 34 (84, 26);

tehat a masodik és harmadik haromszdg meg nem felels oldalainak
metszépontjai egy Pascac-hatszognek szogpontjai, s igy e két utobbi
haromszdg egy P collineatio-kézéppontra vonatkozolag perspectivis,
vagyis a megfeleld

11 III . 11 III II III
A7, 4,775 Ay, a7 Az, 4

oldalak metszdpontjai egy egyenesen fekszenek. (8. abra.)

De ha harom haromszég meg nem felel§ oldalainak ‘metszd-
pontjai, egy Pascavr-hatszégnek szogpontjai, akkor (15.) a harom-
sz0gek ugyanegy collineatio-kézéppontra vonatkozolag perspectivasak
és a collineatio-tengelyek egymast ugyanegy pontban metszik. Ebbé6l
pedig az kovetkezik, hogy a

pIIpIII, alII aII[, azII aleI’ a3H aSIII
Pascar-egyeneseknek metszépontjai, azaz a P, A, A,, A; STEINER-
pontok ugyanegy egyenesben fekszenek. Oly egyenest, a melyen
négy StrINER-pont fekszik : STrINER-egyenesnek neveznek.

Miutan a teljes Pascav-hatsz6g tizenot A-haromszoget hataroz
meg és e haromszogek mindegyike, mint lattuk, egy STEINER-egveneshez
vezet, a STEINER-egyenesek szama tizendt. Ennélfogva:

A hiisz StEINER-pOnNt négyesével tizendt STEINER-egyenesen
fekszik,; minden STEINER- harom STEINER-egyenes megy
keresztil (15.4=20.3).1

A tizenot StrINEr-egyenesbol és hisz StTEINER-7 ontbdl
allo (15,, 20,) configuratio, harom, paronként ugyanegy col-
lineatio-kozéppontra perspectivas hiromszoghdl szarmaztat-
hatd le; e haromszdigek oldalai, a collineatio-tengelyek és
vetitbsugarak, a configuratio egyenesei.

t Puiicker : »Ueber ein neues Princip der Geometrie«; Crere ’s Journal,
V. kotet; vagy Scurorer ; »Theorie der Kegelschnitte« 28. §.
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Ezt a coniguratiot Hesse-configurationak nevezziik és H-val
jeloljiik, mert Hesse ismerte fel a SteNEr-pontok és egyeneseknek
a tételben kifejezett helyzetét.:

Jeygeet : 1. Azt a két II. és I, Esarcues-configuratiot, melyek-
nek egyeneseit felhasznaltuk annak a tételnek bebizonyitasanal,
hogy a P A, A; A, Stener-pontok egy S einer-egyenesen fekszenek,
tovibba a A=[12 34 56] haromszoget a | PA; A; A; | STEINER-
egyeneshez »rendelt«<-nek nevezziik.

2. A SteNEr-egyeneseket altaldban o-val,a| P A; A, Ay | STEINER-
egyenest o™ ™-mal, az [12 34 56] haromszoget A™ ™-mal jeloljiik,
a mely jeloléshen a mutatok a hozzarendelt Desarcues-configura-
tionak mutatoi.

3. A 17. pontban kimutattuk, hogy a ¢™ ™= | PA; A, A, |
StriNErR-egyeneshez rendelt A™ ™ haromszog szogpontjaibol kisugarzo
tizenkét Pascar-egyenes egymdast harmasaval a P A, A, A, STEINER-
pontok IIA; A, A; ellenpontjaiban és a PTA;"V A,V A,"" KirkmMaN-
pontokban metszi. A ITA; A, A;, valamint a PTA;™V A,V A,¥" négy-
szoget és a p'a,"vVa,'a;"" négyoldalt a o™ SrrEINER-egveneshez
rendeltnek nevezziik és rovidség kedvéért S™ ™ VI T {lletve v™& ™I
bettikkel jeloljik. Az egész configuratioban tizenst ily S és V négy-
sz0g, valamint v négyoldal van, melyek az egyes o STEINER-egyenesek-
hez vannak rendelve.

7. A Salmon-pontokrol.

19. A o ™ SreNEr-egyenesen fekvé P A; A, A, STrINER-pON-
tokhoz a pa;a,a; Caviev-egyenesek vannak rendelve, melyekrdl
kimutathatd, hogy egymast egy 3™ ™ pontban, dgynevezett SaLmon-
pontban metszik. Azokat a o™ ™ SrteiNeEr-egyeneshez »rendeltek«-
nek nevezziik.

Ugyanis az

a,""=158264 b"™=152364 ¢,"=162354
2" =135246 b,™=142536 c,"=132546
2;,'=1836245 b,"=145263 ¢,"'=154236

I’ascar-egvenesek kozfil az 1-s6, 2-dik és 3-dik sorban felirtak egy-
mast a (23, 14), (25, 16), (b4, 36) pontokban metszik, melyek
a p'=163254 P’ascaLegyenesen fekszenek.

1 ¢ > Journal; XLIL kotet.
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Ebbél pedig kovetkezik, hogy az
allv aZV a3v1’ blIII b2III b3III, C] I CzII CQIII

haromszdgek a p' collenatio-tengelyre vonatkozolag paronként per-
spectivasak és igy e perspectivas haromszdgekhez tartozé collineatio-
kozéppontok egy egyenesben fekszenek.

Amde az 1-s6 és 2-dik, 1-s6 és 3-dik, 2-dik és 3-dik hdrom-
sz0ghoz tartozo projicialésugarak

111 1T 111 11 11 11
" s, BB B, a2y 2.

mert

a y,™ egyenos 'K;SZZ‘ A= (b T T bt 6o (1 3, 42)= (a aSVI) pontot,
a 1, » A" = (b, b, 1) » 15, 26)= a,"") >

a 1, » A= (b, b, 1) R (35, 64)= (a Ya, %) »

a P » AT —(C ) R (13, 42)=(a," a,"") »

a BZII » AZII : II I'e) II) > (1 51 2 6) :(aswn allv) »
a BSII » A311 :(CIII II) N (3 5, 6 4>:(allv a2V) »
aza, » A és A™
aza, » A, és A
aza, » AT s AT
Ennélfogva az a,a,a, Caviev-egyenesek egymast a P™=

(™ ™ ys™), PT=(B," o™ Bs™) Kirrman-pontok sszekotd egyeneseén,
vagyis a p CavrLev-egyenesen metszik.

E szerint: Egy S -egyenesen fekvl négy STEINER-
ponthoz rendelt négy -egyenes egymast egy SALMON-

pontban metszi; minden Caviev-egyenesen hérom SALMON-
pont fekszik.

A husz CavLev-egyenes és tizendt SALMON- egy H' = (20,
15,) configuratiét képez, mely reciprocus alakzata az el6bbi
H—(15,, 20,) configurationak, s hirom, paronként ugyanarra
a collineatio-tengelyre perspectivis haromszognek oldalaibdl,
a kozds collineatio-tengelybdl és a collineatio-kozéppontokat
tarto egyenesbdl all

20. Mas dton is kimutathato, hogy a pa, a;a; Caviev-egye-
nesck egymast egy pontban metszik. Ugyanis az

AlIV sz A3VI
B4, 12) (12, 56) (b6, 34)
A ALA;
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haromszogek (9. abra) koztil az els§ ketté perspectivas, mert az
oszlopokban fekvé szogpontok a ©'V n¥ n¥' egyeneseken vannak. Ennél-
fogva a meg nem felel6 szdgpontok 0Osszekiotd egyenesei oY oy ?
oV o™ "V o,V egy kupszeletet burkolnak be (2.). De ez utébbi
egyenesek a harmadik haromszdgnek szégpontjain is kereszttil men-
nek ; miért is (15) a harmadik haromszég az el6bbi kettdvel per-
spectivas és a collineatio-kézépontok egy egyenesben fekszenek.
Amde az 1-s6 és 3-ik, valamint a 2-ik és 3-ik haromszog megfelels
szOgpontjai az a, a, a, CaviEv-egyenesen, illetve az a," a," a;" Pascar-
egyenesen vannak, minek kovetkeztében az a, a, a; egvenesek egy-
mast a P'=(a,"a," a;") Kirkman pontnak és II Stemwer-pontnak 6sz-
szekotd egyenesén, a p=(II P*P™ P™) CaviEv-egyenesen metszik.
21. Az imént leirt configuratioban el6fordul négy Caviev-
egyenes p a, a, a,, melyek egymast egy 2> ™ Sarmon-pontban metszik;

arp CAYLEY-egyenesen fekszik a 11 STEINER-pont és a Pt KIRKMAN-pont,

az a, » Al » AIIV »
aza, » A, » A)Y »
aza, » A, » AV >

mely utébbiak az S™ "'=11A; A, A;, VL "I=PTA VA A,V négy-
szogeknek szdgpontjai. E négyszégek a A™ ™=[12 34 5 6] harom-
szoggel perspectivas haromszogekre bonthatok; a collineatio-kozép-
pontok a V™ ™ és S™ T négyszigek szogpontjai. Ennélfogva:
Egy X Sauvmon-  ton keresztiil mend négy Caviev-egye-
nesen egy-egy StEINERr-pont fekszik, melyek egy S-négyszognek
szogpontjai. K négyszdg négy hiaromszigre bomlik, melyek
ngyanegy A-haromszoggel perspectivasak; a collineatio-kézép-

pontok ama Caviev-egyeneseken fekvd oly Kir tok,
a melyek egy V négyszdgnek szdgpontjai; a projicidlo suga-
rak e K -pontokbdl kisugarzd Pascai-egyenesek.

Jegyzet. A TV. tablazat elsd oszlopaban a SteiNer-egyeneseken
c-n fekvé S mmwer-pontok; a 2-ikban egy SarLmon-pontban 2-ban
egymast metsz6 Caviev-egyenesek; a 3-, 4- és b-ikben az ezekhez
rendelt V, v és A négyszégek, négyoldalak és haromszogek szdg-
pontjai, illetve oldalai; végre a 6-ikban az ezekhez rendelt Desar-
cues-configuratiok jelzé szamai talalhatok.



A hozzdjuk rendelt

A A
STEINER-egyenesek  SALMON-pontok DESI‘}BIGUES-
Il > V négyszogek szogpontjai v négyoldalak oldalai A haromszog oldalai conﬁgiliatiék
jelzo szdma

] PAl A2 Aa I (p a, a, aa) P A]IV sz AEVI pI aIv1 azv aSVI [1 284 5 6] II, III

| PB; By B; | (p by by by) P™B,"VB," B, P b,V b,V b V! [14 36 52] L, 1

| PC; GGy | (pcyeycy) PG CY, GVt p™e,V e, VeVt [16 32 54 L o

| ITA, B, T | (7 oty By ) nvA B“T™ o B, ™ [14 32 56] v, v

| TA, B, T, | (T oy B2 v2) IIVA,'B," I',™ oy By ™ [16 34 52] VI, W

I I A3 B3 113 I (Tl: o BS Y3) AL Aal B3H 113111 AL aal BSH Tanl [1 286 5 4_] w, Vv
UI(CIIA VIA V ML, 1T, VI, V ¢ I, IV

| BiCyAs Ay | (bycyop)  BIC,MATAY b, T, [13 24 56] ;

l C1 Al B2 Bs l (cl a, BZ @3) C‘ll Alnl BZVI Bav Cll aIHI Bzw Bav [1 4 85 2 6] i, 1v

| A, B, T, Ty | biYavs)  ASBITYIT,Y  afb My ViyV  [15 46 23] W T

| ByCoAg Ay | (bpcoayary)  BMCUAN AV by o o 1y [15 26 34] 7Y

l Cz AZ B3 Bl l (02 a, {33 021 A2HI lev B1VI 021 aZIII lev BIVI [1 3 25 4 6] i, v

| A, By Ty Ty | (agbyveyy)  ASBITVIY bty vy, VT [16 24 835] ™V

[ ByCoA Ay | (bgegopay)  BWCUAYAY  bMeTeVe™  [12 8564 LV

| 03 A3 :B1 :B2 I (03 a, Bl ‘32) C3I A3HI Blv BZIV a3III BIV ﬁ21v [1 B 24 6 3] i, VI

JAB I, T, | (8 by1ate)  AJBATYTY  afhiy, vyt [18 45 62] 1 W

(IV. tablazat.)

VIOILVINOIINOD DQZSLVH TVIOSVd V

g6
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8. A Desargues- és Hesse-configuratiok koélcsonos
helyzete.

22. Kimutattuk a 13. pontban, hogy minden CaviEv-egyenes
a hozzarendelt Stewrr-pontnak ellenpontjan megy kereszt(il. Ebbdl
pedig az kovetkezik, hogy a H=(15,, 20;) és H'=(20;, 15,) HEsse-
konfiguratiok Osszefiiggnek egymassal, még pedig:

A SreNer-egyenesek és pontok képezte H= (15, 30,)-
és a CaviEv-egyenesek és SaLmoN pontok képezte H' =(20,, 15,)
Hesse-configuratick egyiitt egy (35,, 35,) configuratict alkot-
nak. Ennek 35 egyenese és 35 pontja a 15 SteNer- é€s 20
Caviev-egyenes, illetve a 20 STEINER- €5 15 SaLmon-pont. Mind-
egyik -egyenesen négy STEINER- . mindegyik CavLEY-
egyenesen hiarom SALMON- 6S egy STEINER- ont fekszik; mind-
egyik STEINER-ponton hérom STEINER- 65 egy CavLEY-egyenes,
mindegyik SALMON- négy Cavirv-egyenes megy keresztiil.

E configuratio nem egyéb, mint harom, paronként ugyanegy
collineatio-kozéppontra perspectivas tetraéder éleinek és szdgpontjai-
nak, tovabbd a megfeleld lapok- és élek metsz6vonalainak és pont-
jainak, végll a projicialé sugaraknak és a collineatio-sikok kozos
metsz6vonalanak kdzponti vagy parallel projectioja egy sikra.

A (35,, 35,) configuratio a kovetkez§ modon szerkeszthetd meg:
a sik egy P pontjan keresztiil négy egyenest: P A; A, A,;, PB, B, B,
PC,C, C; és w-t hiizunk. Ezutdn harom négyszoget rajzolunk, me-
lyeknek szogpontjai amaz egyeneseken fekiisznek, oldalaik: A; Bj,
Bi G, Ci Aj o5 pi, vi. Az (o5 Pi vi) szogpont a w egyenesen
fekszik és i=1, 2, 3. E harom négyszbdget négy, a P pontra péaron-
ként perspectivds haromszogre bonthatjuk, melyeknek oldalai: A; Bj,
Bi Ci) Ci Ai; Ai Bi, ai, Bi; Bi Ci, Bi, Yis Ci Ai} Y1, %, (121, 2, 3)
A collineatio-tengelyek | A; B; I |, aj by ¢ (i=1, 2, 3), melyek
egymast a p egyenesen fekvé II, (a;a,ay), (by byby), (e, cycq) colli-
neatio-k6zéppontokban metszik.

23. Vizsgaljuk most meg, hogy mily helyzett egy (105, 10;)
Desarcurs-konfiguratio a két H, H Hesse-konf guratio iranyaban.

A II. Desarcues-konfiguratio tiz egyenese koziil
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11

pTa,"a,"a;"" megfelelleg a P A, A, A, STENER-pOnton

R T e » a PC,C,C,

CIII a:lII pz:ﬂ psll » a C]_ A1 B2 B3 »
C2II aZII BSII B]_II » a C2 A2 Bs B1

ey ay" By B » a CA;B, B,

megy keresztdl; e StrINErR-pontok pedig egy-egy olyan egyenesen
fekisznek, melyek egy teljes otoldalt képeznek. (6. abra.)

Minthogy a Desarcuss-configurationak tiz egyenese ennek a
leljes otoldalnak tiz szdgpontjan megy keresztil, a DEesarcues-con-
figuratio az 6toldal koérdl van irva.

Amaz otoldal és a DesarcuEs-configuratio egytttvéve egy (15,
20;) configuratiot képez; a harom perspectivas haromszog pl.
n"a,"ag", ¢ Mo, B, B, By ; a projicialé sugarak: 3, B, 35" ;
a collineatio-tengelyek : p™, o™ ™=|P A, A, Ay |, & "=|PC, G, 4.

A 1I. Desarcugs-configurationak tiz Kirgkman-pontja koziil

PTA ™A™ A™ megfelel6leg a pa, a,a; Caviev-egyenesen

PEC GG » a pc,CyCy

C,"A"B,"B" » a Cia, ﬁz ?’3
11 1T I II

C,m A B," B, » a Cyayfs Py
II II 11 11

G ATB"B, > a Cy a5 3, Py

fekszik ; ezek egy-egy Sarmon-ponton mennek keresztll és egy
teljes Otszognek szogpontjai. (7. &bra.)

Minthogy a Desarcues-configurationak tiz Kirkman-pontja a
teljes otszognek tiz oldalan fekszik, a Desarcues-configuratio az
Otszogbe be van irva.

Amaz otszog és a Desarcues-configuratio egyiittvéve egy (20,
15,) configuratiot képez; a perspectivas haromszogek pl. a;" a,™ a;™,
¢, e e, BBy Bs; a collineatio-tengely p™; a collineatio-kdzép-
pontok : PT=(B;" B," B;™), 2™ ™=(pa, aya,), 2% "=(pc; Cy Cy).

A nyert eredményeket ezek utan a kovetkezoleg tejezhetjik ki:

A Stemer-egyenesekbdl és pontokbdl dllc H—(15,, 20,)
configuratio és a Caviev-egyenesekbdl és S rmon- on 0kbdl
allo H' —(20,, 15,) configuratio hat teljes dtoldalra, illetve
hat teljes otszdgre bonthatd. A Pascar-egyenesekbdl és Kirk
MAN-pontokbdl &ll6 hat (10, 10;) Desarcues-configuratio min-
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degyike egy ily otold 1 koril, illetve dtszoghe be van irva.
Ugyanegy Desarcues-configuratidha irt, illetve koridl irt ot-
oldal és otszog oldaiai és szogpontjai, valamint szégpontjai
és oldalai egymashoz rendelt SreiNer-egyenesek és SaLMON-
pontok, illetve Strner-pontok és Caviryv-egyenesek.

fgy pl. a 1. Desarcues-configuratio a c% ¥ g% ™ g% I
g™ vV o' VI Gtoldalba be van irva és a X5 UOX% MOFE IV

voEL VY 6tszog korfil van irva.

24. A P" Kirkman-ponton keresztil mend B," §," ;" Pascar-
egyeneseken a 23. pontban tekintetbe vett Kirkman- és STEINER-
pontokon kivlil még harom-harom Pascar-pont fekszik, t. i

B,"-en fekszenek az A," C," B, (15, 46), (13, 24), (25, 3 6) pontok
B."-en » az A," C," By (24, 35), (15, 26), (14, 36) »
Bien  »  azAJSCUB, (13, 26), 35, 46), (14, 25) >

TI TI

melyek a P" kozéppontra perspectivas: A,TA,A,"=c,"c
CIH CgII C3H: allI ale 3311, B] B2 Bg, CIIV sz I VI’ alIV a2 a VI, AI III_
[14 25 36] haromszogeknek szdgpontjai.

E haromszogek kozil:

e e 18- o 1 a,Va, a," ) g R
a,"a," a," | (f-<> p' —|B B," B, | eIV e,V e, IJ(%E ﬂ::Il[ 1V 11 l
3'1Ivazv 3VI] CIIVCVCVI}

a,"a," 2™ b> [ PAAA | GTGTe™ s | PC GG |
B,B,B, | B, BQB )

¢ e et ) a," a,"a," )

a, v a, a," ) p'=163254: ¢V e | s pT=148652
(14 25 36]) [14 25 36)]

collineatio-tengelvre, melyek egymast a P Srtriner-pontban metszik.

A Kimrkman-pontok szamanak megfelelleg hatvan ily configu-
ratio van, melyek azonban egymast részben elfodik.

A Caviev-egyenesen a P™ Kirkman-ponton kivil még a P,
P™ KirkMan-pontok fekiisznek; az ezekbdl levezetett configuratiok
az el6bbit még a kovetkezokkel egészitik ki: 1. a P, P™ pontokbdl
kisugarzd o.* s’ ot v M y,™ 1™ Pascav-egyenesekkel; 2. a P'p!
és P™p™ collineatio-kozéppontra és tengelyre perspectivas b,' by’ by,
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e feyl et a ay ™ ag™, by by™ by™ haromszogekkel; 3. a by™ b, b,V
haromszoggel, mely a c;"Vc,Ve,"" és a;'va,a;"" haromszoggel a
", © és P, w-re vonatkozolag perspectivas ; 4. a A ™ =12 34 5 6],
AYM=[16 32 54] haromszogekkel, melyek egymas kozott és a
At haromszoggel a II pontra és a p'p™ p™ collineatio-tengelyekre
vonatkozolag perspectivasak; végre 5. az A, A, A,, I', I, T'; harom-
szogekkel, melyek egymas kozott és a B, B, B, haromszégekkel a
Il pontraésa |PA A A |, |PB BBy}, 'PCCCs | tenge-
lyekre vonatkozolag perspectivasak.

E configuratio (4j egyenesek hozzaadasa nélkil is) magaba fog-
lalja mar valamennyl StENER-pontot és egyenest, 39 Pascar-egyenest
¢s 33 Kirkman-pontot, 3 A-haromszoget és a =, p CaviEv-egye-
neseket.

9, A V, Veronese-pontok ¢és két Desargues-
configuratio koélcsonos helyzete,

25. Ama tétel bebizonyitasanal, hogy négy Strmer-pont egy
egyenesen fekszik (18.) az [b6 34 12], a,™ a," a,%, a,™a,™ a,™
haromszogekbdl indultunk ki, melyek paronként a P,* collineatio-
kizéppontra és a p'™, p", o™ ™= | PA; A; A; | collineatio-tengelyre
vonatkozolag perspectivasak. De ép igy kiindulhattunk volna (8.
ubra) az

[56 12 34] [34 56 12] [12 34 56]
pII a II a I pIIa II II pII a II

I II 111 II1 IXT III
pIII d II pI d a p a III

liromszogekbdl is, melyek az
A" collineatio-kézéppont és a,'™, a,", o™ '™ collineatio-tengelyekre
‘\llv » > azlll’ a‘RII’ GII’ 111
l\u|Vl » » aslll, asﬂ, CH’ III
vonatkozolag perspectivasak.
A négy collineatio-kdzéppont megannyi szégpontja egy

V 11, III:[P IAIIIV Azlv A31VI]:[PIA IVA VA VI]‘

négyszognek, melynek atlosharomszoge A™™=[12 34 56].
E négyszog mindegyik oldalan két Kirxkman-pont és a A™ ™
haromszognek egy-egy szogpontja fekszik, még pedig:
Urv.ter .-tud. Krtesits. 18 7. 3
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| P* A,V |, oldalon a C,", B,"™, (34, 12) pontok fekszenek,
IPPAY |, »  a GF B, (12 56)

a

a

a |[PPAY|,  » a G5 B, (56, 34)

a | ALY AT, > a BT IV (34, 192)

a |AYAN |, » a BE I (12, 56)

a |AYAY |, » a BY IY (56, 34) o>

Minthogy a teljes Pascavr-hatszog tizent SteiNeErR-egyenest szol-
galtat, a V,-négyszogek szama is ugyanannyi. A V,-négyszigeket
az illet6 Srtemwer-egyenesekhez rendeljiik és hatvan szogpontjukat
V,-Veronese-pontoknak, vagy roviden V,-pontoknak nevezziik.

A mi a hatvan V,-pont kiilonos jelolését illeti, megjegyzendd
a kovetkez§: Egy Stminer-egyenes négy Striver-pontjabol 1. egy
v-négyoldal négy oldala, mint négy Pascar-egyenes és 2. még négy par
Pascav-egyenes sugarzik ki. Az utobbi Pascav-egyenesparok koziil
harom-hdarom két, a Steiner-egyenesre, mint collineatio-tengelyre,
és egy V; pontra, mint collineatio-kozéppontra, vonatkozélag perspec-
tivas négyszoget képez. Ezt a V; pontot, mint a v négyszog egyik
oldalahoz, ahhoz a Pascai-egyeneshez rendeljik, mely a negyedik
SteiNer-ponton megy keresztlil, és a Pascavr-egyeneshez rendelt
KirkMaN-pont jelz6-betfijével latjuk el, melyhez megkiilonboztetéstl
még egy »« mutatot fiiggesztiink. Ugyanahhoz a Pascar-egyeneshez
rendelt Kirkman- és V,-pontot egymashoz rendeltnek fogunk nevezni.

26. A V,-pontrol Veronese! kimutatta, hogy:

Egy SteNer-ponton keresztill mend hirom Pascar-egyenes-
hez oly hdrom V,-pont van rendelve, mely a STEINER-ponthoz
rendelt Caviev-egyenesen fekszik.

Ugyanis az

Oy U I_("HNOIUCTT o O,y O, IR IIR IR II
a,"a,"at=C" GG, a,™a, ™M a, =8,""B," B

M} I II__ A III A ML A I I, Tl I__ A IT A IT A II
b, b, b= A TEAIEA L o e, Mot = AT AT A,

haromszogek koztl az 1-s6 és 2-ik, a 2-ik és 3-ik, a 3-k és 4-ik,
a 4-ik és 1-s§ perspectivas; a collineatio-kdzéppontok és tengelyek :

Py LA A Ay |5 PP =(r ™ ™ y™), p™y 2% M=(a; a5 a,), p';
PU= (8,1 8,1 3,7, p*;

1 Veronwse: id. m, 36. old.
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¢s, mert a collineatio-tengelyek egymast a P SteiNver-pontban metszik,
a négy collineatio-kézéppont ugyanegy egyenesen fekszik.! Amde
a harom utolsé pont a  Cavrev-egyenesen fekszik, minek kovet-
keztében a p egyenes a ponton megy keresztiil.

Ugyanigy kimutathaté, hogy a p egyenes a P;™ és P,"™ ponton
is kereszttil megy, vagyis hogy a P Srtemver-pontbol kisugarzo
p'p"p"t Pascar-egyenesekhez rendelt V, pontok a P-hez rendelt p
CaviEy-egyenesen fekiisznek.

A tételb6]l még az is kovetkezik, hogy a o™ ™ — | PA; A, A, |
StEINER-egyeneshez rendelt V,™ ™=[PTA;"V A,¥ A,V"| négyszog szog-
pontjai a pa, a,a; Caviev-egyenesekben fekiisznek, mely ut6bbiak

1 >Ha a A; Ay A; A, haromszogek kozul A A,, Ay A, A; A, A A
a Ty, Opa; togy Osa; tas, Oy tyy, Oy collineatio-tengelyre es kozép-
pontra vonatkozélag perspectivis és a négy collineatio-tengely egymast
egy T pontban metszi, akkor a négy collineatio-kézéppont egy o egye-
nesen fekszik«,

Bizonyitds :

Ha azt a haromszoget, mely a A, A, haromszégekkel a t,, ten-
gelyre, a A; A, haromszdgekkel a t;, tengelyre vonatkozélag perspec-
tivas, Ay-tel jeldljiik; tovabba azt a haromszdget, mely a A; A, harom-
wzigekkel, a t,;, a Ay A; hiromszogekkel a t,; tengelyre perspectivés,
A -tal jeldljik, akkor

n A, Ay A, haromszdgek a t;, tengelyre és O, Oy5 0,5 kozéppontokra

a Ay AL A » a tg, » és 0;, 0,0, >
n ALAL A » a ty > és Oy 046044 »
n Ay A A » a toy » 6s  Oyq O34 Ogq »

vonatkozélag perspectivisak, miért is az egyes sorokban levo kozép-
pontok egy egyenesen fekiisznek.

Miutdn a A, A, A; haromszogek a t,, O, ; tis, Oy5; tay, Oup
ollineatio-tengelyekre és kozéppontokra vonatkozélag perspectivasak,
¢s a feltétel szerint a t,;t;,t;, egyenesek egymast a T pontban met-
wzik, az O, 0,5 O,; pontok egybeesnek, még pedig az O,; ponthan.

Ugyanigy kiniutathaté, hogy az O,y O,; Ogq, valamint az Oy O, 044
‘8 az Oy, 055 Oy pontok az 0,3, Oy, illetbleg Oy, ponttal egyestilnek.
unélfogva

| 045005 015 | == | 012055045 |, [ 034045055 | = | 03,045 Og5 |,
| 05304056 | = | 04035004 |, | Og3 035055 |-= | 023054015 | 5
n mibgl mar kovetkeztetni lehet, hogy az O,, Ogy Oy, O,; pontok egy
egyenesben fekiisznek.
g*
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egymast a o ™ Sremer-egyeneshez rendelt ™ ™ Sarmon-pontban
metszik. Ennélfogva:

Egy SteiNer-egyeneshez rendelt V, négyszig szogpontjal
azokon a Caviev-egyeneseken fekiisznek, melyek egymést a
STEINER-6gyeneshez rendelt -ponthan metszik.

27. Két Desarcues-configurationak kolesonés helyzete ezek

tan a kovetkezokép allapithaté meg.

A o™ = | P A A, A; | StemNer-egyeneshez a ™ ™ =
(p a, a; a;) SALMON-pont avih M=p'a, ™V a,’a,%" négyoldal,a V,™> ™=
[PTA,™ A;Y AV, négyszog és a . és T . DesarcuEs-configuratio van
rendelve.

E D sarcuEes-configuratiokat egy-egy négyszogre és négyoldalra
bonthatjuk :

pIIa II II II CIIC IIC IIIBIIB IIB II
PIIAIIAIIAII_CII pes IIBIIﬁIIBII’
pIII a III a 111 III B 111 B 111 B 111 I‘ 111 P 111 P III’
PIII A II1 A 111 A IIT b 11T b 111 b IIIY ,Y Y

A pégyoldalaknak

111 . 1 III. II III. 11 hess
31131 y g7y dg ,33,33

pY, P

oldalain rajta fekiisznek a P, A,, A,, A, Sreiner-pontok, és a négy-
szogeknek
PII, PIII; AIII AIIII; A III A II ASIII

ponijain a p, a;, a,, a, CAYLEv-egyenesek mennek keresztiil.
A négyszogek

11 oI. 11 III II 1. III. 1I III II III
y, by™; ¢, b, a”a:ﬁ ,Yz,Yz,pa,Ya

oldalai egymast a v'» ™=p'a,"vV a,¥ a,"" négvoldal szégpontjaiban met-
szik, miért is ama négyszogeket négy par a v ™ négyoldal olda-
laira, mint collineatio-tengelyre, perspectivis haromszogre bonthatjuk;
ellenben a négyoldalak

11 III. 11 III. II III . 11 11 . 11 II1. hig 111
ClaBI:C‘ZaB2aC3)B’3,BlaI‘1 7BzaI‘2aB31I‘3

szogpontjai paronként a V™ ™=[PTA ™V A,V A;V"], négyszog oldalain
feklisznek (25.), és e négyoldalak szintén négy par a V™ ™ négy-
sz0g szogpontjaira vonatkozé perspectivds haromszégre bonthatok.
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Tovabba az
aIII aZII asII pII a, asn pII a3H alII pII aIII azII

aIIII a2III a?’III pIII 82111 aaIII pIII asII'.[ aIIII pIII allIi agIH
haromszogek, melyekre a p™a,"a,"a,™, p™a,™ a,™ a,™ négyoldalak
bonthatok. perspectivasak a

[AIIV A2V ASVI]“ [PI AZV A3VI]“ [PI ASVI AIIV]“ [PI AIIV ASVL

II
2

haromszogekkel, melyekre a V,™> ™ négyszdg oszlik; a kimaradt
oldalak és szdgpontok

pII, pIII’ PIIII; aiII, a]III’ ljlv; ale, aleI, Azl; agII.’ asIII, A31VI
a collineatio-tengelyek és kozéppontok.

Ugyanekképen az

AII AII AII  PII AIDI AII PII AII AI PII AI AII

A III AleI A3IH PIII AEIII ASIII PIII A.,IH A’III PIII A III A III

haromszogek, melyekre a PTA ™A, A™ PTA™ATA™ négy-
sz0gek bonthatok, perspectivasak a vi» ™=p'a,"V a,v a," négyoldalbdl
leszarmaztathato

aIIV asv aSVI pI azvasw pI aSVI al v pI allv a2V
haromszogekkel ; a kimaradt

OIT 11X I, II A III Iv . II III V. II III VI
PaP ’paAlaul y 9 7A27A2 aa2$A81A3 ; dg

sz0gpontok és oldalak a collineatio-kozéppontok és tengelyek. En-
nélfogva:

Minden S ENer-egyeneshez két Desarcues configuratio van
rendelve, melyek egy-egy négyoldalra és négyszogre bonthatok.

A két négyoldal, melynek | A két négyszog, melyeknek
oldalai a STEINER-egyenesen szogpontjai a STEINER-egye-
fekvd StENER- ontokon men- neshez rendelt SaLvox-
nek keresztiil, négy perspec- kereszti{lmend Caviev-egye-
tiviis haromszdgre oszlik; a neseken fekiisznek,négy per-
collineatio-tengelyek a Stel- spectivdas haromszogre o0sz-
Nur-egyenesben fekiisznek, a lik; a collineatio kozéppon-
collincatio-kozéppontok pe- tok a -ponthan egye-
dig a SreNer-egyeneshez ren- sttlnek,ellenbena collineatio-
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delt V, négyszognek szog-
pontja

E haromszogek még azok-
kala haromszogekkel is per-
spectivasak,a melyekre a V,
oszlik ; a négyoldalaknak és

a négyszognek kimaradt

oldalai és szogpontjai a col
lineatid-tengelyek és kozép-
'pontok.

tengelyek a STENER-€gye es-
hez rendelt v négyoldalnak
oldalai.

E hidromszogek még azok-
kala haromszogekkel is per-
spectivasak, a melyekie a
v négyoldal oszlik; a négy-
szogeknek és a négyoldalnak
kimaradt szdgpotjai és ol-
dalai a collineatio-kozép-

pontok és tengelyek.

oldalain fekiisznek. Amaz egyenesek azonban a koOvetkez6 hat V
négyszognek
VV, IV=HVI AII Blll IVIIII. VVI’ IV=HV Agl B pus I‘2III
VIV) V=HVI ASI B3H I‘nIII
VI} IV:BIIII CIII AJVI ASV, VI, V=B2HI CZII Asl'V AIVI’
\/71_ VI=B3111 C311 AIV AZIV

egy-egy oldalat képezik, valamint forditva is a V& ™=P* A IV A,V A,V*
négyszognek oldalai egyszersmind a V,¥. V1, V,VL IV V. L IV VI v,
V,» V' négyszogeknek egy-egy oldalaval egyesiilnek, gy hogy a
tizen6t V, négyszognek 90 oldala a tizenét V négyszégnek 90 olda-
laval egybeesik.

Az V. tablazatban a tizenot V, négyszog, valamint az azoknak
oldalain tekvé Kirkman-pontok vannak felirva. Ezeket az oldalakat vagy
egyeneseket altaldban g, -gyel jeloljiik, két oly egyenest pedig, melyeken
egymashoz rendelt Kirkman- és V,-pontok fekiisznek go;, go:-gyel.

29. Miel6tt vizsgalatainkat folytatnok, még az ugyanegy STEINER-
egyeneshez rendelt A haromszdg és v négyoldal kozotti 6sszefiiggést
akarjuk bemutatni. Legyenek azok:

AII, III: [1 2 3 4 5 6] és VII’ III_:pI aIIV a2V 3.3VI.



QO

A ASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA.

A p'=163542 Pascar-egyenesen ekvé

'
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Q1 1M An /19O

QAN _/a

V o VIN

ITT 17 11
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1 111
1 Al
11 1
B,
Vi A v
3
VoA VI
(v ALV
- N 1v
oo Iy
LAY
m B, v
IV
;3 11
1 Alv
111 Blv
L;II I‘g\']
1 A2VI
g ovI

,PII A21V B“III CZXI
’}-)111 Rmv ‘311 2111
’Pllll C)]V AZII B2I
’l[ll\' Bllll BQVI B3V
'II,Y B,,” B,V B,
'lIlVI BRITI BIV B21V
"’;] IX ‘I\‘.21VI (\“31 BZIV
A, TR Ac 1‘21V
’I%]]I 1‘21\'1 Balll A:
’(:2111 A.ilv C]I BJV
’Azilll Bg, v A—‘[II 1‘3\’
’HZII 1‘311\’ BIIII A3V
’ J3111 AhV CZI B]‘
'A-: B]]V Azll 1‘1\
’l%31l 1‘]1\ Hg]]] ALVI

P, AS]VI B, Gy
P, Ba]VI C,t A
P, (:31v1 AT B,
1 v I‘Ijlll AL I,y
v me Y v
VI 1131111 Iy
'Chu A:nv 3T B,
'A111H Bglv A 1Y
,H11I 1V31v B, A,
C, T A11v1 Cy' B,Y
'A21HI B“VI ALY
'H211 PHVI B," A,Y
103111 A211V Cll B2VI
’AalIII B211v AT,V
B, ! ]_1211v B, A,V
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A p'=163b542 PascarL-egyenesen fekvd

2% l) pont. polarisa a (3 4, 1 2) és (]_ 3, 2 4):(a2v 3,3“) oeszekdts egyenese.
(16, 25) > » (12, 56)és (15, 26)=(a,"a,") »
B3, 54) > > (56, 34)6s (35, 46)=(a" a,")

I polarisok metsz6pontja, mely a p’-nek polarisa, collineatio-
kizéppontja az [56 34 12], a," a,va;"" haromszdgeknek.

Ugya igy kimutathato, hogy az a,*’, a,¥, a,"' egyeneseknek
polusai egyszersmind collineatio-kdzéppontjai az

[56 34 12], p'a;"a,"; [34 12 56], p'a,™ a,";
[12 56 34], pa,"a,"

perspectivds haromszogeknek.

Kittinik tovabba, hogy az [12 834 56] haromszég (34, 12)
szogpontja az (14, 23)=(p'a,"v), (13, 24)=(a," a;"") pontoknak
osszek6td egyenese. Ennélfogva a (p'a,"), (a,¥ a;"") pontoknak pola
risai, melyek a p', a,"v; a,%, a,¥' egyenesek polusainak 0Osszekotd
egyenesei, egymast a (34, 12) pontban metszik.

Lathato tehat, hogy a

A" ™M=[12 34 56]
haromszég a

VH’ mr__ pI a‘:'.IV a2v 3,3VI

négyoldal polaris alakzatdnak atlésharomszoge, vagy a mi ugyanaz:

a v'U ™ négyoldal atlésharomszdge polaris alakzata a A™ ™ harom-
szognek a Pascav-hatszog kortl irt kupszeletre vonatkozolag.
E szerint:

Egy SrewNer-egyeneshez rendelt v négyoldal oly nédgy
hiaromszogre oszlik, melyek a SteNer-egyeneshez rendelt A
haromszdoggel perspectiviasak; a collineatio kézéppontok a v
négyoldal polaris négyszogének szogpontjai a Pascar-hatszog
koril irt kipszeletre vonatkozdlag. A A hidromszdg polaris
alakzata a v négyoldal 4tloshdromszogének s igy véle per-
Spectivis.
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10. Az Y-négyoldalakrol.

30. A 20. pontban két négyszoggel
VII, HI:PI AllVA VAQVI. SII, III:HAl ‘A'2 A3
talalkoztunk (9. és 8. abra), melyeknek szogpontjai az egymast a
X' I Sarmox-pontban metsz6 p a, a, a; Caviev-egyeneseken fekiid-
tek. E négyszogek szogpontjainak osszekotd egyenesei a A™ M=
[12 34 56] haromszdg szogpontjain mennek keresztil, t. i

a MAV==", A P=0o A A"=0", AjA =0a"
egyenesek az (12, 34) ponton,
a H A2V=TCV, Al A3VI:“1VI, A2 PI: agl, A3 AIIV:aslv
egyenesek az (56, 12) ponton,
a TA,Y=r", A A =a" A2AV=0oT, A, Pl=o,!
egyenesek az (34, 56) ponton
mennek keresztiil.
A VI TSI T négyszogek négy par haromszogre oszlanak,
melyek a A™ ™ haromszoggel perspectivasak, ezek:

A& AY AT P! A,Y AV
A, A, A, ma, A,
(34, 12) (12, 56) (56, 34) (12, 34) (34, 56) (56, 12)
PI A3VI AIIV PI AIIV A2V
II A, A, I A, A,
(56, 12) (12, 34) (34, 56) (34, 56) (56, 12) (12, 34);

a collineatio-k6zéppontok :
ZII, III PI H’ ZII) 111 AIIV Al’ ZII, III AZV A2, ZII, III A3VI A3'

Minthogy ez utobbiak egy-egy egyenesben fekiisznek, a colli

neatio-tengelyek egy
Y& M= Yy Ysz Y5e Y,12 Y'34 Ylbc

négyoldalnak oldalai lesznek, melynek szogpontjaiban ama négy-
szogek és ama hdromszog oldalai egymast metszik, még pedig
az Y12 ban az Alw sza Al A27 127 az Y’12 ban a PIA3VI, HAg, 12
az Y, » A A, AyA, b6 az Y, » PAY,ITA, 56
az Yy, »  AVAY, AjA,L, 345 az Y, » PTAY, ITA, 34
oldalak.
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Az Y& ™ négyoldalt a o™ ™ egyeneshez és a Z™ ™ pont-
hoz rendeljik. E négyoldal szdgpontjai a A™ ™ haromszog szOg-
pontjaitél harmonicusan vannak elvalasztva, minthogy az a hdrom-
sz0g atlosharomszoge a szoban 1év6 négyoldalnak.

A tizenét o egyeneshez rendelt Y-négyoldalaknak csak 45 szog-
pontjuk van, mert ketté-kett6 kozillok mindig egybeesik.

Ugyanis a PascarL-natszignek mindegyik oldala harom A-harom-
szognek oldala; pl. az 12 oldal a A™ ™A™ ¥ AL Y% hirom-
szOgeknek oldala, melyek a

¢ W= | PA A A |, & V= |IIA, B, I |, % "' = | By C; AL A, |

Steiner-egyenesekhez rendelvék.

De az imént ugy tapasztaltuk, hogy a o% ™, "% ¥ egyenesek a
A™ ™ haromszog 12 oldalat az Y,,, Y';, pontokban metszik, me-
lyek az (12, 34), (12, 56) pontoktdl harmonicusan vannak elva-
lasztva. Ugyanezen tuton kimutathato, hogy a o ™, o& VI egye-
nesek a A™. ¥V haromszog 12 oldalat az Y”,, Y';, pontokban, a
o M g™, V egyenesek a AV V' haromszognek 192 oldalat az Y",,
Y;, pontokban metszik, még pedig ugy, hogy az Y',,, Y,, pontok
az (12, 36), (12, 54)-t6l,az Y'y,, Y;, pontok az (12, 35),(1 2, 6 4)-t6l
harmonicusan vannak elvialasztva.

Ebbél az kovetkezik, hogy a 15 Y-négyoldal szogpontjai-
nak szama 45, melyek harmasdval a A-hiromszogek olda-
lain fekiisznek; tovabba a A-hiaromszogek oldalain az Y
pontok harmonicusan valaszijik el a Pascav-pontokat.

31. A o™ ™ egyenes a A™ ™ haromszdg 12 oldalat az Y,
pontban metszi. Ugyanigy a o> ™ egyenes a A™ ™ haromsz6g-
nek 34, 56 oldalat az Y";,, Y",; pontban metszi. Ennélfogva:
a 45 Y pont hiarmasaval a tizenot -egyenesen, a
tizenot A-haromszognek negyvendt oldalin és a tizenot Y-
négyoldalnak hatvan oldalan fekszik.

Az Y-négyoldalak hatvan oldalirdl kimutathato, hogy
hirmasdval a STEINER- mennek keresztil.

Ha ugyanis a helyett, hogy, mint el6bb, a V™ ¥ S
A" Tbol, a o™ T= | PB, By B, | StERErR-egyeneshez rendelt

VI, T = PUBVB,YVBYL ST T = 1B, B, B, A™ '=[14 36 52]
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négyszogekbdl, illetve haromszogb6l indulunk ki, azt latjuk, hogy az
Y. T négyoldal Y,, Y, Y;, oldala kozos collineatio-tengelye a

B, BY, B;", B, B, By, (25, 36) (36, 14) (14, 25)

haromszogeknek.
Ha tovabba meggondoljuk, hogy az

A A Ay, (B34,12) (12, 56) (56, 34), .
@5, 86) (36, 14) (14, 25), B,B,B,

haromszogek kozil

az 1-s6 és 21k a P és | Y;, Y;, Yy | coll.-kozéppont- és tengelyre

a 2ik és 3-ik a II és p™ » » »
a 3k és 4-ik a P"és | Y, Yy, Ygq | » » >
a 4ik és 1s6a Il és |PC,CyCy | » > »

perspectivas, és hogy a collineatio-k6zéppontok a p CavLEv-egye-
nesen fekiisznek, belathatjuk, hogy a collineatio-tengelyek egymast
ugyanegy pontban metszik.? Minthogy a p™ ésa | PC, G, G5 | egye-
nesek a P ponton mennek kereszttl, az | Yy, Yo, Ysq | €5 | Yi4 Y5o Ygo|
egyenesek és hasonlokép az | Y,; Y;; Ys. | €gyenes is a P ponton
fog keresztil menni.

A mint az imént lattuk, az Y™ ™ négyoldalnak Y, Y, Yy
oldala a o% ™ = | P A, A; A; | SrtriNer-egyenesnek P STEINER-
pontjain megy kereszttil. — Ugyanigy kell az Y™ ™ négyoldal
Yo Yai Yo Yo Y Yau, Yo Y5, Yy, oldalainak, a ™ ™.nak A, A, A,
SteiNEr-pontjan kereszttl mennie, vagyis: egy SrteiNer-egyeneshez
rendelt Y-négyoldalnak oldalai a STEINER-egyenest a STEINER-
pontokban metszik.

32. Térjiink vissza az el6bbi configuratiohoz (9. abra), a mely-
ben a V¥ ™ SW MY L D pégyszigeknek szogpontjai a p a, a, a,
Caviev-egyeneseken fekiisznek (26.) és a V,™> ™ négyszognek
atlésharomszoge a A™ ™ haromszig

A A™ ™ haromszog (34, 12), (12, 56), (56, 34) szogpont-
jaiban a V,™ ™ négyszig

|A2VAVI|“ |PIA11V|1; IAVIAIVIi; |PIA2V|1;

oldalai egymast metszik, s azokon

t 26. pont, jegyzetben.
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II T III D IIT II . II nIr IIT iI. II II1 II1 II
BI I 1 Bl C1 b B2 F2 ’ BZ CZ bl Bd F3 ] BB CB

Kirkman-pontok (27.) is rajta fekiisznek. Amde a felirt Kirkmax-
pontok Osszekots g, egyenesei, mint a V-négyszogek oldalai, a hoz-
zajuk rendelt A haromszogek oldalait Y-pontokban melszik, még
pedig :

a Vv VI [ AB1I ™ ° B AV, V1 56 Y,

=IIVA,' B, T,™* . B.,mI,™ AV, 1V % 34 Y,,
a VIV, v ][t A31 B31I ]_13111 |§° 311 113111 P AV, V :gn 12‘: Y,
a VL v :Blln Cln ATTAY (i B,™ Cln s AL IV ( % 56 V"C‘E Y'56
a VL Vv =B, C, A3Iv A1v1 4 R IO IX ALV ; 34|° Yy,
a VL IV — BT 0311 Alv A, ' B, G, AL VI Y,

metszi.

A tolsorolt Y-pontok azonban az Y™ '™ négyoldalnak sz6gpontjai;
tehat a V,™ ™ négyszog az Y™ ™ négyoldal koriil van irva, s mert
atlosharomszogilk kozos, azért az illetd Y-négyoldalaknak olda-
lai a V, négyszogek szogpontjainak harmonicus polarisai a
hozzajuk rendelt A haromszigekre vonatkozolag.

33. Az YV VI YYL I YWV, Vnégyoldalak szemben fekve szOg-
pontjai az

144 44 ” ” "
Y32 YHS"I’ XTE‘)G Y 569 Y14Y 14 7 Ylﬁ Y 163 Y34Y 34 Y52 Y 52 9
' 14 4 r”
154Y- 541 YIZY 12y Y36Y 36
pontok, melyek az

Yoo Yo, Yy, o "=PA, Ay Ag=Y"56 Y3, Y70y
Yo Yoo Yo g =P B1 B, P’a :Y"u Y"52 Y
Yo Yig Yoo ™ U =PC GGy =YY 14 Yy,

cgyenesekben (30, 31) fekiisznek; ezek az egyenesek tehat invo-
lutiot képeznek.

Ennélfogva :

Minden StENER- onton keresztidl megy harom STEINER-
egyenes, valamint harom oldala azoknak az Y-négyolda-
laknak, melyek e Stener-egyenesekhez vannak rendelve. E
hat egyenes oly involutiot képez, melyben a mondott Y-négy-
oldalak oldalai a Stewer-egyenesekhez kapcsoltak.

AZ YV, VI, YVI’ IV, YIV, v négyoldalak AV, VI, AVI’ IV, AIV, v
atlosharomszégei a I’ collinatio-kdzéppontra és a =V, =¥, =*' colli-
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n atio-tengelyekre vonatkozolag perspectivasak (15.) 1évén, kovet-
kezik, hogy a négyoldalak is perspectivasak a P pontra és a =V,
nY, ©'" tengelyekre vonatkozolag. Tudjuk tovabba (32), hogy ama
négyoldalak oldalainak harmonicus polusai atlésharomszogeikre vonat-
kozolag a V,%» Y, VY% IV V™, V négyszogeknek szdgpontjai;
ezért e négyszogek is perspectivasak a P pontra és wn'V, =¥, n"!
tengelyekre.

Ennélfogva :

Egy Stewer-ponton keresztilil mené hiérom StEINEr-egye-
neshez rendelt Y-négyoldalak, (valamint V,-négyszogek),
paronként perspectivisak; a SteNer-ponton keresztil mend
Pascar-egyenesek képezik a collineatio-tengelyeket, & STEINER-
pont ellenpontja a collineatio-kézéppontot.

Vagy:

Ugy a tizenct Y-négyoldal, mint a tizendt V,-négyszdg,
harmasdval hiuszszor perspectivds a hisz STEINER-pontra,
mint collineatio-kézéppontra vonatkozdlag; a collineatio-
kozéppontoknak, mint SrtriNer-pontoknak, ellenpontjain ke-
resztiil mend PascavL-egyenesek képezik a collineatio-ten-
gelyeket.

E tételek szerint az Y™ ™ négyoldal perspectivas

az Y, T Y% Lgyel a II, p™, p;
az YU VoYL Wogyel az A, alnl, aln;
az Y™ YV, Y% Vel az A,, a," a,";
az Y™ VI YW Vitg] az Asa agln1 aan

pontokra, és egyenesekre vonatkozolag; és ugyanigy a V™% ™
négyszog.

Tehat :

Mindegyik Y-négyoldal (V,-négyszdg) négy par Y-négyoldallal
(V,-négyszoggel) perspectivas; a négy par collineatio-tengely négy
par Pascar-egyenes, melyek a felvett Y-négyoldalhoz rendelt STEINER-
egyenesen fekvs StriNer-pontokban metszik egymast; a collineatio-
kézéppontok pedig a StriNer-pontoknak ellenpontjai. A négy par

-egyenes két negyoldalt képez, melyek a StEINER-€gye-
neshez rendelt két -configuratidhoz tartoznak.
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34, Ha a (8. abra)

17 T 11T 111 11 ., IT ,(IIT 111 11 II £ IIT 111
pra, pra; T, pa pa, prag pra;

oldalu négyszogeket tekintjiik, melyeknek két-két atléja

P Yy Yoo Yoo Yoo Yaa Yaas P Y12 Yau Yo, Yo Yau Yises
PYo Y, Yoo, Yi2 Y3 Yo

az Y™ ™ négyoldalnak oldala, és
B, (23, 56); B,", (16, 34); B, (54, 12

szOogpontjai a p™ oldalon fekiisznek, kovetkezik, hogy e szdgpent-
parok amaz atloktol harmonicusan vannak elvalasztva. Minthogy a
p” egyenes az Y™ ™ Y™ I perspectivas négyoldalaknak collineatio-
tengelye, mondhatjuk, hogy

Mindegyik Pascav-egyenes collineatio-tengelye két Y-
négyoldalnak; egy megfeleld oldalpar a PascaL-egyenest a
StEINER-pOnthan, a tébbi harom pir pedig méas hiarom pont-
ban metszi. Ez a STEINER-pont harmonicusan valaszija el a
harom metszépontot a Pascar-egyenesen fekvd Kirkmax- és

-pontoktol,; tovabbi a SteiNer- ont ellenpontja a két
perspectivas Y-négyoldalhoz tartozd collineatio-kézéppont.

Ha ellenben a II Striner-pontra vonatkozolag perspectivas

V I, III:[PI AIIV A2V ASVIL VII, m_ [PIII CIIV C v C VIJl

b

négyszogeket tekintjilk, melyeknek atlosharomszdogei
A% M=[12 34 56], A "=[54 16 32],

azt latjuk, hogy ezeknek megfelels oldalai egymast az (12, 54),
(3%, 16), (b6, 32) Pascar-pontokban, amazoknak megfelel6 oldalai
pedig egymast a p™ egyenesnek

I__/A V v v VI o._ s vI v Vi v
Bl TA\**2q A31 ) C21 031 ), Bﬁ _KA31 A C‘31 011 )7

11

B311:(A111v A21v7 CllIV C21v)
KirkMan-pontjaiban és még harom U pontban:
(PLI A11IV, PIIII CllIV), (PII Aﬂgvy PIIII C21v)7 (PII A31VI), PIIII C31VI>

metszik.
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A négyszogek harmonicus Lulajdonsiga kovetkezlében az U
pontok a Kirkman-pontokat két Pascar-egyenestél harmonikusan
valasztjak el. Ennélfogva:

Mindegyik Pascar-egyenes két perspectivas V,-négyszog-
nek collineatio-tengelye; a collineatio-kézéppont a Pascal-
egyenesen fekvd Steiner- ont ellenpontja. A négyszogek meg-
felelé oldalparjai egymést a collineatio-tengely hirom Kirk
MaN-pontjdban és més hdrom U pontban metszik; ama
négyszogek &tldshiromszogeinek megfeleld oldalai pedig
egymast a tengely Pascar- metszik. Két-két Pascar-
pont egy KIRRMAN- és egy U ponttd]l harmonikusan
van elvilasztva.

Mivel mindegyik Pascar-egyenesen harom U pont fekszik, az
U pontok szama 3.60=180; s mert mindegyik U pontban egywnast
két g, egyenes, mint V,-négyszigeknek oldalai metszi, azért mind-
egyik g, egyenesen négy U pont van. Igy pl. a P,"A,,"Y egyenesen
rajta fekiisznek a

(PI AIIV, PII BIIV)“ (PI AIIV’ PIII CIIV)“ (PI AIIV, A1H I‘3V)“
(]:)I AIIV,

pontok, melyek egyszersmind pontjai a p™, p™, a,™, a,"" egye-
neseknek.

356. Az Y™ ™ npégyszog Y5, szogpontjan keresztiil mennek
(9. abra) a V% ™ S UYL M pégyszdgeknek PTA,Y, ITA,,
| PYA,"V |, oldalai, s az utobbi oldalon még az (12, 34) Pascar-
pont is rajta tekszik. Abbol, hogy a P*A;*Y Il A, négyszignek atlos-
pontjai Yy, 2 T (12, 34), kovetkezik, hogy a

T v . 14 I v 4 I
PTA,Y, HAI) Vige Py An ) 562’

egyenesparok s igy a
PI’ H; Pll, EII, III

pontparok harmonicusan vannak elvalasztva.

Ugyanigy kimutathato, hogy a p Caviev-egyenesen a PT, 1I;
Py 2L 1 gs a PYEOIL; P,™, 3L T pontparok harmonicusan van-
nak elvalasztva. Ennélfogva:

Mindegyik CaviE -egyenesen egy Stewer-, hdrom Krxk-
MAN-, hdrom Sarmon- és hdrom Vi-pont fekszik. A STEINER-
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pont 6és mindegyik Xirkman-pont az utébbiakhoz rendelt V,-pon-
toktdl s egy-egy SaLmon- dl harmonicusan van elvdlasztva.

K tétel alapjan a hatvan V,-pont kénnyen megszerkeszthets, ha
a hatvan Kirkman-, hiisz STEINER- és tizendt Sarmon-pont ismeretes.
’. a p egyenesen fekvé P.%, P,™, P,™ pontok a

(})l l[ ])11 ZII) III) — (})II H I_)lII ZIH’ I) — (})II H I)IIII 21, II) — 71

relatiokbdl konnyen megszerkeszthet6k.

A fentebbi tételbdl (vagy az A,*V A,V A, A, négyszioghdl) kovet-
kezik, hogy a V,"™> ™ négyszog | A"V A,Y | oldalan a szdgpontok
az Yy, (3 4, b 6) pontoktdl harmonicusan vannak elvalasztva. Vagyis:
a g, egyeneseken fekvsé V,-pontparok az Y pontoktdl és a Pascar-
pontoktol harmonicusan vannak elvalasztva.

36. Ha a 8-ik abraban a p™p™a,"a," négyoldalt tekintjik,
melynek egyik atlospontja és atldgja Y,,, o> ™, azt latjuk, hogy a
p" p™ egyenesparok a o ™ | PY,, Y, Yy | egyenesparoktol, és
hasonlokép az a,” a," egyenesparok a o ™ | A; Y., Y3, Y |
egyenesparoktol harmonicusan vannak elvalasztva. Minthogy mind-
egyik StEner-ponton a tizenoét Y-négyoldal hatvan oldala koziil
harom megy keresztil, kimondhatjuk, hogy

Egy Stener-ponton keresztldl mend hirom Pascar-egye-
nes kozil ketti-kettd harmonicusan valasztja el a STEINER-
egyenest a SteNer-egyeneshez rendelt Y-négyoldal hiarom
oldalatol.

Ha tovabba a p" p™a;™a,"" négyoldalnak azt az atlojat
3311 P3III — (pII aall) (pIII aaIII)

tekintjiik, melyen az A;,"Y, A,V pontok fekiisznek, azt latjuk, hogy
az Y,, pont és a o> ™ egyenes a B,"Iy" pontparokat harmo-
nicusan valasztja el. Igy tehat: A g,, egyeneseken, mint a V,-
négyszogek oldalain, fekvd K -pontok egy Y-pontitdl és a
V,-négyszdghdz rendelt SteiNer-egyenestd] harmonicusan van-
nak elvalasztva.

Ezt a tulajdonsagot a 9-ik abrabol is kiolvashatjuk. Mert
ITA,Y,, atlosharomszoge az

AAY (12, 56) (12, 34)
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négyszognek, s igy az A,"Y, A,Y poutok az Y;, ponttol ésa | IL A, |
egyenest6l harmonikusan vannak elvalasztva. De az A;™ A, egyenes
egybeesik a | B, I';* |, egyenessel, mely a V,™>V=|II'" A; B;" I'™],
négyszognek egyik oldala, és ITA; B, Iy a o'V vV SrriNEr-egyenes.
A p"p™a,MaM, a,"a,™a,™ a,™ négyoldalak végre azt is mutat-

jak, hogy az

A A, pontparok az Y',, | P'A;Y'| ,-16] és a

P A, » az Y'p, | AVA)Y | -0l

harmonicusan vannak elvalasztva, a mit a ki vetkezdkeép fejezhetiink ki :
Egy StriNer-egyenesen fekvl négy SrTEINER- hatszor
bonthatunk szét pontparokkd ; e pontpirok mindegyikét egy
Y pont és a SrteNer-egyeneshez rendelt V,-négyszog - egy
oldala harmonicusan valasztja el
Végezetil még a VI. és VII. tablazat megtekintésére kérjik
fel az olvasot.

11, Az y-negyszogekrol,

37. Tudjuk, hogy a tizen6t ¢ STrINER-€gYenes a hozzajuk rendelt
A-haromszogeknek oldalait negyvenét Y-pontban metszi. Ennek meg-
felelsleg a tizendt X Sarmon-pontot a hozzajuk rendelt A-harom-
szogek szogpontjaival Gsszekots egyeneseket altalaban y-egyenesek-
nek nevezziik. Szamuk szintén negyvenst. A mi pedig az y-egyenesek
kiilongs megjelolését illeti, gondoljuk meg, hogy a &' egyenes a
A™ T haromszog 12 34 56 oldalait az Y”;,, Y";,, Y';s pontokban
metszi. Nevezziik tehat a X™ ™ pont 0Oszszekotd egyeneseit a
A™ ™ haromszog (3 4, 56), (56, 12), (12, 34)szogpontjaival rendre
V15, V34 €8 Y'5enak.

Ha ezek utan ismét a 9-ik abrahoz tériink vissza s azt latjuk,
hogy az

AIVAVALA,, PTAYVITIA,
négyszogek atlospontjai

I M (34, 56) Yig; 2™ ™ (34, 56) Yy,;
ennélfogva
az A"V A, =a, A,YA,=a, egyenesparok az Y,,, y15-t6l;
a P'Il=p, A,VA, =2, » az Y, V71,-161

harmonicusan vannak elvalasztva.
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Ugyanennél az oknal fogva mondhatjuk, hogy
az a, a; eg enes-parok Yy, v756-t6l; a p a, egyenes-parok Yy, v56-t01

az ag » > Yy, ¥75,-t6l; a pa, > » Yy Y54-t0l
vannak harmonicusan elvalasztva. Tehat:
Egy S 0l kisugérzd négy C v-egyenes hat
egyenesparra bonthatd; ezek az egyenesparok a SALMON-
Alabbi |
négy- | kovetkezd szdgpontjaik vannak:
oldalaknak |
Yy Yo Y34 Yss Yo Y,34 Y,r)s
y= Yoo Yos Yoo Yy Yo Yuu
Y. ® Y54 Y16 Yaz Y’54 les Y’32
Yv v Ys2 Y56 Y14 Y”m Yﬂﬁs Y"u
YvLow Y16 Y34 Y52 Y"w Y”34 Yﬂsz
Y v Y Yoo Yy Y"54 Yo Y”se
YL Y% Y5 Y Y Yoy Yoy
Yy Y Yy Yo Y, Y”35 Y4
yun Y, Y w6 Y5 Yy, Y4e Y5
Yo v Y, Y"‘ze Y”m Y54 Y'ze Y'i5
Yy v Y"% Yo Yi3 Yy Y”4e Y55
yrs v Y6 Yo Y5 Yig Yau Yy
yu v Y"m Y"64 Ynas Yo Y Ylas
y® v Y”63 You Yy Ylﬁa Yo Y"15
yu v Y”q,s Y’sz Yo, Y'45 Yoo Yis

(VIL téblazat.)

E t4bldzathoz megjegyzends, hogy a négyoldalak elsd hdrom szdgpontja mindig
egy egyenesben fekszik, a kovetkez$ hdrom pedig egy hiromszignek szdégpontja.

ponton keresztil mend egy-egy y-egyenestdl és a SALMON-
hoz rendelt Y-négyoldal szdgpontjaitél harmonicusan van-
nak elvilasztva.

A o™ ™ Sremer-egyenes a A™ ™ haromszig oldalait az
Y2, Y5 Y5 pontokban metszi, a A™ ™ hiaromsziognek szig-
pontjai pedig, mint mondottuk, a 2™ ™ Saimon-pontbol az y”,,,
Va4 V55 egyenesekkel projicialvak. Ezért-
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Egy StriNer-egyenesen fekvd Y-pontok az illetohoz ren-
delt Sawon-pontbdl kisugarzo y-egyenesektdl involutiosan
vannak elvidlasztva.

38. A negyvendt y-egyenes egymast harmasaval a
tizendt SaimoN-ponton kiviil még hatvan pontban metszi,
melyek harmasdval a LEY-6gyVe eseken fekiisznek.

Ugyanis az

a].III azIII H,:,II. a] az ag, allV a2V a3VI
haromszogek oldalai, az A,, A,, A; pontokon mennek keresztiil, me-
lyek a o™ ™=|PA; A, A, | egyenesen fekiisznek; a haromszdgek
tehdt perspectivasak. A collineatio-kdzéppontok, melyek az 1-s6 és;
2-ik haromszoghez tartoznak : 2™ *=(p b, by by), P =(y," v."" v:™)
a szogpontokat vetitd sugarak b, by by, 1,™ v.™ v:™"; ennélfogva a
2-ik és 3-ik perspectivas haromszoghez tartozé vetitd sugarak egy-
mast a 25 !

Amde ez utobbi haromszogek szégpontjai a

2 W=(by e, a5 05), 25 Y (bycpayay), T VI=(bg ;s oy )
Satmoxn-pontok és e Saimon-pontokhoz rendelt AL TV, AL V. AL VI
haromszogeknek

, PM=p CavrLEv-egyenesen metszik.

(13,24) (15, 26) (83b, 46)
szogpontjai. Ennélfogva az «, o, or;, 4,7 a," a3"" perspectivds harom-
szogekhez tartozo vetild sugarak az vy, Vs, Vis egvenesek, melyek
egymast a p Caviev-egyenesen metszik.

DUgyanezen az utton kimulathato, hogy

az vy, =2 (3D, 26), vg; =2 V (13, 46), y5o =3 Y1 (24, 15)
05 a7 Yoy =2 TV (15,46),y,,=2"" Y (35,24), v, =Z" V" (13, 26)
cgyenesek egymast a p-egyenesen metszik.

39. A negyvenot y-egyenest tizendt y-négyszog oldalanak te-
kinthetjiik és ezeket a tizendt Sarmon-ponthoz és tizendt STEINER-
egyeneshez rendelhetjik.

Lattuk az imént, hogv az vy, Vs4, Vs €gVenesek egymast a p-
egyenesen metszik, s ha

XNV (14,32)=y, 25 Y (16,D2)=yy,, 2V V(36,54)=yY",,
ugyanoly madon kimutathatjuk, hogy az

. r ’ . ’ . ’
Vi Yaur Yoo s Ya2o Yaar Yoo o Yoz Vs > Y12o Yaur Vo
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egyenesek is megfeleldleg p,a,,a,, 8, Caviev-egyeneseken metszik
egymast.

Kz oknal togva az Yig, Yau Yser Y'12s V540 V56 €8YEDESEK €2Y Y
négyszognek oldalai, melynek szogpontjai a 2™ ' pontbdl kisu-
garzo pa, a, a, egyeneseken fekiisznek.

Ha tehat ezt az y™ ™ négyszioget a 2™ ™ ponthoz és s'>
egyeneshez, valamint a tébbi hasonlo y-négyszigeket a tobbi 2-
ponthoz és s-egyeneshez rendeljik, mondhatjuk:

A negyvendt y-egyenes tizenit y-négyszoget képez,
melynek 4.15=60 szégpontja harmasav. a hisz Caviey-
egyenesen fekszik, még pedig ak ép, hogy mindegyik y-négy-
szognek négy szogpontja azon & négy C -egyenesen fek-
szik, a melyek egymast az y-négyszoghez rendelt SaLmon-
pontbhan metszik.

40. A 38. pontban targyaltak szerint az

1, I

joss

(Y12 Y4 Vse)s (Vao Ves Yia)s (Vsa Vi Vaz)
pontok a p Caviev-egyenesen feklisznek, mely még a

144 . 14 144 142 144
I M=y ¥ 34 Y 56)y ZT0 T=(Y 56 Vs Vighy 20 =Y 50 ¥ 16 ¥ 50)
SaLMon-pontokat is tartalmazza.

Amde
a7 V30, V303 Vser V56 Visr V'1s ellenoldalparjai az y¥» V! négyszognek,
8% Vi Y 165 Vsar ¥ 345 Vsor ¥ 5o » yvu
AZ Your ¥ 5as Yo Y125 Vaer ¥ 86 > yv v

a minek kovetkeztében eme hat pontpar a p-egyenesen involutiot
képez. Tehat:

Mindegyik Caviev-egyenesen hat oly pont van, a me-
lyekben az y-egyenesek egymast harmasaval metszik, t. I
harom pont mint az y-négyszogeknek szdgpontja és harom
e négyszogekhez rendelt Saivmox-pont. K hat pont involutidt
képez, melyben a Savmox-pontokho a hozzdjuk rendelt négy-
szogek szogpontjai kapcsolvak. (Osszehasonlitando a 32. pont-
ban foglalt tétellel.)

41. Mintan az y™ ™ V- ' pégyszigeknek

(Y12 Yau Vo) (Y'lz Y54 Vo) (Y12 Yaa Yioe) (V12 VeV s0)
Pt A, A, A, V!
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szdgpontjai a p, a;, a;, a; egyeneseken fekiisznek, kérdezhetjiik,
hogy nem perspectivas helvzetiiek-e, vagyis, hogy a megfelelé oldalaik-
nuk metszépontjai nem ekiisznek-e ugyanegy egyenesben?

Tudjuk, hogy

Vee=2" "V (13, 24)=(b, ¢, ay2;) (13, 24)

1)11 AIIIVEB pass Clll,
és hogy a b,, ¢; egyenesek a B,™, C,” pontokon mennek keresz-
tal. Miutan az vy, egyenes a b, c; egyenespart a B;"™, C, egyene-
sen fekvé Y’y ponttol harmonicusan valasztja el (37.), az (yg,,
B,™, C;™) pont is harmonicusan valasztja el a B,™ C.™ pontokat
az Y';; ponttol.

Ha ezutan az a,™a," a,"a,"" négyoldalt (8. abra) tekintjiik,
melynek szemben fekvéd szégpontjai B,™, C,™; egyik atlospontja
Y ; egvik atloja o ™= | P A, A, A, |, belathatjuk, hogy az (Y,
Pi"A, ") pont a o' ™ egyenesen fekszik és az A,, A; pontokat az
Y",¢ ponttol harmonicusan valasztja el.

Ugvanezen az uton kimutathatd, hogy az y™ ™, VIt " négy-
sz6gek tobbi oldalai is a ™ ™ egyenesen metszik egymast és a meg-
felel6 oldalparok

(Voo P Ay ™) (V560 Aoy Y Ay, ™), (Ve Prf AgY)y (Vs4y Ay, AL YY),
(YI‘M Pll A31VI)7 (yrlﬁ’ AI‘IV A‘-’1v)
metszépontjal az
A:-}a PAI) A3 Al) PA27 Al Aﬁv PA3
pontparokat az

” " ” ” ”
Y”.’)es Y 563 Y 34 Y 34y Y 129 Y 12

pontoktdl harmonicusan valaszijak el, és igy ama négyszogek per-
spectivas helyzetiek. Ennélfogva:

A tizendt V,-négyszog a tizenot y-négyszoggel perspec-
tivis helyzeti; a hozzdjuk rendelt -pontok és STEINER-
egyenesck a collineatio-kézéppontok és tengelyek.

Vagy pedig:

A cgy a hozzajuk rendelt y-négyszigek
oldalait kilenczven ponthan metszik; mindegyik metszépon-
ton keresztiil megy a kilenczven g, egyenes kozil cgy-egy.
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Tovabba, tekintettel a 36. pont utolso tételére :

Egy OtriNEr-egyenesen fekve négy STEINER- hat
pontparra bonthatd; e pontpdrokat a SieiNer-egyeneshez
rendelt y-négyszog (ligyszintén V,-négyszog) egy-egy oldala
és egy Y-pont harmonicusan véalasztja el (Dualisan megtelel
a 37. ponthan levg tételnek.)

E tétel a 9. abrabdl is kimagyarazhato, melyben az A; A,
pontpar az Y,,,y"y,-t6l és hasonlokép a o% Y'= | B;C; A; Ay | -n
fekvg

B; C;, B;A,, C;A,, B; A,, C; A, pontparok, az
Yio, Va5 Va5 Y553 Va5 V355 Yaer Yasi Yier Y s PONtLOl €s egyenestdl
harmonicusan vannak elvalasztva.

42, Az AV A,VAL A, PTAVTITA; négyszogekbdl lathato (9.
abra), hogy az

AVA =Y, A"V A, =o'V egyenesek az Y,,, v ,-t6l, és az
AV II=x%, P, A;=a," egyenesek az Y'y,, v ,-161
harmonicusan vannak elvalasztva.

Ez pedig a kovetkez6kép fejezhetd ki: Egy A-haromszog mindegyik
szogpontjan négy Pascar-egyenes és egy y-egyenes megy keresztiil ;
e Pascar-egyenesek kozil kétszer kettd az y-egyenestél és egy a
A-haromszég ama szogpontjaval szemben fekvd oldalon nyugvo Y-
ponttél harmonicusan van elvalasztva. Vagy, miutan a V,"s ™=
[PTA"Y AV ALY, négyszog | A,V AV, | PTAY] oldalai az Y,,,
Y';; pontokon mennek keresztiil, mondhatjuk:

Egy V|, négyszig &tlds hdromszogének, A-nak mind-
egyik szdgpontjaban a V, négyszognek két oldala, azaz két
Lo, egyenes, egy y egyenes és négy Pascar-egyenes talalko-
zik; mindegyik g, egyenes az y egyenest két Pascavr-egye-
nestél harmonicusan vilasztja el

43. Vegyik szemiigyre a V,% V=[B;"™ C;™ A,"" A,V], négy-
szoget és annak A V=[13 24 H6] atlosharomszogét, mely egy-
szersmind atlosharomszoge az

yI, IV __\J’ 4 4 ” "o ey
& _Y13Y24Y56Y13Y24Y56

négyoldalnak is. A mondott atlésharomszognek szégpontjait a X% 1V
SaLmon-ponttal Osszekotve, az vie, Vis, Vou €gveneseket nyerjiik.
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A A% ™ haromszég (13, 24) szogpontjan kereszttilmend V,% *¥
négyszog oldala, y-egyenes és Pascar-egyenesek koziil a

Y5 B11HI W= PTAYY ] yse
harmonicusan valasztjak el a
@111 — I PII CIII AlIl

egyeneseket. Minthogy azonban a

PY, (Y12 V34 Vse), P P

pontok a p-egyenesen ekiisznek, azért a két elsG pont a két utébbit
is harmonicusan valasztja el.

Hasonld tton,ha a V"5, V"™ IV négyszogekbol indulunk ki,
kimutathato, hogy a p-egyenesen fekvé

P (V14 Vo5 Vae)s P, PTés P™, (g3 Vi Vas)s PF, PO
pontok harmonicus helyzetiiek.

Tekintve, hogy az (Y15 Vss Vse)s (Via Yos Vse)s (Vos Y1 Vas) poOntok
az y& I UL Iy X onégyszogeknek szogpontjai, mondhatjuk:

Minden Caviev-egyenes hdrom KirkMaAN-pontot és az y-
négyszogek hirom szogpontjat tartalmazza, a mely hat pont
involutiot képez. Két-két ily KiRkMAN- a harmadik KirgMAN-
pontot, az y-négyszogek egyik szigpontjatdl s 1gy egyszer-
smind az y-négyszigek két szigpontja a harmadik szog-
pontot egy Kirkman-ponttél harmonicusan vialasztja el

Jegyzet. Ha e tételt a 36. tétellel a 151. lapon Gsszehasonlitjuk,
azt latjuk, hogy a Pascar-egyenesek és az Y négyoldalak oldalai
nem felelnek meg dualisan a Kirkman-pontoknak és az y-négyszo-
gek szogponijainak. E szerint Veronese »Sull’ hexagrammum mys
ticume czimii értekezésének LXI. theoremaja Aibds.

44. A 38. pontban kimutattuk, hogy az a,¥a,"a;"", a, ;o
haromszogek az (V4 Vss Vse) collineatio-kozéppontra ¢és a o' ™
collineatio-tengelyre vonatkozolag perspectivasak.

Ugyanigv kimutathato, hogy a

Iy DIIT 1 III
T 1 - I P Al Bl |

I v

a™voopta,Va,

T oy %, % T, %

pra,Ya,Y' o pla,Yy

hiromszigparok s perspectivitsak a2z (Vi Vs Vo), (Vi Yo Yonls
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Via V34 Ve COllineatio-k6zéppo tokra és a o' ™ egyenesre, mint
Yiz YsaYse pp gy
collineatio-tengelyre, vonatkozolag, vagyis:

»A v I — pta," a,v a‘3VI’
s'h M =1 a, a, o, négyoldalak
négy par haromszogre bontha-
tok, melyek az y™ ™ négyszog
sz0gpontjaira és a o'% ™ egye-
nesre, mint collineatio-kozép-
pontokra és tengelyre vonatko-
zolag perspectivasak ; a szogpon-
tokat vetité sugarak az y™ ™
négyszog oldalai«.

Tudjuk tovabba (27. és 41.

» A VIL m1_p1 AlIV sz A3VI,
S L —TTA, A, A, négyszogek
négy par haromszogre bontha-
tok, melyek a Y™ ™ pégyoldalra
¢s a 2™ ™ pontra, mint colli-
neatiotengelvekre éskozéppontra
vonatkozolag perspectivasak; a
megleleld oldalak metszépontjai
uz Y™ ™ négvoldal sz gpontjai
(30.)«.

pont), hogy a o ™ STEINER-

egvenes P, A,, A,, A, StemNer-pontjabol kisugarzo

I 1T - JIX v ir
TP pT P % a7 ay

Pascar-egyenesek az

a,

S T T . %

VH’ 1 _ .pI a] v 32‘ aaVI

négyoldalaknak oldalai.

A két els6 és a két utobbi

tengelyre és az
11, IIX

y ]

II1

% 80" A0 &, oy 8yt a.

11 II 1I
pY a;

a II III I
p™ a3

négyoldal a o' ™ collineatio-

=Vio Vae Vo6 V1o Vaa Ve Voo M= [PI AYVAYVA VI]

négyszog szogpontjaira, mint collineatio-kdzéppontokra vonatkozolag

perspectivas, maguk az y*% UL

V"5 ™ négyszogek pedig a &% ™

és 1 I tengelyre és kozeppontra. vonatkozolag perspectivasak.

45, Az y™m ™M VL U pégyszogekkel egyiitt azoknak D' T
A™ T atlosharomszogei is perspectivasak az o' ™ X Lpa yonat-
kozolag. Amde e haromszogeknek meglelels szogpontjai

Dia=(y12 ¥12) Dys=(Yss Y3s) Dsg=(Vs6 ¥'ss)

(34, 56)

(56, 12)

(12, 34),

s ennélfogva a 2™ ™ pontot a A™ ™ hiromszdg szdgpontjaival

0ss7ekotd egyenesek, névszerint vy, v'5., Vs

a D% ™ haromszog

szogponijain mennek keresztil, és a 6™ ™ egyenesnek Y";,, Y7y, Y75,

metszépontjai a A™ ™ haromsziog 12 34

haromszog oldalain fekiisznek.

H 6 oldalaival a D
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Abbol tovabba, hogy a A™ ™ atloshdromszoge az Y™ ' négy-
oldalnak, kovetkezik :
Az

JII, I11 4 7 7 Ad A4 s 11, 111 - -
Y Y Yoy Yig Yo Yeu Yoo ¥ ™ —¥ia Vau Vg V12 Vsa Vso

négyoldal és négyszog atldsharomszogei A" és D™ ™ a
hozzdjuk rendelt s ™ Sreiner-egyenesre, mint collineatio-ten-
gelyre, és a hozzdjuk rendelt T ™ Saimox-pontra, mint ko-
zéppontra, vonatkozdlag perspectiviasak,; a megfeleld oldalak
metszépontjai Y, Yy, Yy, €s a megfeleld szogpontokat 0sz-
szekotd egyenesek y'is, ¥'se Ve

Tovabba :

A negyvendt y-egyenes egymast harmasaval a tizendt
Sawmon-ponton és a Caviev-egyeneseken fekvd hatvan ponton
kiviil még tizendt D-ponthan metszi, melyek a tizendt y-
négyszog D-atldsharomszogeinek szogpontjal.

Valamint hogy a tizendt A-hiromszog negyvendt szog-
pontja a negyvendt y-egyenesen fekszik, azonképen a tizendt
D-hdromszdg negyvendt oldala a negyvendt Y-ponton megy
keresztiil.

46. Mintan az vy, Y. V'3s egyenesek egymdst ugyanegy
pontban, D,,-ben, metszik, e pont szégpontja a

D™ M=Dyy Dyy Dgg, D> V=Dyy Dy Dgpe D™ Y=Dy5 Dy D,
haromszognek. Tehat:

A tizendt y-négyszog dtldsharomszogeinek, azaz a tizenot
D-haromszognek csak tizendt szogoontja van, miként a tizenot
Y-négyoldal A atlosharomszogeinek is csak tizenot oldala van.

Az y™ M vh VYtV onégyszogek v, Yiei V'ia, Vie SZEm-
hen fekvd oldalparjai

a D™ ™ haromszognek Diy Dye=(y,15V12) (Y34 ¥'54)s
Dis Dgg=(¥12 Y'12) (V56 ¥'se) oldalait,

a D% " haromszognek Dy Dyy=(y"12 ¥"12) (V55 ¥55),
Dis Dis = (¥12 Y"12) (Y'6a V'6a) oldalait,

a D' ¥ hdaromszognek Dy Dy =(v"15 V1) (V56 V36 )
Dyg Dyy=(¥"12 V1) (¥'54 ¥;54) oldalait

harmonicusan valaszljak el.
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A D hdromszogeknek a D-hdéromszogek szdogpontjaibdl
kisugdrzo hirom oldalpirja ugyanazon szdgpontokbdl kisu-
£4rzo y-egyenesektdl harmonicusan van elvilasziva. (Meg-
felel a 30. pontban levs tételnek).

47. Az

v, VI__ " " "o, VI IV " ” "o,
Y T =VseViaVaa Y 56 Y 14 Y 325 V' =V3aVs2Vie Y 34 Y 52 165
w, v

V'V V= ¥1s Vo Vsa V12 V56 ¥ 54
négyszogek oldalparjai egymast az

(V56 Vau Vo) 22 ™ =("56 V50 V12) 5 (Vaa Yoz Vae)y 20 "=(Y"14 V752 ¥'36)
(Va2 Y1 Vou)y 20 "=(Y"32Y"16 ¥ 54)

pontparokban metszik, melyek a p-egyenesen involutiot képeznek,
Ama négyszogek tizenkét szogpontja kozil
(Vo6 Yis Ya2) (Y34 Vs2 Yie) (V12 Ve Vsa)
a m Caviev-egvenesen fekszik, a tobbi pedig szdgpontja a kovet-
kez6 perspectivas haromszogeknek :

” r ” ” ” 7” ” r ”
Yise V14V 320 VzaVsaYier YizsVoseV sw

mely haromszégekhez tartozo collineatio kozéppontok a m-egyene
sen fekiisznek.
Ugyanis az

V56 Y 14 Y 50 [A BT, A By 1™, v750 ¥ 50 Yt
haromszogek koziil

az 1-s6 perspectivas a 2-ikkal £%> VI V> Vira vonatkozolag (41.)

a 2-k » a 3-ikkal P, n¥l-ra >
a 3k » a 4-ikkel VL V) gV T.pe
a 4k » az 1-s6vel p-ra >

s mert a négy collineatio-tengely egymast a II Srteiner-pontban
metszi, a collineatio-kézéppontok a w-egyenesen fekiisznek.
Ugyvanezen az uton kovetkeztethetd, hogy az v"y, V"4 V'is
V712 Y 56 Y50 €5 Y30 52 Y160 ¥ 13 V36 ¥ 54 Perspectivas haromszogek
collineatio-k6zéppontjai is a m-egyenesen fekiisznek.
Minthogy az y% Y%, y¥% ¥, y'» V négysz0geknek harom szog-
pontja a m-egyenesen volt, kovetkeztethet, hogy azok paronként
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perspectivasak ; a kozos collineatio-tengely a p-egyenes, és a harom
collineatio-kézéppont a m-egyenesen van.
Ama négyszogek

DV V'=D,,D,,Dyy, D% =D, Dy, Dy, D> V=D, Dy Dy,

atlosharomszogei tehat szintén perspectivasak a p collineatio-tengelyre
és a m-egyenesen fekvd collineatio-kézéppontokra vonatkozdlag, és
a megfelel6 oldalak metsz6pontjai koziil kett-kett6 harmonicusan
valasztja el annak az involutionak kapcsolt pontparjait, a mely
involutio szerint az y%» Y1, yV&L ¥y, V pégyszigek oldalai a p-
egyenest metszik; vagyis a

(D56 D147 D34 DSZ’ D12 DSG)! (DSG D323 D34 DIG’ D12 D54)’
(V56 Ve Y12)s (V756 ¥ 34 ¥ 12) 5
(D12 D321 D52 Dlﬁ’ D36 D54)’ (D14 D561 D52 D3 49 D36 D12)1
(Ve Vo2 Vae)s (Y14 V50 ¥'36)5
(D32 D56’ DIG D341 Dﬁi D12)1 (DSZ D147 Dlﬁ D521 D54 D36)1
(Ys2 Yie Vou)s (V52 ¥ 16V 54)
pontok harmonicus négyest képeznek.
A DV, VI, DYL V) D™, V haromszogeknek szégpontjai egyszer-
smind szégpontjai az

I, 1ir ’ ’ ’ 11I, I ’ ’ ’
’ =Vs6 Yaa Yoo Yoe Y3a Yaor V' "= Via VY52 Yas Y14 V52 Y 360

’ ’ 14
Yo Y =Va3 V16 Ve V32 Vio Vos

¥

négyszogek

D™ m—_—Dm D34 Dsea D I:Dse D52 D14a DY II:DM D16 D32
atlosharomszogeinek, mely utobbi négy- és haromszégek a m colli-
neatio-tengelyre a p-egyenesen fekvd collineatio-kozéppontokra vonat-

kozolag perspectivasak.
Jelen esetben is a négyszogek megfelel§ oldalainak metsz&pontjai

(Voo Yaa ¥oo)y SV VT=(V'56 Y14 V52) 5 (Vaa Voo Vie)y 277 7V =(Y'54 V52 Y'16) 5
(Y12 Y36 V5u)y 277 Y=(V'12 Y36 ¥'54)
harmonicusan vannak elvalasztva a haromszogek megfelel§ oldalainak

(l)l'z “341 D:m D.';‘Z! D.’M Dlﬂ)’ (D34 Dﬁﬁ’ D52 D14$ D16 D32)1
(DEG Dl‘l'l 1)14 ])367 D33 D54)
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metszépontjaitol. Amde ez utobbi pontok a DY VI, DVL IV, DIV, V,
vV VR VL IV yIV, Y operspectivas harom- és négyszogek collineatio-
kozéppontjai; ennélfogva mondhatjuk :

A tizenét y-négyszog (és a tizendét D-haromsziog) kozil
hiszszor valaszthatunk ki harmat, mely paronként perspec-
tivas a Caviey-egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre,
vonatkozdlag. A harom collineatio-kézéppont, mely ily harom
perspectivas y-négyszoghez (és D-hiromszdéghez) tartozik,
a C vrev-egyenes ellenegyenesén fekszik és harmonicusan
valasztja el annak az involutidnak kapcsolt pontparjait,
mely involutidt a Caviev-egyenesen fekvd -pontoknak
és az y-négyszigeknek szogpontjai képeznek.

Jegyzet. E harom collineatio-kdzéppont nem esik egybe a
CaviLEv-egyenes Kirkman-pontjaival, mert két Kirkman-pont az y-
négyszogeknek egy szogpontjatol és a harmadik Kirkman-
van harmonicusan elvdlasztva, holott két collineatio-kdzéppont
az y-négyszdgek egy szdgpontjatol és egy SaLMON- van har-
monicusan elvalasztva.

48. E fejezet végén még az Y-pontok- és y-egveneseknek, vala-
mint a g,, egyeneseken fekvé pontoknak emlitésre mélto helyzeti
viszonvarol akarunk szélani.

A (34, 56), illetve (b4, 36) ponton kereszttil mené

g01:A1IV sz lell I‘SlHI’ g’01:A1‘IV A21V lel I‘3HI
egvenespar egymast az Y,, pontban metszi.

Azy",, =31 " (345 6) egyenes az A,V A,Y, A11w Ava pontparokat és
az ¥, =2 YV (36,54%)egvenesa By" I, B, " I';," pontparokat

harmonicusan valasztja el az Y;, ponttél. E szerint:

»Minden Y-ponton egy g,, ésegy g, egyenes megy keresztiil,
melyeken két-két Kirkman- és két-két V,-pont fekszik. A két Kirrkmax-
pont a g, egyenesen és a két V,-pont a g, egyenesen, és forditva
a két Kirkman-pont a g',; és a két V,-pont a g, egyenesen, a fel-
vett Y-ponttol és egy-egy v-egyenest6l harmonicusan van elvalasztva.
A két y-egyenesnek és az Y-pontnak ugyanazon alsé, de kiilonboz6
fels6 mutatdja vane.



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA. 6h

Jegyzet. 1. Ha a VII. tablazatban a nagy betliket kicsinyekkel
cseréljik fol, akkor az egyes y-négyszogek oldalait nyerjik.

2. A VI tablazatbol lathato, hogy mely y-egyenesek mennek
keresztlil az egyes Sarmon-pontokon.

B = (Y0 ¥ ¥ 56) 2 T = (Ve Y a6 Vo2 )| 20 T =(¥ 16 ¥ 52 ¥ 6a)
N V= (Vi Y Vae) | T V=V Vaa Ys2) | V=(Y10 Vs Vsa)

ZU YV =(y13 Vau Voe) |2 TV =(Via Vs Vae) [ 2™ TV =(Y"15 V16 Vas)
Z5 YV =(Y15 Va6 Vaa) E% Y = (¥ Vo Vig) [ 2" V=16 Y24 Y's5)
v VIV = (V5 Ve Vae) | T V= (Y18 Vas Y 26)

(VII1. tabldzat.)

12. A v,-Veronese-egyenesekrol.

49. Ismeretes, hogy a P* Kirkman-ponton keresztiil mend a," o, ot*
Pascar-egyenesekhez a p' egyenesen fekvé A.TA," A," Kirkman-pon-
tok vannak rendelve.

De ugyanezekhez a Pascar-egyenesekhez az A" A, " A;," pontok
is rendelvék, melyekrdl szintén kimutathatd, hogy egv p,* egyenesen
fekiisznek, mely épen tugy, mint a p', keresztlil megy a P-ponton.

Ugyanis az

(12, 34) 66, 12) (34, 56) B, B,VB,"Y, CVC,YC,Y!
haromszdégek a II collineatio-kézéppontra vonatkozélag perspectivasak,
mert megfeleld szogpontjaik a =, n'. =¥ egyenesekben fekiisznek.

De az 1-s6 és 2-ik, 1-s6 és 3-ik haromszoghoz tartozo colli-
neatio-lengelyek, mert megtelelé oldalaiknak metszépontjai a

(12, 45), (34,61), (66, 23); (12, 36), (34, 52), (b6, 14)
pontok, a p™, p™ egyenesek. De a 2-ik és 3-ik haromszog oldalai g,
egyenesek, melyeket V,-pontokkal ekkép fejezhetiink ki (V. tablazat):

‘ AIIF 111 A21 1‘2111 A3I FSIII I .
] AIIBIII A‘JI BZH A3IB3II | .

Ennélfogva az | A;"A.," A" | | pontok, mint a megfelel6 olda-
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lak metszépontjai, egy p,’ egyenesen fekiisznek, mely a P=(p"p™)
ponton megy keresztiil.

Ha még meggondoljuk, hogy az a%, «,%, a,* egyenesek P' metsz6-
pontja a p-egyenesen fekszik, kimondhatjuk a kovetkez6 tételt:

Egy Caviev-egyenesen fekvd Kirrman- 6l kisugarzo
harom Pascar-egye e  z oly hirom v, pont van rendelve,
mely a Caviev-egyeneshez rendelt STEINER- egylitt egy

egyenesen fekszik.

Ezt az egyenest a Kirkman-ponthoz rendelt v; VEroNEese-egye-
nesnek, vagy roviden v, egyenesnek nevezziik altalanosan, s mint-
hogy minden Kirgkman-ponthoz egy v, egvenes van rendelve, azért a
v, egyenesek szama hatvan. Ez egyeneseket kiilon-killon akkép
jeldljiik, mint a Kirkman-pontokhoz rendelt Pascar-egyeneseket, de
megkiilonboztetéstil még egy »« mutatot fiiggesztiink hozzajuk.

Igy a
P, Pl=(a'op’eg’), Py, pf = [AA A = [ ATASAS
pontok és egyenesek egymashoz rendeltek.

Miutan minden Pascat-egvenesen harom Kirkman-pont fekszik,
minden V, ponton is harom v, egyenes megy keresztiil; s mert
minden CaviEv-egyenesen harom Kirkman-pont van, azért minden
SteNer-ponton harom v, egyenes megy keresztiil. Ennélfogva :

A hatvan v, egyenes har- | A hatvan V, pont hirma-
masival a hatvan V, pon- i saval a hatvan v, egyenesen
ton és a hisz SteNer-ponton | és hiisz Caviev-egyenesen
megy keresztiil ’ fekszik.

50. Vizsgaljuk most meg, hogy egy Desarcues-configuratio tiz
Pascav-egyeneséhez és tiz Kirkman-pontjahoz rendelt V., v, pontok
és egyenesek mily configuratiot képeznek.

A p'egyenesen fekvs A,' A, A;" pontokhoz oly «;, ", oy, egye-
nesek vannak rendelve, melyek egymast a p'-hez rendelt P, pontban
metszik ; tovabba a P' ponton kereszttil mend o," «," ;' egyenesek-
hez oly A, 'A,'A; " pontok vannak rendelve, melyek a P™-hez ren-
delt p," egyenesen fekiisznek. Miutan a

b]I b21 bSI = C2I Csl’ clI C2I 031: BII le le
haromszogek, melyeknek szégpontjai az «,, a,', 2,* egveneseken fekiisz-
nek és melyeknek oldalai egymast az A%, A,', A," pontokban metszik, a
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PI=(“11 “21 agI)’ pI — I AII AZI Agl l
pontra és egyenesre vonatkozolag perspectivasak, a
(BB ByY), =(c, eyl ey),,  (Cy Gy Gg), = (by" by by?),

haromszégek is, melyeknek oldalai egymast az | A,", A,", A, |, pon-
tokban metszik és melyeknek szogpontjai az | «', &f, «' |, egye-
neseken fekiisznek, perspectivasak a

Pt = ATASA |, Pl=(o e ey,

egyenesre és pontra, mint collineatio-tengelyre és kézéppontra, vonat-
kozdlag. Ennéltogva:

A hatvan V| ponthol és hatvan v, egyenesbll &llo
[Vivi]=[VV], configuratio, ép gy, mint a hatvan Pascavr-
egyenesbol v-bil és hatvan Kirkman-pontbdl V-bél allé [Vv]
configuratio, hat Desarcuss-configuratiora oszlik. Mindkét con-
figuratio [Vv], [Vv], a két H=(15,,20,), H' = 20,,15,) HessE-
configuratio iranyaban egyenlékép viselkedik, a mennyiben
minden STEINER- keresztiil megy hidrom v, és hdrom v-
egyenes és minden Caviev-egyenesen hirom V, és hiarom V-
pont fekszik.

51. A 44. pontban két haromsziget
BIIV B2V B3v1’ CIIV C2V n VI

targyaltunk, melyek egymas iranyaban és az A" A,V A,V irdanydban,
a p.S p™ p™ collineatio-tengelyekre és a = pontra vonatkozodlag,
perspectivasak voltak. A harom haromszog tehat egy (15,, 20;)
Hesse-configuratiot képezett. Ennek husz pontja a kilencz Kirkman-
és a kilencz V, pont

(AII A2I A3I BIII B211 leI

valamint a PII Stemver-ellenpontpir; tizenot egyenese pedig a
harom =, n", "' Pascar-egyenes, a harom v, egyenes,

pll — l All AZI .A3I plII — . BIII B2II B3II |” pIII:| 1‘ IIII‘ puss I‘ posy ‘“

¢s kilencz g,; egyenes, a melyeken két-két Kirkman- és két-két V,
pont (V. tablazat) fekszik. Ennéltogva:
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Egy Stemwer-pontbol kisugarzé harom

Pascar-egyenesen ki-
lencz KirkmMaN-pont
fekszik ; ezek harom,
paronként perspecti-
vas haromszognek
szogpontjai. A meg
feleld oldalok metsz6-
pontjai Vi-pontok: a
collineatio tengelyek
v, egyenesek,

v, egvenesen kilencz
V. pont fekszik ; ezek
harom, paronkent
perspectivas  harom-

- szognek szogpontjai. A

meglelelé haromszog-
oldalok metszGpontjai
KirkMaN-pontok ; a
collineatio-tengelyek
PascaLr-egyenesek,

STEINER-egyenesen ki-
lencz STEINER-pont
fekszik ; ezek harom,
paronként perspecti-
vas haromszognek
szogpontjai. A meg-
felel6 haromszog - ol-
dalok metsz6pontjai
SteEiNER-pontok; a col-
lineatio-tengelyek
STEINER-egVenesek,

melyek egymast a Sreiner-pont ellenpontjaban metszik.

A kozéps6 tétel a configuratio

I:AAI BuT In]
i '

haromszogeibsl folyik és altaldnosithato.

b2, A

V1V, vI_. [IIIV AII BIII I‘IIIIL’
VIIV, v_— [HV Aﬁl B3II I‘?)III:‘1

négyszigek szogpontjai a P ponton keresztiil mendé = p," p," p,

L (i=1,2,3)

Vl\'I} v — [HV AZI BgII IWHIII]“

111

egvenesen fekiisznek, és a P pont és =V, =¥, °¥" collineatio-tenge-

lyekre perspectivasak.

Ugyanis ama négyszogek atlos haromszogei: AY> Vi, AYL IV,

AY, V. valamint az

[AlI BiII I‘iIII]1 .

. (i=1,2,8)

haromszogek, mint ama négszogeknek részei, a nevezett pontra és
collineatio-tengelyekre vonatkozolag perspectivasak.
Minthogy ama négyszogek a II Stemver-ponton keresztiil mend

g% VI gVL WV gV, Vv

vetkezik :

StEINER-egyenesekhez vannak

rendelve, ko-

»Egy SrteiNer ponton keresztiil mend haromy SteiNer-egyeneshez

rendelt harom V, négyszig paronként perspectivds. a STEINER-ponton
keresztiil men§ Pascar-egyenesek képezik a collineatio-tengelveket, a
Stemwer-pont ellenpontja a kozds collineatio kézépponte.
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Vagy még:

»A tizendt V, négysz6g harmasaval husz élekép perspectivas,
a husz StriNer-pont képezi a collineatio-kézéppontokat ; az ezeknek
ellenpontjain keresztiil mend PascaL egyenesek pedig a collineatio-
tengelyeke.

Mindkét tételt mar a 33. pontban levezettiik.

H3. A 35. pontban foglalt tétel ~alapj{m (9. abra):

(A, 20 AN A)=—1,
tehat egyszersmind azoknal a sugaraknal
DA, V=r®, IIZ% M=p, ITAV=x", IIA, =c¢" ¥,
melyek e négyes pontjait a II pontbodl projicialjak
@Y pwVvah M=—1.

Ugyanigy, a Il pontbol kisugarzé tobbi I A, Y=m=,", Il A, V'=
m 'Y, . . . sugarakat tekintve,

(1t1V' r) 1TV' G‘H) IV) — (T:]VT p 7tVT GYV, V) — ___1.

Ez pedig a kovetkez6kép fejezhetd ki:

Minden StewNer- onthdl kisugdrzik egy Caviey-, hirom
PascaL-, hdrom v,-, és harom StEINER-egyenes. A Caviev-egye-
nes és a ,-egyenes, az utdébbihoz rendelt Pascar egyenestd] és
egy STEINER-egyenesté]l harmonicusan van elvialasztva.

Ennélfogva, ha a Pascar-, Caviev-, és StriNER-egyenesek isme-
retesek, ezekb6l a v,-egyenesek egyszeri uton szerkeszthetdk. Mert
pl. a P ponton keresztGl mendé p,", p,", p,""" egvenesekre nézve

II IIT

(pll o pI ~I1. III) — (pln = p™ " 1) — (p T 7 pT 6T, n) =1,

13. A Pascal-egyenesek nincsenek correlatios vo-
natkozasban a Kirkman-, és V,-pontokkal, és nin-
csenek collinearis vonatkozasban a v,-egyenesekkel,

H4. A fontebbiekb6l meggy6z6dhettiink arrol, hogy a hatvan
Pascar-egyenes Kirgman-pont V. pont
1. harmasaval a husz 1. harmasaval ahusz | 1. harmasaval a husz
EINER-ponton, CAvLEY-egyenesen, CavLry-egyenesen,
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2. harmasaval a hat- 2. harmasaval a hat- | 2. harmasaval a hat-
van Kirgkman ponton, | van Pascar-egyenesen | van v, egyenesen fek-
3. négyesével a negy-  fekszik. szik.
vendt Pascar-ponton
megy keresztiil.

Vizsgaljuk most meg, hogy nem fekiisznek-e az olyan Kirk-
MaN-, valamint Vi-pontok, melyek egy caL-ponton keresztiil
mend négy  ascar-egyeneshez vannak rendelve, ugyanegy
egyeneshen?

Az (14, 23) ponton (I. tablazat) keresztil mennek a p' a,"v
b,"™ ¢,'" Pascar-egyenesek, melyekhez a

PI AIIV BIIII C‘III; | PI AIIV BIIII CIII | .
pontok vannak rendelve, és az V. és 1V. tablazat szerint a
PrA Y BTG (12, 34), valamint a B, "™ C, "PTAY (13, 24)

pontok egy-egy egyenesben (go,, 8o;) fek szuek.

Ha mar most ama négy Kirkman- és négy V,-pont egy-egy
egyenesben fekiidnék, akkor ez a két egyenes egvbeesnék, egy
g-egyenessel, mert mindegyiknek két kozos pontja van a masik egye-
nessel, és akkor az (12, 34), (18, 24) pontok is a q egyenesen vol-
nanak. Amde

az (13, 24) és CT=(p,"a," a,") ponlok 8sszekotd egyenese: B,",
» (1 2, 3 4) » AIIV: (TCIV anIV 063IV) » » » TCIV;

ennélfogva a q egyenes ugy a B,, mint a ='"-gyel egybeesnék.
Minthogy azonban az altalanos Pascar-hatszogben a ;" és ="V Pascat-
egvenesek kiillonbozdék, ama feltevésiink, hogy a négy Kirkman-, vagy
a négy V,-pont egy egyenesben fekszik, hamis. igy tehat:

Egy -ponthdl kisugarzo négy asc L-egyeneshez
rendelt négy Kirkman-, valamint négy V, pont nem fekszik
ugyanegy egyenesben.

Ennek pedig az a kovetkezménye, hogy a hatvan Pascar-
egyenes képezte configuratio sem a hatvan Kirkma -pontbdl,
sem pedig a hatvan V, ponthdl 4lld configuratidoval nincs
correlatichban.
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55. Vizsgaljuk még meg, hogy a hatvan Pascar-egyenes,
és a hatvan v, egyenes képezte configuratick nem collinearis
alakzatai-e egymasnak?

Ha ismét kimutathatjuk. hogy négy egymést egy (Pascar) pont-
ban metsz§ Pascar-egyeneshez rendelt v, egyenes nem metszi egy-
mast egy pontban, akkor a Pascar-egvenesek és v;-egyenesek nem
lehetnek egymasnak collinearis alakzatai akképpen, mint a hogy az egy-
mashoz rendeiést egész eddigi targyalasunk folyaman eszkozoltiik.

A 9. adbraban harom négyszoget V™% ™ = PT AV A,V AV
VI =[Pt AV AV AN, 8% W=]T A, A, A, latunk, melyeknek
szOgpontjai az egymast a 2™ ™ pontban metsz6 p a, a, a; egyenesen
feklisznek.

Ha az alabbi egyenesek metszdpontjai

B A, A AM=(34, 56), (AA,Y, AYA,M)=(34, 56),
A Ay Y, A A, M) =(12, 34), (AYA;Y, AV"A, M)=(12, 34),
(B Ay, Ay Ay )=(56, 12), (A" ALY, AV A, Y)=(56, 12),,
akkor
a X ™ (34, 56), (34, 56),, (54, 6), pontok az y”,, egyenesen,
» 2 (56, 12), (56, 12),, (66, 12, » Y54
» XL M (12 834), (12, 34), (12, 34), » V56
fekiisznek, és mindegyik egyenesen az elsé két pont az utobbi kettst
harmonicusan valasztja el.
Ha most az o= | A, A;Y (34, 12) ]| collineatic-tengelyre per-
spectivas
D, A A31Iv1 S, 1AV AL 1\
(84, 56) A/ VI | (34, 56) A, P’ |

haromszogeket tekintjiik, azt latjuk, hogy a
=11 A,V 06311=A3 p
cgyenesek az
Y”]2=ZII’ T (3 4, 5 6), A21V AlIV’ A2V AllIV
egyenesek (34, b6), metszipontjaban talalkoznak, az
auv‘-‘Al A21" %‘Iv:Az AhIV

egvenesek pedig a (34, D6), ponton mennek keresztfil.

Minthogy azonban a (34, H6), pontok altalaban nem esnek
o
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egybe, mert a ™ ™ (34, 5 6) pontoktol harmonicusan vannak elva-
lasztva,a w¥" ag" o,V o,V Pascar-egyenesekhez rendelt 7,V oy Tory Voop TV
v,-egyenesek nem metszik egymdast ugyanegy pontban. Ezért:

A hatvan Pascai- és a hatvan v,-egyenes képezte con
figuratiock nem collinearis alakzatai egymasnak

6. A7z el6bbi bizonyitasbol kitiinik, hogy az y";s V54 V12
egyenesek mindegyikének két pontjaban két v,-egyenes metszi egy-
mast, melyek az illet6 y-egyenes és az Y™ ™ négyszig szogpont-
jaitél harmonicnsan vannak elvalasztva. Még pedig:

2 11 oy 03, LTS g, vy, v e e 1y, g
az (12, 34), > oy, > V's6) Y 5e-t0l,
az (56, 12), > og, " oy, 1Y » V34, Yg,-161,
az (66, 12), » Y o, » V54 Y5,-t6l,
a (b4, b6), B oy, Yoy MY » V12, Ypo-tol.
a (34, 56), » Ty ot > Y120 Yie-tol,

vV A\ I__ I v __ iv VI VI

hol A, V=m" AP/'=a,", AgA, “V=a,", A A V'=a,
v __ v D I __ I A VI vV v

HAh =m", By Pl=oyt A, A V=0, ", A A21 =ag, .

Minden y-egyenes egy SaLmon-pontot egy Pascar-ponttal kot
Ossze, és minden y-egyenesen két ily pont, mint (34, 56),, (34,
56), fekszik, melyek ama pontokat ™ ™ (34, 56) harmonicusan
valasztjak el. Ezeknek az Uj, parosaval az y-egyeneseken fekvé pon-
toknak szama tehat kilenczven. Altalaban Gy,-vel jelsljiik oket, és,
ha két ugyanegy y-egvenesen fekvé ily ponlrdl van szo, Gpq, G'je-
vel; a relatio, melyben a X Sarmon-pontokkal és az ezentil G-vel
jelolend 1’ascar-pontokkal vannak,

(Gyg Gy & G)=—1.

Minden y-egyenesen fekvd G,,, G';, pontparon négy v, egyenes
megy keresztil; kettd a (i, és kett6 a G';, ponton, ezek azokhoz
a Pascar-egyenesekhez vannak rendelve, melyek az y-egyenesen
fekvé G Pascar-egyenesen mennek keresztil. Maskiilonben e Gy,
('}, pontpar a negyvendt g,,, g’ egyenesparhoz rendelhetd.

Ugyanis az y”,, egyenesen rajta fekiisznek a

Gp=(4, 56), (,=(34%, H6),

pontok, melyekben az a; Yo, ™V, m Va7 egyenesek egymast metszik,
és az Y',, ponton kereszttil mennek a
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Bor = | AoV A VAT |, goy — [ILY A3 VAV A |

egyenesek, melyeken az A; Y A, ", II," A, pontok fekiisznek.
Akkép, a mint mindegyik Pascar-egyenes harom Pascar-pontot,
G-t, tartalmaz, minden v, egyenesen is harom G,, pont fekszik.Igy a
L)

n=143256 = | [TA;V"B;"C,"" |
Pascar-egyenesen a

(B4, 56)=(m" o' o, " &™), (14, B2)=(=""B;"B," ;")
(16, 32)=(m" v, 1," 1,")

Pascar-pontok fekiisznek, holott a 7. == Il A, Y* By ' G4, v,-egyenes a
(34, 56), =(n"a"), (14, 52),=(=""5"), (16, 32), =(n""y,""),

G;; pontokat tartalmazza.

57. A negyvenét Y-pont | A negyvendt y-egyenes
mindegyikén négy I, egye- mindegyikében négy L,, pont
nes megy keresztidl, melye- van, melyben a kilenczven
ken a kilenczven G, pont 2o, egyenes koziil ketto-kettd
koziil kettd-kettd fekszik; az egymast metszi; az egész
egész configuratioban 180 configuratichan 180 ily L,
ily 1, egyenes van, minden pont van, minden g, egye-
G, ponton keresztiil megy nesen négy fekszik.
négy.

Ugyanis az

AVAA Y PIAA 1 ACB G ) TLYBC )
A A YA | TAYAM  ABMIL™[ PBMT,™

haromszégparok kozil a két elsé a 2™ ™, a két utobbi pedig a
2V Vi eollineatio-k9zéppontra vonatkozdlag perspectivas, ennélfogva az

AA Y=z, A AY=2," egymast (o, V), =(34, D),

?

A A V=0, A A VT=o ! > (2" 2, "), =(56, 12)
Az Aaa Azlv Aalw Yss

A, P/=qa, LA, V=m," (a"7¥), =(56, 12,
A Pl=ay ', A Vi=m " (45" "), =(34, HO),

A.A.. NV ALY Y
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B, A, =b, A, B, "=a;" egymast (b,"a,"),=(56, 14),
CiA'=c¢,5 AT, M=a,™ » (cta,"™), =32, 56),
1 G, Bun P11HI » Y

B

B, IL¥=b,™, PB,"=p," > (b p),=(32 56),
C Hll\f: Clilv’ P I‘hHI: pIHI » (C v pln)l = (5 6’ 1 4),1
Y56

B11 II I‘111H »

pontokban metszik, melyek mindig egy egyenesben fekiisznek.
Ha ellenben az
a'by e } Vb e \
a, BlnY 1 )( p @ i d v 11 J{
haromszdgparokbol indultunk ki, melyek kozil az elsé két, illetve

a masik két par a ¢'> ™, 6% VI collineatio-tengelyekre vonatkozdlag
perspectivas, azt latjuk, hogy az

p' oy o ]
T a_2v aﬂVI 1

v

A7 %y %3 ]
Vvl |

%y ay a )

oy 8,V =A,"Y, a;8,"=A,Y pontok az = A,VA,Y

ag aIIV:A?’IV, al a3VI:A1VI az A3IV AIVI

%y &g,y a,72,"'=(13,24) az yg

oy pt— ALl na,Y =1" az  ASIIY

as pI: A.\I ™ a3VI: HVI » az A3I HVI

0y Oy, a,Ya;"'=(13,24)> az vy

bl allz Bll’ al BlII _ AlII > a BlI A]II

Cl a]_I: (:“11, al Yllllz AllII a (:11 AIIII

b, ¢y, BT =(13,24)» az  Yse

b]_ TCIV — BIIV’ p ﬁlII — PII a BIIV PII
- CIIV’ p YlIII — PIII C1 v PIII

b, ¢, BTy M=(13,24)> az  yy

egyenesekben fekiisznek, melyek egymast egy pontban metszik.

14, Az ,V, ,V pontokrodl és a ,v, ,v egyenesekrol.

A Pascar-egyenesek és Kirkman-pontok, valamint a v, egye
nesek és V, pontok képezte [Vv], [Vv], configuratiokhoz még uj
o[VVv], 1[Vv] configuratiokat talalhatunk, melyek bizonyos tekintetben
az elobbiekkel a correlatio vonatkozasaban allanak; a mennyiben
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a Pascar- és v,-egyenesekkel az ,V és ,V pontok és a KirkmaN- és
V,-pontokkal az ,v és ,v-egyenesek allithatok szembe oly modon,
hogy ezekbdl az 1) pontokbol és egyenesekbél a kovetkez6kben directe
levezetett tételek megegyeznek azokkal a tételekkel, melyeket nyeriink,
ha a mar ismert tételeket az emlitett felcseréléssel fejezziik Kki.

58. A p Caviev-egyenesen a II SteiNer pont, a PP PM™
Kirkman-pontok, a P,* P, P,™ Veronese- vagyis V;-pontok fekiisznek.
Hatarozzunk most meg harom uj pontot, ,P' P P™-at, a

(PI Pll OPI H) :(PII PIII OPII H):(PIII PIIII 0PIH H) ____._1
relatiokbol.

Minden Caviev-egyenesen harom ily uj pont fekszik; melyek-
nek szama tehat hatvan és a melyeket altalaban ,V-vel jeléliink
és a Pascar-egyenesekhez rendeliink.

Igy az a,, a,, a; egyeneseken az ,A;"Y, ,A,Y, -A;¥' pontokat

(’/\ v AHIV 0Z’\IIV ‘I\ll):(A2V A21V OAQV Ag):(A3VI A3‘VI 0A::’,VI AS)_____l
relatiok hatdrozzak meg.

A Ve WOy S T pégyszigekhez (10. abra) most egy
uj négyszoég V' U = [PTA,™V A,V A,V jarul, melynek oldalai ép
ugv, mint a harom elébbi négyszognek oldalai, az

Y= Y12 Ys4 Y46 Y’12 Y'u Ylbe
négyoldal szogpontjain mennek keresztiil, mert a két elsé és a két
utébbi négvszég szogpontjai a feltétel szerint harmonicusan vannak
elvalasztva.

Az Y,, ponton keresztil mené

AN AY | = 8o, | ATV AY | =goy, A Ay =6tV
egveneseken még megfelelleg rajta fekiisznek a By, ™ I'y,"™, By I';™,
B, C; pontok. Ezek azonban m&s rendben még a B;, y; Caviey-
cgyeneseken is rajla vannak, és igy a

<3311 BSlII ”B3II ';-]) — (I‘3III FSIIII OFSIII Ca):—l
relatiokbol meghatarozott B,", ,I','"™ pontok az , | A" A,V | egye-
nesen fekiisznek.

Minthogy az g2 = o | A"V ALY B I,"™ | egyenesen fekvé
négy LV ponthoz rendell négy Pascar-cgyenes, a,"v, a,%, 35", 75", egy-
mast a G=(35H, 46) Pascar-pontban metszi, mondhatjuk:
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Bgy ascav-ponton keresztiil mend négy  scar-egyenes
hez rendelt négy .V pont egy egyenesen flekszik.

Vagy:

A hatvan ,V pont négye- | A hatvan Pascavr-egyenes
sével a negyvendt .g egye- egymast négyesével a negy-
nesen fekszik, melyek a negy- vendt Pascar-ponthan, G-ben,
vendt Y-ponton mennek ke- metszi, melyek a negyven
resztil. | y-egyenesen fekiisznek.

Az g egyeneseket a G-pontokhoz rendeljik.

Minthogy a negyvendt g egycnes mindegyikén a hatvan o,V
pont kozil négy tekszik, azért minden .V ponton hdrom .g
egyenes megy Kkeresztiil tigy, mint a hogy minden Pascar-egye-
nesen harom Pascar-pont fekszik.

A VL M—=plg ¥V a,Va,"" négyoldalnak négy oldala és hat szog-
pontja Pascar-egyenes és Pascav-pont. Ezekhez a

OVII, ur 0[P1 A v AZV A3VI]

négyszognek négy szogpontja és hat oldala van rendelve, melyek
oV pontok és g egyenesek. Az y™ ™ négyszog a v ™ négyoldal
kordl van irva, holott az Y™ ™ négyoldal az .V ™ négyszigbe bele
van irva.
59, Az n'" egyenest ekkép értelmezzik: (' &'V 6" V)=—1.
Minthogy
V=1 A,"V B,”V C,, V=11 Alllv Bhlv Chw’ sV, =11 A, B, I,

az a,, b;, ¢, egyeneseknek A, B,". ,C.» pontjai az =¥ egye-
nesen fekiisznek. De az A", B, ,C,'¥ pontokhoz rendelt Pascar-
egyenesek a,"V, b,", ¢,V egymast a m Caviev-egyenesen fekvé II'V
Kirkman-pontban metszik. Ennélfogva :

EBgy Caviev-egyenes Kirkman-pontjan keresztil mend hé-
rom Pascar-egyeneshez harom ugyanegy egyenesen fekvd
oV pont van rendelve, s az utohbi egyenes a CavLEv-egye-
neshez rendelt STEINER-ponton megy keresztil

Vagv pedig:

A hatvan ,V pont hiarmasdval hatvan ,v egyenesen
fekszik, melyek hdrmasdval a husz STEINER- onton mennek
keresztiil; az ,V pontok ellenben hiarmasédval a hisz CavLEy-
egyenesen fekisznek.
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A hatvan ,v egvenest az ismert mdédon a hatvan ,V ponthoz
rendeljiik.

Miutan a hatvan ,V pont harmasaval a hatvan ,v egyenesen
fekszik, minden ,V ponton harom ,v egyenes megy keresztiil; to-
vabba egy Desarcurs-configuratiohoz tartozo tiz Pascavr-egyeneshez
és tiz Kirkman-ponthoz oly tiz ,V pont és ,v egyenes®van rendelve,
melyek szintén egy Desarcues-configuratiot képeznek.

Azaz: A hatvan ,V pont és hatvan ,v egyenes képezte
o/ Vv] configuratio hat Desarcues-configuratiora bomlik.

60. Huzzuk meg a

VI __ 1 vV v vV__ v I_.
oV I=11 AV, o2, V=8, JAyY, o2V =4, A", 2 =A, P!

egyeneseket, melyek a g egyvenes JIIV', (A,Y, ,A,"Y, ,A;' pontjaihoz
rendelvék. A
IT A; A,V P, A A, LAV LAY

négyszogek arra utalnak, hogy a

VI I ge v v
oty ol3" €S o237, o%

egyenesek egymast az y”;, egyenesen metszik, mert Y,,, v’,, az
a, a, egyeneseket és Y3V ., a pa, egyeneseket harmonicusan
valasztja el.
Tovabba :
H((:’)’ 4’ 56),1 (_,(TCVI aSX) (34’ 56) ZII, Ju) 7‘ (AZ—hVI 0A3VI A3VI EII’ III) 7‘
(A VANV ANES TR (B4, B6), o(oyY @) (B4, HO)E™
ennélfogva a (m"a,7), o a,Y2,"V) pontok egyidejileg a (34, 56),
(34, 56); pontokkal a (34, 56), Z™ ™ pontokat harmonicusan
valasztjak el.

Ugyanigy az vy, V5. egyeneseken fekvo
()(TCIV a11> 0(a2v1 0,3V) (1 2’ 35) EII} III; O(TCV agl) 0(“31\7 aIVI) (5 6’ 12) ZI], 111

négyesek is harmonicusak. Ezért:

»Négy ugyanegy .g egyvenesen | »Egy Pascar-ponton, G-n, ke-
fekvé ,V ponthoz rendelt ,v resztil metsz6 négy Pascar-
egyenes, nem metszi egymaist egyeneshez rendelt négy Kirk-

egy pontban. Kzeknek az egye- maN-pont, nem fekszik ugyanegy
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neseknek két ,,( metszépontja ’ egvenesben. E pontoknak két
egy v-egyenesben fekszik és ‘ 0sszekotd egyenese, go;, egy Y-
annak 2, G pontjait harmoni- | ponton megy keresztiil és har-
cusan valasztja ele. f monicusan valasztja el ama Y-
| ponthél kistigarzo e, ,g egyene-
. seket«.
[A jobboldali tétel részben ismeretes, részben nem szorul meg-
vilagitasra; mert pl.
AVAYB, ML B I,™ A, ™V A, Y harmonicusan valasztja el
adh Y'=|IIA BT, |, og=o| A AYB"I™ | egyeneseket].
Oly pont, mint ,,(, kilenczven van, s azok a kilenczven g,
egyeneshez rendelhetk.
A kilenczven ,,(x pont még paronként a negyvenot ,g egyene-
sen is fekszik; pl. az
olm "), ofa;Y'pY) pont, a o | A,"VAY B I,™ | egyenesen fekszik.
Eloszor is a ITA, A;YY, AV A A, haromszogek az (12, 56)
pontra vonatkozoélag perspectivasak; tehat az F=(IIA;, A"V A,Y)
pont az y”";, egyenesen fekszik.

Ugyanigy kimutathaté, — a mi kiilonben allitasunk igazolasara
nem sziitkséges — hogy a V™% ™ Q1L 1! negyszigek tobbi oldalparjai
PTAY, A Ay AV AYY, TTA, egymast az y”y, egyenesen

PPAY, AjA 5 AYVTAY, 1A, Y 54
PTAM, AL A, AYYAY, TTA, V1
metszik, és e metsz6pontok a 3™ ™ ponttdl és a A™ M haromszig
szogpontjaitél harmonicusan vannak elvalasztva.
Ha tovabba rovidség kedvéért
J:(ynlm 0§A1IV AY ' )a H:(A1Iv A, A1.w A,, O[A VALY [ )w
és mi a (" "™ J (34, 56) F) négyes pontjait

az Y, pontbdl az a, egyernesre
az A,v » » o ATVAY | s
az A, » » a, »
az Y, » » g »
az II » »

projicialjuk, kovetkezik



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATI JA. 79

(ZII] 111 J (3 4.’ 5 6) F) 7‘ (ZII) 111 OAIIV A11IV AIIV) 7‘ (0A2V OAIIV H Y12> 7‘
(ZII’ II1 OAIIV AIIV A-],) 7‘ (ZII) II1 0A3VI A3VI A3) K
(M (ney) (34, H6) F),

a mib6l az lathatd, hogy a J pont egybeesik az o(n'' «,") ponttal,
vagyis, hogy az o | A, A,VB,U" T, | egyenes a o(n"" ;") ponton
megy keresztiil, és e pont az Y,, pontot az ,A ™ ,A,Y pontpartdl
harmonicusan valasztja el.

Ugyanezen az uton kimutathatjuk, a X*> v, VIV, vV S, V pégy-
szOgekbél kiindulva, hogy a o(a;"' p') pont szintén amaz egyenesen
fekszik és az Y,,; pontot a By oI™ pontpartol harmonicusan
valasztja el.

Ennélfogva :

»A negyvendt ,g egyenes »Mindegyik G-pontbdl kisu-

mindegyikén egy Y, négy ,V és
két G pont fekszik; mind-
egyik o, pont az Y-pontot a ,V
ponttél harmonicusan valaszt-
ja els.

61. »A kilenczven .G pont
harmasaval a hatvan ,v egye
nesen €és harmasaval még mas
hatvan ,v egvenesen fekszik,
ugy, hogy mindegyik ,(s ponton
két v és két ;v egyenes megy
keresztiil«.

garzik egy y, négy Pascar- és
két ,,g egyenes; mindegyik g
egyenes az y-egyenest két Pas-
caL-egyenestél harmonicusan
valasztja el (42)<.

»A  kilenczven . g egyenes
harmasaval a hatvan Kirkman-
ponton és a hatvan V,; ponton
megy keresztiil, igy, hogy mind-
egyik ., g egyenesen két Kirkman-
és két V, pont fekszik. (V.
tablazat)

Az o1 '=11 (A" B, (.Y egyenes az
A oPl= 0%’ By JPU= oﬁlna Iy P™M= oYlm
egyenesektdl az (w'V oY), o7V B,M), oY1) pontokban metszetik,

melyek az ,n'Y egyenesen fekiisznek. Ugyanigy a hatvan ,v egyenes
mindegyike harom ,,G pontot tartaimaz.

De ha a 2™ ™ pontra vonatkozolag perspectivas

“(AIIII AZIII A3]H) — O(blln bZIlI bﬁlll)’ o(A1U A2H A3II) — O(Cln 021] CSH)

havomszogeket tekintjuk, melyeknek szdgpontjai az a,,a,,a; egyene-
scken feklisznek, azt latjuk, hogy a meglelelé oldalok harom metsz6-
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pontja o(b™ ci"), egy ,p' egyvenesen fekszik, mely ,p* t6l kiilonbozik,
mert a hatvan ,v egyenes kozil az o(bi"™ ¢i'") ponton csak az obi™, ¢
egyenesek mennek keresztiil.

A hatvan ,v egyenesb8l hatvanszor lehet oly perspectivas
haromszogparokat, mint o(b;"™ b,™ bg™), (¢, ¢, ¢,™). alkotni és
igy hatvan ;v collineatio-tengelyt nyeriink. Igy pl. az

O(bIHI Y2III YallI)l 0(b2III YsIH YIIII) 1 0(b3nl Yl III Yzlll) }
ofcr™ B Bsn);{ ofee™ Bg™ By ){ olcs™ By™ Ba™) I
hdromszogparok az ;a,", |a,", ,a;"" collineatio-tengelyre vonatkozolag
perspectivasak, s, mint lathatd, az o(b;"™ ¢;"") pontokon (i—1,2,3) még
a . pha'v; phia’v; (p',a;"" egyenesparok is keresztil mennek.
62. A hatvan v egyenes egymast hirmasaval a hiisz
STEINER- ontban metszi, mint a hogy a hatvan V, pont harmasaval
a husz CavrEv-egyenesen fekszik.
Ugyanis az

11 II Iy » II 1I 11 11y IIT jing 11T
ol AT AT AT = (e e e, oA AT AT = (b, by by
ot B 111 B2III Balll) — o(a III aZIII agIII)’ Q(C]_II (:d 11 C3 II) — O(alll aZII a3II)

haromszogek koziil

az 1-s6 persp. a 2-dikkal az X' ™,  p!;
a 2ik » a 3-dikkal az P™, p™;

a 3ik » a 4-dikkel az P%, 4% T
a 4-ik > az 1-s6vel az PY, ,p”

collineatio-kozéppontra és tengelyre vonatkozdlag, és a collineatio-
kozéppontok a p-egyenesen fekiisznek; ennélfogva az ,p* egyenes
a P-ponton megy keresztil.
A hatvan ,v egyenes egymast hdrmasaval a hatvan
V pontban metszi, melyek hiarmasdaval a hiisz CavLEv-egye
nesen fekiisznek. Ezek az v, |V egyenesek és pontok oly
1/ Vv] configuratiot képeznek, mint a méar ismert [Vv],
[Vv].. [VVv],, VV] configuratiok.
Ugyanis az
O(Allv A2V A3VI)7 O[(a2VI agV) (a:;IV alv1) (a'lV azlv)]:
(12,34 (56, 12) (34, b6), A, A, A,

haromszogek. minthogy oldalaik az Yy, Y,,, Y,, ponton mennek
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kereszt(il, perspectivasak; ennélfogva collineatio-k6zéppontjuk egy p-
egyenesen fekszik, melyet mar az

AYANYANM, (12, 834) (56, 12) (34, 56), A A;A
haromszogek meghataroznak.!

Ebbé6l pedig az kovetkezik, hogy az

1 =AL o( 2 eyY), e =(8y o e Y), o =A (" a,")

egyenesek egymast a p-egyenes ,P' pontjAban metszik.

Ugyanezen tuton kovetkeztethets, hogy az B, 8, 13, és

! Ha két haromszog M, My M;, U,U,U; az O, o collineatio-
kozéppontra és tengelyre vonatkozélag perspectivas és
M, =(M, Uy, M, Up), My=(M, Uy, M, Uy), My=(M, Ty, M, Ty),
akkor az
M, U, U, M, U, U, M, U, U,
U, M, M, U, M, M, U, M; M,

hiromszogek perspectivis volta miatt

az My M,;, U, U;, M’y M, egyenesek egymast az O, pontban

az M M,, G, Uy, '3 M, » > az 0, »
az M M,, U U,, M, M, » » az 0O, »
netszik, melyek az o — | 0, 0,0, | egyenesen fekiisznek.

Ennélfogva az M'; M, M’, hiromszog perspectivas a felvett két
M, M, M;, U, U, U, hiaromszoggel, és a két collineatio-kozéppont M, Uy
az O-ponttal egy r = | O M Uy | egyenesen fekszik.

Ha U, U, U, O, o, 0, 0,0, allandé marad, ellenben az M; My M,
haromszog valtozik, akkor az r-egyenes nem véaltoztatja helyzetét.

Ha ugyanis az N. N, N, egy més hiromszog, mely az U, U, U;-
mal az O-pontra és o-egyenesre vonatkozélag perspectivds és, ha meg-
feleld oldalaik O,, O,, O; metszdpontjai is ugyanazok, s ha tovibba

N, =(N,U,. N,U,), Ny=(N,U,, N, U,), N,=(N, U, N,T,),

akkor ezek a pontok az O M, O M’;. OM’, egyeneseken vannak és az
o collineatio-tengelyre perspectivas

M, M, M, N, N, N,
N,l NI2 NI3 Nll NIZ N’?’
U, U, U, U, U, U,

haromszogekhez tartozé O, U,,, U,, illetve O, N, U, collineatio-kozép-
pontok az r = | O MN U, U, | egyenesen fekiisznek.
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17 e 17s™ egyeneseknek pontjai P, ;P™ is a p-n
fekiisznek.

63. A Caviev-egyeneseken fekvs ,V pontok a X, ,V és PascaL-
pontokbdl egyszertien szerkeszthetok.

Ugvanis az y”;, egyenesen lekvd

(34, 12y, (84,192, 3% ™ (34, 12)

harmonicus pontokat 1I-b6l az (=" ,='V p =" harmonicus sugarakkal
projicialjuk, melyek az a, egyenest az ,A;"V A"V 37 I AT har-
monicus pontokban metszik.

E szerint az ;A,"V pont és hasonlokép ,P', B,™, ,C,%, .
valamint a toébbi ;V pont e koridlmény alapjan szerkeszthets, t. i

(OPI 1PI ZIIJ 111 PI) — (OAIIV 1AIIV ZII) III AIIV) —
(OBIIII 1BIIII EI, IV B]_HI) — (OCIII 1CIII EI} v \III) — __1 .

A PTAY, o | PPAY |, BMGH, o | By C™ | egyenesek egy-
mast az Y'y; pontban metszik, tehat az | |PTA,"Y | B,™C,™
egyenesek is ezen Y';; ponton mennek kere:ztiil.

(De e két utobbi egyenes nem eshetik egybe, hanem harmo-
nicusan valasztja el az .g=, | P*A,""B,""C," | , % V' =|IIA, B, I, |
egyeneseket. Ugyanis

Y’56 (OPIH PIIPI) K Y’f)[; (OBIIIIB1 BlllIlBllll)

N

-b6l kovetkezik, miutan a két elsé megfeleld sugar az .g, illetve
6% VL.ba egyesiil, a harmadik megleleld sugarpar pedig g, % "ot
harmonicusan valasztja el, hogy a negyedik megfelel6 sugarpar,
azaz |P"A™ |, [|B™ (™| szintén harmonicusan vélasztja
el az ,g, ¢"> "' egyeneseket).

Minthogy ezek szerint a negyvensét Y-pont mindegyikén két
ily egyenes, melyen két ;V pont fekszik, megy keresztiil, szamuk
kilenczven. Mi ezeket az egyeneseket altalaban ,,g-vel, vagy ha egy
parrol van szd .8, 1.8"-vel jeldljik.

Ennélfogva:
A hatvan ,V pont parosaval | A hatvan ;v egyenes egymast
az Y-pontokkal kilenczven ,,g parosaval kilenczven (3, pont-
egyenesen fekszik, mely egyene- ban metszi, mely pontok héar-

sek harmasaval a ,V pontokon, masaval a v, egyeneseken, pa-
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parosaval pedig az Y-pontokon | rosaval pedig az y-egyeneseken
mennek keresztil és az g, fekiisznek és a (x, 2-pontokat
egyeneseket harmonicusan va- harmonicusan valasztjak el (bb).

lasztjak el.
64. A ,P' pontot (és igy valamennyi ,V pontot) nemcsak az

.(01_)1 P I, 11 PI):__l oL 1)
relatiobél, hanem az
GPPIL P2 M=—a ., ., ., .2

relatiobol is szerkeszthetjik. Mert az y”;, egyenesen fekvé
O(TCIV “11) (Y"561A2 A’{) 0(“2‘” a3v) ZII’ t
harmonicus pontokat az A, pontbol az .a."* ¢% v .a,%' a, sugarakkal
projicialjuk, melyek az a, egyenest az ,A;"" Ay (A" X% ™ har-
monicus pontokban metszik; ennélfogva
(1PI I[ OPI ZII, III) — (1A3VI Aa 0[7\3\71 ZII, III):-—14
Azt talaltuk az el6bb, hogy

(OnVI l,nVI p TtVI)=~1, (lagw Gl - Odi)VI 3.2)2—1;

2

ennélfogva a P SteNer-ponton keresztiil men6 sugarakra nézve is
hasonldlag

(p":p'mph)=—1. . . . .3)

(lpl Gl 1 Opl TC):——l L 4‘-)-

3.) és 4.) az eldbbi 1.}, 2.) egyenletekkel, melyek a p-egvenesen
fekvé pontokra vonatkoznak, szembe allithato.
De a 3.), 4.) egyenleteket
PrPOpPHy=—1. ... .3)
(Pll ZII, III PI H):'_ .. . 4’)
-gyel és az l.), 2.)-dikat az
A1 (PI Pll H OPI)E(aII alll GH’ II1
A‘l (Pl'[ EII’ II1 PI H>=(alllnl a'].I (,).II, 111),____1
egyenletekbdl szarmazo egyenletekkel
(pI p‘lIGII) 111 0p1=___1 . .
(pfmpia™ M=—1 . . . . .2

is osszehasonlithatjuk, mondvan :

f—
~

.
~—
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ha a Kmrkman-pontokat a hozzdjuk rendelt ov-egyenesekkel

ha a STEINER- » » » »  CAVYLEY- »
ha a SaLmon- 2 » » »  STEINER- »
ha a oV- » » » »  PascaL- »
ha a V- » » » > v,- »
ha a V,- » » » » V- »

felcseréljik, akkor az 1.), 2), 3.), 4.) egyenletek az 1'.), 2'.), 3),
4'.) egyenletekre valtoznak at. —
Az el6bbi egyenletekb6l kovetkeztethets, hogy a
Iy mr, propr. pr1opr
pontparok és a .
) o ) 11
egyenesparok egy-egy involutionak kapecsolt elemparjai, mert
(IPI H OPI ZH, III):(I_)II EIIJ j8s) PI H):_l,
(lpI T Opl GH’ II])___(pll GII’ 111 pI ﬁ):-“l-
Tovabba az 1.) és 2.) egyenletekbdl
(OPI EII, 111 1]})I PI'):2’ (OPI EII, II1 H lPI): _17

© 6%

tehat
(PP 2N M P=—2, és (,P' I 2" ™ PH)=3.
Ez utobbi egyenlet azt mutatja, hogy az P!, Il pontok az
21 P pontoktol nincsenek elvalasztva
Ha a p-egyenesnck azokat a részeit, melyeken az 2™ ™ PI,
illetve II, ,P' pontok nem fekiisznek [II P, illetve [Z™ ™ P'}-gyel
jeléljiik, akkor
(P* Pt I PYy=—1, és (,P*,PP 2™ ™ Py —1
egyenletek kovetkeztében a P,* pont az [II ,P'] vonaldarabon, de a
[Z™ ™ PN vonaldarabon Kkivil fekszik, ellenben az ,P' pont az
[Z™ ™ ,PY] vonaldarabon, de a [II,P'] vonaldarabon kivtl van.
66. Az Y,, ponton keresztil men6 sugarakra vonatkozdlag
Y12 (A111V EII) 111 Allv Al):Y12 (Bstll ZIV, v BBII A1>:
3.712 (AIIV ZIV, v A11IV Al):_l ;
ennélfogva Y,, A, =6 V' kettGssugara az
V12 ‘1\!11"’ Y12 ‘L/\thv; &7'12 ZII, III’ Y12 ZIV} v
sugarparoktol meghatarozott involutionak. Minthogy azonban Y,, A, =
¢ VI oAV A)Y B Iy a két els6 sugarat, tehat egyszer-
smind a két utobbi sugarat is harmonicusan valasztja el, kovetkezik :
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»Egy Y-ponton keresztiil- »Egy y-egyenesen fekv§ Sai-
mend STEINER-egyenes €s .8 MON- és Pascar-pont (G) két Ster-
egyenes két Sarmon-ponttol har- NER-egyenestél harmonicusan
monicusan van elvalasztvac. van elvalasztvac,

(A jobb oldali tétel evidens, mert a X™ ™ (34, 56), F, E
pontok harmonicusak).
A tétel még igy is kifejezhetd:

»Két-két Sarmon-pont, mely- | »Két-két StriNErR-egyenes,
nek kiilonbéz6 mutatdi vannak, melynek kiilonb6z6 mutatoi van-
egy o2- és egy STRINER-egyenestol nak, egy Pascar-ponttol ((+) és
harmonicusan van elvalasztvace, egy SaLMoN-ponttol harmonicu-

san van elvalasztvac.
Minthogy a

o Vo= | A A B G| és og — o ATVAYBTTT
egyenesek a I™ I XV, V pontoktol ésa g, =|A,"Y A,V By " T, ™|,
‘1 =1A; VA, VB, I'.™| egyenesektl harmonicusan vannak elva-

1 |t §1 21 3 3 2
lasztva, a

-1, VI B 7 NI 11 o . 7 v, Vv ,
y 095 \12“ ’ s Bot o 3-122 Ty o1

egyenesparok involulidt képeznek és igy egy egyenespartél harmo-
nicusan vannak elvalasztva.
Hasonloképen involutiot képeznek a
I (=84, 56); E=("5 o~ V), «G=,34, H6);
F=(y", o™ V), olG=,34, 56y

pontparok és egy pontpartdl ezek is harmonicusan vannak elva-
lasztva.

De nem folytatjuk ez iranyu fejtegetéseinket, hanem vissza-
tértink a o pontokhoz és a ,,g egyvenesekhez.

66. A negyvendt Y-pont mindegyikén négy .1 egyenes
megy keresztiil, melyeken a kilenczven ,,G pdnthdl kettd-
kettd fekszik; osszesen 180 ily ,,I egyenes van, minden ,, G
ponton négy megy keresztifl

A negyvendt y-egyenes mindegyikén, a kilenczven ,,g
egyenes koziil négy par metszi egymast; dsszesen 180 ily
metszdpont van. minden ,g egyenesen fekszik négy.
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(E tételek dualisan felelnek meg az 5H57. pontban levg téte-

leknek).
Ugyanis az
OIAIIV A2 A3 ]\ 0]{)I A2 A3 ]\ OAII B‘l Cl ]\ OHIV Bl Cl

]
A'1 0A2v 0A3VIJ H OA2v 0A3 I A1 OBIH OI‘IHII P OBIH OI‘IHIJ}
haromszogparok koziil a két elsé és a két utolsé par a 2™ ™ illetve
2V Y1 pontokra vonatkozolag perspectivas; ennélfogva az
A, AT = o™, AL A = oaY, An AT = "
egyenesek

0(“21v "), 0(“3Iv°‘1VI); 0(052I ), ol@' T ¢ o wr 0(01I alm);

O(bJIv II) 0( 11V III)

y .

metszipontparjai az
Yss—(Az Ay, 0BT WAV =B, Gy, 0B, ol m)
ponttal egy o] egyenesen fekiisznek.
Ha ellenben a o™ ™ ¢és o¥» VI collineatio-tengelyre vonatkozo-
lag perspectivas
12, aya } gpt o o lés atb,e Y mV b 01]\
@ %Y 1“3VII T %Y 1“3“){ 8 11 1Y IIIJ P Bn e

haromszdgekbdl indulunk ki és tekintetbe vessziik, hogy
(9 18:"")=1As", (2,85")= A", (o5,8,Y)= A", . . .,
azt talaljuk, hogy a

JTATAT ] TAT AT AT, AT
. [ BII AIII [ , . I CII A 111 | ; . l BIIV ]‘Z)IIJ1 . | CIIV }’)III l
egyenesparok (,,8) egymast az vy, egyenesen metszik.

67. Vizsgaljuk most meg, hogy a ,g egyenesparok metszépontjai
mikép viselkednek az y-egyenesek iranyaban. A

0l 0y g o8y T oy ' B 1 oCy' By Ay
% ody¥ oag"! s ot oyl o Obzm oc, 1 o%¥l oty
B Py 'b, C1
b, oV ot a, OB 1 1111

haromszogparok a
=PA A Ay, o% V'=ITA, B, I}, % "=B,C, A A
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collineatio-tengelyekre vonatkozolag perspectivasak ; ennélfogva, mint-
hogy
a2 Dallv — D’.IS‘2IV’ 9‘1 03'2\7 — OAlv) lIV — 0A3IV7
az
o AV ALY ‘s 01 AVTAY Vs 0[ v At ‘, oi Ay A2Iv|1 Y6
Blw A2m\|a ol‘ I‘IVI Ao Y’56; o[ Azn FIVI'a ol Aan Plv |1 Y"56;

0! PEB,Y [, ol ARB! ‘e V56 O‘ B'A" |, ol C,TA™m |a Y56
egyenesek egymast egy-egv pontban metszik. Ezt még a kovetkezs-
kép is kifejezhetjiilk: a hat ,g egyenes kozil, t. i. a

HVI A]V A21V ASI { HV A]VI AgI A31V , o | BIVI I‘lv AOIII ASH ‘ R

° ! Blv I‘IVI A2II ASIIII, o | })II AIIII BIIV CII[’ o | ])III AIII 1311 CIIV |
egyenesek kozil az 1-s6 és 2-ik egymast az y;, és y';, egyenesen,
a 3-k és 4-ik az y'5; és y";. az B-ik és 6-k az y';, és vy, egyene-
sen metszi. Minthogy azonban az vy, v V"5 egyeneseknek egy kozos
Dy, pontjuk van, ama hat ,g egvenes mind keresztil megy a Dy,
ponton.

A hat ,g egyenes a 1’ascar-hatszog 56 oldalan fekvé

(34, 56) (12, 56) (24, b6) (13, 56) (23, 56) (14, 56)
I’ascar-pontokhoz van rendelve; ennélfogva :

»Ama negyvenit g egyenes, »A negyvenot Pascar-pont,
melyen a 60 ,V pont négyesével melyekben a hatvan Pascac-
rajta fekszik, hataval a tizenot egyenes egymast négyesével met-
y-négyszog tizenot atlospontjan szi, hataval, a tizenst Y-négy-
megy keresztiile. oldal tizenot atlojan fekszike.

Mintan a tizendt D-pont mindegyikén a negyvendt ,g egyenes-
hol hat megy keresztill, a ,g egyenesek mindegyikén két D-pont
fekszik. 1’1 a
o WV ATANY ALY IV AT A YA VY, I IIYTA,TA,Y A,V | egveneseken a

Dy Dse Dy Dy Dy, Dy pontqk fekiisznek,
¢s igy ezck az egyenesek az y'™» "' négyszog D "™'=Dy, D;, Dy,
atlosharomszogének oldalai. Ennélfogva:

»A negyvendt ,g cgyencs a »A  negyvendt G-1’ascar-
tizenot  y-négyszognek  atloja, pont a tizenit Y-négyoldalnak
azaz a tizenot D-atlosharom- atlospontja, azaz a tizenot A-
szognek oldalie. hiaromszognek szogpontjae.

[t



88 DR. KLUG LIPOT

A D™ M haromszog oldalain, mint g egyeneseken, ,,G pontok
fekiisznek, még pedig

az (oblm o™ 1Pt a,™), (0B1H 071111 18,7 la3VI)
pontok a D,y Dy, =of II' A, A, Y7 A,V |,
az (Ob2III OCQII 1pI 1a2v)9 (OBZII 0.},2111 1a3VI lall\')
pontok a Dyg Dyg =0 IIV A" A,V A YT,
az (Ob51n ocan lpI 133VI), (OBSII oYanr lallv 132v)
pontok a Dy, Dy =, IV A" A,V AV |
egyenesen ; ennélfogva D™ ™ haromszog atlosharomszoge a v\ ™=
[p'a,"" a,¥ a;V"] négyoldalnak, s mert a ,v'> ™ négyoldal az y™ ™
négyszogbe be van irva, azért az y™ ™ négyszig szogponijainak
a D' ™ gtlosharomszoget illetsleg harmonicus polarisai a ,v'™% ™
négyoldalnak oldalai. Ennélfogva:

A hatvan v egyenes tizendt ,v négyoldalra oszlik, me-
lyek a tizenot y-négyszoghe be vannak irva, és melycknek
atldsharomszogitk azokéval kozos. (Dualis tétele a 32-nek.)

68. A kovetkezékben ki akarjuk mutatni, hogy a configura-
tioban a 9. abraval correlatiés abra rejlik. (12. abra.)

A o ™ collineatio-tengelyre perspectivas

46) (13, 24) (15, 26), a0

haromszogek megfelelé oldalai egymast az A, A, A; pontokban met-
szik; a megfelel6 szogpontokat vetitd Vs, Vs Vs. sugarak egymast
az y& ™ négyszog egyik szogpontjaban metszik.

Azonkiviil az

(0@, @) = oA"Y, (02" ;) = oA"Y, (o8 a3) = oA,
(a o) = oArY, (02" @) = oA"Y, (083" ) = oA,V és az
o\ Azw -"-1V |=D°~ Dsm o“ A1VI A31V|:D56 D127 Ol Asv A2VI|=D12 D34

egyenesek a D™ ™ haromszog oldalai.

Ez a D™ ™ haromszog a o(a," a,’ a,"") haromszoggel a w, és
az oy oy a3 héromszoggel a p' collineatio-tengelyre vonatkozolag
perspectivas; a kozds collineatio-koézéppont (Vy, Vs, Vse); €S @ meg-
felelo oldalak metsz6pontjai I, JIIY, JIIV; ALY, oA.T, oA

Ama négy par haromszoég, melyre a

II, III 1 T I
oV = op" " a' aV], s = 1wy a o
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bonthaték, az y™ ™ =y, Vs, V56 V12 Vs Ve NEZYszOg szOgpontjaira
perspectivasak ; a szogpontokat vetit§ sugarak e négyszégnek oldalai.
A p'p'pYy, 13"V A, a,,", stb. sugarak kozott kovetkezd relatiok

léteznek :

(lpl ~IX. IIX OpI TC) = (2. GII’ III na1IV d1): L . =—

1 T I — v v v —_— —
(:p" op" ™ pY) =(Ga" oav o at) =. . . =—
X 1 I, 1011\ __ v v II, III —_ —
(pf = pt =% M= (a,"V 2 a,V ) =, . . =—1.
I I __ I v - Ir __. T v A’ YI
A v T=(pra,Va,va, Y, v M=(p'a,"Va,va"),
1T or __ I v v VI
1V =,(p'a,"Va," a;"")

négyoldalak épen ugy, mint a v ™, s'™ ™ pégyoldalak, az y™» ™

négyszogbe vannak irva, és a ,v'% ™, y™ ™ négyszogeknek kozos
atlosharomszogiik a D'

Ama négyoldalaknak az y™ ™ négyszdg oldalain fekvy szog-
pontjai Pascar- Sarmon-, oG, és (;, pontok.

Hasonlokép lehet a 8. abrahoz is correlatios abrat (11. abra)
talalni. A
O(Aln A2II Asll) — 0(0111 0211 0311), O(AlIH A2III A3III) — 0(bIIII bZIII balII)
perspectivas haromszogek megleleld szogpontjai az a, a, a; egyene”
seken, a megfefeld oldalak metszbpontjai a ,p' egyenesen feklisznek.

Az o | A" A™ |, o Ay A | egyenesparok egymast a D' M=
D,3 Dy, Dy haromszog szogpontjaiban metszik, mely haromszog a
fentebbiekkel a ,p* collineatio-tengelyre és a p-egyenesen fekvo P, ;P
collineatio-kézéppontokra perspectivds.

A négy haromszogpar, a melyekre a

O[PII AlII A2II A3II]7 O[PIII AIIII A2111 A3111]

négyszogek oszthatok, a ;v'» ™ = [p'a,"V a," a;""] négyoldal oldalaira,
mint collineatio-tengelyre, perspectivas.

Az vy M négyszog a v™h ™ négyoldal kordl van irva, és
mindkettéjiiknek kozos atlosharomszoge D™ ™; végre ez utdbbinak
szogpontjait a X™ ™ =(pa, a, a;) ponmtbol az y";, Y5, V56 Suga-
rakkal projicialjuk.

69. A 31. és 32. pontban levs tételekhez a correlatios tételek
szintén konnyen megtalalhatok.

Ugyanis a

1 1m__ 14 IV, V., VI 11 [ r Tr 44 44
v =[p ", ag¥ ], Y M=V Yy Vi Vi Vi Vi
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négyoldalok oldalai a o™ ™ egyenes P A; A, A; pontjain mennek ke-
resztil, és atlosharomszogeik, D™ M ég A™ M X' M pontra és a
"' egyenesre vonatkozolag (45.) perspectivasak. Minthogy ezek
kovetkeztében ama négyoldalak is perspectivasak, kimondhatjuk hogy

A tizendt v és Y-négyoldal a hozzajuk rendelt X-pont-
és o-egyenesre vonatkozdlag perspectivas.

Vagy mas szoval:

A kilenczven oG pont azon a kilenczven egyenesen
lekszik, melyek a X pontokat a hozzéjuk rendelt Y-négyolda
lok szogpontjaival dsszekotik.

Tovabba a DII, II1 DIII, 1 DI, II DV, VI DVI} v DIV, v hliI‘OII]-
szogek szogpontjai és oldalai

gL

Dy Dyy 13 = of TV AT A,V ALY |, o TV AT AT AN, o TIVIASTA,Y A,Y |
e D25 36'_0[ IIIVB IIB VIB V" 0‘ IIVB IIB IVB VI‘, 0\ HVIlelBIVBEIV [
23 D16 ]:)45 =, | HIV I‘ juss I“VI I‘ VI :IIV I‘_'HI I‘ v I‘ VI \, 0‘ IIVI I‘SIII I‘lv I‘21V ‘
56 ]:)14 ]:)23 '_0| l)I A v B IIT C 11 ’ 0‘[!__)11 ljllv (:11 AIIII 17 0‘ l)III Cllv A111 Bll ‘
0a Dag D16_0| PrA,Y B, C‘)II‘ N P B,Y C,TA™ |, 0! pPUC,Y AT BBII

D3ﬁ D45_0| P A VIB IIT1 CalI‘ (‘ PIII B3VI CSI Aalll }7 0‘ l_)III 03VI ASII B3II-

o UU

A harom els§ és a harom utolsé haromszog a
T~ | IVIVIY |, p=,]|P PEPH
collineatio-tengelyre és a
N N T I GIIV IIVY

collineatio-kozépponlokra perspectivas.
De ama haromszﬁgek atlosharomszogei a

v 111=l[p1 a, a, vx] I A =[xV a IB u,Y ) }
VUL T = [pn b, b," by V1] } [ 1{3 b Y~m] }
Ve T = [pm e,V e, 03v1:| | ViV, vV — [ 3 11 ] |

négyoldalaknak, melyeknek oldalai a =, illetve p-egyenesen fekvg
1l_[IV 1I_I_V IIIVI, L[ IPI 1PII 1}-_)III
pontokon mennek keresztiil. Ennélfogva ama négyoldalak kozil az els6

és az utolso hdarom a w és p tengelyekre és a P* P "M ¢s IV
oIV oIIY* pontokra vonatkozolag perspectivés.



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA. 91

Tekintettel a 47. pontra, mondhatjuk: A tizenét ,v-négyol-
dalbol, D-haromszogh6l és y-négyszogh6l huszszor lehet harom olyant
kivalasztani, mely a hisz Caviev-egyenesre, mint collineatio-tengelyre
vonatkozolag perspectivas; a hatvan collineatio-kozéppont a hatvan
oV pont. Harom-harom collineatio-k6zéppont, mely egy CavrLEy-
egyenesen nyugvd perspectivas alakzathoz tartozik, a Caviev-
egyenes ellenegyenesén fekszik.

15. A v; Veronese-egyenesekril és V; Veronese-
pontokrodl.

70. Tudjuk az elébbiekb&l, hogy a hatvan v, egyenes egymast
parosaval a kilenczven (i, pontban melszi, ugy hogy minden v,
egyenesen harom G, pont fekszik.

E kilenczven G, pont azonban harmasaval még mas hatvan
egyenesen is fekszik.

Ugvanis az

(AIII AZH ‘A:';II)1 :(CIII CZH 0311)” (Allll Azlll A31[I)1 :(bllll bZIII bSHI)l

haromszogek, melyeknek megfelels szégpontjai az egymast a X' 1

pontban metsz6 a; a, a, egyenesen feklisznek, perspectivasak ; ennél-
fogva megtelel6 oldalainak metsz6pontjai

b ), =(14, 28), (¢, =(16 251, (c,Tb ), =(36, 45),

egy p." egyenesen fekiisznek, mely a p,' egyenestdl kilonbozik,
minthogy a p' egyenesen fekvd

(p*a,"), =(14, 23),, (p"a,"),=(16, 2b),, (p'a;,"),=(36, 45),

pontok, melyek amazokkal egyiitt az y'y, v'5, V12 €gyeneseken fekiisz-
nek, ugyancsak ama pontokat a XV. YI ponttél és az (14, 23),
(16, 25), (36. 45) pontoktol harmonicusan valasztjak el.

A hatvan v, egyeneshd&l hatvan ily perspectivas haromszogpart
¢s igy hatvan ily p," collineatio-tengelyt, melyet altalaban v, egye-
nesnek neveziink, lehet kivalasztani.

Ha ama perspectivas hiromszigek koziil az

(Azlll A3“I I blll)l — (b 111 ,Y2II[ Yal'll)“ (A2II Aall PII), 2(01” {3211 YaII)t
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haromszogeket vessziik tekintetbe, melyeknek megfelelé oldalai egy-
mast az a,;,"Y egyenes

(b e, =(14, 32), (1™, =(15, 26),, (r "), =(35, 46),

pontjaiban metszik, azt latjuk, hogy az a;,'" egyenes killonbozik az
a,,"V-t6l, a melyen az

(" p), =014, 32), (&, a,"),=(15, 26), (a,"a,"), =(35, 46),
pontok fekiisznek.

A Gp=(14, 32), ponton keresztiil mennek a b, "™ ¢, ™ a,," p,
egyenesek és a G';,=(14, 32), ponton a b,™c,,"a;,"Vp,’ egye-
nesek. és hasonlokép az y-egyeneseken fekvé mindenik (x;,, G';, pont-
paron két-két v, és v, egyenes megy kereszliil. Ennélfogva:

»Minden y-egyenesen egy G, G',, pontpar fekszik, melyeken
két-két v, és két-két v, egyenes megy keresztil. Ezek az egyenesek
azokhoz a Pascar-egyenesekhez vannak rendelve, melyek egymaést
a felvett y-egyenesen fekvs Pascar-pontban metszike.

»A hatvan v, egyenes egymadst harmasaval a hiisz STEINER-
pontban metszi, még pedig azokban a Stremwer pontokban, a me-
lyekben a hozzajuk rendelt Pascar-egvenesek metszik egymaste,

Ugyanis az

(AIII A2H A,‘:‘)u)| o (Clll C2H 0311)17 (AIIII A 11 A3HI)1 — (bIIII bQIII bSIII)17
{ I P Iy 111 pass 111 I 11 Iy I
(BB By, = (2 Mapay™), (GGG, = (a, a," ag),

I

haromszogek koztl

az 1-s6 persp. a 2-dikkal a X' M ég a p,';
a 2-ik » a 3-dikkal a P,"® és a p,"*;
a 3-ik » a 4-dikkel a P, és a ¢ ™
a 4ik » az 1-s6vel a P,M és a p,"

kozéppontra és tengelyre vonatkozolag. E kozéppontok a p-egvenesen
fekiidvén, a p,' egyenes a P-ponton megy keresztiil.

Miutan a p,"p,"wp" egyenesek az (14,32), (14,32),, &% v,
(1 4, 32) harmonicus pontokat a P-pontbdl vetitik,

(po"p' 7 pY) = (p" Py’ wp') =—1.

71. Akkép, mint a hogy a hatvan v, egyenes egymast harmasaval
a husz SteiNEr-ponton kiviil még hatvan V, pontban metszi, a hatvan
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v, egyenes is a hdsz Streiner-ponton kiviil még hutvan V, pontban
fogja egymast metszeni, melyeket a hatvan V, pontokhoz rendeliink. Az

(AVAY AN, (12, 84), (56, 12), (34, 56), =

(0‘2Iv azV), (25" o), (Y "), A; Ay A

haromszégek, minthogy oldalaik egymast az | Y, Y, Y4 | €gyenes
Y56, Ysu, Yyo pontjaiban metszik, perspectivasak, s igy collineatio-ko-
zéppontjaik a p-egyenesen fekiisznek. melyet mar az

AV ALY ALY (12, 34) (56, 12) (34, 56), A, A, A,

perspectivas haromszégek meghataroznak. (Jegyzethen a 181. lapon.)
Ennélfogva az

A, (12, 84) =ofy, A, (56, 12)=al,, A, 34, 56) = a,

sugarak egymast a p-egvenes P,' pontjaban metszik.

Hasonlé uton kimutathato, hogy a B, B," Bs™ €s v, va'™ 1™
Pascar-egyenesekhez rendelt §,," B85, B3, €5 711,"™ Yo, Vs €gYye-
nesek egymast a p-egyenesen fekvg P,” illetve P,™ pontokban met-
szik. E szerint kimondhatjuk, hogy

»A hatvan v, egyenes egymast harmasaval hatvan V, pont-
ban metszi, melyek harmasaval a husz Caviev-egyenesen lekiisznek.
Minden V, pontbél harom v, egyenes sugarzik ki, és minden v,
egyenes harom V, pontot tartalmaze.

Ebbé! folytatolag kovetkezik, hogy egy Esarcues-configuratiot
képez§ tiz Pascar-egyeneshez és tiz Kirkman-ponthoz rendelt tiz v,
egyenes és tiz V, pont szintén egy (10,. 10,) Desarcurs-configu-
ratiét képez, azaz:

»A hatvan V, pont és v, egyenes, melyek maguk egy [Vv],
configuratiot képeznek, hat Desarcues-configuratiora oszlike.

Minthogv az «,'«,,'a; «," harmonicus egyenesek a P,%, P,7,
XU, 5P pontokat az A, pontbol projicialjak,

(})11 1)21 EII, 111 })I)__l’

s mert a (Pt P, NS I PhS (A VA Y XS DAY pégyesek
harmonicusak, a | P* A |, egyenes az Y ,=(" A", P ALY
ponton megy keresztl.
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A P"A," egyenesen rajta fekiisznek még a B,,"™ C,,™ pontok is;
a | PPA | | egyenesen pedig a B,"™C,™ pontok, tovabba a b,,c,
egyeneseken a
}3]1111' BIZ EI, 1v I;llll; leII Cl.’}II ZI, v Clll
harmonicus pontok ; ennélfogva a | B/ C,™ | , egyenes a
PII AILIV HIIII (:“[H, })I AIIV B11HI CltII
egyeneseknek Y'y, metsz6pontjan megy keresztiil. De e kél egyenes
| PTA,Y |, | By"™C,™ | ,, nem esik egybe.
Ugyanis egyrészt tudjuk a 63. pontbél, hogy a P,* pont a
[Z™ ™ PT] yonaldarabon kivdl fekszik, tehat a (P," Py* 2% ™ Ph=—1
relatio kiovetkeztében P,' a [E™ ™ P! vonaldarabon van, de nem
esik egybe a P ponttal. Tgy (P* P,! II P,”) nem harmonicus négyes.
(Ertéke kiilénben = 4.)
Masrészt a
([_)I PII HP2I) 7‘ (BIIII B]IIII B1 BlZIII)

helyzeti viszonylat miatt

Yoo (| PPASY | [ PTAY | [TTA | | PPASY )N
Y’56 (Bllll CIII ‘ | BIIII CIII | . | B1 I‘l | | BIIII ClII | 2),
és mert
A = BRG], [ PEASY | =BG, [ TTA, |=[B, Ty
azérta | PPA |, | PTA™ | | kapcsolt sugarpartolésa |[ITA; B, I'y |

kettGssugarpartol meghatarozott involutiohan |PLA ™|, |B,™C,"
szintén kapcsolt sugarpar lesz. De e két.sugar nem esik egybe, mert
(P*P,"IIPy’) nem harmonicus négyes, és igy a P'P,’, IIP," pont-
parok nincsenek harmonicusan elvalasztva.

Ennélfogva :

»A hatvan V, pont parosaval kilenczven g,, egyenesen fekszik,
melyek egymast parosaval (g,5, g'55) @ negyvenst Y-pontban metszike.

Ugyanegy Y-ponton keresztiill mend go; go; 83 225 G 0% egye-
nesekre nézve pedig

(o1 €01 7 Z23) N (€01 81 O Los),

s mert (g, o 5 o8)=—1, azért a 5 ¢s ,g kettds sugarai a go; 801
2,5 g sugdarpontoktol meghatdrozott involutionak.

72. Vizsgaljuk mar most az

II 11 11 2 II I 1T 111 » IIIY
(31 dp 8 )2—(C1 Gy Gy )as (31 """ ag™), = (B,"" B, B;™),
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perspectivas haromszogeket, melyeknek oldalai a ™ ™ egyenes A, A, A,
pontjain keresztiil mend v, egyenesek, szogpontjai pedig a kovetkezs
8,5 egyeneseken | B,"™ C," | B G|, | Bs"™ G|, fekvd
V, pontok. Ez utobbi g,; egyenesek tehat egymast egy pontban
metszik. Minthogy azonban ezeken a g,, egyeneseken a kijel6lt V,
pontokon kiviil mas V, pontok nincsenek, ama harom egyenes
metsz6pontja, P;%, nem esik egybe a P' ponttal.

A hatvan v, egyeneshdl hatvan ily perspectivas haromszog ké-
pezhetd, melyek a s-egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre, perspec-
tivasak, mert minden ¢-egyenes négy par perspectivas haromszégnek
collineatio-tengelye. A hatvan collineatio-kzéppontot, melyekhez ama
haromszogek vezetnek, a  rxman-pontokhoz rendeljitk és ailtalaban
V;-mal jeloljik ; kiillonds megjelolésiik ellenben olyan legyen, mint a
Kirgman-pontoké, melyekhez rendelvék, de még ,-mas mutatokkal is
lassuk el Gket.

A g, egyenesek mindegyikén két V, pont fekszik, melyek az
analogus g,, egyeneseken fekvé V, pontokhoz rendelvék. Mert a

(b 0y, =(C,U B By, (0™ g ag™), = (BT Ty,

haromszogek az A"V collineatio-k6zéppontra perspectivasak, mely
pont a P;' ponttal egyiitt a | B,"" (' |, egvenesen (ekszik.

Minthogy az

(allI ale 3311)2 (a 11T a2III 331[[)2’ (bllll bZIII bSIII)g (CIII Cgll CSII)u
haromszogek kozil az 1-s6 és 2-ik a %, ¢'% "'; a 2-ik és 3-ik a
P, p"t; a 8-k és 4-ik a X5 " p,t a4k és 1-s6 a P," pontra
s a p,'' egyenesre vonatkozolag perspectivas, és azok az egyenesek
a P-ponton mennek keresztiil, ezért ama pontok a p-egyenesen fe-
kiisznek.

Ugyanezt mondhatjuk a ;™ I’;"" pontokrol, melyek collineatio-
kozéppontjai a (b,"*b,"" bg"'),, (by"by"b,Y), €s (i ey’ cgh),, (e ™ ey,
perspectivas haromszogeknek.

Ennéliogva: »A hatvan V, pont harmasaval a htsz CavLey-
egvenesen fekszike.

Minthogy a | P* A" |,, | B €|, egyenesek egybe esnek,
a| P AV |, =g, valaminta | P'AY | =g, | PPAY | =60y,

| Y ALY | ,=ges egvenesek az Y’y ponton mennek keresztil. lzek
az egyencsek a p-t a ') PSS 1LY 15t pontokban metszik; ¢és a1l

9y

it
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oP" pontok kettdspontjai a P* P,%, P,* Py’ pontparoktél meghatarozott
involutionak.

Ennek kovelkeztében

(P,' Pt II P =—1;
és mert a P,* nincs a [II ,P'] vonaldarabon: a P,* pont a [II oP"]
vonaldarabon. de a [X'™ ™ P'] vonaldarabon kivil fekszik.

73. A hatvan V; pont harmasaval a hisz Caviev-egyenesen
kiviil még mas hatvan v, egyenesen is fekszik. Ezek a v, egyenesek
harmasaval a hisz SteiNeEr-poton mennek keresztil és egy a [Vv],-vel
analogus [Vv]; configuratiot képeznek

Ugyanis, minthogy a

v _ v Iv ( 1IV V_ v v v VI __ VI VI VI |
oV =AY B G, mY=[AY BV GV, m =] AV B GV,
egyenesek egymast a II pontban metszik, az

v v VI II Y 11X 1I jans I IIx
(A AY AT, =BT B, I By Iy™),
(Cllv CZV (:3‘7)z — (AII BIII AJI lel Asl B3II)3

haromszogek perspectivasak, és megtelel§ oldalaik metsz6pontjai a
ps™ = | B," B, By |, egyenesen fekiisznek.
Minthogy tovabba a X' ™ collineatio-kézéppontra perspectivas
haromszogek,
(A AV AV (A AV AT, By Bs Bss

kozil, az 1-s6 és 2-ik az | Y;5 Yy, Y,o | tengelyre; a 3-ik az elso
kettovel a p", p;", tengelyekre perspectivas, és megteleld oldalaik
egymast a p", illetve ps" egyeneseken fekvd

BlII:(B' A AzjV A31VI BIH 1‘1111), 2II: (132, ASIVI Alll\' BZII 1121H>,
BgII: (ﬁs, Al v AZ v BSII 113111>
B15II — (@1’ ASZV A32VI BISH 1‘18111)’ B23H — (52’ A32V A121V B23H 1123111),
BSSII _ (’Bq‘ A12IV A?IBV B?,slI 1‘33111)

pontokban metszik, a p;" egyenes a P = (p", Y;5 Yi, Y;o) ponton
megy keresztl.

74. A hatvan v; egyenes egymast parosaval az y-egyeneseken
fekvé kilenczven Gy, pontban metszi, ugy hogv minden G,, ponton
két v, egyenes megy keresztiil, s minden v; egyvenesen harom Gy,
pont fekszik, megtelelleg a v, egyeneseknek és a G, pontoknak.
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Az oy =A; Ay )Y By, VT, Y =A, A VB,V T,V vy-egyenesek egy-
mast az (a," a,"V),=(3 4, 5 6), Gg,-ponthan,és a 7" =11 A, V' B, V' G, V"
oy, =A, P B, 1 C," vy-egyenesek egymast a (n¥' = (34, H06),
'y ;-pontban metszik, mely pontok az v”;, egyenesen fekiisznek, mert
Y., Ve 68 Y., v’ allospontja és atloja az A, A, A"V A,Y,
ITA; Py" A,V négyszogeknek.
Ugyanigy, ha
“2 VI__ A A VI ~ V_A AV 4 IV_A A IV , VI__A A
=ITA,"Y, m'=1T4,Y, «,=A P a,=A,P],

akkor a

(V" V), =(12, 834),, (w

a™ oV, =6, 12), @ a'),=
pontok Gy, pontok; és a
(7 o), =(84, b6y, (="' 3;"),=(14, 25),,
a 73" egyenesen fekvd Gy, pontok.

Minthogy
(Ap7 Ag, ¥ AgY Agy") N (Ag™ Ag 7 Ay YT Ay, ™),
azért e négyeseket (melyeknek értéke killonben = 1:16) az A,, II
pontokbal projicialo sugarakra is
(alv 0‘11v a]gv O‘MV) 7‘ (TCVX TCIVI TCZVI TCSVI),

valamint ezeknek metsz6pontjaira y”m-vel

(34, b6) (34, 56), (34, 5 (34, 56)) A

(84, b6) (34, H6), (34, 5())1 34, 56));
vagy altalanosan

((] (112 G 12 (134) A ((I (112 (112 G’ 34)

Ha pedig azt is tekintetbe vessziik, hogy (G, G5 X G)=
kovetkezik, hogy a X, G-pontok kettdspontjai a (i, G'y,, Gy (;34
pontparoktol meghatarozott involutionak, és igy (Gg, G'5, 2 (;r)-——l.

wh),=(12, 34),,
(56, 12,

(TEVI Y3III).‘} :(1 6-’ 3 2)’3

»A negyven6t Y-pont mind-
egyikén négy l;, egvenes megy
keresztiil, melyeken a kilenczven
(g, pont koziil kett6-ketté van;
az ly, egvenesek szama 180:
minden Gy, ponton keresziiil
megy négye.

»A negyvetot y-egyenes mind-
egyikén a kilenczven g,, egyenes
koziil négy par metszi egymast ;
ez Ly, metsz6pontok szama 180;
minden g,; egyenesen négy ily
pont vane.
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Mindkét tétel hasonlé tdton bizonyithaté be, mint az 57. pont-
ban foglalt tételek, csak az »,« mutato cserélendd fol » «-mal.

75. A Kkilenczven Gy, pont harmasaval a hatvan v, egyene-
sen kiviil még hatvan v, egyenesen is fekszik. melyeket ezekhez és
a Pascar-, valamint v;, v, egyenesekhez rendelhetiink.

Ugyanis a %™ ™' pontra vonatkozdlag perspectivids harom-
szogek

(A]_H A2II A3II)3:(C II 0211 0311)3’ ) (AIIII A2III Aslll)az(bllll bleI ngII)3
oldalai egymast a
(e, by™),=(14, 23), (c,"b™)=(16, 25),, (c;""b;")=(36, 45),

pontokban metszik; ezek egy p,’ egyenesen fekiisznek, mely a p,’
egyenestdl kiilonbozik, mert py'-en a

(Pra"),=(14, 23);, (p'a,"),=(16, 25),, (p"a,"),=(36, 45),
pontok fekiisznek.
A kilenczven Gy, pont mindegyikén két v, és két v, egyenes
megy keresztiil, mert az
(A]II A3H PII)s:(CIII [3211 BSII);;’ (A2III A3HI L)III):‘:(bIIII,Y I1I Y3IH)

perspectivas haromsziogek collineatio-tengelye a,,', a p," egyenessel

egyltt a (¢, b™),=(14, 23), ponton megy kereszttil, holoit a
(Gi" A" A7), =(p" by by7) 1 (BIAST AT, =(p et ey),

)
{
(Cllv Azlv A3Iv)3 _ (allv Y‘ZIv YgIV):} )( (}321V AEIV A31V)3 — (alIV B?'IV §3IV)8 {

)

perspectivas haromszogparoknak meglelel6 oldalai egymast a by,',
¢, egyeneseken fekve

(P "), =(1 4, 28),, (b'y™),=(46, 25),. (b)15"¥),=(63, 15Y,
(') =(14, 28),, (¢'B"")=(16, 85), (" B"),=(26, 45),

pontokban metszik, ugy, hogy
(CISH b]slll p41 a141V) — (l 4" 2 3)3, (01411 b] 4III p51 a]ﬂlV) — (1 4’ 2 3)!3.

Hasonl6é uton, mint a v, egyenesekre nézve. itt is kimulathato,
hogy a hatvan v, egyenes harmasaval a hiisz STEt ER-ponfon megy
keresztiil.
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Minthogy a p,* p! = p' egyenesek az (14, 23), (14, 23),
XV VI (14, 23) harmonicus pontokat a P-pontb6l projicialjak :
(ps' pi mp)=—1.

A hatvan v, egyenes egymast harmasaval a hatvan V, pont-
ban és a husz Caviev-pontban metszi; és épen tgy, mint a hatvan
vy, Vo, Vy egyenes, hat Desarcues-configuratiora oszlanak.

Ugyanis az

(A AVAYY, (12, 34), (56, 12), (34, 56),=

(“2“ “3v)3 (“3Iv “1“)3 (“1V 0‘21v)3a A Ay Ay
haromszogek, mert oldalaik az | Yy, Yy, Yia | egyenes Ygq, Ygu Yoo

pontjain mennek keresztil, perspectivasak; a collineatio-kézéppontok
a p-egyenesen fekiisznek. Ebb6l pedig az kovetkezik, hogy az

A (12, 84), =« A, (56,12, =aut, A; (B4 506), =y}
egyenesek egymast egy P,* pontban, és, hasonlo uton kimutathatolag, a

B, (36, 52), =8, B, (14, 36), =8, By, (62, 14), ="
I‘I (b 4‘7 1 6)3 = YL;HI’ F2 (3 2: 5 6)3 ZYZ HI, F3 (1 6’ 3 2):1 = Y34HI

egyenesek egymast egy P, P,™ pontban metszik, mely utobbiak
a P, ponttal egyiitt a p-egyenesen fekiisznek.
Minthogy (a;,'e, fa, o,")=-—1, azért a sugarak metszGpontjaira
nézve p-vel (Py* P, 2 ™ PH=—1; és hasonlé okndl fogva
(1&1 v Al w ZII, III AIIV) —_ (R] jeis }31 111 ZI’ v BIIII) —
8 4 8 4
(01311 01411 ZI, v CIII):_l‘
De a
| PPAY | = gory [PTATYIL = gog, [ B G = glop, | By G =gy
egyenesck az Y'y, pontban metszik egymast, s igy a
[PAY | =g [ BTG = gl
egyenesek is keresztiil mennek az Y';; ponton.

A két utobbi g, g'ys egvenes azonban nem esik egybe.

Tudjuk ugvanis, hogy a P;* pont a [ ™ P} vonaldarabon kiviil
fekszik ; tehat a (P," P2 2% ™ Ph=—1 relatio kévetkeztében, P,* a
[X™ T PT] vonaldarabon fekszik és a P' ponttal nem esik egybe.
innélfogva (" "I 1,") nem harmonicus négyes. (Frteke = ht.) A
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(pzl P3I HP4I) 7‘ (BlgIII 813111 B‘1 BL‘III)
helyzeti viszonylat kovetkeztében

(IPPAY [, [ PPAY [, JTTA | [ PTAY ) A
Yo (| BC™ |, | B™TC™ ], | B[ | B™G™] ),
s mert
| P! AIIV’ __=| B1m C1m Ja’ | Pr A]IV |=EBIIII C1n |2’ !H A1 l=|B1 11] |,

a|P'A™ |, | PPA,™ | ,, kapesolt sugarpar, valamint,a | 1LA, B, T', |
kettds sugarbol meghatarozolt involutioban,a | PTA™ | ,, | B C,7|,
is kapcsolt sugarpar lesz. Ez utobbiak azonban nem egyestilhaetnek,
mert (P,"P;* IIP,Y) nem harmonicus négyes, azaz a P,"P;" pontpar
a ITP,* pontpartél nincsen harmonicusan elvalasztva.

Ennélfogva mondhatjuk : A hatvan V, pont parosaval kilenczven
g,; egyenesen fekszik, melyek viszont parosaval (g, g's) az Y-pon-
tokon mennek keresztil.

Ugyanazon az Y-ponton keresztlil mend go, 801, Zos €235 Su5 &5
egyenesek involutiot képeznek, melynek kettds sugarai o, og.

76. Az A, A, Ay, P A, A; pontokon keresztiil mend v, egyene-
sek kovetkezd perspectivas haromszogparoknak oldalai

I II I\ I 11 I II1 111 Iy I11 I II1 .

(@, 2" a,"), = (G G M), ("™ 2™ ™), = (B B, B
1T 11 N ___ 11 I TIT 111 Iy T T 111 T 11T .
(p"ay" a,™), ==(C; B" By™),, (p™ a," a,™), =(B," [, I,™),;

ezeknek megfelel§ szogpontjai a

l CIII BIIII l . | CZH BZIII I . l an ]gSHI l 4;
I CIII BIIII | . | leI I‘2III ‘ . l Ball I‘SHI | .

g,; egyeneseken fekiisznek, meiyek egymast a P, illetve A;."V pon-
tokban metszik. Ez utobbi pontok azonban kiilonboznek a | P,%, A,V |
pontoktol, melyek nem fekiisznek a | B;"* G, | , egyenesen.

A hatvan v, egyenes hatvan perspectivas haromszoégpart nyujt;
a hozzajuk tartozé hatvan V collineatio-kézéppont parosaval a
kilenczven g, egyenesen fekszik.

Tekintettel arra, hogy az egymasra kovetkezd (a, a,'* a;"),,
(a1IH a2111 3'3111)4» (b1m ngII b3111)47 (Clnl e, 03111)4. haromszogparok a
P, P, 2% 0PI collineatio-kdzéppontokra és a ¢ M p
ps%, pt collineatio-tengelyekre vonatkozolag perspectivasak és ez
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utobbi egyenesek a P-ponton mennek keresztiil, kovetkezik, hogy a
Py pont a p=X" ™ pPI P I Caviev-egyenesen fekszik.

Minden Caviev-egyenesen harom V; pont van; igy pl. a p
CavLEv-egyenesen a Dy!, P, P,™, mely utobbiak a (b,™ by™ by™™),,
(by'by by, ;5 (cyt et egh),, (¢, es™ eg™), perspectivas haromszogparok-
nak collineatio-kozéppontjai.

Minthogy

(W W pIpr pI oA (I W AW AMIV o AmIV)
a | P AmY | , | Pt A, | . | PTAY | s e | Pt AY

egyenesek az Y,, ponton mennek keresztiil.

A p CavLEv-egyenes a

| ]3]111 CIII l o | B1III Clll | o . | BIIII CIII | o | H Al BI Fl |
egyeneseket a P,;"P," P,'II pontokban metszvén,
@ P I P OA (PP ILPT,

s igy a P;' pont ebbél, vagy pedig a (P, P' II P’)=-—1 relatio-
bél is szerkeszthet§.

A hatvan V; pont harmasaval hatvan v, egyenesen fekszik,
melyek viszont harmasaval a hiisz Steiver-ponton mennek keresztiil.
E hatvan v, egyenes egymadast pdrosaval a negyvenitt y-egyenesen

fekvé negyvenodt Gigg, Gy, pontparban metszi, gy, hogy e pontokbol
minden v, egyenesen hdrom van. Igy az

v _ v v v . v v v .
&y, = | A, A,V B, I‘35 | y %y = [ A, A15 Baa Paa | ;
¥ = | I A, VT B,V Czaw |, ! = | A, P, B,,! C35I‘

v, egyenesparok egymast az Y";, egyenesen fekv§
(0" ™). =34, 56), (n" a),=(34, 56,

Gge ontparokban metszik; az Y";,, Y';, Y",, egyeneseken
56 Fp5s) PONLP 36 5
fekvé

(wa).=(34, 56),, (3", =014, 25), (="ys"),=(16, 32),
pontokat pedig a m;'' egyenes tartalmazza. A
(A, ApY Ay ApY) A (Ag" A" AgM ALY,

projectios négyeseket az A,, illetve Tl-pontbol projicialo
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v v
(07 gy @Y V) A (m7 Y om Y
- . "
sugarak metszései az Y”,, egyenessel

(34, 56), (34, b6), (34, b6), (34, Hb6)) A
(34, 56), (34, b6y, (34, 56), (34, b6))),
és altalanosan

(‘},12 (}34 G'34 (}54) 7‘ ((}12 (]"34 (;}34 (}'56)'

Ez utébbi helyzeti viszonylathol pedig az kovetkezik, hogy a
Gpy G'1a, Ggg Gy Gy G'yq pontparok involutiot képeznek, s mert a
2, G-pontok az elsé két pontpartol meghatarozott involutionak ket-
tospontjai, azért (Gye G5 2 G)=—1.

A kilenczven Gy, pontrol végre megjegyezzilk még, hogy
parosaval a negyvenot Y-ponttal egyiitt 180 l,, egyenesen fekiisz-
nek, dgy, hogy minden G, ponton négy l,, egyenes megy keresztl.
Ugvanigy a negyvendt y-egyenes mindegyikén a kilenczven g,; egye-
nes koztl négy par metszi egymast 180 L,, pontban, tgy, hogy
minden g, egyenesen négy l.,, pont van.

77. A kilenczven G, pont még harmasaval hatvan v, egye-
nesen tekszik, dgy, hogy minden G,, ponton két v, és v, egyenes
megy keresztlil. E v, egyenesek egymast harmasaval a hisz STEINER-
pontban és mas hatvan V; pontban metszik, mely utobbiak szintén
harmasaval a htisz Caviev-egyenesen és parosaval kilenczven g,
egyenesen, vagy negyvenot ge; g's; egyenesparon fekiisznek. Ezek az
egyenesparok a negyvenodt (-ponton mennek keresztiill és kapcesolt
sugarai a 8o 801, 8oz 83, gss L5¢ sugarparoktol képezett invelutionak.

Minthogy a ps'ps'mp' sugarak P-bélaz (14, 23)., (14, 23).,
XV Y1 (14, 23) harmonicus pontokat projicialjak, (p;* ps' ©p")=—1.

Ha Pg' az elébbi Pi' pontokhoz rendelt Vg pont, akkor P’ a
(Pt Pt XL 1P = 1 relatiohdl is meg van hatarozva és a
[ M PT] yonaldarabon fekszik, mert P,* a [1I ,P] vonaldarabon van.

A hatvan vy egyenes hatvan perspectivds haromszogparnak
oldala, valamint a hatvan V; pont azoknak szdgpontja; a hatvan V,
collineatio-k6zéppont parosaval kilenczven g, egyenesen, vagy, a mi
ugyanazt fejezi ki, negyvenot gq; g's; egyenesparon fekszik. Ha P,'
az elébbi P pontokhoz rendelt V,; pont, akkor ez vagy a

Pl P I P A (P PID P,
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vagy a (P' P;” II ,PY)=—1 viszonylatbol szerkeszthets és a [1I P']
vonaldarabon fekszik.

A hatvan V, pont hatvan v, egyenest, ezek megint a negy-
vendt g-egyenesen fekvd negyvenot (g Gy pontpart, melyekre nézve
(Ggg G’y ZG)=—1, és hatvan vy egyenest szolgaltatnak.

A vy egyenesek Vg pontokhoz, ezek pedig gs, g5, egyenespa-
rokhoz vezetnek, melyek a g, g'o;, a5 2as, . . . involutiés sornak
kapesolt sugarai, és igy tovabb.

16. Az ;V pontokrdl és ;v egyenesekrdl.

78. Hasonlo uton, mint a hogy a V; pontokat és v; egyeneseket
a V, pontokbol és a v, egyenesekb6l szarmaztattuk, a ,V pontokbol
és ,v egyenesekbdl 1j ;V pontok és ;v egyenesek nyerhet6k. Ezek 1j
iV iv] = i[Vv] configuratiokat fognak adni, melyek a SrtrNer-pon-
tok és Cavrev-egyenesek iranyaban ugyanugy viselkednek, mint a mar
ismert [Vv]; configuratiok.

A 63. pontban egy tételre jutottunk, mely szerint a hatvan ,V
pont parosaval kilenczven ,,g egyenesben fekszik, ugy, hogy mind-
egyik ,V pontbdl harom ,,g egyenes sugarzik ki.

E kilenczven ;,g egyenes egymast harmasaval még mas hatvan
.V pontban metszi, melyek szintén parosaval fekiisznek a ,,g egye-
neseken.

Ugyanis az

1<aln agH 3311) =](CIH CZII CSII ) 1(pII azII a3II> — 1((:'II BZII B?’II ) ]
l(a 111 aZIH aaIII) — (R. 111 B 1T B?‘III) J{ 1(pIII aZIH 3,3111) — 1(B IIT PZIII FSIII) ){

haromszogparok oldalai, melyek ,,g egyenesek, a ™ ™ egyenesen

fekvé A; Ay A;, P A, A; pontokon mennek kereszt(il, s ezért a harom
JIBI G, [T B, | Ty By egyenes egymast egy
oA"Y pontban metszi, mely metszépontok a (P*;A;* pontoktol kilsn-
boznek, mert a | B,™ C,"| || P* A,V | egyenespar a, | P*A,"Y B," C, ™|
| I A, B, T, | egyenespart harmonicusan valasztja el.

A hatvan ;v egyenesbdl hatvan oly perspectivas haromszogpir
alakithato, mint az el6bbiek, és igy hatvan ,V collineatio-kozép-
pontot nyeriink, melyekben az ,,g egyenesek egymiist hirmasival
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metszik, ugy, hogy minden ,g egyenesen két \V és ,V pont
fekszik.
Minthogy a

l(aIII a2II agII) =‘(Clll C2II CgII), 1(aIIII a III III) — B 11 B I B III)
1(bIIII bzllI b3III)=1<A1nI AZIH Aalﬂ), 1(0111 C2II ‘. ) 1(A IIA IIA II)

haromszogek koziil

az 1-s6 a 2-dikkal o™ ™, ,P'; a 2-dik a 3-dikkal ,p™, ,P™;
a 3-dik a 4-dikkel ,p™, 2™ ™ a 4-dik az 1-s6vel ,p", ,PU

collineatio-tengelvre, illetleg kozéppontra perspectivas és a tengelyek
a P-ponton mennek kereszttil; a ,P' pont a p-egyenesen fekszik.
Minthogy tovabba a

_ 1 w 1r . r_ m I prI v
128 = | PLAY B LG |-; 128 = | By G PTGA, |

egyenesek a |II A, B, TI', |, o|P" A" B™ C,”| egveneseket
harmonicusan valasztjak el, ((P* ,P* II P") = —I1.
A hatvan V, pont harmasaval hatvan ,v egycnesen fekszik,
melyek szintén hdrmasaval a husz S1emwer-ponton mennek keresztiil.
Ugyanis az

(A A v A VI (B II F III B2II I‘2III B3H F3HI)
1((‘ v C V I) 2(A I BIII A2I lel A31 Ball)
haromszogek, mert a
IRIV: 11 AlIV BIIV CIIV | , lﬂv =1 ' sz B2V CZV |’ IRVI:1 | A3VI BSVI C3VI |

egyenesek a II-ponton mennek keresztiil, perspectivasak; ezért a
megfelel§ oldalak metszépontjaia ,p™ =, | B;" B,™ B," | egyenesen
fekiisznek.

Minthogy tovabba a 3™ Y k§zéppontra perspectivas

D(Allv A2V ASVI>, 1(IXIIV A2V A3‘I), Bl B2 ?)3

haromszogek kozil az 1-s6 a 2-dikkal, a 3-dik az 1-sével és a 2-dikkal
az | Yg5 Ysu Yoo |, P = o | B/" B," By |, op" =, | B, B," B,"|
collineatio-tengelyre vonatkozdlag perspectivas: a ,p™ egyenes a
P = (]| Ys Ysu Yia | » op™ ponton megy keresztil.

»A hatvan v, egyenes egymast parosaval az y-egyeneseken
fekvg kilenczven ,3(, 3G’ pontban metszi, melyek minden y-egye-
nesen a X- és G-pontokat harmonicusan valasztjak el. E kilenczven
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\r

231, 43" pont parosaval az Y-pontokkal egylitt 180 4,1 egyenesen
tekszik. ugy, hogy minden Y-ponton és minden ,,(i ponton négy ,,l
egyenes megy keresztiil«.

Ugyanis az Y, ¥'1s €8 Y'is, V'is atlospontja és atloja az

Ap A, LAY AT T Ay P ALY
négyszdgeknek, tehat
az A, ,A,V=,2,, A, JA;"V=,a,"V egyenesek egymast a
S(Y a"V)=,84, 56)=,,G pontbhan;
a Il JA;V'=,n"1, A. ,P'=,a," egyenesek egymast a
ST agh)=,(84, b6)=,,G' pontban

metszik, melyek az y”,, egvenesen fekiisznek.
Tovabba az

(ALY Osz 1A2v 2A2v) 7‘ (ARVI 0A3VI 1A3VI 2A3VI)
négyeseket az A,, II-pontokbol projicialo
(alv Oalv lalv 2dIV) 7‘ (TCVI 0,;.CVI 17'CVI 27CVI)
sugarak metsz6pontjai y”,,-vel

(G 017 ;G 55() AN (G opu v 235G ;
s mert (oG ;0" X G) = — 1, azért (536G 3G 2 G) = —1.

Végre a tétel utolso része hasonld uton bizonyithaté be, mint
a 65. pontban levé tétel, csak fel kell az el§l allo »,« mutatokat
»,¢-vel cserélni.

»A kilenczven ,,G pont harmasaval még mas hatvan ,v egye-
nesen is fekszik, ugy, hogy mindegyik ,,G ponton két ,v és két ,v
egyenes megy keresztiil. E ;v egyenesek harmasaval keresztiil men-
nek a Stemwer-pontokone.

lgy pl. a o,G=,(a,Y %™)=,(34, 56) ponton még a ,n¥, ja,";
a 53" =,(x"" a,")=,(3 4, 56) ponton méga ", ;2,"" egyenesek is ke-
resztiil mennek és, mert (535G 5, " 2 G)=—1,azért (G, V3, %2,0,") =—1,
és hasonlokép (,p',p'mp)=—1.

»A hatvan ,v egyenes egymast hiarmasaval hatvan ,V pontban
metszi, melvek harmasaval a Caviey-egyeneseken feklisznek. E ,V pon-
tok parosaval kilenczven 4,g, 5,2" egyenesen fekiisznek, melyek parosa-
val az Y-pontokon és harmasdval a ,V pontokon mennek keresztil ; az
egyes Y-pontokban a 6, og egyeneseket pedig harmonicusan valasztjak el.
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A hatvan ,v egyenes és azoknak hatvan ,V metszépontja oly
s[Vv] configuratiot képez, mint a ,[Vv]e.

A (g, ¥ 52, a; &, Y)=—1 egyenletb6l kovetkezik, mert ;P*=(p
hogy (2PI 31_)1 N, 1 PI) = 1.

A kilenczven ,,g, 5,8 egyenes egymast harmasaval még hatvan
.V pontban is metszi, ugy, hogy minden ;,g egyenesen két ,V és két
.V pont fekszik. Ezek az uj ,V metsz6pontok harmasaval mas rend-
ben még a husz Caviev-egyenesen is fekiisznek. Igy
348 = | ‘AlV A" | =4 | m Aﬁl | y 348 =, ‘ I Aal | =4 I AIVA2“
s mert (5,8 5.8 0,08) = —1, azért GA,Y AV A, AV is = —1, s
hasonlokép (GP* P IL PY) = — 1.

A hatvan ,V pont hirmasaval hatvan ,v egyenesen fekszik, me-
lyek ugyancsak harmasaval a STeiNer-pontokon mennek keresztiil. A
hatvan ,v egyenes a 4[Vv]-vel analogus ,[Vv] configuratiot képez.

A P StemNer-ponton keresztil mendé ,p' egyenesre all, hogy

(3pI 4pI =11 III opI) — 17 Stb.

17. Altalanos tételek a Pascal-hatszoggel kapcso-
latos configuratiokrol,

79. Eddigi fejtegetéseink eredményél a kévetkezo tételbe foglal-
hatjuk Ossze:

Ha a Pascar-hatszog képezte configuratiohban

Vo a hatvan Pascar-egyenes,

V, a hatvan Kirkman-pont,

S a husz SteNEr-pont,

s a husz CavLev-egyenes,

g a tizendt STEINER-egyenes,

2 a tizendt Sarmon-pont
egyikét jelenti, akkor minden s-egyenesen harom V,- és harom 2-pont
bizonyos modon egymdashoz van rendelve, és minden S-ponton harom
vo-egyenes és harom o-egyenes megy keresztiil, melyek ugyanazon
modon vannak egymashoz rendelve.

(fgv a  CaviEv-egyenesen: a P, X5 T, PU ¥, I. pHi 31, I
Kirkman- és Sawmon-pontok; a P StriNer-ponton keresztiil mend
egyenesek koziil a p', o'% M p g™ I, pi gL T Pascar- és
SteINER-egyenesek vannak egymadashoz rendelve.)
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Ha a tizenot s-egyenesen a
hatvan ,V, V,, V,...V; .. .,V,
2V, 3V ... iV... pontot a kovet
kezd egyenletekbdl (64)

(S oV 2 Vo) :'3—
(Vo V, SoV)=—1, (V1 V2 Vo)=1

(VaiVaica SoV)=—1, (Vyits Vaige 5 Vo)=—1

(V,V I Vo=1
(V,V 8 oV)=1,

(|i+1V2i+2VS oV)=~1, (gits Vaits VI Vo):_l

meghatarozzuk, akkor a V,V,,
VoV, o o 01VaV, 5V, V, .
pontparok egy involutios sort ké-
peznek, melynek kettdspontjai S,
oV,ésaV, Vo, VoV, o . L OV, V,
,V,V, . . . pontparok egy masik
involutios sort képeznek, melynek
kettéspontjai X, V,. Az a Vo oV
pontpar, mely az S ,V, 2V, pont-
parokat harmonicusan elvalasztja,
az els6 és masodik invalutios pont-
sornak kapcsolt pontparja ; e pont-
parhoz kozelednek, a végtelenig
nagyobbodo i-vel, az els6 és ma-
sodik involutiés sornak Vi Vi,
illetve siq, Voiq,V kapcsolt pont-
parjai.

A hatvan V; pont mindegyiké-
ben a hatvan v; egyenes koziil
harom-harom metszi egymast, és
minden vi egyenesen, hiarom-ha-
rom V; pont fekszik. A hatvan

Ha a tizeno6t S-ponton keresz-
til men§ hatvan ,v, ,v, v, ...
Vi, o« 1VyaVygV, . . . iV, . . . egye-
nest a kovetkez6 egyenletekbol

(S oV O V,)

(Vo V3 S oV)—1, (Vy V3 0 Vo)=—1

(Vai Vaigs 8 oV)=—1, (Vait1 Vaits G Vo)=—1

(oV 1V G Vo)——1

(1V oV S oV)=--1,

(it ¥ 2iteVSoV)=—1, (2itaVortsV e Vo==1)

meghatarozzuk, akkor a v, vy,
VoVgy, o . . 1VeV,5V,V,. . .SU-
garparok egy involutios sort ké-
peznek, melynek kettGssugarai
S, oV, 65 @ V{ Vg, VaVyy o . .oV
1V, oV gV, . . .sugdrparok egy
masik involutiés sort képeznek,
melynek kettdssugarai o és v,. Az
a Voo ooV sugarpdr, mely az s v,
o v, sugarparokat harmonicusan
elvalasztja, az els6 és masodik
involutios sugarsornak kapcsolt
sugarparja ; e sugarparhoz koze-
lednek, a végtelenig nagyobbodo
i-vel, az elsé és masodik involu-
ti0s sornak vy Veiyy, illetve 44,V
si+eV kapesolt sugarparjai.

A hatvan ;v egyenes mind-
egyikén a hatvan ;V pont koziii
harom-harom fekszik, és az ;V
pont mindegyikében harom-ha-
rom ,v egyenes metszi egymast,
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V; pont és a hatvan v; egyenes egy
[Vv); configuratiot képez, mely
6 Desarcues-configuratiora (10,
10;) oszlik.

A hatvan V; pont és a hatvan
v; egyenes hatvan perspectivds
haromszogparnak collineatio -ko-
zéppontja és tengelye; e harom-
szogparoknak oldalai és szog-
pontjai a [Vv]i configurationak
egyenesel és pontjai.

Ezenkiviil minden v,; egyenes
collineatio-tengelye és egy X pont
collineatio-k6zéppontja egy per-
spectivas haromszogparnak, mely-
nek oldalai és szogpontjai a
[Vvl]si—y configuratidhoz tartoz-
nak; és minden V,i;, pont col-
lineatio-k6zéppontja és egy o egye-
nes collineatio-tengelye egy per-
spectivas haromszogparnak, mely-
nek oldalai és szogpontjai a [Vv]y;
configuratiohoz tartoznak.

Ha i—o, akkor minden v,
egyenes collineatio-tengelye és egy
2 pont collineatio-k6zéppontja egy

perspectivas haromszogparnak,
melynek oldalai és szogpontjai a
[Vv], configuratiohoz tartoznak ;
ha pedig i=w, akkor veo €s egy bi-
zonyos X, valamint egy ¢ és Veo col-
lineatiotengelye, illetve kozéppont-
ja oly perspectivids haromszogpar-
nak, melynek oldalaiés szogpontjai
a oo[ Vv] configuratiohoz tartoznak.

A hatvan V,; és V,iy; pont

paronként kilenczven g,;

DR. KLUG LI OT

A hatvan ;v egyenes és a rajluk
tekvé hatvan ;V pont egy ;[Vv]
configuratiot kepez, mely hat
Desarcuss-configuratiora (10,,
10,) oszlik.

A hatvan ;v egyenes és hat-
van ;V pont hatvan perspectivas
haromszogparnak collineatio-ten-
gelye és kozéppontja; e harom-
sz0Ogparoknak oldalai és szog-
pontjai az ;[Vv]configuratio egye-
nesei és pontjai. Ezen kiviil min-
den ,;V pont collineatio-kézép-
pontja és egy o-egvenes colli-
neatio tengelye egy perspectivas
haromszogparnak, melynek olda-
laj és szogpontjai a;[Vv] con-
figuratiohoz tartoznak; és min-
den ,iy,v egyenes collineatio-ten
gelye és egy 2Z-pont collineatio-ko-
zéppontja egy perspectivas ha-
romszogparnak, melynek oldalai
és szogpontjai a ,i[Vv] configu-
ratiohoz tartoznak.

Ha i=o, akkor minden ,V
pont collineatio-kdzéppontja és egy
c-egvenes collineatio-tengelye egy

perspectivas haromszogparnak,

melynek oldalai és szdgpontjai a
o[Vv] configuratiohoz tartoznak ;
ha pedig i=«w, akkor «V és egy
bizonyos o, valamint X és ooV
collineatio-kdzéppontja,illetve ten-
gelye oly perspectivas haromszog-
parnak, melynek oldalai és szog-
pontjai a [Vv]ew configuratichoz
tartoznak.
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egyenesen fekszik, még pedig
akkép, hogy minden ily egyene-
sen két Vy; és két V,i4, pont van.
E kilenczven egyenes egymast
parosaval (gsi, 2i41 a1, 2it1) DEEY-
vendt, harmasaval a s-egyenese-
ken ftekvd és az 7 ériékétdl fig-
getlen Y-pontban metszi.

A hatvan 44,V €s 41,V pont
paronként Kkilenczven ,iiy, site8
egyenesen fekszik, még pedig
akkép, hogy minden ily egyene-
sen két 44,V és két 44,V pont
van. E kilenczven egyenes egy-
mast parosaval (sii1, sita, 2ita,
site8’) az elébbi negyvenst Y-
pontban metszi.

A hatvan ,V pont ndgyesé-
vel .g egvenesen [ekszik, melyek
szintén az Y-pontokon mennek
keresztiil és tizenst D-haromszog-
nek oldalai.

A hatvan Ve és hatvan «V
pont hasonlokép kilenczven, pa-
ronként a Y-pontokon keresztiil
mend, (wgw, wgw) egyenesen
fekszik, még pedig minden ily
egvenesen két Ve és két ooV
pont van.

Ugyanazon az Y-ponton ke-
resztiil mend egyenesekre nézve:

(8ai, 2its Lot 4q O of)=—1,
(91415 2428 2141: 91408 O og)=*1,
(831, 2041 Bortoruts 2 oy )=—1,
(141> 21128 2rbar 2ia8 X Goy ) =—1.

A jobb oldalon allo tétel negy-
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A hatvan v és 44V egyenes
paronként kilenczven 4; 454 (1 pon-
ton megy keresztiil, még pedig
akkép, hogy minden ily pontban
két ,;v és két ,;,,V egyenes metszi
egymast. A metszépontok paro-
saval (gi, 014108, a1, 244(Y) nEGY-
vendt, harmasaval a X-pontokon
keresztill men6 és az 7 érté-
kétol fiiggetlen y-egyenesen
vannak. A hatvan v, és vy,
egyenes egymast kilenczven Gy,
2 42 pontban metszi, még pedig
akkép, hogy minden ily pontbol
két voiy, és két vyy, egyenes
sugarzik ki. E kilenczven pont
parosaval (Ggitys sitay (Faifry a1te)
az el6hbi negyventt y-egyenesen

fekszik.
A hatvan v, egyenes négyesé-

vel negyvendt (x-pontban metszi
egymast, melyek szintén az y-
egyeneseken fekiisznek és tizenot
A-haromszdgnek szogpontjai.

A hatvan v és hatvan oov
egyenes egymast szintén kilencz-
ven, paronként az y-egyeneseken
fekv6, (oGew, owG'w) pontban
metszi, még pedig minden ily
pontbol két veo és két v egye
nes sugarzik Ki.

Ugvanazon az y-egyenesen fek-
v6 pontokra nézve :

(21, 011G 93, 0ig G 2 G)=—1,
(Grais give Glartraaige B G)=—1,
(21, 201G 2t sl 0 (D)= 1,
(Wartrrarto Uiy g T (1 =—1.
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venot y-egyenesén a kilenczven
95, 2141 €gyenesbdl és a kilencz-
Ven gitq, 0408 egyenesbll négy-
négy par metszi egymast Lyi sitq,
illetve 4,44, 5,450 pontokban. E
pontoknak szama kiilon-kiilon 180,
ugy, hogy minden gy »iy, egye-
nesen négy Lo o144, és minden
git12i+28 €gyenesen neégy
2it1s2iteli pont tekszik.

A negyvenoit g egyenes egy-
mas hataval a f(enti tizentt D-
haromszog tizenoét szogpontjaban
metszi, melyekben az y-egyenesek
is harmasaval talalkoznak; e pon-
tok mindegyike tizenként incidens
L-pontnak tekinthetd.

DR, KLUG LIPOT

A baloldalon allo tétel negy-
venot Y-pontjabol négy-négy
2is aite] €8 NEGY-NECY 5itq,gidtel

egyenes sugarzik ki, melyeken a
a1 2it1( €8 @ 4itq, 4i1eG pontokbol
négy-négy fekszik. Ezeknek az
egyeneseknek szama 180, ugy,
hogy minden ,; .i4,G pontban
NegY o, i1l €s minden giy,9ipsl
pontban négy iy, eitsl egyenes
metszi egvmast.

A negyvenot G-pont hataval

a fenti tizenot A-haromszog tizenot
oldalan tekszik, melyeken az Y-
pontok is harmasaval rajta van-
nak; e haromszdgoldalok mind-
egyike tizenkét incidens l-egyenes-
nek tekinthetd.

18, Nehany, a configuratioval kapcsolatos involu-
tios helyzetii pontrdl és sugarrol.

80. A configuratioban az el6bbiekben ismertetett involutios pon-
tokon és sugarakon kiviil még mas involutios pontok és sugarak is rej-
lenek, melyek akkép szerkeszthetok, hogy a configuratioban elétordulo
négyszigek szbgpontjait bizonyos pontokbol projicialjuk és a négy-
oldalak oldalait bizonyos egyenesekkel metszsziik. Ezek az involutiok
tobbnyire kézds tarton harmasaval lépnek fel és részben kozos ele-
mel vannak. Egylittes targvalasuk kedvéért czélszeriinek tartjuk
elére bocsatani a kovetkezd tételt:

sHa ab, c¢d, x ; be, da, vz két involutiés sornak kapcsolt
elemei, akkor a ca, bd., zx elemparok is kapcsolt elemei egy invo-
lutionak, és a z. x, y elemekhez kapcsolt elemek e harom involu-
tioban incidenseke.

Dgyanis a feltétel szerint

(acbx)A(bday), (bday)A(cadz),
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ennélfogva (acbx) A (cadz), azaz az ac, cd, zx elemek kapesolt
elemei egy involutionak. Masrészt abbol, hogy

(acxz)A(bdyz), (acxz)A(dbx'y),
kovetkezik, hogy
(bdyz) A(dbx'y) A (bdyx),
vagyis z =x. és, hasonlé uton kimutatva, z'=v’".

Az abedxyz elemeket ugy tekinthetjiik, mint egy négyoldal
oldalainak metszépontjait egy egyenessel. vagy mint vetit sugarait egy
négyszog szogpontjainak, valamint atlosharomszoge szogpontjainak
egy pontbol. Ennéltogva :

»Egy altalanos helyzetli egyenes egy négyoldalnak és atlés-
haromszdgének oldalait hét pontban metszi. A négy els6 metszd-
pont haromszor bonthaté két-két parra. melyek harom involutio
kapesolt pontjainak tekintheték. Ez involutick mindegyikében a
harom utobbi metszpont koziil kettd kapesolt pontpar, és a kimaradt
harmadik ponthoz a harom kapecsolt pont az egyenes involutiokban
incidens«.

Ezt a segédtételt és dualis tételét fogjuk a kovetkezGkben al-
kalmazni.

81. A P Stemer-pont Osszekotd egyenesei

1

' op" P w
p p pl T Gt L g
p p plI T G’ 11 CII) II1
az
% B a,% b — A B (14, 56) X VI A, B,
Bz YZ b 111 C 11 __B 11 F IIx (1 6’ 52) EVI, v 132 CZ
vs o € a™=TT AT (12, 45) 3% Y G, A,

négyoldalak szemben fekv§ szdgpontjaival egy-egy involutiét képez-
nek. A ob ¥, o ™ gL, Lhez kapcsolt sugar az egyes involu-
tiockbol ugyanegy sugar.

Tovabba a p CaviLEv-egyenes az

A‘I BI (JAl“ 0]7)'11, Bz P? OB2IH OC2H’ 1‘3 A'3 0(—:31 013'\3“l

négyszogek szemben fekvd oldalait a
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'[)l. o[)l]
’Pll OPlJl o})l
.IT)]” OE)I

Ol)III L[

o 11

o, oy, 1
VI, 1 W I
d )

ZI, 11 EII, 11T

pontparokban metszi, melyek egy-egy involutiot képeznek. Ezekben
az involutiokban a X% ™ X%, M 3¥ML 1 sygarakhoz kapcsolt harom

sugar egybeesik.
Ennélfogva :

»Minden StriNer-pontbol ha-
rom :Pascar-, egy Caviev- és
harom STEINER-egyenes sugarzik
ki. A négy els¢ egyenes, paron-
ként egyesitve, harom involutiot
hataroz meg. — Ez involutiok
mindegyikében két SteNER-€gYe-
nes kapesolt, és a kimaradt har
madik STEINER-egyeneshez kap-
csolt harom sugar egybeesike.

»Minden CaviEY-egyenesen ha-
rom ,V-, egy STEINER- és harom
Sarmon-pont fekszik. A négy elso
pont paronként egyesitve harom
involutiot hatdaroz meg. — Ez
involutiok mindegyikében két
Sarmon-pont kapesolt, és a ki-
maradt harmadik SaLmoN-pont-
hoz kapcsolt harom sugar egy-
beesik«.

82. A v o= p' a' a,¥ a,"'] négyoldal és D™ ™ =
Dyy Dy, Dy atlosharomszogének oldalai a s> ™ egyenest a P, A,,
A, A;, Y7, Y7 YY", pontokban metszik. Tovabba a V,™% ™ =

[PT A A7 AVY], négyszig és A™

nak 6sszekotd egyenesei a X
egyenesek.
Ennélfogva a:

PA A A Y, Y
P A, Ay Ay Y Yo,
P Ay A Ay Y Y,

elemparok involutiés alakzatok.

Igy tehat:

Egy S1eiNer-egyenesen fekve
négy STEINER-pont, paronként
egyesitve, négy involutiot hata-
roz meg. Ez involutiok mind-
egyikében két Y-pont kapesolt,?

™ atlosharomszige szégpontjai-

ponttal a p a, a; ag vy, Vg, Y

rn 144
P & dp ag Y12 ¥V 3

144 r
P 2 Yise V12

r” 144
p ag a; 2, Y3e Y s

»Egy Saimon-pontbél kisu-
garzo négy STEINER-egyenes pa-
ronként egyesitve négy involu-
tiot hataroz . meg. Ez involu-
tiok mindegyikében két y-egve-

! Verox E, id. m, 37, old, XXV, és XXVII. teorema,
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és a SrriNEr-egyenes harmadik
Y-pontjahoz kapcsolt pontjai az
egyes involutioknak egybees-
nek«.

nes kapecsolt, és a SaLMoON-
pon bol  kisugarzo harmadik
y-egyeneshez - kapcsolt sugarai
az egyes involutioknak egybe-
esneke.

Ha ellenben ama v ™ négyoldalnak és D™ ™ atlosharom-
szogének oldalait a mw Caviev-egvenessel metszsziik, valamint a V,™> ™
négyszég és A™ M atlosharomszogének szégpontjait a II SteINER-
pontbol projicialjuk, akkor ama metszépontok és eme prujicialo

sugarak
IHV 1I'[VI 11'[IV }.) OHV OHVI’
]1IVI 1HIV lIIV P OI'-[VI DHVI,
AT (IR P IV G IDY,

involutios alakzatok. Ennéltogva:

»Minden CavLEY-egyenesen
harom ,V-, egy STEINER- és ha-
rom ,V-pont tekszik; ezek ko-
zll az els6 négy paronként egye-
sitve harom involutiot hataroz
meg. Ez involutiock mindegyi-
kében két ,V-pont kapcsolt, és
a kimaradt harmadik ,V pont-
hoz kapcsolt pontok egybe-
esnek«.

VI

T, " p ' w
v v VI 1V

Lo ™ P T
1.CIIV Tclv Tt] VI p TCIV ﬁV

>Minden S EmNer-ponton ha-
rom v,, egy Caviev- és harom
Pascar-egyenes megy keresztiil;
ezek koztl az els6 harom pa-
ronként egyesitve harom invo-
lutiot hataroz meg. Ez " invo-
lutiok mindegyikében két Pas-
caL-egyenes kapecsolt, és a ki-
maradt harmadik Pascav-egye-
neshez kapcsolt egyenesek egy-
beesneke.

83. A p Caviev-egyenes a
B, I'B™C™ TI' A G'A™ A B A”"B/}
négyszogek szemben tekv6 oldalait kdvetkezd pontparokban metszi,
és a P StriNer-pontbol a
Biyaib™ie™  yp et @™ o By At b
négyoldalak szemben fekvd szogpontjai a kovetkez6 sugarparokkal
vetithet6k :

l)II I)III NI, I NI I II l) I I
1

11 11
oP”  op G T .p
prurpr s 1 Nm m [ pLu op™ opl 5l - lpx
propmooNmLomownn 1 [ p o P 6 - lp|

melyek involutios helyzettick.
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Ezért:

»Minden Caviev-egvenesen
harom Kirgkman-, harom SaLr-
MON-, hdrom V.- és egy STEINER-
pont fekszik. Két Kirkman-pont és
a két hozzarendelt SaLmon-pont
egy involutiot hataroz meg, mely-
ben a Stemer-ponthoz egy V,
pont van kapcsolvac.

»Minden STEINER-pontbdl ki-
sugarzik harom ,v-, harom STE!
NER-, hdrom ,v- és egy CavLEV-
egyenes. Két ,v egyenes és a
hozza rendelt két SteNER-2gYe-
nes egy involutiot hataroz meg,
melyben a Cavirev-egyeneshez
egy ,v egyenes van kapesolvae.

II. NEGY KULONOS PASCAL-HATSZOGROL.

Az el6bbi fejezetben lattuk volt, hogy egy 4altalanos Pascar-
hatszég hatvan Pascar-egyenese és hatvan Kirkman-pontja mind
kiilonb6z6. Lehet azonban oly Pascar-hatszigeket is szerkeszteniink,
melyeknek a Pascar-egyenesei és Kirkman-pontjai koziil tobben egye-
stilnek. Ugyanis, ha a Pascar-hatszég kortl irt kupszeleten a hal-
sz0g szogpontjai egy-, két-, harom- vagy négyfélekép képeznek invo-
lutiot, akkor ezekben az esetekben megfeleléleg egyszer négy, kétszer
négy, haromszor négy és egyszer harom, végre haromszor négy és
egyszer hat PascarL-egyenes és ugyanannyi KIirkmaN-pont egy-egy
egyenesben, illetve pontban egyesiil, a mint azt a kovetkez6kbdl
be togjuk lathatni.

1. Oly Pascal-hatszégroél, melynek szégpontjai
involutiot képeznek,

1. Egy kupszeleten felvesziink harom pontpart, az 12, 36,
b 4-et, melyek involutiot képeznek ; e pontok egy killonds Pascar-hat-
szOognek 12345 6-nak szogpontjai, melynek négy Kirkman-pontja az
involutio-kozéppontba, T=(1 2, 36, 54)-be és négy Pascar-eg enese
a t involutio-tengelybe keriil.

Megtartvan az altaldnos Pascar-hatszogh6z hasznalt jelolést,
az I. és [II. tdblazatb6l azonnal kitiinik, mert a T-nek polarisa a t-
egyenes, hogy

1 11 1Y VI
t =2 ?’a Ys T

"l‘ = A-3I BSII anI IIVI;
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tovabba, hogy a by'c,'c,™a,™a,™ b,™ pf p™ p™a;V b,V ¢,V Pascar-
egyenesek a T-ponton mennek keresztfil és a
'831 C31 C3H A3H ASIII B3III PI PII PIII Aavl 'B3VI C3v1

Kirkman pontok a t-egyenesen fekiisznek.

A 2316, 463bH négyszogeknek szemben fekvs oldalparjai
23, 16; 46, 35 harmonicusan vannak e'valasztva a T-t6] s a t-t6l,
s ugyanigy ezeknek (23, 46) (16, 35) metszépontjai, valamint e
pontokat az A,Y' pontbol projitiald o,"* a,"' egyenesek is.

Hasonlo uton bizonyithato be, hogy a t-egyenes

stl C3VI ])I PII PIII B31 C3I C3II Asll A3HI B3IH (3 5, 46) (1 5, 24)
(13,62) (34, 56) (14, 25) (16, 32) I A, B, I},
pontjaibol kisugarzo
BIVI pavl’ Y1VI \{2VI’ all a21, BIII ana Y]_IH YZHI, C]_I 021, bLI b21’
a]_H aZII’ C]H Czll, bIIII bzllI, allll uzIII’ alrv azv’ bIIV bzv, CIIV sz,
aZIV alv, lev BIV’ YZIV Ylv: TCIV ch, %Iv asv, lev B?.V’ Y v Y3V
egyenesparvk harmonicusan vannak elvalasztva a T-t6l s a t-t6l.

Minthogy az A" = (B, v,"), &, =" 1,") és a {," ",
11" 1.¥" egyenesparok harmonicusan vannak elvalasztva a T- és t-t6l,
azért az A, A,"" pontpar és, basonlé dton bebizonyitva, mind az
elobbi Pascar-egyenesparokhoz rendelt Kirkman-poniparok harmo-
nicusan lesznek elvalasztva a T- és t-t6l.

2. A Stemer-pontok és Caviev-egyenesek helyzete szintén egy-
szerlibbé lesz.

Ugyanis PA; B, C;=T, pagbyc,=t, IIA; B, I'; pontok a t-
egyenesen [ekiisznek, és a mway B;1; egyenesek a T-ponton mennek
keresztil. Minthogy a T- és t-t6] harmonicusan elvalasztott a,™ a,™,
a, ™ a,’" és «,V a,", o' o, egyenespirok egymast az A, A,,
A, A, pontparokban metszik, e pontparok és hasonlokép B; B,,...
a, a,, b, by, . . .pont- és egyenesparok harmonicusan vannak
elvalasztva T- és t-tol.

A Sininer-egyenesek koztil hat a T pontbdl sugarzik ki és invo-
lutiot képez, négy para II A, B; I'; pontokbol sugarzik ki s a T- és t-t6l
harmonicusan van elvalasztva, végre egy a tegyenesben fekszik.
Ugyanez mondhalo, a valtoztatandok megvaltoztatasaval, a SaLmon-
pontokrol.
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3. Nézziik most, mikép viselkednek a [Vv]; ;[Vv] configura-
tick pontjai és egyenesei a T és t irdanyaban.

Az altalanos Pascar-hatszogrél lattuk, hogy egy tetszéleges
[Vv] configuratiohoz tartozé és barmily fels6 mutatoval ellatott
pa; by c; egyenesek megteleldleg a P A, B; C; SteiNer-pontokon men-
nek keresztil, melyek jelenleg a T-ben egyesiilnek. Ezek az osszes
egyenesek tehdt jelenleg a T-ponton mennek keresztil. Amde
ama configurationak b,¥' ¢,V%, by' ¢'y ¢ a;”, a;"™ by™ egyenes-
parjai egymast annak IIV' A,' B,”" I';' pontjaiban metszik; ennél-
fogva minden |Vv| configurationak 1IY* A.' B,™ I, pontjai a T-ben
vannak.

Tovabba a configurationak barmily fels§ mutatéval ellatott
P Ay B, C; pontjai megfeleldleg a t-vel egybeesé p a; by ¢; Caviey-
egyeneseken fekiisznek, s mert a B,V1 GV, B,TC,T, Cg'M A", A" B,™
pontparoknak osszekot egyenesei a configurationak =" a,* ™ v,™"
egyenesei, azért ezek az egyenesek a t-vel Osszeesnek.

Az A, A, B, By, G Gy, A, Ay, B, B, I'| I, SteINER-pOnt-
parok harmonicusan lévén elvalasztva a T- és t-t6l, a tekintetbe vett
configurationak a,” a,”, a,"™* a,”™, b’ b,", b,™ b,™, ¢," ¢,}, ¢, ¢,7,
all oL ale a2v1’ sln {3211, @IVI @2“» YlnI Y2111, Yle Y2VI egyenes-
parjai, melyek ama pontparokat a configurationak a t-egvenesen
fekve C,™ B3III CSI A BT ASIII Pr ASVI pu B3VI prI C3VI pont-
jaibol projicialjak, szintén harmonicusan vannak elvalasztva a
T- és t-tsl.

A j-dik configurationak, akar [Vv]; akar ;[Vv]-nek, a,"V a,¥
‘egyenesel a (j44)-dik vagy (j—)-dik configuratio ;" ;™ egyenesei-
nek Gj: vagy G metsz6pontjan mennek keresztiil s, mert ez utobbi
egyenesek a t-ben egyestiltek, azért valamennvi configurationak
a,"v a," egyenesparjai és, hasonlokép kovetkeztetve, b,V b,Y, ¢,V ¢,",
oV a™, BV B, 71V 7.V egyenesparjai egymast a t-ben metszik.
Amde e hat egyenespar az el6bb felirt hat Stemer-pontpart proji-
cialja; ennélfogva a hat egyenespar is harmonicusan van elvalasztva
a T- és t-tol.

Eddig egy tetsz6leges configurationak tjzennyolcz egyenes-
parjarol mutattuk ki,hogy a T-ést-t6l harmonicusan vannak elvalasztva.
De ha ezeknek az egyenesparoknak megjelolésére szolgalo kis betii-
ket nagy betiikkel cseréljiik fel, akkor az igy szarmazott tizennyolez
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pontparrdl ugyanazon 2z tuton kimutathaté, hogy azok a T- és t-t6l har-
monicusan vannak elvalasztva. Es ha e pontparokbél az A"V A,Y,
AT AY, BYR)Y, G GY-6t at-egyenes 11 A, B, I'y pontjaibol pro-
jicialjuk, akkor a projicialo egyenesek =V wY, « oY, 3"V BsY,
Y 1Y, valamint az ezekhez rendelt II'V IIV, . . . pontparok, szin-
tén harmonicusan lesznek elvalasztva a T és t-tgl.

Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio
egyenesei és pontjai akkép. viselkednek a T- és t iranyaban, mint
a|Vv], configurationak azokhoz rendelt Pascar-egyenesei és Kirkman-
pontjai. Ki mondhatjuk tehat, hogy:

Ha egy Pascav-hatszog szogpontjai involutiot képeznek
a rajtuk keresztiil mend kupszeleten a T involutio-kozép-
pontra és a t involutio-tengelyre, akkor e hatszignek négy
KirkMaN-pontja és négy azokhoz rendelt Pascar-egyenese a
T- illetve t-ben egyesiil. Tizenkét Pascar-egyenes a T-ponton
megy keresztiil és az ezekhez rendelt KirkmanN-pont a t-egye-
nesen fekszik,; végre a tobbi huszonkét par Pascar-egyenes
és Kirgman-pont a 1- és t¢-t0l harmonicusan van elvilasztva.

Ugyanigy viselkednek az dsszes [Vv], ;/Vv] configura
ticknak pontjai és egyenesei a 1- és a tiranyaban.

A Srtewer-pontok koziil négy a 1-ben van és azoknak
ellenpontja a t-n fekszik; a Caviev-egyenesek kozil négy a
t-hen fekszik és azoknak ellenegyenese a 1-n megy keresz-
tiil; a tobbi négy par SteiNer-pont és Caviev-egyenes a 1- és
t-t61 harmonicusan van elvilasztva.

A SreNer egyenesekbol és SaLmox egy a t-ben,
illetve T-ben van; hat a T-bél sugarzik ki, illetve a tn
tfekszik és Involutiot képez; végre négy par STEINER-egyenes
és Saimon-pont a 1- és t-tol harmonicusan van elvdlasztva.

2. Oly Pascal-hatszogrol, melynek szogpontjai
kétfélekép képeznek involutiot.

1. Kgv kupszeleten felvesziink egy pontpart, 1 2-t, és szerkesz-
tiink azon oly ket pontpart, 35, 4 6-ot, mely az 1 2-1 harmonicusan
elvilasztju. Az 123456 hatszog egy killonds Pascar-halszig lesz,

8
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melynek négy Kirkman-pontja és négv Pascar-egyenese kétszer egyestil
egy-egy pontta, illetve egyenessé.

A 3456 négyszog atlosharomszogének, tehat a kipszelet egyik
polaris haromszdgének szégpontjait és oldalait kévetkezékép jeloljiik :

T=(34, 56), T,=(36, b4), U,=(85, 46),
t=T,0,, t4,=0,T, u,=TT,.

Minthogy a szerkesztés kovetkeztében a 35, 46 pontparok az

12-t harmonicusan valasztjak el,
u,=12, T=(12, 36, 54), T,=(12, 34, 56);

tehat az 11, 22, 35, 46; 12, 36, 54; 12, 34, 56 pontparok
involutiot képeznek, melynek involutio -k6z€ppontja illetSleg tengelye
U, u,; T, t; Ty, .

Ebbél, tekintettel az el6bbi §-ra, kovetkezik, hogy a m"' a,*
B 1s™, p' oa,"v a,v a;"' Pascar-egyenesek a t, t;-gyel és a
I A B, I,™ PP A,™ A,V A,V Kirkman-pontok a T, T,-gyel egye-
siilnek ; tovabba, hogy a by" ¢,* ¢ a, a,™" b,™ p™ p™ b,V ¢!
6s az oV o o™ o™ oY Y wY w'V o' a," Pascar-egyenesek a
T, illetve T; ponton mennek keresztiil, holott a By Gy Cg™ A,™ A™
B3111 pu pro B?)VI C3VI 6és az AIVI AZVI AV A3Iv Alv Asv v 1
A" A Kirkman-pontok a t, illetve t; egyenesen vannak; végre az

R A R R A R A L AN
bll bgl’ alII 32119 C]II 0211, bIIII b2III, allll agIII’ bIIV sz7 ClIV sz7
™ oY, BB Y Y, Y onY, ™ oY, B OB, 1Y v
éS a bgl 031’ b]I clI, ng cZI' b3VI C3VI’ D]Av CIIV’ bgV C2V’ B2VI YzVI)
B1VI ~{1VI, ﬁzlv YZIV’ @31v YSI\" {33V Y3V, @IV Ylv’ Bljl YlIIIa lel YQIII,
a3II a3III, blIII C]_II’ bglII C2II, pII pIII’ 0311 b3III. aIII aIIII, a'ZII 32111
egyenesparok harmonicusan vannak elvalasztva a T, t, illetve Ty,
t,-t6l. Ugyanez mondhaté amaz egyenesparokhoz rendelt Kirkmax-

pontokrol is.

Az U,, u;-t6] harmonicusan vannak elvalasztva: a T-bdl kisu-
garzé by" ¢, by™ ¢, as™ a,™, byY' ¢V, p p™ és a T,-bél kisu-
garzd o, ¥ Y, ¥ o', oy oY, )t ot Y w¥, valamint a b," ¢,
bt ¢ a,™ a, ™ a ™ a," b™ ¢ b, ¢, b,V ¢V, bY ¢,
B1VI Y2VI, Bzvl YlVI) B:SIV sty §3v ,Y3IV’ ﬁzlv Ylva ﬁvl YEIV7 ﬁlll anlg
B, v,"" egyenesparok, valamint az ezekhez rendelt Kirkman-
pontparok. Ugyanis pl. ez utébbi csoport els6 két egyenesparja
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azért van harmonicusan elvalasztva U,, u,-t6l, mert a t6lik meg-
hatarozott négyoldal atlésharomsziége T T, U,.
2. A Steiner-pontok és Caviev-egvenesek helyzete a kivetkez:

PA, B, C="l', IlA A, A,=1,; B; Iy atn, A, A, a t,-en [ekszik;
pagbgeg=t, moy & o3=t;: B3y, @ T-n, a; a, a T;-en megy keresztiil.

Az A A, B, B, C C,, B, B,, Il pontparok és az a,a,, .
egvenesparok T- és t-t6l,

a B I, B1I, B, I, B (, B,C, pontparok és a B, 7, .
egyenesparok T,- és t;-tdl,

az A A, B, C,, B,C,, B, I';, B, I, B, I', pontparok és az a, a,, . ..
egyenesparok U,- és u,-tdl
vannak harmonicusan elvalasztva.
Ennélfogva

A B, G ) a, by ¢, ) B, B, B, |
ABG, abef LLL[ 1nnn
haromszogparok a T- és t-re, illetve T,- és t,-re,
} a, b, ¢ ) ) B, B, B, ) By B Ps
2 f 8y Cy by }’ Ly I, 1 ‘ T3 V2
haromszogparok az U;- és u,-re
vonatkozolag perspectivasak.

A tt u, egyenesek SteiNer-egyenesek és a T T, U, pontok.
SaL pontok ; a T, T,-b6l kisugarzé StEINER-egyenesek és a t,
t,;-en fekvé SarLmon-pontok kétszeresen képeznek involutiot.

3. Az el6bbi §. szerint a [Vv];, ;|Vv] configuratioknak visel-
kedése a Tt és T,t, iranydban megegyezik a [Vv], configuratio
viselkedésével. Jelenleg tehat csak azt kell megvizsgalnunk, hogy a
[Vv], configurationak az U, u,-t6l harmonicusan elvalasztott pontjai-
hoz és egveneseihez rendelt pontok és egyenesek a [Vv]; ;[Vv]
configuratiéban szintén harmonicusan vannak-e elvalasztva az LJ;-
ds u,-tol.

Egy tetszés szerinti [Vv] configuratiénak az a tizenhat egyenes-
parja (és az azokhoz rendelt pontparja), melyet a 2. pont végén
felivtunk, azért lesz harmonicusan elvalasztva az 11}, u,-t6l, merl
az cgymasra kovetkez6 parok oly négyolda nak oldalai, melynek
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atlosharomszoge a TT, U;. A configurationak tobbi kétszer 6t egye-
nespdarja, mely a [Vv], configuratiénak az U,- és u,-t6] harmonicusan
elvalasztolt egyenesparjaihoz van rendelve, azért van az U,- és u,-16l
harmonicusan elvalasztva, mert mindig olyan pontparjat projicialja
a configurationak a T vagy T, ponthdl, a melyr6l mar tudjuk,
hogy az U,-és u,-t6] harmonicusan van elvalasztva. Igy a configura-
tionak b,' ¢;' vagy p" p™ egyenesparjai az U,-és u,-t6l harmonicusan
elvalasztott (,'B,Y, B, I',™ pontparjait projicialjak a T-pontbél.

Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio ép
ngy viselkedik az U,, u; irant, mint a [Vv], configuratio.

(Osszefoglalva lejtegetésiink eredmeényét, kimondhatjuk, hogy

Ha egy . L- 8§z gn k szigpontjal kétszeresen ké-
peznek involutiot a rajtuk keresztlil mend kiupszeleten a
T és a 1, involutio-kozéppontra és a t és t, tengelyre, akkor e
hatszognek négy-négy Kirkman-pontja a T-vel és a T -gyel, és
négy-négy azokhoz rendelt PascarL-egyenese a t-vel és t,-gyel
egyesiil. Ezeken kiv 1 ot-6t par -egyenes a T és a T,
ponton megy keresztiil és az azokhoz rendelt Kirxmax-
parok a t és a t, egyenesen fekiisznek. Mindezek az egye-
nes- €s pontparok és a még hatra levd tizenhat egyenes-
és pontpar az U =(tt)-t6l s az u,=|T1T, -té] harmonicu-
san van elvidlasztva.

Ugyanigy viselkednek e hatsziggel kapcsolatos [Vv];,
[ VVv] configuratiocknak pontjai és egyenesei a T,t-sa T, ¢
iranyaban.

A StesErR-pontok koziil

négy-négy a T, T,-ben, egy-
egy par a t, t-en van és az

A Cavirev-egyenesekbdl
négy-négy a t, t-ben van,
egy-egy par a T, T\-en megy

U, u,-t6l, a hatralevo négy
parpediga T, t; T, ¢t ésaz
U,, u,-t61 harmonicusan van
elvalasztva. Az utobbi tizen-
ket StriNerR-pont tehiat két
hiaromszogparnak szogpont-
ja,melyek a Tésaz U, illetve
a T, és az U, collineatio-ko-
zéppontokra és a t és az u,,

keresztiil és az U, u,-tdl,
a hatralevé négy par pedig
a T t, 1, t es az U, u,-
t6l harmonicusan van elvéa-
lasztva. Ez utobbi tizenkét
Caviev-egyenes tehat két ha-
romszogparnak oldala, me-
lyek a T és az U, illetve a
T, és az U, collineatio-
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illetve t, és az u, colli
neatio-tengelyekre vonatko
zblag perspectivasak.

A StEINER-€gyenesek ko-
zidl hat-hat a T- és T,-biél
sugarzik ki és involutiot
képez, ezeken kiviil még két-
két para T-és t-tél és ugyan-
annyi a T,- ést,-t6] harmoni-
cusan van elvilasztva. A
t,t,u, egy-egy STEINER-€QYVe-

nes.

kozéppontokra és a t és az
u,, illetve a t, és az u, col-
lineatio - tengelyekre vonat-
kozdlag perspectivasalk.

A Sawvon-pontok kozil
hat-hat a t- és t,-en fekszik
és involutiot képez, ezeken
kivil]l még két-két piara T- és
t-tol és a Ty- és t,-t61 harmo-

nicusan van elvilasztva.
A T.7T.U, egy-egy SaLMON-
pont.

3. Oly Pascal-hatszogrél, melynek szégpontjai
haromfélekép képeznek involutiot.

1. Egy kupszeleten felveszliink harom pontot, az 135H-6t, és
megszerkesztjilk azt a { egyenest, melyben az 135 pont erint6i
megfeleldleg a 35, 51, 13 egyeneseket metszik; a t egyenes tetszés
szerinti T, pontjabol az 185 pontokat a kipszeletre projicialjuk
246-ba. Az 1234506 hatsz6g egy kiulonds Pascar-hatszog lesz,
melynek bizonyos PascavL-egyenesei coincidalnak (3. abra).

A 415633, 123654 egyszerli Pascar-hatszogek Pascat-
egyenesei a tegyenesen fekiisznek, mert az elsi hatszog Pascar-
egyenesének t-vel két kizds pontja van és az még a T,=(1 4. 36)
ponton is keresztéill megy; a masodik hatszog Pascar-egvenese pedig
a T,, Ty pontot koti Gssze. A T,=(23, 45) pont tehat a t-egye-
nesen fekszik.

Ugyanigy a 613455, 163452 és a 253411, 143256
Pascar-hatszogek Pascar-egyenesei is a t= | T, Ty T; | egyenesen
fekiisznek, tehat

T,=(12, 34, 56), T,=(14, 36, 52), T;=(16, 32, b4).
Ebbél kovetkezik, hogy az 12, 34, b6; 14, 36,52; 16,
32, b4 pontparok a kupszeleten involutiot képeznek, melynek invo-
lutios kozéppontja T,, T,, T;, tengelye pedigt,, t5, t;; tovabba, hogy
az 135, 246; 13b, 462; 135, 624 haromszogek a 'I'), T,
T,, collineatio-kdzéppontra és a t;, t,, t; tengelyre vonulkozolag per-
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spectivasak ;? végre, hogy a t; t; egyenesek és a Ti T; pontok a
ty, tx.t6l harmonicusan vannak elvalasztva.
Az 123456 teljes hatszog Pascar-egyenesei kouziil

TCIV TCV t a IVao a VIp 1 b Vb Vb VI pII_t Cl CZ c VIpIII:t3;

az aj, Bj, 1; Pascar-egyenesek rendre a T,, T,, T, ponton mennek
keresztil, az Aj, Bj, I} Kirkman-pontok pedig a ft,, t,, t; egyeneseken
feklisznek ; végre a II'V IV IIVY, A,V A,Y A,V' P, B,” B,Y B,¥* P,
C™WGY GV P KirkMan-pontok rendre a T=(t, t, t,), T,, T,, T,
pontokkal coincidalnak.

Minthogy az 123456 pont haromszorosan involutios helyzetii
a T; kozéppontra és a t; tengelyre vonatkozolag, a kovetkezd Pascacr-
egyenesparok

ERU T . I
2l b . bl 1 Cin BII YiHIa B'IV Yilva pi Yiv7 Pt Y‘ |7 t tOI
]’inl biI, Ci aj B Cil aiHI HI ']’1 Ylv aiva YiV[ “1VI a T27 tZ'tOI’
. .
eif ¢, af b, g byl o BIII’ Pl B1Iv, oY Biv, iVt BiVI a T,, t,-tol,

valamint az ezekhez rendelt Kirkman-pontok harmonicusan vannak
elvalasztva.

Ezzel megallapitottuk az oOsszes Pascav-egyenesek és Kirkman-
pontok kiilonos helyzetét a T, T, T, t; t, t; alakzat iranyaban és attér-
hetiink a SteiNeEr-pontok és egyenesek, valamint a Caviey-egyenesek
és Sarmon-pontok képezte Hesse-configuratigkra.

2. A S emer-pontokbdl és Caviev-egyenesekb6l a II a t-n
fekszik, a = a T-n megy keresztill, de mindkett§ hatarozatlan;

t »Ha két haromszog hiromfélekép perspectivis helyzetli és a hozz4 tar-
tozé collineativ-kozéppontok egy egyenesen fekiisznek, akkor a hédromszogek
szogpontjai egy kipszeletnek pontjaic.

Ugyanis, ha az

M, M, M) M, M, M;\ M, M, M;)
N; N, f Ny Ny N, Ny Ny N, )
perspectivds hdromszégek collineatio-kézéppontjai O.. O,, O,, akkor és csak
akkor lesz az M, N, M, N, M, N, hatszog Pascav-hatszog, ha a =zemben fekvo
oldalainak metszGpontjai

(Mt Nu Nu 1\/‘[3):()1! (N, *\[m M; N,) =0y, (Mz N:;: N2 M1)=02

egy egyenesen fekiisznek.
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P__T1,A A A _T,B B B _T,, I I, I, Ty,
P=t ooy o o b By B Byt T e e s

az A, A, A;, B, B, B;, C, C, C; pontok rendre a t, t,, t; egye-
neseken fekiisznek es az a. a, a;, by, by, by, ¢, ¢, ¢; egyenesek meg-
feleléleg a 'T,, T,, Ty pontokon mennek keresztil.

Ama haromszogeknek oldalai és a t; egyenesek egyszeres, a
t pedig haromszoros STeiNER-egyenesek ; ugyanigy a kovetkez6 harom
haromszog szogpontjai ¢és a T; pontok egyszeres, a T pedig harom-
SZoros SALMON-pontok.

Az altalanos Pascar-hatszogben a két Hesse-configuratio harom,
ugyanarra a kozéppontra, de kiilonb6z6 tengelyre, illetve ugyanarra
a tengelyre, de kiilonb0z6 kozéppontokra perspectivis haromszog ;
a jelen hatszogben azonban mindkét Hesse-configuratio harom-harom,
ugyanarra a kozéppontra és ugyanarra a tengelyre perspectivas
haromszogbdl all.

3. Lattuk a két elébbi § ban, hogy a |Vv|;, ;|Vv| configuratiok
pontjai és egyenesei az involutio-kézéppontok és tengelvek iranyaban
akkép viselkednek, mint a |Vv], configuratio pontjai és egyenesei;
ennélfogva ez a jelen hatszogben is ugyanigy lesz. Ezért:

Ha egy kiipszeleten hat pontot vesziink fel, melyek ha-
romfélekép képeznek involutiot a T, T, T, kézéppontokra és a
t, t, t; tengelyekre, mely kozéppontok és tengelyek tehiat egy
t-egyencsen fekiisznek, illetve egy 7T-ponton mennek keresz-
tiil, akkor ama hat pont oly Pascavr-hatszognek sziogpontja,
melynek négy-négy K -pontja a Ty, Ty, Ty- és harom
Kirkman-pontja a T-vel egyesiil és négy-négy Pascar-egyenese
at, t, t,-mal és harom Pascar-egyenese a t-vel egyesiil
Tizennyolczpar Kikkman-pont és ugyanannyi Pascav-egvenes
a T t-t6l harmonicusan van elvdlasztva. Ugyanigy visel-
kednek a tobbi [Vv], ;/Vv] configuratiock is a 1T; ¢ alakzat
irdanyaban.

A SreiNner-pontok kéziil egy hatiarozatlan, ennek ellenpont-
Jaa T-vel, hirom-hirom Sreiser-pont a 1y, 1, T, mal egyesiil;
ez utihhiaknak ellenpontjai hirom perspectivas haromszog-
nek szagpontjai, melyeknek megfelelo oldalai és szogpontjal
a T, pontokon mennek keresztiil, illetve a ¢ cgvenesoken
lekisznek.
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A Caviev-egyenesek koziil egy hatarozatlan, ennek ellen-
egyenese a t-vel, harom-harom C -egyenes a t,, t,, t,-mal
egyesiil; ez utobbiaknak elleregyenesei harom perspectivas
hdaromszognek oldalai, melyeknek megfeleld oldalai és szdg-
pontjai a T; pontokon mennek keresztil, illetve a t egye-
neseken fekiisznek.

4, Oly Pascal-hatszogrdil, melynek szogpontjai
négyfélekép képeznek involutiot

1. Az imént targyalt két hatszdgben a kupszeleten oly hat
pontot vettiink f{el, melyek az elsben kétszeresen, a masodikban
haromszorosan képeztek involutiot. K két esetet azonban egyesiteni
is lehet, azaz: lehet a kupszeleten oly hat pontot felvenni, melyek
négyszeresen képeznek involutiot. Ily hat pont egy kiilonds Pascar-
hatszognek szogpontja, mely az el6bbi két hatszognek kiilonleges
tulajdonsagait egyesiti. E hatszog a kovetkezokép szerkeszthetd:

Egy kupszeleten felvesziink hirom pontot, 135-6t; ezeknek
erintéi a 35, 51, 13 cgveneseket az U,, U,, U; pontokban metszik,
melyek egy {-egyenesen fekiisznek. Az 1, 3, b pontoknak projectiol
a t-egyenesnek abbol a T, pontjabol, mely az U;-et az U,, Us;-tol
harmonicusan elvalasztja, 2, 4, 6; az 123456 hatszog mar a
keresett.

Ugyanis az U, U;, U; T} pontpirok harmonicusan lévén elva-
lasztva, az U; polarisa T;12=u.. és a 35, 46 pontparok harmo-
nicusan vannak elvalasztva az 12-t6l; a 46 egyenes az U; ponton
megy kereszlil ésaz (12. 36)="I" pont a t-nek polusa. Ebb&l kovet-
kezbleg a 24, 36 egyenesck az U,, U; ponton mennek keresztiil,
az 14, 25, 36 és az 16, 23, 45 egyenesek egymast a l-nek T,
T, pontjaban metszik Osszefoglalva,

T=(12, 36, 45), T,=(12, 34, 56), T,=(14, 36, 52),
T,=(16, 32, b4)

és az U, U, U; T; T, T3 T pontok polarisai a

12=T,T=u, 36=T,T=uy, 54="T, T=u,, U, T=t,, U, T=t,,
U, T=t, U, U, Uy T, T, Ty=t.
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Ebbél kévetkezik: 1.) az 12, 36, 54; 12, 34, 56; 14, 36,
52; 16,3 2,5 4 pontparok a kupszeleten involutiot képeznek, melynek
kozéppontja, illetéleg tengelye T, t; T, t;; Ty, t,; Ts ty; 2)aT, Uy,
Ty Us, Ty Up; Ty Uy, Ty Ty, Ty Uy Ty Uy, Ty Uy, Ty, Uy Ty Uy,
T, U,, T, U, pontparok, mint amazoknak projectioi a 2 ponthol,
involutiét képeznek a t egyenesen; 3.)az 11, 22, 53, 46; 33, 66,
15, 24; 55, 44, 31. 62 pontparok a kupszeleten és a T, T,,
Uy U, Ty Ty, Us Uy T3 Ty, Uy Uy, Ty Ty, Uy Uy Ty Ty, Uy Uy,
T; Ty, U; U; pontparok at egyenesen nvolutiot képeznek, tehat 4.)
nemcsak a T, U;, U, U, pontparok vannak harmonicusan elvalasztva,
hanem altalaban a T; Uj, pontpar harmonicusan vdlasztja el az
U; Uy, Tj Tx pontparokat; végre b.) az
135 | 135 ) 135 )
264 | 246 | 462 |

135
62 4

N

haromszogparok perspectivasak a T, t: T, t,; T, t,; 15, ty colli-
neatio-kozéppontokra és tengelyekre vonatkozolag.

Az 123456 Pascar-hatszogre nézve pedig azt latjuk, hogy a
Pascar-egyenesek koaziil

I 1 I I 11T - - I I v Vi
v oY mV ot BT v, et ptoav oa,t ayYi=t,,

pII bllv bzv bs\'lztz, pIII cll\’ sz 03"17t37

az a;', b,', ;i egyenesek a T-n, az «j, Bj, y; egvenesek pedig a T,,
T,, T; ponton mennek keresztiil ; a Kmkman-pontok kozil

IV 11V IIVT AR B, I‘3HIE ,OPT ALY ALY AV=T,,
PT B, B,Y B,V'=T,, P™ Y G, C3VIE'1‘3’

az A, By, C;' pontok a t-n, az Aj, Bj, [} pontok pedig a t;, t,,
t; egyeneseken fekiisznek.

A T pontbdl kisugarzé a,* b,' ¢;' egyenesek haromszor ké-
peznek involutiét, mégpedig a: b,' ¢,%, a,™ a,”™, ¢,™ b,"™; ¢, a,",
b,™ b,%, a,™ ¢;t; a,™ by,™, ¢t ¢, byt a;”" parok, melyeknek kettds-
sugaral t, uy, t, Uy, t; Ug; ugyanigy képeznek az ezekhez rendelt
Kirkmax-pontok is egy-egy involutiot a t egvenesen, a T; Ui kettos-
pontokkal.

Hasonlékép involutiot képeznek a T; pontokbol kisugirzo:

vi o, VI v IV v o, V. HRI vl oWV voqay
Qo ™"y Qg %oy Ky Gy {31 Bz I P P T M

T 1
%y Gy, %)
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ﬁ31v ﬁﬂv; Ylln Ygln’ Ylw ,ngl’ Tlv .{21v7 Y31v Y3v PASCAL-egyenesek,
melyeknek kettés sugarai t u,, t u,, t uy; és az ezekhez rendelt
Kirkmax-pontok a t; egyeneseken, a T U; kettéspontokkal.

At egvenes G;' By A Gy™ B;™ A,™ pontjaibol  kisugarzo
blI ng’ Cll 6217 Cln 0211, aln aen- alnl azln.‘ blln 'bzln egyenesparok és
a T ponton keresztiilmend c;* by" a;" ¢ b,™ a,” egveneseken a
BII' B, ClI C‘ZI’ Cln an’ Aln A‘zn‘ Alm A, Blln B‘ZIII pOl]t[JéI‘Ok
harmonicusan vannak elvalasztva a T, t-t6l.

A kovetkez§ sorokban felirt egyenesparok harmonicusan van-
nak elvalasztva az U,, u,, illetve U,, u, és U,;, ;-6

bll 021’ CII b‘)Ig allI aZIII, aIIII aQII- b] 111 CQII. bZIII CIII. Sl‘” YOVI,
[32VI ,YlVI. Balv Y3VS ﬁ3V .rsIV’ EBZIV YIV’ ﬁlv Y21v7 ﬁ]_II YZIHH BQII Y1HI ;
ClII azll, CZII alll’ bIIII bgl. bll ngII, (,lI agIII‘ ch aIIII’ 'Y1VI “QVI
Y2VI “1VI7 .),31\' aa\” Y3V a3IV’ Y‘sz aIV’ YIV agIV’ YlIII a?‘l’ .\{2111 “11;
allll bzlll’ aQIII bIIII. CII 02 II’ CEI CIH. allI bzl" ale bll- “IVI BZVI1

“2VI Bl\l, “3IV ﬁsv’ “3V B3IV’ aZIV ijIV’ alv t%?IV’ all p2117 “21 ﬁln;

El

és ezeknek az egyenesparoknak metszépontjai, a mint azok egy-
masra kovetkeznek, harmonicusan vannak elvalasztva a T- és t-t6l.
Ugyanez mondhaté,a valtoztalandok megvaltoztatasaval. a megteleld
Kirkmax-pontparokrol is.

2. A szdéban lev6 hatszog SteiNer-pontjai és Caviev-egyenesei
koziil II és < hatarozatlan a t-n, illetve a T koril;

PA, B, CG=T A A A, =T,B,B.B,~T,. I, I, =T,,
paghycs=t, aymoay=t, B =t 7177 =t;
a tobbi STeiNer-pont és CavLEv-egyenes két haromszégparnak A; B, G,
A, B, Cy; a; by ¢y, a, b, c,-nek szogpontja és oldala, melyek a T, t;
U;, u; collineatio-kozéppontokra és tengelyekre, tehdt négyszeresen
perspectivasak.

Ez utébbi allitasunk igazolasara csak k kell mutatnunk, hogy
az A, B, C, A, B, G, ; A, B, G;, A, (, B, haromszogparok szog-
pontjai a T, t, illetve az U, u,-t6l harmonicusan vannak elvalasztva.
De a T, t-t6l harmonicusan elvalasztott a,™ a,”, b,™ b,™, ¢, ¢’
egvenesparok a t,=a," a,’, illetve t,=b,"" b,", t;=c,"v ¢,¥ egye-
neseket az A, A,, B, B,. C; C, pontparokban metszik ; és az U;-¢és
u, t6l harmonicusan elvalasztott a," a,™, b," ¢,’, ¢,* by’ egyenes-
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parok kozil az elsé a t, et az A, A,-ben, a masodik és harmadik
pedig az U;- és u,-t6l harmonicusan elvalasztott t, t,, t, t, egyenes-
part a B, C,. C; B, pontparokban metszi.

A SteEINER-egyenesek és SaLmon-pontok koziil a t és egy
haromszoros. a ;. u; és a Ty, U; egy-egy egyszeres; végre az A, B, C,,
A, B, C, haromszogeknek oldalai és az a; b, ¢,. a, b, ¢, harom-
szogeknek szdgpontjai egyszeres STEINER-egyenesek, illetve Saimon-
pontok.

3. Hatra volna még a |Vv); és j[Vv] conliguratiok helyzetének
megvizsgalasa a szilard T T; t; alakzat iranyaban. Amde, mint
mar emlitettiik, e Pascar-hatsz6g az elébb targvalt két Pascar-
hatszognek kiilonos esete, tgy. hogy mindkettének kiilonleges mi-
vollal 6nmagéaban egyesiti. Az elébbi kél hatszog ftel6l azonban
kimutattuk volt, hogy a [Vv]; ;[Vv] conliguratiok a I''I; t t; alakzat
iranyaban ép ugy viselkednek, mint a [Vv], configuratio; ennélfogva
e kortilménynek elég bizonyité ereje van annak kimutatasara, hogy
a hatszog [Vv]; ;[Vv] configuratidinak helyzete a T T; t t; irant
megegyezik a [Vv], configuratioéval.

Ezért kimondhatjuk, hogy

Ha egy kipszeleten hat pontot vesziink fel, melyek négy-
félekép képeznek involutidt, még pedig a T, t; T, t,; T,, t,;
1,, t, kézéppontra, illetéleg tengelyre nézve, akkor e hat
pont egy kiilonds Pascav-hatszdgnek szdgpontja.

o4 1=t t, t,), t=(1, T, 1y), U=(tt), u,=(TT.), akkor
ama hatszog

rlw

Pascar-egyeneseibdl hat a K -pontjaibol hat a
t-vel és négy-négy a t-vel 1-ve és négy-négy a ti-vel
egyesil; nyolcz nyolcz a t egyesiil; nyolcz-nyolcz a

pontokon megy keresztil és egyeneseken fekszik és in-
oly involutidt képez, mely- volutidt képez, melynek ket-
nek kettdssugarai tu,: hat tospontjai T U; ; hat a t egye-
a T-ponton megy keresztiil nesen fekszik és haromszo
és hidromszorosan képez in- rosan képez involutiot, mely-
volutiot, melynek kettéssu- nek kettdspontjai a T, U;
garal a tiu egyenespirok. pontparok. A T ponton ke-
A t egyenesen fekvo hat resztiil mend hat Pascai-
ol kisugiirzo egyenesen hat KiRkmaN-
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hat¥ scar-egyenespar 1-és
t-tol és tizennégy-tizennégy
egyenesparazU-és u,-tolhar-
monicusan van elvalasziva.

A STENER o0l egy
hatarozatlan a t egyenesen;
a T négyszeres, a 1y pontok
pedig hiromszoros STEINER-
pontok; a tobbi hat egy oly
haromszigparnak szdgpont-
ja, melyek a T és Ui col-

lineatio-kozéppontokra és

és t és u; tengelyekre vonat-
kozdlag, tehiat négyszeresen
perspectivasak.

E haromszogparnak hat
oldala és a t. u; egyenesek
egyszeres, a t pedig hiarom-
8zZ0ros SIEINER-egyenes.

partekszik, mely T- és t-t6l és
tizennégy-tizennégy pontpar
az Ui- és u;-t6] harmonicusan
van elvalasztva.

A Caviev-egyenesekbdl
egy hatarozatlan,de a T pon-
ton megy keresztiil; a t négy-
szeres, a t; egyenesek pedig
haromszoros CavLEy-egyene
sek; a tobbi hat egy oly ha-
romszogparnak oldala, me-
Iyek a T és U collineatio-
kozéppontokra és a t és u;

tengelyekre vonatkozdlag,
tehat négyszeresen perspec-
tivasak.

E hiromszogparnak hat
szogpontja és a Ti, U, pon-
tok egyszeres, a T pedig ha-
romszoros SALMON-pont.

A hatszog [Vv];, ;/VVv] configuratidinak egyenesei és
pontjai akkép viselkednek a T T; t ¢ irdnt, mint a hozzajuk

rendelt Pascav-egyenesek és

_Qv@f/ /b

RRMAX-pontok.



