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E l ő s z ó . 

Ε sorok czé l j a tel jes és könnyen áttekinthető képet nyú j tani a 
PASCAL-hatszöggel kapcsolatos configuratiókról és így a n n a k tanul -
mányozásá t előmozdítani , ú jabb kutatásokra serkenteni . 

Tudomásom szerint az utolsó nagy érlekezés tárgyunkról 
VERONESE-től származik e czímen : »Nuovi teoremi suli' hexagram-
mum mysticum*, Reale Accademia dei Lincei, anno CGXXIV. ( 1 8 7 6 — 
1877). Értekezése telöleli a különböző folyóiratokban, akadémiai érte-
kezésekben és tankönyvekben e tárgyra. vonatkozó tananyagot, de 
legnagyobb része egészen új vizsgálatokat tartalmaz. Azonban a tőle 
használt jelölés nem elég áttekinthető, úgy hogy művének tanulmá-
nyozása nem kis fáradsággal jár. 

Jelen értekezésemben a syntheticus geometria kárára korán 
elhunyt S C H R Ö T E R tanárnak a »Theorie der Kegelschnitte* czímű 
művében használt jelölést alkalmaztam, de a kis-betűket nagy-
betűkkel cseréltem lel. 

Ez a jelölés a conliguratiót áttekinthetőbbé és azt is lehetővé 
teszi, hogy az itt előforduló nagyszámú pontot és egyenest tetszé-
sünk szerint kezelhessük. 

Értekezésem azonban új dolgokat is tartalmaz, melyek V E R O N E S E 

értekezésében nincsenek meg. 
Először is a VERONESE-től Y-nal jelölt négyoldalakat, de külö-

nösen az y-nal jelölt négyszögeket vizsgáltam meg részletesen köl-
csönös helyzetükre nézve. 
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Egészen újaknak tekintendők azok az i[Vv] configuratiók, melyek 
a Y E R O N E S E [ V V ] Í configuratióival (ő [Zz] rvel jelölte) bizonyos tekin-
tetben duálisán állíthatók szembe. 

Üjak egyszersmind a tizenöt D háromszögről szóló vizsgálatok, 
mely D háromszögek a V E R O N E S E Δ háromszögeinek duálisán felel-
nek meg. 

Az általános PAscAL-hatszög képezte configuratiónak tárgya-
lását még kiegészítettem négy különös PASCAL-hatszög helyzeti 
viszonyának megvizsgálásával. Ε hatszögeknél egyszer négy, kétszer 
négy, háromszor négy és egyszer három, végre háromszor négy és 
egyszer hat PASCAL -egyenes és ugyanannyi KIRKMAN pont egy-egy 
egyenessé, illetve ponttá egyesül. 

Úgy tudom, hogy e különös hatszögek felismerése és reájuk 
vonatkozó vizsgalataim is egészen újak. 

Kolozsvárt, 1897 júl. 27-én. 
A SZERZŐ. 
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I . A Z Á L T A L Á N O S P A S C A L - H A T S Z Ö G R Ő L . 

Bevezetés. 

A PASCAL-hatszöggel kapcsola tos configuratiókkal s z á m o s k iváló 
geometer foglalkozott e században. STEINER1 volt az első, a ki a m a 

ι hatvan PASCAL -egyenes helyzetét megvizsgálta, a m e l y e k e t a te l jes 
PASCAL-hatszögből s z á r m a z ó hatvan egyszerű PASCAL-hatszög nyúj t , 
és azt ta lá l ta , hogy : a te l jes PAscAL-hatszög hatvan PASCAL-egyenese 
egymást h á r m a s á v a l husz pontban, az úgynevezett husz STEINER-
pontban metszi . 

PLÜCKER 2 k imutat ta , hogy a husz SXEINER-pont négyesével 
tizenöt egyenesen, úgynevezet t S T E I N E R - e g y e n e s e n fekszik. 

A husz STEINER-pont és t izenöt STEINER-egyenes HESSE 3 szer int 
egy ( 1 5 4 , 2 0 3 ) configuratio, vagyis olyan coní igurat io , a melyet 
h á r o m , páronként ugyanegy középpontra perspect ivás helyzetű h á r o m -
szög a szögpontokat vetítő három sugárra l és a h á r o m col l ineat io-
tengelylyel együtt képez . 

HESSE,4 GROSMAN5, STAUDT és BAUER 7 különböző úton bebi-

1 Annales de Gergonne, Τ. X V I I I , 1828. és »Systematische Entwicke-
lung etc.« 311. lap. 

a »Ueber ein neues Princip der Geometrie«. C K E L L E 's Journal, Bd. Y . 
L\ 275. 

3 »Eine Bernerkung zum PAscAL'-scken Theorem«. C K E L L E 's Journal, Bd. 
X L I . P. 269. 

4 »Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid«. C K E L L E 's 
Journal, Bd. X X I V , p. 40. 

3 >Ueber eine neue Eigenschaft der SI'EINER'schen Gegenpunkte«. C K E L L E 'S 

Journal, Bd. LVIII , p. 174. 
0 »Ueber die STEINEH'schen Gegenpunkte etc.« C K E L L E ' S Journal, Bd. 

LXI1, p. 142. 
' »Ueber das PAscAL'scbe Theorem*. Abhandl. der k. bayer. Akad. d. 

W. Bd. XI , 3. Abth. 1874. * 
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zonyították, hogy a húsz STEINER-pont tíz pár kapcsolt pólus arra 
a kúpszeletre vonatkozólag, a mely a PAscAL-hatszög körül írható. 
Ε tíz pontpárt H E S S E elnevezte S T E I N E R - E L L E N P O N T O K - n a k . 

Az eddigelé említett német geometerek vizsgálatait KIRKMAN, 

C A Y L E Y és SALMON angol tudósok újabb tételekkel egészítették ki, 
melyek olyanoknak tűntek fel, mintha az előbbiekből a dualitás 
elve szerint következnének. KIRKMAN ugyanis azt találta, hogy a 
hatvan PASCAL-egyenes egymást a húsz STEINER-ponton kivűl még 
hatvan pontban, úgynevezett KiRKNAN-pontban, metszi. C A Y L E Y 1 

kimutatta, hogy e hatvan KIRKMAN-pont hármasával húsz egyene-
sen, a húsz CAYLEY-egyenesen, fekszik ; s végre SALMON 2 bebizo-
nyította, hogy a húsz CAYLEY-egyenes négyesével tizenöt ponton 
megy keresztül, melyeket jelenleg SALMox-pontoknak neveznek. 
A húsz CAYLEY-egyenes és a tizenöt SALMUN-pont egy (2()s, 154) 
configuratio, mely duális alakzata a ( lo 4 , 203) configuratiónak, s 
melyet három, páronként ugyanarra a collineatio-tengelyre perspectivás 
háromszög képez. 

Ámde a KiRKMAN-pontok, CAYLEY-egyenesek és SALMON-pontok 
nem polaris-reciprocus alakzatai a· PAscAL-egyeneseknek. SiEiNER-pon-
toknak és STEINER-egyeneseknek a PAscAL-hatszög körül írt kúpszeletre 
vonatkozólag, sem egy más kúpszeletre vonatkozólag, a mint azt 
H E S S E 3 gondolta. Sőt kimutatható, hogy a KiRKMAN-pontok és PASCAL· 

egyenesek még az általános reciprocus vonatkozás, a correJatio eseté-
ben sem lehetnek egymásnak megfelelők, mint S C H R Ö T E R 4 gyanítá; 
mert kimutatható, hogy négy, egymást egy pontban (PAScAL-pontban) 
metsző PAscAL-egveneshez oly négy KKiRMAN-pont tartozik, a mely 
nem fekszik ugyanegy egyenesben. 

A teljes PAscAL-hatszögnek eddig említett tulajdonságai még 
mindig nem nyújtanak áttekinthető képet a PASCAL-egyenesek és 
ΚIRKΜΑΝ-pontok kölcsönös helyzetéről, mert a configuratiónak csak 
igen kis részéről szerzünk tudomást, ha azt látjuk, hogy három 

1 Sur quelques théoremes de la geometrie de position«. OHKLLK 'S Journal, 
lld. XXXI. und XXXIV. 

2 S.\I.MI>N-FIKI>LKK, Analytische Geometrie der Ebener 
3 »L RLICR di<· lleciprocitat der PA8CAL-STKINER'SCHEN nnd KIRKMAN-CAYLEY-

Salamon schen satze etc. CREKKE S Journal, Bd. LXVIII, p. 103. 
4. Theorie der Kegelechnitte. 1870. 218. lap. 
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PAscAL-egyenes egy STEINER-ponton megy keresztül , és h á r o m KIRK-
MAN-pont egy CAYLEY-egyenesen fekszik. Ámde BAUER 1 k i m u t a t t a , 
hogy »tíz PAscAL-egyenes és tíz hozzá juk tartozó KiRKMAN-pont egy 

configuratiót ( 1 0 3 , 1 0 3 ) képez, és hogy a hatvan P A S C A L -

egvenes és h a t v a n KiRKMAN-pont hat ily DESARGUES-configuratióra 
bomlik« . Ε h a t ÜESARGUES-Configuratio pedig következő módon c s a t l a k o -
zik a STEINER-pontokból és egyenesekből , valamint a CAYLEY-egyenesek-
ből és SALMON-pontokból képezet t HESSE-configuratiókhoz, a H = ( 1 5 4 , 
2 0 3 ) és H' = ( 2 0 3 , 15 4 ) -hez : »A Η configuratio felbomlik h a t te l j es 
ötoldalra, m e l y n e k oldalai és szögpont ja i STEINER-egyenesek és STEINER-
p o n t o k ; h a s o n l ó k é p a 1Γ configurat io felbomlik h a t te l jes ö tszögre , 
melynek szögpont ja i és oldalai SALMON· pontok és CAYLEY-egyenesek. 
A PAscAL-egyenesekből és KIRKMAN-pontokból álló h a t DESARGUES-
configuratio mindenike a m a z ötoldalak egyike körül és a m a z öt-
szögek egyikébe van be í rva« . 

VERONESE 2 végtelen sok oly configuratiót [Vv]I talál t , mint 
a PAscAL-egyenesekből és KiRKMAN-pontokból álló, m e l y e k n e k min-
denike h a t v a n vi egyenest és h a t v a n Vj pontot t a r t a l m a z . Mindezen 
conf igurat iókban a Vj -pontok h á r m a s á v a l a CAYLEY-egyeneseken fek-
szenek, és a v i -egyenesek h á r m a s á v a l a SxEiNER-pontokon m e n n e k 
keresztül, s végre mindenike e [Vv]i-configuratióknak hat D E S A R G U E S -

conf igurat ióra bomlik . 

A [Vvj i -conf igurat iók a z o n b a n abban különböznek a PASCAL-
egyenesek és KiRKMAN-pontok képezte configuratiótól , hogy az u t ó b -
b i a k b a n a h a t v a n PAscAL-egyenes egymást négyesével n e g y v e n ö t 
pontban (G-vel je lölendő PAScAL-pontokban) metszik , holott a [ V v ] j -
configuratiók Vi-egyenesei ezt nem teszik. 

A végtelen sok [Vvji-configuratión kivűl van a z o n b a n m é g m á s 
végtelen sok, melyeket i [Vv]-vel je lölök és melyeket tudatommal 
még eddig nem vizsgáltak. A i[Vv]-configuratiók szintén h a t v a n 
jV pontból és h a t v a n ív egyenesből ál lanak, melyek h á r m a s á v a l 
a CAYLEY egyeneseken fekszenek, illetve a SREINER-pontokon m e n n e k 
keresztül , és u g y a n c s a k mind h a t DESARGUES-configuratióra b o m -
lanak. 

1 Lásd a "103. old. 7. jegyzetét. 
2 Nuovi teoremi suli' Hexagrammum mysticum. Reale Accademia dei 

Lincei, vol. C C L X X I V . (1876-77 . ) 1 
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Ε configuratiók elsejének, t. i. 0[Vv]-nek az a tulajdonsága, 
hogy a PAscAL-egyenesekből és KiRKMAN-pontokból álló configura-
tióval bizonyos tekintetben duálisán szemben állítható. Ugyanis a 
hatvan 0V-pont itt négyesével negyvenöt egyenesen, 0g egyenesen, 
fekszik úgy, a mint a hatvan PAscAL-egyenes egymást négyesével a 
negyvenöt G pontban metszi. 

A negyvenöt 0g egyenes tizenöt D háromszögnek oldala, me-
lyeknek csak tizenöt szögpontjuk van úgy, a mint a negyvenöt G 
pont tizenöt Δ háromszögnek szögpontja, a melyeknek csak tizenöt 
oldaluk van; az utóbbiak egyszersmind a teljes PASCAL-hatszögnek 
tizenöt oldala. 

A tizenöt D háromszög a tizenöt Δ háromszöggel a SALMON-

pontokra és a STEINER-egyenesekre, mint collineatio-középpontra és 
tengelyre, perspectivás ; a megfelelő oldalpárok egymást negyvenöt Y 
pontban metszik, és a megfelelő szögpontpárok összekötő egye-
nesei negyvenöt y egyenest adnak. 

Már VERONESE észrevette, hogy a mondott Y pontok és y egye-
nesek a [Vv]i-configuratiókkal szorosan összefüggnek, a mennyiben 
mindenik Y-ponton két egyenes megy keresztül, a melyen két V2i 
és két V2Í+I fekszik, és mindenik y egyenesen két oly pont van, a 
melyekben két V g ^ és két v2 i+ 2 egyenes egymást metszi. 

Ugyanez mondható egyszersmind a i[Vv]-configuratiók pontjai-
ról és egyeneseiről is, t. i . : két 2Í+IV és két 2i+2V pont mindig 
ugyanegy egyenesben fekszik egy Y ponttal, és két 2iV, valamint 
két 2ί_|_ιν egyenes egy y egyenesen találkozik. 

A következőkben szándékunk a PAscAL-hatszöggel kapcsolatos 
configuratiónak itt tömören előadott tulajdonságait kimutatni és a 
nyert tételeket négy nevezetes különös PASCAL-hatszögre alkal-
mazni. 

Az utóbbi hatszögek szögpontjai a kúpszeleten egy-, két-, 
három- vagy négyfélekép képeznek involutiot. Látni lógjuk, hogy 
ezekhez az involutiókhoz tartozó involutio-tengelyek és középpontok 
mindig többszörös PAscAL-egyenesek és KiRKMAN-pontok; továbbá, 
hogy azok a [Vv]j, j[Vv] configuratiókban is többszörös egyenesek 
és pontok lesznek. 
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1. P a s c a l té te le 

1. PASCAL műveiben1 olvasható a következő tétel: 
»Ha két, egy kör síkjában fekvő pontból M és S-ből szelőket 

húzunk a körhez, melyek azt a Κ, P, illetve a Q, V pontokban 
metszik, és ha az MV, SK egyeneseknek második metszőpontjai a 
körrel az Ο, Ν pontok, akkor a PQ, NO, MS egyenesek ugyanegy 
ponton mennek keresztül. A tétel akkor is igaz marad, ha a kört 
egy kúpszelettel helyettesítjük«. (5. ábra.) 

PAscAL-nak e híres tételét jelenleg a következőkép szokás 
kifejezni: 

Egy kúpszeletbe írt hatszög szemben fekvő oldalai egy-
mást három, ugyanegy egyenesen fekvő pontban metszik. 

A kúpszeletbe írt hatszöget ΡAscAL-hat szögnek , azt az egye-
nest, a melyben a hatszög szemben fekvő oldalai egymást metszik, 

Ρ A s c A L - - e g y e n e s n e k nevezik. Azokat a pontokat, melyben a kúp-
szeletbe írt hatszög szemben fekvő oldalai egymást metszik, VERONESE-

vel ΡAscAL-pontok-x\ak fogjuk nevezni. 
A tételt, melynek bizonyítása PASCAL műveiben nem található, 

Steiner szerint legegyszerűbben bizonyíthatjuk be, ha a kúpszeletet 
kel altalános helyzetű projectiós sugársor képződményének tekintjük. 
Ha a kúpszeletbe írt hatszög szögpontjait ABCDEF betűkkel (2. 
ábra), az AB, DE; BC, EF ; CD, F A ; ED, A F ; CD, EF egyenes-
párok metszőpontjait L, Μ, Ν, I, Kegyel jelöljük, akkor 

C ( E F D B ) A A ( E F D B ) - b ő l 

( E F K I Μ ) Λ ( E I D L ) . 

Minthogy az EF, ED egyeneseken fekvő projectiós pontsorok 

E F K J Μ . . . , E I D L . . . 

perspeelivás helyzetűek, mert E-ben megfelelőleg közös pontjuk van, 
az FI, Κ, I), ML egyenesek, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az FA, 

CD, ML egyenesek egymást egy pontban metszik. Minthogy azonban 
FA, Cl) a hatszögnek két szembe fekvő oldala, az M, L pontok 

pedig a HC, E F ; AB, DE szemben fekvő oldalaknak metszőpontjai, 

1 ESSAI SUR LES coniques. — Oeuvres complétes. (1640.) 
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követkeik, hogy az ABCDEF hatszögnek szemben fekvő oldalai egy-
más! egy egyenesen fekvő pontokban metszik. 

A tétel meg is fordítható, t. i . : Ha egy hatszög szemben fekvő 
oldalainak metszőpontjai egy egyenesben fekszenek, akkor annak 
szögpontjai egy kúpszeletnek (vagy egy egyenespárnak) pontjai, mert 
közülök négy szögpont a másik kettőből projectiós sugarakkal pro-
jiciálható. 

Ugyanis az előbbi jelölést megtartva, ha 

(EFK1 Μ) Λ (ElDL), 
akkor egyszersmind 

C (EFDB) Λ A (EFDB). 

2. Ha az ABCDEF teljes PASCAL-hatszög alább felsorolt olda-
lainak metszőpontjait következőkép jelöljük: 

(BC, ED) = Iai (BC, AF) = I1, 
(AB, FE) = K2, (AB, CD) — K, 

akkor látható, hogy az 

ITa Ia, K K X K 2 

háromszögek perspectivásak, mert megfelelő oldalainak ÍIl5 KKX ; I2, 
Kx K 2 ; I21, K2 Κ metszőpontjai Ν, M, L, egy egyenesen fekszenek. 
Minthogy a meg nem felelő oldalaknak metszőpontjai az ABCDEF 
pontok, mondhatjuk : Ha két háromszög akkép van egymásra vonat-
koztatva, hogy az egyik háromszög oldalainak a másik háromszög-
nek bizonyos oldalai felelnek meg és ha a meg nem felelő oldalak 
metszőpontjai egy kúpszeleten fekszenek, akkor a háromszögek 
perspectivásak, és így a megfelelő oldalaknak metszőpontjai egy 
egyenesen lesznek és fordítva: 

Ha két háromszög perspectivás, akkor a meg nem felelő 
oldalak metszőpontjai kúp-
szeleten fekszenek. 

szögpontokat összekötő 
egyenesek egy kúpszeletnek 
érintői. 

3. Hat általános helyzetű pont egy síkban hat szögpontja egy 
teljes hatszögnek, mely hatvan egyszerű hatszögre osztható fel. Ha 
ezen egyszerű hatszögek közül egynek szemben fekvő oldalai egymást 
egy egyenes pontjaiban metszik, akkor ama hatszögnek szögpontjai 
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egy kúpszeleten fekszenek és így a többi 59 egyszerű hatszögnek 
szemben fekvő oldalai egymást szintén egy-egy egyenesen metszik. 

S T E I N E R volt az első, a ki a teljes PASCAL-hatszögből szár-
mazó hatvan egyszerű P A S C A L - hatszög P A S C A L - egyenesei 
helyzeti viszonyának megállapítását tűzte ki vizsgálata 
tárgyául. 

2. A S t e i n e r - e l l e n p o n t o k r ó l . 

4 . Jelöljük S C H R Ö T E R 1 szerint egy PAScAL-hatszögnek szög-
pontjait 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 számjegyekkel ( 1 . ábra). Az 1 2 3 4 5 6 egy-
szerű hatszögnek szemben fekvő oldalai 

1 2, 4 5 ; 2 3, 5 6 ; 3 4, 6 1 

egymást egy PAscAL-egyenesben metszik, melyet mi pn-vel, vagy 
1 2 3 4 5 6-tal (tehát 

ρ11 = 1 2 3 4 5 6 
-tal) jelölünk. 

Ama 1 2 3 4 5 6 hatszögnek egymásra nem következő oldalai 
1 2 , 3 4, 5 6 ; és 2 3 , 4 5 , 6 1 ; valamint főátlói 1 4 , 2 5 , 3 6 , három 
háromszögnek oldalait képezik, melyek ugyanegy collineatio-közép-
pontra perspectivásak. 

Ugyanis az 
1 2 3 4 5 6 
4 5 6 1 2 3 
3 6 2 5 1 4 

háromszögek közül a két első perspectivás, minthogy megfelelő olda-
lainak metszőpontjai a p11 = 1 2 3 4 5 6 PASCAL-egyenesen fekszenek, 
és a megtelelő szögpontoknak összekötő egyenesei 

π ι ν = ( 1 2 , 3 4) (4 5,' 6 1 ) ^ 
πν = ( 1 2, 5 6) (4 5, 2 3) 
πν Ι = ( 3 4 , 5 6 ) (6 1, 2 3) 

egymást a II collineatio-középpontban metszik. 
Ámde 

az 1 6 3 4 5 2 PASCAL-hatszög miatt (5 2, 3 6) pont a π ΐ ν egyenesen fekszik, 

az 1 2 3 6 5 4 » » (3 6, 1 4) pont a πν 

az 1 4 3 2 5 6 > (1 4, 2 5) pont a πν ι 

* L. a 104. oldalon id. m. 133. oldalát. 
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és így a harmadik háromszög a két első iránt szintén perspectivás. 
A származó két új collineatio-tengely p111 = 1 4 3 6 5 2, pT = 1 6 3 2 5 4, 
a p11 collineatio-tengelyt egy Ρ pontban metszi. 

Megjegyezhető még, hogy az 

1 2 4 5 3 6 
5 6 2 3 1 4 
3 4 6 1 5 2 

háromszögek szintén perspectivásak, még pedig a Ρ collineatio-közép-
pontra; a collineatio-tengelyek a π ι ν , πν, π ν ι egyenesek, és a szög-
pontokat projiciáló sugarak a ρ1, ρ11, p i n egyenesek. 

Ε szerint mondhatjuk: 
»Ha egy PAScAL-hatszög szögpontjai 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , akkor az 

1 2 3 4 5 6 
1 4 3 6 5 2 
1 6 3 2 5 4 

és az 
1 2 3 6 5 4 
1 6 3 4 5 2 
1 4 3 2 5 6 

egyszerű PAscAL-hatszögeknek PAscAL-egyenesei egy P, illetve egy II 
pontban metszik egymást«. 

Ε két Ρ és Π pontot együttesen egy pár Stkwer-ellenpont-
nak vagy egy STEWER-ellenpontpárnak, külön-külön pedig S T E I N E R -

pontnak nevezik. 
Ha szemügyre vesszük az előbbi hat PASCAL-hatszöget, azt 

látjuk, hogy a páratlan helyen álló szögpontok 1, 3, 5, mind a 
hat hatszögnél ugyanazok; ellenben a páros helyen levő szögpontok 
2, 4, 6, az első csoportnál előrehaladólag, a másodiknál visszafelé 
haladólag vannak cyclicusan felcserélve. Ugyancsak ezeket a hat-
szögeket nyerjük akkor is még, ha a páros helyen levő szögpon-
tokat hagyjuk változatlanúl, és a páratlan helyen levőket cserél-
jük fél előre- és visszafelé haladólag cyclicusan. 

Minthogy hat elemből három elemet húszfélekép lehet kivá-
lasztani : egy teljes PAscAL-hatszögből tíz pár STEINER-ellenpont szár-
maztatható le, vagyis: 



A l ' A S C A L - H A T S Z Ö G C O N F I G U R A T I Ó J A . 11 

Egy teljes PASCAL-hatszög hatvan P A S C A L -egyenese egy-
mást hármasával húsz STEniER-pontban metszi, mely tíz pár 
S T E I N E R - ellenρ ο η to t képez. 

5. Egy pár SrEWER-ellenpont kapcsolt poluspár arra a 
kúpszeletre vonatkozólag, mely a P A S C A L - hatszög körül 
írható. 

Ε tételt H E S S E 1 állította íöl és egy stereometriai tétel segélyé-
vel bizonyította be. 

Vegyünk fel három egyenest gx g3 g5-öt, melyek közül egyik 
sem metszi a másik kettőt és legyen h2 h4 h6 három egyenes, mely 
amazok mindenikét metszi. Jelöljük a gi, hj egyenesek metszőpontját 
(gihj)-vel ; a gi, hj-n keresztül menő síkot [gi hj]-vel. 

A (gi hj), (gk hi) pontok összekötő egyenese és a [gi h j , [gk hj] 
síkok metszővonala ugyanegy egyenes, vagyis 

(gi hj) (gk hi) = [gi h j [gk hj] 
és a 

(gi hj) (gk hi) (g m b n ) , [gi hj] [gk hi] [g r ahn] 

sík és pont egymásnak polárissíkja, illetőleg pólus a gj g3 g6 h2 h4 h6 

egyeneseken keresztül menő φ másodrendű felületre nézve. 
Ha 

(gi h4) (gs he) (g5 h2) = ρ [gx h j [g3 he] [gB h2] = R ' 
(gi he) (ge h2) (β» h.) = p" [gi h6] [g3 h2] [g5 h4] = R " 
(gi h2) (gB h4) (gB he) = p'" [ g l h2] [g3 h4] [g5 h6] = R ' " 
(gi h6) (g8 h4) (g5 h2) = σ [ g l he] [gs h4] [gB h2] = S ' 
(g1 h4) (gs h2) (g5 he) = σ" [gx h4] [gs h2] [g5 he] = S " 
(gi h2) (g8 h6) (g5 h4) = σ " [gx h j ] [g3 h6] [g5 h4] == S ' " 

kimutatható, hogy az R' R " R'" pontok a σ σ" ο'" sí^ök metszővona-
lában és hasonlókép az S ' S " S " ' pontok a p ' p ' V " síkok metszővo-
nalában fekszenek, a miből mivel R', ρ ; R", p"; . . . pólus és 
polussík következni fog, hogy az 

s == ti Η Κ = a a a , r = = S S S = ρ ρ ρ 

egyenesek reciprocus-polárisok a φ felületre nézve. 

1 Ueber das geradliniege Sechseck auf dera Hyperboloid. C K E L L E ' S Jour-
nal, Bd. XXIV, vagy S C H R Ö T E K : »Theorie der Oberfláchen II. Ord.< 117. old. 
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Ugyanis 
az R' pont a [gx h4] [g, h6] = (gx h6) (g„ h4) egyenesen, 
az R" » a [g3 h2] [g5 h4] = (gs h4) (g6 ha) 
az R'" » a [g5 h6] [gx h2] = (g5 h2) (gx h0) 

fekszik, mely utóbbiakon és így az R' R " R'" pontokon a σ' sík 
keresztül megy. Hasonló egyszerű úton kimutatható, hogy σ", ο " 
sík is keresztül megy az R ' R " R ' " pontokon és a p' p" p" sík az 
S' S " S'" pontokon. 

A gi g3 g5 h2 h4 h6 sugarak a következő hat hatlapot határoz-
zák m e g : 

gi h2 g3 h4 g5 h6 gl h2 g3 h6 g5 h4 

gi h4 g3 h6 g6 h2 g! h6 g3 h4 gB h2 

gi h6 g3 h2 g5 h4 g1 h4 g3 h2 g5 b6, 

melyek közül az első háromnak és az utóbbi háromnak szemben 
fekvő lapjai (mint [gx h2], [h4 g5]) egymást megíelelőleg a ρ ρ" p"\ 
illetve a σ 'σ"σ" ' síkokban metszik. 

Ezek után kimondhatjuk a következő segédtételt: 
»Három egyenes, mely egymást páronként nem metszi, és 

három egyenes, mely az előbbieket metszi, hat rajtuk keresztül 
menő hatlapot határoz meg, melyek mindenikének az a tulajdonsága 
van, hogy a szemben fekvő lapjaik metszővonalai egy síkban fek-
szenek. Ε síkok közül bármelyik három és a másik három egymást 
egy-egy egyenesben metszi, a mely egyenesek reciprocus-polárisok a 
hat felvett egyenesen keresztül fektetett II. r. felületre nézve«. 

Ha ezután a gx g3 g5 h2 h4 h6 egyenesen keresztül menő φ II. r. 
felületet, ama hat egyenest és a tőlük meghatározott hat hatlapot 
egy ε síkkal metsziik, akkor ε-nak metszése φ-vel egy k kúpszelet; 
a gi g3 · · · · egyenesekkel az 1 3 5 2 4 6 pont, mely k-n fekszik; 
a hat hatlap lapjaival, az 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 6 5 4 
1 4 3 6 5 2 1 6 3 4 5 2 
1 6 3 2 5 4 1 4 3 2 5 6 

PAscAL-hatszögeknek oldala ; azokkal a ρ ρ" ρ'" σ' σ" σ '" síkokkal, a 
melyekben a hatlapok szemben fekvő lapjai egymást metszik, a m a 
PAscAL-hatszögeknek r ' r " r " s ' s " s ' " PAscAL-egyenese ; végre azokkal 
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az r, s egyenesekkel, a melyekben a ρ p" p"' és σ' σ" ο" síkok egy-
mást metszik, az r ' r " r " és s ' s " s ' " PAscAL-egyeneseknek R és S met-
szőpontja, melyek egy STEINER-ellenpontpár. Minthogy az r, s egye-
nesek reciprocus-polárisok a φ felületre nézve, az R, S S T E I N E R -

ellenpontpár kapcsolt poluspár lesz a k kúpszeletre vonatkozólag. 
6. A tételnek egy másik bebizonyítása STAUDT-ÍÓI 1 származik 

és a következő: 
Ha két kúpszeletet collinearisan akarunk egymásra vonat-

koztatni, akkor az egyik kúpszelet három pontjának megfelelő három 
pontot a másikon tetszés szerint vehetünk fel, s ez által az egyik 
kúpszelet minden pontjának egy határozott pont felel meg a másik 
kúpszeleten.2 

Vonatkoztassuk az 1 2 3 4 5 6 PAScAL-hatszög körűi írt kúp-
szeleletet önmagára az által, hogy az 1 3 5 pontjaihoz a 2 4 6 pon-
tokat rendeljük. Tudvalevőleg megfelelő pontoknak érintői a collinearis 
vonatkozásban szintén megfelelők, valamint megfelelő egyeneseknek 
metszőpontjai is. Ebből pedig az következik, hogy annak az χ egye-
nesnek, melyben az 1 3 5 pontok érintői az 1 3 5 háromszög 3 5 5 1 
1 3 oldalait metszik, az az y egyenes fog megfelelni, melyben a 
2 4 6 pont érintői a 2 4 6 háromszög 4 6 6 2 2 4 oldalait metszik. 
Ennélfogva az χ és y megfelelő egyeneseknek képzetes metszőpontjai 
X, XL5 illetve Y, Y j szintén megfelelők. 

Minthogy 
1 3 5 X X x Λ 2 4 6 Y Y 1 ? 

azért az 
(14, 2 3), (3 6, 4 5), (16 , 2 5), ( X Y „ X X Y ) 

pontok ugyanegy egyenesen fekszenek.3 De az első három pont a 
p1 = 1 6 3 2 5 4 PAscAL-egyenesen van; ennélfogva/^a p1 egyenes 
keresztül megy a 

P = (Χ Υχ, ΧχΥ) 
ponton. 

Ha ellenben a k kúpszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk egy-
másra, hogy az 1 3 5 pontoknak egyszer a 4 6 2, másszor a 6 2 4 

1 Uber die STEINER'schen Gegenpunkte. C K E L L E 'S Journal, Bd. L X I I . 
2 S T A Ü D T : Geometrie der Lage §. 20. 149. oldal. 
3 K L T J G : Projectiv geometria 10'2. oldal, 84. pont. 
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pontok felelnek meg, akkor az x, y egyenesek és az X, X j ; Y, Yt 

pontok változatlanok maradnak, tehát ismét 

1 8 5 Χ X! A 4 6 2 Y Yx 

1 3 5 X X , A 6 2 4 Y Yx 

és a ρ π = 1 2 3 4 5 6, p m = 1 4 3 6 5 2 PASCAL-egyenesek szintén 
keresztül mennek a 

P = ( X Y 1 , Χ χ Υ ) 
ponton. 

Ha íolytatólag a k kúpszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk 
egymásra, hogy az 1 3 5 pontoknak a 2 6 4 vagy 6 4 2, végre a 
4 2 6 pontok feleljenek meg, melyeknek sora a 2 4 6 pontokkal ellen-
kező értelmüleg halad, akkor az x, y egyenesek még mindig meg-
felelők maradnak, de az X, Xi pontoknak az Y l 5 Y pontok felel-
nek meg. 

Ennélfogva 
1 3 5 X X x A 2 6 4 Yt Y 

1 3 5 X X , A 6 4 2 Υ, Y 

1 3 5 X X ! A 4-26 Y 1 Y , 

a miből, mint előbb, következik, hogy a 

rcYI = 1 4 3 2 5 6, πν = 1 2 3 6 5 4 , π ι ν = 1 6 3 4 5 2 

PASCAL-egyenesek a 
Π = (Χ Y, Xi Y j ) 

ponton mennek keresztül. 
Ámde a p Ip I Ip™ és π ν ι π ν π ι ν PASCAL-egyenesek egymást a P, 

Π STEiNER-ellenpontpárban metszik, mely mint a k kúpszeletbe írt 
X X 1 Y Y 1 képzetes négyszögnek átlóspontpárja, k-ra vonatkozólag 
kapcsolt poluspár. 

A tétel még a következő segédtétel alapján is bebizonyítható: 
Ha az 

X X 1 ? Y Y j , ZZX, UU, 

pontpárok kapcsolt polusok egy kúpszeletre nézve, akkor a 

V = ( X Y , ZU), V1 = (X 1 Ü 1 , Y i Z J 
W = (X U, YZ), W, = (Xx Y l 5 Z 1Ü 1 ) 
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pontpárok egyidejűleg vagy kapcsolt polusok, vagy nem 
kapcsolt polusok a kúpszeletre nézve. 

Ennek kimutatása pedig következőkép történik: 
Ha x y z u v w egyenesek az Χ Υ Ζ U V W pontoknak polárisai, 

akkor az x y v és a z u ν egyenesek egy-egy pontban találkoznak, 
mivel az X Y V és Z U V pontok egy-egy egyenesen fekszenek. 

De az x y z u egyenesek az X Y Z U pontokhoz kapcsolt polu-
sokon X i Y i Z i U x - e n mennek keresztül és a szerint, a mint Vx, V 
kapcsolt poluspár, vagy nem az : a V1 pont a ν egyenesen fekszik, 
vagy nem fekszik rajta. 

Az első esetben az 

χ y I Χ1Υ1 I 
u z I U1 Z1 I 

háromszögek a Vx collineatio-középpontra vonatkozólag perspec-
tivásak, tehát a 

= (Xx Yi, Ui zx) 
pont az 

I (x u), (yz) I 

egyenesen van. Ez az egyenes azonban az j X U | , | YZ | egye-
nesek pólusán megy keresztül s, mint ilyen, a 

W = (XU, Y Z ) 

pontnak polárisa w ; ennélfogva ebben az esetben a w egyenes 
keresztül megy a W r e n , és így a W, Wx pontok kapcsolt polusok 
lesznek. 

Visszatérve az 1 2 3 4 5 6 PAscAL-hatszöghez, legyen 

X = (1 4, 23 ) , Y = (2 3, 56 ) , Z = (45 , 12) , (3 6, 4 5 ) 
X 1 = = ( 1 2 , 3 4 ) , Υχ = (3 6, 25) , Z 1 = ( 2 5, 14), U1 = (34 , 5 6), 

tehát 
Χ Y = 2 3, X 1 U 1 = 3 4 , X ü ^ p 1 , Χ χ Υ χ = π ι ν 

UZ = 4 5 , Y 1 Z 1 = 2 5 , Γ Ζ = ρ Π , Ζ 1 ϋ 1 = π ν ι . 
Minthogy 

( X Y , U Z) = (2 3, 4 5), (Χχϋχ, Υχ Zj) = (3 4, 2 5) 

kapcsolt poluspár, egyszersmind 

(XU, YZ) = : (p I p 1 I ) = P, (Χχ Y1? Zx ϋχ) = (πΙΥ πν ι = Π 

kapcsolt poluspár lesz. 
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A következőkben a STEINER-ellenpontpárokat Ρ, Π ; Al,A1; A2, 
A 2 ; A8, A 3 ; B1? BX ; B „ B 2 ; B3 , B3 ; CL5 Γ , ; C2, Γ 2 ; C3, Γ3 betűkkel 
fogjuk jelölni; továbbá azokat a PAscAL-egyeneseket, melyek egymást 
e STEINER-pontokban metszik, ugyanilyen kis-betűkkel jelöljük s meg-
különböztetésül még ellátjuk felső mutatókkal. (Lásd az I. táblát). 

3. A K i r k m a n - p o n t o k r ó l . 

7. A teljes PASCAL-hatszög hatvan PASCAL-egyenese egy-
mást hármasával a húsz S T E I N E R - P O N T O N kivűl még hatvan 
úgynevezett KiRKMAN-pontban metszi. 

Egy teljes hatszög 1 2 3 4 5 6 oldalainak száma ( 2 ) = 1 5, t. i. 

1 2 , 1 3 , 1 4 , 15 , 16 , 2 3, 2 4 , 2 5, 2 6, 3 4, 3 5 , 3 6 , 4 5 , 4 6 , 5 6 . 

Ha ezek közül az oldalak közül S C H R Ö T E R 1 szerint kiválasz-
tunk oly hatot, a melyek egy egyszerű PASCAL-hatszöget képeznek, 
akkor a megmaradt kilencz oldalból csak három oly egyszerű hat-
szöget alkothatunk, a melyek a teljes PAscAL-hatszögben előfordul-
nak ; ez utóbbiaknak PAscAL-egyenesei egymást egy Kirkman-pontban 
metszik. 

Ha pl. a fentebbi tizenöt hatszögoldalból az 

1 2 3 4 5 6 
hatszög oldalait kiválasztjuk, akkor a megmaradt kilencz oldalból 
a következő hatszögek és csakis ezek, alkothatók: 

1 3 5 2 6 4 
3 5 1 4 2 6 
5 1 3 6 4 2, 

mint a teljes 1 2 3 4 5 6 hatszögnek egyszerű hatszögei. 
Ha e hatszögek szemben fekvő oldalainak metszőpontjait követ-

kezőkép jelöljük: 
( 1 3 , 2 6 ) = L 3 , ( 3 5 , 6 4 ) = M 3 , ( 5 2 , 4 1 ) = N S 

( 3 5 , 4 2 ) = L2, ( 5 1 , 2 6 ) = M A , ( 1 4 , 6 3 ) = N 2 

( 1 3 , 4 2 ) = L l 5 ( 5 1 , 6 4 ) = M J , ( 3 6 , b 2 ) = N J 

akkor látható, hogy ama hatszögek PASCAL-egyepesei: 
L 3 M 3 N 3 , La M2 Na, ί , Μ , Ν , . 

1 L. a 104. oldalon id. m. 217. oldalát. 
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Ámde az Μ Χ Μ 2 Μ 3 , N2 N3 háromszögek oldalai közül 

M t M3, NI N2 egymást az ( 5 1 . 6 8) pontban. 
M 2 M 3 , N,'N3 » » (2 3, 1 4 ) 
M 8 M I , N 3 Ν Χ » » ( 6 4 , 5 2 ) 

metszik, melyek, az 1 5 2 3 6 4 PAscAL-hatszög szemben fekvő oldalai-
nak metszőpontjai lévén, egy egyenesen ba* = 1 5 2 3 6 4-en feküsznek. 

Az M 1 M 2 M 3 , N1 N2 N3 háromszögek tehát perspectivásak, s a 
megfelelő szögpontokat összekötő M3 Ns , M2 Na, Μ 1 Ή ι egyenesek, 
vagyis a m a három PAscAL-hatszög PAscAL-egyenesei: 

β 3 " = 1 3 5 2 6 4 
β 2 π = 1 4 2 6 3 5 
β,1 = 1 3 6 4 2 5 

egymást egy ΚΙΚΚΜΑΝ-pontban, Ρ " = (β^1 β 2 π p s n ) -ban metszik. 
Ε KiRKMAN-pontról, melyben az 1 2 3 4 5 6 hatszöggel közös oldalt 

egyet sem tartalmazó 1 3 5 2 6 4, 3 5 1 4 2 6 , 5 1 3 6 4 2 PASCAL-hat-
szögek PAscAL-egyenesei egymást metszik, azt mondjuk ( S C H R Ö T E R 

szavait használva), hogy a ρ11 = 1 2 3 4 5 6 PAscAL-egyeneshez van 
rendelve. Minthogy pedig ilyenformán minden PAscAL-egyeneshez van 
egy KiRKMAN-pont V rendelve: a Kirkman-pontok száma hatvan. 

4 . A P a s c a l - e g y e n e s e k b ő l é s K i r k m a n - p o n t o k b ó l 
á l l ó D e s a r g u e s - c o n f i g u r a t i ó k . 

8 . Az egymást KiRKMAN-pontban metsző három P A S C A L -

egyeneshez rendelt KIRKMAN-ρontok abban a P a s c a l - e g y e n e s -
ben feküsznek, a melyhez az előbbi KIRKMAN-PONT ren-
delve van. 

Ε tétel legegyszerűbben úgy bizonyítható be, 1 hogy előbb fel-
írjuk azokat a PAscAL-egyeneseket, melyek egy PAscAL-egyeneshez 
rendelt KiRKMAN-ponton mennek keresztül és aztán azt a kilencz 
PAscAL-egyenest, melyek egymást a három PAscAL-egyeneshez rendelt 
három KiRKMAN-pontban metszik, vagyis, hogy felírjuk a következő 
táblázatot : 

1 L. VERONESE-nek a 101. oldalon id. munkája 17. oldalát, 
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β3 π = 1 3 5 2 6 4 { 
a 3 n = 1 5 6 3 4 2 
p11 = 5 6 1 2 3 4 

« , π = 6 1 5 4 2 3 

ρ11 = 1 2 3 4 5 6 J § , " = 3 5 1 4 2 6 
[ a 2 n = 3 1 2 5 6 4 
{ ρ11 = 1 2 3 4 5 6 
ι c 2 n = 2 3 1 6 4 5 

hol 

f a j " = 5 3 4 1 2 6 
β 1 π = 5 1 3 6 4 2 > ρ11 = 3 4 5 6 1 2 

I c1I I = 4 5 3 2 6 1 , 

a 1 1 β2 π βχΙΤ PASCAL-egyenesek a p n -hez rendelt KIRKMAN-ponton Pn-n, 
c 3 n » » β 3 π » » » Β 3 π -η, az a 3 n p " 

az a 2 n p11 c2 

az a^1 p11 Cj1 

B 2 " -n, 
» » » » » B t n - n 

mennek keresztül. 
Ebből látható, hogy a βι 1 Ι β 2 Ι Ι β 8 π PAsc'AL-egyenesekhez rendelt 

B 1 I 1 B 2 I I B 3 1 1 KiRKMAN-pontok a p " egyenesen feküsznek.1 

A fentebbi táblában tíz PASCAL-egyenes fordúl elő, a melyet 
mind meghatároz a p " egyenes. De ama tíz PAscAL-egyenes bár-
melyike ugyanazon módon, mint pn , meghatározza a többi kilenczet, 
a mit a következő táblázatból láthatunk: 

: 1 6 4 5 2 3 
( a 3 n = l 5 6 3 4 2 ] β 3 π = 6 4 1 3 5 2 

Ι 0 ^ = 4 1 6 2 3 5 

β 3 " = 1 3 5 2 6 4 
( 

ρ " = 5 6 1 2 3 4 I 
βχ π = 5 1 3 6 4 2 
β 3 π = 1 3 5 2 6 4 
β 2 π = 3 5 1 4 2 6 

c 3 n = 6 1 5 4 2 3 
[ a 2 " = 6 5 2 1 3 4 
j β 3 π = 5 2 6 4 1 3 
! a , n = 2 6 5 3 4 1 . 

1 HESSK úgy vélte, hogy azok a PAscAL-egyenesek, melyek a β,11 β 2 π β 3 η 

pascaL-egyenesekhez rendelt KiRKMAN-pontokon mennek keresztül, egymástól 
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Ε szerint a 

p » § 1 " P 2 " § 3 I I a 1 " a 2 I I a 3 I I c 1 1 I c 2 " c 3 " 

PAscAL-egyenesek mindegyikén három KiRKMAN-pont fekszik, és e 
KiRKMAN-pontok mindegyikén három PASCAL-egyenes megy keresztül. 
Ε tíz PAscAL-egyenes tehát egymást a következő tíz 

P N B I " Β 2 Π Β 3 Π A X " Α 2 Π Α 3 Π ΐ Γ 1 Γ 2 Π Γ 3 Π 

KiRKMAN-pontban metszi s így egy DESARGUES-configuratiót (103 , 103) 
képez, melynek minden egyenese PAscAL-egyenes és minden pontja 
KiRKMAN-pont. 

9. Induljunk ki egy másik PAscAL-hatszögből, pl. az 1 6 3 2 5 4-
ből, melynek p1 PAscAL-egyenese az előbbi tíztől különbözik, s mely 
tehát ismét még új kilencz PASCAL-egyenest határoz meg. Ugyanígy 
lehet a ρ Ι Π π ι ν πγ πν ι PAscAL-egyenesekkel kapcsolatos kilencz-kilencz 
PAscAL-egyeneset is meghatározni, vagyis az összes PASCAL-egyene-
seket tízesével hat csoportba osztani, mint azt az I. táblázat a 
120-ik oldalon mutatja. 

Ε táblázatban a PAscAL-egyenesek akkép vannak hat csoportba 
osztva, hogy, ha bármely csoport első PAscAL-egyenesét collineatio-
tengelynek tekintjük, akkor a következő három PAscAL-egyenes vetítő-
sugara ama perspectivás háromszögek szögpontjainak, a melyeknek 
oldalait a következő három-három PAscAL-egyenes képezi. 

Kimondhatjuk tehát a következő tételt: Egy teljes P A S C A L -

hatszögnek hatvan PASCAL -egyeneséből (v) és hatvan K I R K -

M A N - p o n t j á b ó l (V) álló [Vv]-confíguratio hat D E S A R G U E S -

confíguratióra {103, 10z)-ra oszlik. 

10. Minden STEINER-e l lenpontpáron keresztül menő hat 
P a s c a l - e g y e n e s egy-egy D ESARGUES-Configuratióhοz tartozik. 

Ez kitűnik a 121-ik oldalon következő II. táblázatból, melyet 
a 4. pont értelmében az I. táblázatból képeztünk. 

különbözők (CRELLE 'S Journal, Jahrg. 1 8 6 8 , ρ. 193) , a miért is n e m t a l á l h a t t a 
meg azt a h a t DESARGUES-Configuratiót, a melyre a h a t v a n PAscAL-egyenes 
felbomlik. 
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5 . A C a y l e y - e g y e n e s e k r ő l . 

11 . Az előbbiek meggyőzhettek arról , hogy a hatvan PAscAL-egyenes 
h á r m a s á v a l a húsz STEiNER-ponton és hatvan KiRKMAN-ponton megy 
keresztül, továbbá hogy a hatvan KiRKMAN-pont h á r m a s á v a l a hat-· 

Ρ 
«1 
α2 

α3 

bx 
b2 

ba 
Ci 
c 2 

c . 

— 1 6 3 2 5 4 
= 1 2 6 4 3 5 
= 1 3 5 6 4 2 
= 1 3 4 2 6 5 
= 1 4 2 5 6 3 
= 1 5 2 6 3 4 
= 1 2 5 3 6 4 
= 1 6 5 4 2 3 
= 1 5 4 3 2 6 
= 1 6 4 5 3 2 

I V . 

π ι ν = 1 6 3 4 5 2 
a 1 I V = 1 4 6 2 3 5 
^ ι ν = 1 3 2 4 6 5 
c x I V = 1 3 5 6 2 4 
a 2 1 Y = l 6 5 2 4 3 
β 2 Ι ν = 1 6 2 5 3 4 
γ2ιν = 1 5 2 3 4 6 
α 3 ι ν = 12 4 5 6 3 
β 3 ι ν = 1 4 5 3 6 2 
γ 3 ι ν = 1 5 4 6 3 2 

βΐ 

1 2 3 4 5 6 
1 3 6 4 2 5 
1 4 2 6 3 5 
1 3 5 2 6 4 
1 4 5 3 2 6 
1 6 4 5 2 3 
1 5 4 2 3 6 
1 2 6 5 3 4 
1 2 5 6 4 3 
1 5 6 3 4 2 

ιιι. 

ρΙΠ = 1 4 3 6 5 2 
T l m = 1 3 5 4 2 6 
γ 2 ι η = 1 3 2 6 4 5 
γ3 η ι = 1 6 4 2 3 5 
aj111 = 1 5 6 4 3 2 
a 2 n i = 1 6 5 3 4 2 
a 3 m = l 2 6 5 4 3 
b1m=l 5 2 3 6 4 
b 2 m = 1 4 2 5 3 6 
b 3 m = 1 4 5 2 6 3 

ν. V I . 

π ν = 1 2 3 6 5 4 
a 2 v = 1 3 5 2 4 6 
b 2 v = l 6 2 4 3 5 
c 2 v = 1 3 4 6 2 5 
a 3 v = l 5 4 3 6 2 
β 3 ν = 1 2 5 4 6 3 
γ 3 ν = 1 2 4 5 3 6 
αχν = 1 5 6 2 3 4 
β χ ν = 1 4 6 5 2 3 
γχν = 1 6 5 3 2 4 

(I. táblázat.) 

π ν ι = 1 4 3 2 5 6 
a 3 V I = 1 3 6 2 4 5 
b 3 y i = l 3 5 4 6 2 
c 3 V I = l 2 4 6 3 5 
a x V I i l 4 6 5 3 2 
β^1 = 1 5 6 3 2 4-
γχ ν ι = 1 4 5 6 2 3 
α 2 ν ι = 1 2 5 3 4 6 
β2νι = 1 5 2 4 3 6 
γ2νι = 1 6 2 5 4 3 

van PASCAL-egyenesen fekszik. Vizsgál juk most meg, vajjon a hat-
van KIRKMAN-Pont nem fekszik-e szintén hármasával még 
más húsz egyenesen? 
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A Ρ STEiNER-pontban egymást metsző p1, p11, p m PAScAL-egye-
nesekhez rendelt Ρ1, P11, PITI KiRKMAN-pontok metszőpontjai a következő 
PAscAL-egyenesektiek: 

a * = l 2 6 4 3 5 β χ π = 1 3 6 4 2 5 y t m = 1 3 5 4 2 6 
α2χ = 1 3 5 6 4 2 β 2 π = 1 4 2 6 3 5 γ 2 Ι Π = 1 3 2 6 4 5 
α 8 Ι = 1 3 4 2 6 5 β 3 Τ Ι = 1 3 5 2 6 4 γ 8 Ι Π = 1 6 4 2 3 5. 

STEINER- a rajtuk keresztül menő STEINER- a rajtuk keresztül menő 
pontok, PASCAL-egyenesek pontok, PASCAL-egye nese k 

Ρ p 1 , Ρ 1 1 ? 
p i n 

Π π ι ν , π ν , π ν ι 

Α χ 
„ I V 
d X 1 

q I I 
d X 5 ΑΧ « Χ 1 , α χ ν , α χ ν 1 

Β χ b I V 
U 1 ι b 1 1 1 

U X 5 b x 1 ΒΧ Ρ Λ β χ ν Ι 

C x C I V 
U X 1 0 1 

C x " Γ χ ϊ ι ™ ϊ Λ ϊ χ ν ι 

A2 η v d2 5 η 1 1 
« 2 ι η 1 1 1 a 2 Α 2 α 2 \ α2 ν ι , « 2 Ι Υ 

B 2 b 2 v , b 1 1 1 
J V Β 2 β2", β2 ν ι , β2 Ι Υ 

c 2 P v c2x, C 2 " Γ2 Ϊ 2 Ι Π , Ν Ν Ι 
( 2 ' Ϊ 2 Ι Υ 

A3 Η V I 
3 ! 

η 11 Η 1 1 1 a 3 Α 3 « 3 Ι Υ , Α 3 Ν 

B 3 b V I 
υ 3 l b 1 1 1 BA1 Β 3 β 3 ν 

CA C V I 
υ 3 ? 0 1 

u 3 1 C 3 " Γ3 Υ 3 1 " , Ϊ 3 Ι Υ , Ϊ 3 Υ 

(II. táblázat.) 

De az 
V Í V 1 Ti111, V í V ' r a 1 1 1 , V f V V 1 1 

háromszögekről bebizonyíthatjuk, hogy azok páronkint perspectivásak. 
Ugyanis 

a z (jXj 1 βχ 1 1 ) ( α 2 ' β 2 π ) szögpontokat összekötő egyenes a C 3 V I PASCAL-egyenes 

a (βχ11 η Ι Π ) (β2" Τ2ΙΠ) » > > a3 V I 

a (Yx111*!1) (T,1 1 1^1) » > » b3VI 

mert ezek az egyenesek a megfelelő (5 i , 6 4), (3 5, 4 2), illetőleg (1 3, 
4 2), ( 5 1 , 2 6) és (3 5, 2 6), ( 1 3 , 6 4) PASCAL-pontokon mennek 
keresztül. 

Minthogy az utóbbi PAscAL-egyenesek egymást abban a Πν ι 

KiRKMAN-pontban metszik, mely a πν ι PAScAL-egyeneshez van ren-
delve: az αι Ιβ 1 Ι Ιγ 1 Ι Π , α 2 Ι β 2 Ι Ι γ 2 Π Ι háromszögek megfelelő oldalainak 
metszőpontjai, azaz a 

2 
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Ρ Ι = ( α 1 Ι α 2 Ι α 3 Ι ) , P u = ( p x n β 2 π β3ΠΙ), Ρ Ι Ι Ι =(γ 1 Ι Ι Ι γ 2 Ι Ι Ι γ 3 1 1 1 ) 

KiRKMAN-pontok ugyanegy ρ egyenesen fekszenek. 
Ebből folyólag a következő tételhez jutunk: 
Egy STEINER-PONTON keresztül menő három PASCAL-egye-

neshez rendelt három KIRKMAN-PONT egy egyenesen fekszik, 
melyet a STEINER-ponthoz rendelt CAyley-egyenesnek neveznek,1 

Minthogy a teljes PAscAL-szög húsz STEiNER-pontot határoz meg, 
a CAYLEY-egvenesek száma szintén húsz. Ε szerint: 

A hatvan KIRKMAN-/PONT hármasával a húsz C A Y L E Y -

egyenesen fekszik. 
Jegyzet. Mi a következőkben a CAYLEY-egyeneseket ugyanazon, 

de kis betűkkel jelöljük, mint a STEINER-pontokat, a melyekhez ren-
delve vannak, és azokat a CAYLEY-egyeneseket, melyek egy-egy S T E I N E R -

ellenpontpárhoz rendelvék, Q*A.Yi^Y-ellenegyenesek-nek nevezzük. 
12. Az előbbiekből következik, hogy az α^β^γχ1 1 1 , α 2 Ι β 2 Ι Ι γ 2 Π Ι , 

α3* β311 γ3ΠΙ háromszögek páronként a 

ρ = (Ρ1 ρ11 p m ) 

CAYLEY-egyenesre, mint collineatio-tengelyre vonatkozólag páronként 
perspectivásak ; a vetítő sugarak az a ^ b ^ c ^ a2 v b2 v c2 v , a 3 V I b 3 Y I c 3 V I 

PAscAL-egyenesek; a három collineatio-középpont a π CAYLEY-egye-
nesen íekvő 

Π ι ν = ( a i I V bxIV Cl IV), I P = (a2 v b 2 v c2 v), I P 1 = (a,V I bs VI c3 VI) 

KiRKMAN-pont. 
Ennélfogva: 
Ama kilencz PASCAL-egyenes, mely egy GAYLEY-egyene-

sen fekvő három KIRKMAN/Ponton megy keresztül, három, 
páronként perspectivás háromszögnek oldalait szolgáltatja. 
Κ háromszögek szögpontjait vetítő kilencz sugár P A S C A L -

egyenes; a három collineatio-középpont K I R K M A N - P O N T ; a raj-
tuk keresztül menő egyenes az a C a y l e y - e g y e n e s , mely a 

felvett C a y l e y - e g y e n e s s e l együtt egy ellenegyenespárt képez. 
E configuratio egy CAYLEY-ellenegyenespárból, hat KIRKMAN-

pontból r ti/.cimyolcz PASCAL-egyenesből áll. A teljes PAscAL-hatszög 
tiz ilyen configuratióra oszlik; minden PAscAL-egyenes három ilyen 

1 CRELLE S Journal, X LI. 
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configuratióban fordúl elő; ellenben két ily configuratiónak négy 
közös PAscAL-egyenese van. (Lásd a III. táblázatot.) 

13. Minden CAYLEY-egyenes keresztül megy azon a 
STEINER-ponton, mely a CAYLEY-egyeneshez rendelt S T E I N E R -

pontnak S T E I N E R - E L L E N P O N T J A . 

C
A

Y
L

E
Y

-
og

ye
ne

se
k 

a 
• 

rajtuk fekvő KiRKMAN-pontok 

Ρ Ρ1 = ( α ι Ι α2χ α3χ) pn pm 
= ( r i m r a m r s m ) 

a1 Α™ = (α 2 Ι γ α 3 ι ν π ι ν ) Αχ11 = ( c , n c 8 n p 1 n ) A x m = (b 2 m b m 8 γ ™ ) 
a2 Aav = (α 3 ν α χ ν π ν ) Α2Π = ( c . n c 1 n p , n ) A 2 m = ( b 3 I I I b 1 I I I y 2 m ) 
a3 A3 v i = ( α ι ν ι α 2 ι ν π ν ι ) A 3 " = ( c i n c a n p 8 u ) A 3 r a = (b^11 b2™ γ8 Ι Π) 

Κ Β χ ι ν - ( β 2 ι ν β 3 ΐ ν π ι ν ) Β/11 = ( a 2 m a 3 m γχΠΙ) Βχ1 = ( c 2 I c 8 I a 1 I ) 
b2 B 2 v Β 111 2 = ( a , m a 1 m r , m ) Β,1 = (c 8 I c 1 I a/) 
b3 Β Υ Ι 3 = (βχΎ Ιβ2 ν ιπν ι) B 3 m = ( a 1 I I I a 2 I I I c 8 m ) Β,1 ^(Ci1 C2X OC31) 
Ci CXIV = ( ϊ 2 ι ν γ 3 ι ν π ι ν ) Cx1 ^(WWxi1) C/1 — (a 2 n a 3 " β!11) 
C2 

η ν = (Τ3 ν Ϊ ! ν πν) C2X HWW**1) 
η ιι — (a 3 n a x " β2") 

C3 C3VI = (Τι ν ι Τ 2 ν ι π ν ι ) C,1 = (b 1 I b 2 I a 3 I ) C 3 " — ( a i n a 2 " β 8 " ) 
π ΠΙΥ Í R — (&2V b2 v c2 v) JJVI = (a3VI b3 V I c3VI) 
αχ Α , 1 = (b 1 I c 1 I p I ) Αχν = (β3 ν Ϊ3^χ ν ) Α™ - ( β 2 ν Ι Ϊ 2 ν ^ 3 ν Ι ) 
α2 Α , 1 = (b2J c2 J ρ1) Λ VI Άϊ = (βιΥΙ TiVI a3VI) A2 i v = (§3 I VT3 I vax I V) 
α3 Α 1 

" 8 = (b 3 I c 3 I p I ) A3IV = (β2ΙΥ γ2 ι ν axIV) A3 v — (βΐΥ TlV a2V) 
βχ Β χ η = (c i n axI1[ p11) Βχν = (Ϊ3 VöC3 Vb2V) Β χ ν ι — (ϊ2ν ι a2V I b3VI) 
β2 Β 2 " = (c2 n a 2 " p11) Β / 1 — (ϊ ι ν ι a i V I b8VI) B 2 I V = (T3IV^3IVbxIV) 
β3 Β 3 " = ( c 8 n a 8 n p n ) B 3 I V = (Ϊ2ΙΥ a2IV bxIV) B 3 V — (ϊχΥ a i v b 2 v ) 
Τι 

Ρ III ί 1 = ( a 1 m b 1 m p m ) Γχν = (*8^3VC 2 V) Γ ι Υ I — (α2ΥΙ β2ΥΙ C3VI) 
Ϊ 2 

ρ III 
Α 2 = ( a 2 m b 2 m p111) "Ρ VI 

Α 2 — (aXVI βΐΥΙ C3VI) ρ IV λ2 = ( a 3 I Y § 3 I V C l I V ) 
Ϊ3 ρ III 1 3 = ( a 3 m b 3 m p m ) ρ IV α3 — (a 2 I V β2ΙΥ c i I V) Τ ν 3 = Κ ν β χ ν θ 2 ν ) 

(III. táblázat.) 

Vagy, a mi ugyanaz: 

A C A Y L E Y - e l l e n e g y e n e s p á r o k váltakozva keresztül men-
nek a hozzájuk rendelt S T E I N E R - ellenpontpárokon. 

2* 



D R . K L U G L I P Ó T 

Ugyanis az 

o ^ í V 1 ^ , α2χ β 2 π πν 

háromszögek perspectivás helyzetűek, mert 

(α1Ι β^1) (α2Π β 2") = c 3 I V = 1 2 4 6 3 5 
(βι"π ι ν) (β 2 ππν ) = (3 6, 5 2) ( 1 4 , 3 6) = 3 6 
(π 1 ^! 1 ) (π ν α, Ι ) = (3 4, 1 2) (5 6, 1 2 ) = 1 2 ; • 

a megfelelő oldalak metszőpontjai tehát egy egyenesben fekszenek. 
Ennélfogva a Π = (π ιν πν πν ι) STEiNER-pont a Ρ Ι = (α1Ι α2χ α,,1) és ΡΠ = 
(βχ" β 2 " β3ΙΧ) KiRKMAN-pontokat összekötő CAYLEY-egyenesen p-n fekszik. 

Ebből még az is kitűnik, hogy a 12. pontban leírt configura-
tiók bármelyike valamennyi STEiNER-ellenpontpárt magában foglalja, 
t. i. egy STEiNER-ellenpontpár a CAYLEY-ellenegyenespáron, a többi 
kilencz pár pedig a configuratióban szereplő tizennyolcz P A S C A L -

egyenesen fekszik. 
14. Vizsgáljuk már most meg, hogy egy Ρ STEiNER-pont és a 

hozzá rendelt Ρ CAYLEY-egyenes nem pólus és polaris-e a P A S C A L -

hatszög körül írt kúpszeletre nézve ? 
Ha kimutatható, hogy van egy a P-hez kapcsolt pólus, mely 

a ρ egyenesen kívül fekszik, akkor a ρ egyenes nem lehet polarisa 
a Ρ pontnak, mert a ρ polarisa az összes P-hez kapcsolt polusokat 
tartalmazza. 

A Ρ ponton keresztül menő p11 — 1 2 3 4 5 6 PASCAL-egyenesnek 
pólusa (m, n) metszőpontja a pn-őn fekvő (1 2, 4 5), (2 3, 5 6) pon-
tok polárisainak, m-nek és n-nek, mely (m, n) pont a P-hez 
kapcsolt pólus. Az m, η polarisok azonban az 1 2 4 5, 2 3 5 6 négy-
szögek révén az (1 5, 2 4), (1 4, 2 5), illetve (2 5, 3 6), (3 5, 2 6) ponto-
kon mennek keresztül. 

Ha az (m, n) pont a p egyenesen feküdnék, akkor az 

( 1 4 , 2 5), (2 5 , 3 6), Ρ11 = ( β χ " β 2 " β3ΠΙ) 
(1 5, 2 4), (3 5, 2 6), Ρ " = (γ,111 γ2 Ι Π γ3ΙΠ) 

szögpontú háromszögek perspectivásak volnának, mert az első, 
második és harmadik oszlopban felírt pontok az m, η, ρ egyeneseken 
vannak. 

Ámde e háromszögek megfelelő oldalainak, 
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a 2 5 és bx v = 1 5 3 4 2 6 metszőpontja a (2 5, b / ) 
a β 3 π = 1 3 5 2 6 4 és γ 3 Π Ι = 1 6 4 2 3 5 » a (3 5, 6 4) 
a 1 3 6 4 2 5 és γ ι ι ι : [ = 1 3 5 4 2 6 * a (1 3, 4 2). 

Ε pontok közül a két utolsó az a, V = 1 3 5 2 4 6 egyenesen, 
ellenben az első az a x v egyenesen kivűl fekszik, mert bx v a (2 5, 
1 6) ponton nem megy keresztül. 

Ama két háromszög tehát nem perspectivás, és a Ρ ponthoz 
kapcsolt pólus (m, n) nem fekszik a p egyenesen. A ρ egyenes 
tehát nem polarisa a Ρ pontnak, s ugyanazon oknál'fogva 
a π egyenes nem polarisa a Π pontnak. 

Vizsgáljuk még meg, hogy a p, π CAYLEY-egyenesek nem kap-
csolt polarisok-e a PAscAL-hatszög körül írt kúpszeletre vonat-
kozólag ? 

Ha p. π kapcsolt polarispár volna, akkor a p-nek pólusa 
P', mely az előbbiek szerint a Ρ ponttal nem esik egybe, a π egye-
nesen feküdnék. Ekkor azonban, minthogy Π, P' és Π, Ρ (5. és 6. 
pont) kapcsolt pólus, a XI pont polarisa a Ρ Ρ ' = π egyenes volna, 
a mi az előbbi tétellel ellenkezik. Ε szerint 

A CPAPYLEPΥ-Pellen egyenespárok nem kapcsolt polarisok a 
PASCAL-hatszög körűi írt kúpszeletre vonatkozólag.1 

6. A S t e i n e r - e g y e n e s e k r ő l . 

15. A 4. pontban kimutattuk, hogy az 

1 2 3 4 5 6 
4 5 6 1 2 3 
3 6 2 5 14 

oldalú háromszögek a Π collineatio-középpontra vonatkozólag per-
spectivásak ; a vetítő sugarak és a collineatio-tengelyek a π Ι ν π ν πν ι , 
illetve Ρ 1 Ρ 1 1 Ρ ™ PAscAL-egyenesek, mely utóbbiak egymást a Ρ S T E I N E R -

pontban metszik. 
Ugyanígy kimutathattuk volna, a mi különben az előbbinek 

következménye, hogy az 
1 2 4 5 3 6 
3 4 6 1 2 5 
5 6 2 3 14 

1 V. ö. VERONESE-uek a 101. oldalon id, m. 27. old. 
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oldalú háromszögek a Ρ collineatio-középpontra perspectivásak; a 
π ι ν π ν π ν ι PASCAL-egyenesek közül az első három vetítő-P Ρ ρ - , 

sugár, a többi collineatio-tengely, mely egymást a Π pontban metszi. 
Ha akár az egyik, akár a másik csoport háromszögeit tekint-

jük, azt látjuk, hogy 

az 1 2 , 6 1 , 1 4 meg nem felelő oldalak metszőpontja az 1 pont, 
az 1 2 , 2 3, 2 5 
a 3 4, 2 3, 3 6 
a 3 4, 4 5, 1 4 
az 5 6, 4 5, 2 5 
az 5 6, 6 1 . 3 6 

a 
a 
a 

az 
a 

ellenben a megfelelő oldalak metszőpontjai a collineatio-tengelyeken 
feküsznek, melyek ugyanegy ponton mennek keresztül. 

Ennélfogva mondhatjuk: 

»Ha két háromszög akkép van egymásra vonatkoztatva, hogy 
az egyik háromszög minden 
oldalának a másik két három-
szög egy-egy oldala felel meg, 
és a meg nem felelő oldalak 
metszőpontjai egy PAscAL-hat-
szögnek szögpontjai, akkor a 
háromszögek ugyanegy colli-
neatio-középpontra vonatkozó-
lag perspectivásak, s így a meg-
felelő oldalak metszőpontjai há-
rom, ugyanegy ponton keresztül 
menő egyenesen fekszenek«. 

szögpontjának a másik két há-
romszögnek egy-egy szögpontja 
felel meg, és a meg nem felelő 
szögpontok hat egyenesen fek-
szenek, melyek egy kúpszeletnek 
érintői (egy BRIANCHON-hatoldalt 
képeznek), akkor a háromszögek 
ugyanegy collineatio - tengelyre 
vonatkozólag perspectivásak, s 
így a megfelelő szögpontok is 
hármasával oly egyeneseken fek-
szenek, melyek egymást hárma-
sával egy egyenes három pont-
jában metszik«. 

Ha ama két csoportban felírt háromszögeket tekintjük, azt 
látjuk, hogy az első, illetve második csoportban levő háromszögek 
oldalai az 1 3 5 pontok összekötő egyenesei a 2 4 6, 4 6 2, 6 2 4, 
illetve 2 6 4, 6 4 2, 4 2 6 pontokkal. Továbbá mindegyik háromszög-
nek oldalain rajta fekszenek a PAscAL-hatszögnek szögpontjai. 
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Kérdés: Hány ily Δ háromszög található az egész configuratióban, és hányfélekép lehet ezeket hármasával α fen-
tebbi módon csoportosítani? 

16. Az 1 2 3 4 5 6 pontnak. tizenöt összekötő egyenese van. 
Minden ily egyenes, a négy másik pontot összekötő három egyenes-
párral egy-egy háromszöget képez, a melynek oldalain rajta fekszik 
mind a hat pont. Ama tizenöt egyenesnek tehát, bármelyike három 
Δ-háromszögnek oldala, s így ezeknek száma 1 5 . 3 : 3 = 15. 

A 15 Δ-háromszögnek 45 szögpontja mind PAscAL-pont, a 
melyeknek mindegyikén négy PAscAL-egyenes megy keresztül. így: 
az (12 , 4 5) PASCAL· ponton keresztül mennek a 

ρ π = 1 2 3 4 5 6, a 3 i n = 1 2 6 5 4 3, b3VI = 1 2 6 4 5 3 , c 3 I = 1 2 3 5 4 6 

PASCAL-egyenesek, tehát: a teljes PASCAL-hatszög hatvan PASCAL-

egyenese egymást négyesével α tizenöt Δ háromszög negy-
venöt szögpontjában metszi; mindenik PASCAL -egyenesen 
három ily szögpont (PASCAL-/?ont) fekszik. (4.45 — 3.60). 

A mi pedig ama csoportok számát illeti, a melyekre a tizenöt 
Δ-háromszög hármasával osztható oly módon, hogy minden csoport 
háromszögei páronként perspectivásak legyenek : az 1 2 3 4 5 6 pont 
közül kiválasztunk hármat és ezeket a megmaradt hárommal, vala-
mint ezeknek, cyclicus felcserélésük által nyert, complexióival össze-
kötjük; a nyert összekötő egyenesek az ily háromszög-csoportok-
nak oldalai. Ennélfogva: 

A tizenöt Δ-háromszög hármasával húsz oly csoportba 
osztható, hogy mindegyik csoport háromszögei ugyanegy 
collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivásak; a húsz 
collineatio-középpont, valamint a collineatio-tengelyek húsz 
metszőpontja a húsz STEINER-pont. 

17. Mindenik Δ-háromszög négy csoportban fordul elő ; pl. az 
1 2 3 4 5 6 oldalú Δ-háromszög, melyet [1 2 3 4 5 6]-tal akarunk 
jelölni, fellép a következő csoportokban : 

[1 2 3 4 5 6] [ 1 2 3 4 6 5 ] [ 1 2 3 4 5 6] [ 1 2 4 3 6 5] 
[ 4 5 6 1 3 2 ] [ 6 4 1 5 3 2] [5 3 1 6 4 2 ] [ 4 5 6 2 1 3 ] 
[3 6 5 2 1 4J [ 3 5 6 2 1 4 ] [ 4 6 5 2 1 3 ] [ 6 3 1 5 4 2 ] . 

Ε perspectivás háromszögekhez tartozó collineatio-tengelyek 


