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E l ő s z ó . 

Ε sorok czé l j a tel jes és könnyen áttekinthető képet nyú j tani a 
PASCAL-hatszöggel kapcsolatos configuratiókról és így a n n a k tanul -
mányozásá t előmozdítani , ú jabb kutatásokra serkenteni . 

Tudomásom szerint az utolsó nagy érlekezés tárgyunkról 
VERONESE-től származik e czímen : »Nuovi teoremi suli' hexagram-
mum mysticum*, Reale Accademia dei Lincei, anno CGXXIV. ( 1 8 7 6 — 
1877). Értekezése telöleli a különböző folyóiratokban, akadémiai érte-
kezésekben és tankönyvekben e tárgyra. vonatkozó tananyagot, de 
legnagyobb része egészen új vizsgálatokat tartalmaz. Azonban a tőle 
használt jelölés nem elég áttekinthető, úgy hogy művének tanulmá-
nyozása nem kis fáradsággal jár. 

Jelen értekezésemben a syntheticus geometria kárára korán 
elhunyt S C H R Ö T E R tanárnak a »Theorie der Kegelschnitte* czímű 
művében használt jelölést alkalmaztam, de a kis-betűket nagy-
betűkkel cseréltem lel. 

Ez a jelölés a conliguratiót áttekinthetőbbé és azt is lehetővé 
teszi, hogy az itt előforduló nagyszámú pontot és egyenest tetszé-
sünk szerint kezelhessük. 

Értekezésem azonban új dolgokat is tartalmaz, melyek V E R O N E S E 

értekezésében nincsenek meg. 
Először is a VERONESE-től Y-nal jelölt négyoldalakat, de külö-

nösen az y-nal jelölt négyszögeket vizsgáltam meg részletesen köl-
csönös helyzetükre nézve. 
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Egészen újaknak tekintendők azok az i[Vv] configuratiók, melyek 
a Y E R O N E S E [ V V ] Í configuratióival (ő [Zz] rvel jelölte) bizonyos tekin-
tetben duálisán állíthatók szembe. 

Üjak egyszersmind a tizenöt D háromszögről szóló vizsgálatok, 
mely D háromszögek a V E R O N E S E Δ háromszögeinek duálisán felel-
nek meg. 

Az általános PAscAL-hatszög képezte configuratiónak tárgya-
lását még kiegészítettem négy különös PASCAL-hatszög helyzeti 
viszonyának megvizsgálásával. Ε hatszögeknél egyszer négy, kétszer 
négy, háromszor négy és egyszer három, végre háromszor négy és 
egyszer hat PASCAL -egyenes és ugyanannyi KIRKMAN pont egy-egy 
egyenessé, illetve ponttá egyesül. 

Úgy tudom, hogy e különös hatszögek felismerése és reájuk 
vonatkozó vizsgalataim is egészen újak. 

Kolozsvárt, 1897 júl. 27-én. 
A SZERZŐ. 
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I . A Z Á L T A L Á N O S P A S C A L - H A T S Z Ö G R Ő L . 

Bevezetés. 

A PASCAL-hatszöggel kapcsola tos configuratiókkal s z á m o s k iváló 
geometer foglalkozott e században. STEINER1 volt az első, a ki a m a 

ι hatvan PASCAL -egyenes helyzetét megvizsgálta, a m e l y e k e t a te l jes 
PASCAL-hatszögből s z á r m a z ó hatvan egyszerű PASCAL-hatszög nyúj t , 
és azt ta lá l ta , hogy : a te l jes PAscAL-hatszög hatvan PASCAL-egyenese 
egymást h á r m a s á v a l husz pontban, az úgynevezett husz STEINER-
pontban metszi . 

PLÜCKER 2 k imutat ta , hogy a husz SXEINER-pont négyesével 
tizenöt egyenesen, úgynevezet t S T E I N E R - e g y e n e s e n fekszik. 

A husz STEINER-pont és t izenöt STEINER-egyenes HESSE 3 szer int 
egy ( 1 5 4 , 2 0 3 ) configuratio, vagyis olyan coní igurat io , a melyet 
h á r o m , páronként ugyanegy középpontra perspect ivás helyzetű h á r o m -
szög a szögpontokat vetítő három sugárra l és a h á r o m col l ineat io-
tengelylyel együtt képez . 

HESSE,4 GROSMAN5, STAUDT és BAUER 7 különböző úton bebi-

1 Annales de Gergonne, Τ. X V I I I , 1828. és »Systematische Entwicke-
lung etc.« 311. lap. 

a »Ueber ein neues Princip der Geometrie«. C K E L L E 's Journal, Bd. Y . 
L\ 275. 

3 »Eine Bernerkung zum PAscAL'-scken Theorem«. C K E L L E 's Journal, Bd. 
X L I . P. 269. 

4 »Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid«. C K E L L E 's 
Journal, Bd. X X I V , p. 40. 

3 >Ueber eine neue Eigenschaft der SI'EINER'schen Gegenpunkte«. C K E L L E 'S 

Journal, Bd. LVIII , p. 174. 
0 »Ueber die STEINEH'schen Gegenpunkte etc.« C K E L L E ' S Journal, Bd. 

LXI1, p. 142. 
' »Ueber das PAscAL'scbe Theorem*. Abhandl. der k. bayer. Akad. d. 

W. Bd. XI , 3. Abth. 1874. * 
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zonyították, hogy a húsz STEINER-pont tíz pár kapcsolt pólus arra 
a kúpszeletre vonatkozólag, a mely a PAscAL-hatszög körül írható. 
Ε tíz pontpárt H E S S E elnevezte S T E I N E R - E L L E N P O N T O K - n a k . 

Az eddigelé említett német geometerek vizsgálatait KIRKMAN, 

C A Y L E Y és SALMON angol tudósok újabb tételekkel egészítették ki, 
melyek olyanoknak tűntek fel, mintha az előbbiekből a dualitás 
elve szerint következnének. KIRKMAN ugyanis azt találta, hogy a 
hatvan PASCAL-egyenes egymást a húsz STEINER-ponton kivűl még 
hatvan pontban, úgynevezett KiRKNAN-pontban, metszi. C A Y L E Y 1 

kimutatta, hogy e hatvan KIRKMAN-pont hármasával húsz egyene-
sen, a húsz CAYLEY-egyenesen, fekszik ; s végre SALMON 2 bebizo-
nyította, hogy a húsz CAYLEY-egyenes négyesével tizenöt ponton 
megy keresztül, melyeket jelenleg SALMox-pontoknak neveznek. 
A húsz CAYLEY-egyenes és a tizenöt SALMUN-pont egy (2()s, 154) 
configuratio, mely duális alakzata a ( lo 4 , 203) configuratiónak, s 
melyet három, páronként ugyanarra a collineatio-tengelyre perspectivás 
háromszög képez. 

Ámde a KiRKMAN-pontok, CAYLEY-egyenesek és SALMON-pontok 
nem polaris-reciprocus alakzatai a· PAscAL-egyeneseknek. SiEiNER-pon-
toknak és STEINER-egyeneseknek a PAscAL-hatszög körül írt kúpszeletre 
vonatkozólag, sem egy más kúpszeletre vonatkozólag, a mint azt 
H E S S E 3 gondolta. Sőt kimutatható, hogy a KiRKMAN-pontok és PASCAL· 

egyenesek még az általános reciprocus vonatkozás, a correJatio eseté-
ben sem lehetnek egymásnak megfelelők, mint S C H R Ö T E R 4 gyanítá; 
mert kimutatható, hogy négy, egymást egy pontban (PAScAL-pontban) 
metsző PAscAL-egveneshez oly négy KKiRMAN-pont tartozik, a mely 
nem fekszik ugyanegy egyenesben. 

A teljes PAscAL-hatszögnek eddig említett tulajdonságai még 
mindig nem nyújtanak áttekinthető képet a PASCAL-egyenesek és 
ΚIRKΜΑΝ-pontok kölcsönös helyzetéről, mert a configuratiónak csak 
igen kis részéről szerzünk tudomást, ha azt látjuk, hogy három 

1 Sur quelques théoremes de la geometrie de position«. OHKLLK 'S Journal, 
lld. XXXI. und XXXIV. 

2 S.\I.MI>N-FIKI>LKK, Analytische Geometrie der Ebener 
3 »L RLICR di<· lleciprocitat der PA8CAL-STKINER'SCHEN nnd KIRKMAN-CAYLEY-

Salamon schen satze etc. CREKKE S Journal, Bd. LXVIII, p. 103. 
4. Theorie der Kegelechnitte. 1870. 218. lap. 
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PAscAL-egyenes egy STEINER-ponton megy keresztül , és h á r o m KIRK-
MAN-pont egy CAYLEY-egyenesen fekszik. Ámde BAUER 1 k i m u t a t t a , 
hogy »tíz PAscAL-egyenes és tíz hozzá juk tartozó KiRKMAN-pont egy 

configuratiót ( 1 0 3 , 1 0 3 ) képez, és hogy a hatvan P A S C A L -

egvenes és h a t v a n KiRKMAN-pont hat ily DESARGUES-configuratióra 
bomlik« . Ε h a t ÜESARGUES-Configuratio pedig következő módon c s a t l a k o -
zik a STEINER-pontokból és egyenesekből , valamint a CAYLEY-egyenesek-
ből és SALMON-pontokból képezet t HESSE-configuratiókhoz, a H = ( 1 5 4 , 
2 0 3 ) és H' = ( 2 0 3 , 15 4 ) -hez : »A Η configuratio felbomlik h a t te l j es 
ötoldalra, m e l y n e k oldalai és szögpont ja i STEINER-egyenesek és STEINER-
p o n t o k ; h a s o n l ó k é p a 1Γ configurat io felbomlik h a t te l jes ö tszögre , 
melynek szögpont ja i és oldalai SALMON· pontok és CAYLEY-egyenesek. 
A PAscAL-egyenesekből és KIRKMAN-pontokból álló h a t DESARGUES-
configuratio mindenike a m a z ötoldalak egyike körül és a m a z öt-
szögek egyikébe van be í rva« . 

VERONESE 2 végtelen sok oly configuratiót [Vv]I talál t , mint 
a PAscAL-egyenesekből és KiRKMAN-pontokból álló, m e l y e k n e k min-
denike h a t v a n vi egyenest és h a t v a n Vj pontot t a r t a l m a z . Mindezen 
conf igurat iókban a Vj -pontok h á r m a s á v a l a CAYLEY-egyeneseken fek-
szenek, és a v i -egyenesek h á r m a s á v a l a SxEiNER-pontokon m e n n e k 
keresztül, s végre mindenike e [Vv]i-configuratióknak hat D E S A R G U E S -

conf igurat ióra bomlik . 

A [Vvj i -conf igurat iók a z o n b a n abban különböznek a PASCAL-
egyenesek és KiRKMAN-pontok képezte configuratiótól , hogy az u t ó b -
b i a k b a n a h a t v a n PAscAL-egyenes egymást négyesével n e g y v e n ö t 
pontban (G-vel je lölendő PAScAL-pontokban) metszik , holott a [ V v ] j -
configuratiók Vi-egyenesei ezt nem teszik. 

A végtelen sok [Vvji-configuratión kivűl van a z o n b a n m é g m á s 
végtelen sok, melyeket i [Vv]-vel je lölök és melyeket tudatommal 
még eddig nem vizsgáltak. A i[Vv]-configuratiók szintén h a t v a n 
jV pontból és h a t v a n ív egyenesből ál lanak, melyek h á r m a s á v a l 
a CAYLEY egyeneseken fekszenek, illetve a SREINER-pontokon m e n n e k 
keresztül , és u g y a n c s a k mind h a t DESARGUES-configuratióra b o m -
lanak. 

1 Lásd a "103. old. 7. jegyzetét. 
2 Nuovi teoremi suli' Hexagrammum mysticum. Reale Accademia dei 

Lincei, vol. C C L X X I V . (1876-77 . ) 1 
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Ε configuratiók elsejének, t. i. 0[Vv]-nek az a tulajdonsága, 
hogy a PAscAL-egyenesekből és KiRKMAN-pontokból álló configura-
tióval bizonyos tekintetben duálisán szemben állítható. Ugyanis a 
hatvan 0V-pont itt négyesével negyvenöt egyenesen, 0g egyenesen, 
fekszik úgy, a mint a hatvan PAscAL-egyenes egymást négyesével a 
negyvenöt G pontban metszi. 

A negyvenöt 0g egyenes tizenöt D háromszögnek oldala, me-
lyeknek csak tizenöt szögpontjuk van úgy, a mint a negyvenöt G 
pont tizenöt Δ háromszögnek szögpontja, a melyeknek csak tizenöt 
oldaluk van; az utóbbiak egyszersmind a teljes PASCAL-hatszögnek 
tizenöt oldala. 

A tizenöt D háromszög a tizenöt Δ háromszöggel a SALMON-

pontokra és a STEINER-egyenesekre, mint collineatio-középpontra és 
tengelyre, perspectivás ; a megfelelő oldalpárok egymást negyvenöt Y 
pontban metszik, és a megfelelő szögpontpárok összekötő egye-
nesei negyvenöt y egyenest adnak. 

Már VERONESE észrevette, hogy a mondott Y pontok és y egye-
nesek a [Vv]i-configuratiókkal szorosan összefüggnek, a mennyiben 
mindenik Y-ponton két egyenes megy keresztül, a melyen két V2i 
és két V2Í+I fekszik, és mindenik y egyenesen két oly pont van, a 
melyekben két V g ^ és két v2 i+ 2 egyenes egymást metszi. 

Ugyanez mondható egyszersmind a i[Vv]-configuratiók pontjai-
ról és egyeneseiről is, t. i . : két 2Í+IV és két 2i+2V pont mindig 
ugyanegy egyenesben fekszik egy Y ponttal, és két 2iV, valamint 
két 2ί_|_ιν egyenes egy y egyenesen találkozik. 

A következőkben szándékunk a PAscAL-hatszöggel kapcsolatos 
configuratiónak itt tömören előadott tulajdonságait kimutatni és a 
nyert tételeket négy nevezetes különös PASCAL-hatszögre alkal-
mazni. 

Az utóbbi hatszögek szögpontjai a kúpszeleten egy-, két-, 
három- vagy négyfélekép képeznek involutiot. Látni lógjuk, hogy 
ezekhez az involutiókhoz tartozó involutio-tengelyek és középpontok 
mindig többszörös PAscAL-egyenesek és KiRKMAN-pontok; továbbá, 
hogy azok a [Vv]j, j[Vv] configuratiókban is többszörös egyenesek 
és pontok lesznek. 
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1. P a s c a l té te le 

1. PASCAL műveiben1 olvasható a következő tétel: 
»Ha két, egy kör síkjában fekvő pontból M és S-ből szelőket 

húzunk a körhez, melyek azt a Κ, P, illetve a Q, V pontokban 
metszik, és ha az MV, SK egyeneseknek második metszőpontjai a 
körrel az Ο, Ν pontok, akkor a PQ, NO, MS egyenesek ugyanegy 
ponton mennek keresztül. A tétel akkor is igaz marad, ha a kört 
egy kúpszelettel helyettesítjük«. (5. ábra.) 

PAscAL-nak e híres tételét jelenleg a következőkép szokás 
kifejezni: 

Egy kúpszeletbe írt hatszög szemben fekvő oldalai egy-
mást három, ugyanegy egyenesen fekvő pontban metszik. 

A kúpszeletbe írt hatszöget ΡAscAL-hat szögnek , azt az egye-
nest, a melyben a hatszög szemben fekvő oldalai egymást metszik, 

Ρ A s c A L - - e g y e n e s n e k nevezik. Azokat a pontokat, melyben a kúp-
szeletbe írt hatszög szemben fekvő oldalai egymást metszik, VERONESE-

vel ΡAscAL-pontok-x\ak fogjuk nevezni. 
A tételt, melynek bizonyítása PASCAL műveiben nem található, 

Steiner szerint legegyszerűbben bizonyíthatjuk be, ha a kúpszeletet 
kel altalános helyzetű projectiós sugársor képződményének tekintjük. 
Ha a kúpszeletbe írt hatszög szögpontjait ABCDEF betűkkel (2. 
ábra), az AB, DE; BC, EF ; CD, F A ; ED, A F ; CD, EF egyenes-
párok metszőpontjait L, Μ, Ν, I, Kegyel jelöljük, akkor 

C ( E F D B ) A A ( E F D B ) - b ő l 

( E F K I Μ ) Λ ( E I D L ) . 

Minthogy az EF, ED egyeneseken fekvő projectiós pontsorok 

E F K J Μ . . . , E I D L . . . 

perspeelivás helyzetűek, mert E-ben megfelelőleg közös pontjuk van, 
az FI, Κ, I), ML egyenesek, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az FA, 

CD, ML egyenesek egymást egy pontban metszik. Minthogy azonban 
FA, Cl) a hatszögnek két szembe fekvő oldala, az M, L pontok 

pedig a HC, E F ; AB, DE szemben fekvő oldalaknak metszőpontjai, 

1 ESSAI SUR LES coniques. — Oeuvres complétes. (1640.) 
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követkeik, hogy az ABCDEF hatszögnek szemben fekvő oldalai egy-
más! egy egyenesen fekvő pontokban metszik. 

A tétel meg is fordítható, t. i . : Ha egy hatszög szemben fekvő 
oldalainak metszőpontjai egy egyenesben fekszenek, akkor annak 
szögpontjai egy kúpszeletnek (vagy egy egyenespárnak) pontjai, mert 
közülök négy szögpont a másik kettőből projectiós sugarakkal pro-
jiciálható. 

Ugyanis az előbbi jelölést megtartva, ha 

(EFK1 Μ) Λ (ElDL), 
akkor egyszersmind 

C (EFDB) Λ A (EFDB). 

2. Ha az ABCDEF teljes PASCAL-hatszög alább felsorolt olda-
lainak metszőpontjait következőkép jelöljük: 

(BC, ED) = Iai (BC, AF) = I1, 
(AB, FE) = K2, (AB, CD) — K, 

akkor látható, hogy az 

ITa Ia, K K X K 2 

háromszögek perspectivásak, mert megfelelő oldalainak ÍIl5 KKX ; I2, 
Kx K 2 ; I21, K2 Κ metszőpontjai Ν, M, L, egy egyenesen fekszenek. 
Minthogy a meg nem felelő oldalaknak metszőpontjai az ABCDEF 
pontok, mondhatjuk : Ha két háromszög akkép van egymásra vonat-
koztatva, hogy az egyik háromszög oldalainak a másik háromszög-
nek bizonyos oldalai felelnek meg és ha a meg nem felelő oldalak 
metszőpontjai egy kúpszeleten fekszenek, akkor a háromszögek 
perspectivásak, és így a megfelelő oldalaknak metszőpontjai egy 
egyenesen lesznek és fordítva: 

Ha két háromszög perspectivás, akkor a meg nem felelő 
oldalak metszőpontjai kúp-
szeleten fekszenek. 

szögpontokat összekötő 
egyenesek egy kúpszeletnek 
érintői. 

3. Hat általános helyzetű pont egy síkban hat szögpontja egy 
teljes hatszögnek, mely hatvan egyszerű hatszögre osztható fel. Ha 
ezen egyszerű hatszögek közül egynek szemben fekvő oldalai egymást 
egy egyenes pontjaiban metszik, akkor ama hatszögnek szögpontjai 
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egy kúpszeleten fekszenek és így a többi 59 egyszerű hatszögnek 
szemben fekvő oldalai egymást szintén egy-egy egyenesen metszik. 

S T E I N E R volt az első, a ki a teljes PASCAL-hatszögből szár-
mazó hatvan egyszerű P A S C A L - hatszög P A S C A L - egyenesei 
helyzeti viszonyának megállapítását tűzte ki vizsgálata 
tárgyául. 

2. A S t e i n e r - e l l e n p o n t o k r ó l . 

4 . Jelöljük S C H R Ö T E R 1 szerint egy PAScAL-hatszögnek szög-
pontjait 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 számjegyekkel ( 1 . ábra). Az 1 2 3 4 5 6 egy-
szerű hatszögnek szemben fekvő oldalai 

1 2, 4 5 ; 2 3, 5 6 ; 3 4, 6 1 

egymást egy PAscAL-egyenesben metszik, melyet mi pn-vel, vagy 
1 2 3 4 5 6-tal (tehát 

ρ11 = 1 2 3 4 5 6 
-tal) jelölünk. 

Ama 1 2 3 4 5 6 hatszögnek egymásra nem következő oldalai 
1 2 , 3 4, 5 6 ; és 2 3 , 4 5 , 6 1 ; valamint főátlói 1 4 , 2 5 , 3 6 , három 
háromszögnek oldalait képezik, melyek ugyanegy collineatio-közép-
pontra perspectivásak. 

Ugyanis az 
1 2 3 4 5 6 
4 5 6 1 2 3 
3 6 2 5 1 4 

háromszögek közül a két első perspectivás, minthogy megfelelő olda-
lainak metszőpontjai a p11 = 1 2 3 4 5 6 PASCAL-egyenesen fekszenek, 
és a megtelelő szögpontoknak összekötő egyenesei 

π ι ν = ( 1 2 , 3 4) (4 5,' 6 1 ) ^ 
πν = ( 1 2, 5 6) (4 5, 2 3) 
πν Ι = ( 3 4 , 5 6 ) (6 1, 2 3) 

egymást a II collineatio-középpontban metszik. 
Ámde 

az 1 6 3 4 5 2 PASCAL-hatszög miatt (5 2, 3 6) pont a π ΐ ν egyenesen fekszik, 

az 1 2 3 6 5 4 » » (3 6, 1 4) pont a πν 

az 1 4 3 2 5 6 > (1 4, 2 5) pont a πν ι 

* L. a 104. oldalon id. m. 133. oldalát. 
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és így a harmadik háromszög a két első iránt szintén perspectivás. 
A származó két új collineatio-tengely p111 = 1 4 3 6 5 2, pT = 1 6 3 2 5 4, 
a p11 collineatio-tengelyt egy Ρ pontban metszi. 

Megjegyezhető még, hogy az 

1 2 4 5 3 6 
5 6 2 3 1 4 
3 4 6 1 5 2 

háromszögek szintén perspectivásak, még pedig a Ρ collineatio-közép-
pontra; a collineatio-tengelyek a π ι ν , πν, π ν ι egyenesek, és a szög-
pontokat projiciáló sugarak a ρ1, ρ11, p i n egyenesek. 

Ε szerint mondhatjuk: 
»Ha egy PAScAL-hatszög szögpontjai 1 , 2 , 3 , 4 , 5 , 6 , akkor az 

1 2 3 4 5 6 
1 4 3 6 5 2 
1 6 3 2 5 4 

és az 
1 2 3 6 5 4 
1 6 3 4 5 2 
1 4 3 2 5 6 

egyszerű PAscAL-hatszögeknek PAscAL-egyenesei egy P, illetve egy II 
pontban metszik egymást«. 

Ε két Ρ és Π pontot együttesen egy pár Stkwer-ellenpont-
nak vagy egy STEWER-ellenpontpárnak, külön-külön pedig S T E I N E R -

pontnak nevezik. 
Ha szemügyre vesszük az előbbi hat PASCAL-hatszöget, azt 

látjuk, hogy a páratlan helyen álló szögpontok 1, 3, 5, mind a 
hat hatszögnél ugyanazok; ellenben a páros helyen levő szögpontok 
2, 4, 6, az első csoportnál előrehaladólag, a másodiknál visszafelé 
haladólag vannak cyclicusan felcserélve. Ugyancsak ezeket a hat-
szögeket nyerjük akkor is még, ha a páros helyen levő szögpon-
tokat hagyjuk változatlanúl, és a páratlan helyen levőket cserél-
jük fél előre- és visszafelé haladólag cyclicusan. 

Minthogy hat elemből három elemet húszfélekép lehet kivá-
lasztani : egy teljes PAscAL-hatszögből tíz pár STEINER-ellenpont szár-
maztatható le, vagyis: 
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Egy teljes PASCAL-hatszög hatvan P A S C A L -egyenese egy-
mást hármasával húsz STEniER-pontban metszi, mely tíz pár 
S T E I N E R - ellenρ ο η to t képez. 

5. Egy pár SrEWER-ellenpont kapcsolt poluspár arra a 
kúpszeletre vonatkozólag, mely a P A S C A L - hatszög körül 
írható. 

Ε tételt H E S S E 1 állította íöl és egy stereometriai tétel segélyé-
vel bizonyította be. 

Vegyünk fel három egyenest gx g3 g5-öt, melyek közül egyik 
sem metszi a másik kettőt és legyen h2 h4 h6 három egyenes, mely 
amazok mindenikét metszi. Jelöljük a gi, hj egyenesek metszőpontját 
(gihj)-vel ; a gi, hj-n keresztül menő síkot [gi hj]-vel. 

A (gi hj), (gk hi) pontok összekötő egyenese és a [gi h j , [gk hj] 
síkok metszővonala ugyanegy egyenes, vagyis 

(gi hj) (gk hi) = [gi h j [gk hj] 
és a 

(gi hj) (gk hi) (g m b n ) , [gi hj] [gk hi] [g r ahn] 

sík és pont egymásnak polárissíkja, illetőleg pólus a gj g3 g6 h2 h4 h6 

egyeneseken keresztül menő φ másodrendű felületre nézve. 
Ha 

(gi h4) (gs he) (g5 h2) = ρ [gx h j [g3 he] [gB h2] = R ' 
(gi he) (ge h2) (β» h.) = p" [gi h6] [g3 h2] [g5 h4] = R " 
(gi h2) (gB h4) (gB he) = p'" [ g l h2] [g3 h4] [g5 h6] = R ' " 
(gi h6) (g8 h4) (g5 h2) = σ [ g l he] [gs h4] [gB h2] = S ' 
(g1 h4) (gs h2) (g5 he) = σ" [gx h4] [gs h2] [g5 he] = S " 
(gi h2) (g8 h6) (g5 h4) = σ " [gx h j ] [g3 h6] [g5 h4] == S ' " 

kimutatható, hogy az R' R " R'" pontok a σ σ" ο'" sí^ök metszővona-
lában és hasonlókép az S ' S " S " ' pontok a p ' p ' V " síkok metszővo-
nalában fekszenek, a miből mivel R', ρ ; R", p"; . . . pólus és 
polussík következni fog, hogy az 

s == ti Η Κ = a a a , r = = S S S = ρ ρ ρ 

egyenesek reciprocus-polárisok a φ felületre nézve. 

1 Ueber das geradliniege Sechseck auf dera Hyperboloid. C K E L L E ' S Jour-
nal, Bd. XXIV, vagy S C H R Ö T E K : »Theorie der Oberfláchen II. Ord.< 117. old. 
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Ugyanis 
az R' pont a [gx h4] [g, h6] = (gx h6) (g„ h4) egyenesen, 
az R" » a [g3 h2] [g5 h4] = (gs h4) (g6 ha) 
az R'" » a [g5 h6] [gx h2] = (g5 h2) (gx h0) 

fekszik, mely utóbbiakon és így az R' R " R'" pontokon a σ' sík 
keresztül megy. Hasonló egyszerű úton kimutatható, hogy σ", ο " 
sík is keresztül megy az R ' R " R ' " pontokon és a p' p" p" sík az 
S' S " S'" pontokon. 

A gi g3 g5 h2 h4 h6 sugarak a következő hat hatlapot határoz-
zák m e g : 

gi h2 g3 h4 g5 h6 gl h2 g3 h6 g5 h4 

gi h4 g3 h6 g6 h2 g! h6 g3 h4 gB h2 

gi h6 g3 h2 g5 h4 g1 h4 g3 h2 g5 b6, 

melyek közül az első háromnak és az utóbbi háromnak szemben 
fekvő lapjai (mint [gx h2], [h4 g5]) egymást megíelelőleg a ρ ρ" p"\ 
illetve a σ 'σ"σ" ' síkokban metszik. 

Ezek után kimondhatjuk a következő segédtételt: 
»Három egyenes, mely egymást páronként nem metszi, és 

három egyenes, mely az előbbieket metszi, hat rajtuk keresztül 
menő hatlapot határoz meg, melyek mindenikének az a tulajdonsága 
van, hogy a szemben fekvő lapjaik metszővonalai egy síkban fek-
szenek. Ε síkok közül bármelyik három és a másik három egymást 
egy-egy egyenesben metszi, a mely egyenesek reciprocus-polárisok a 
hat felvett egyenesen keresztül fektetett II. r. felületre nézve«. 

Ha ezután a gx g3 g5 h2 h4 h6 egyenesen keresztül menő φ II. r. 
felületet, ama hat egyenest és a tőlük meghatározott hat hatlapot 
egy ε síkkal metsziik, akkor ε-nak metszése φ-vel egy k kúpszelet; 
a gi g3 · · · · egyenesekkel az 1 3 5 2 4 6 pont, mely k-n fekszik; 
a hat hatlap lapjaival, az 

1 2 3 4 5 6 1 2 3 6 5 4 
1 4 3 6 5 2 1 6 3 4 5 2 
1 6 3 2 5 4 1 4 3 2 5 6 

PAscAL-hatszögeknek oldala ; azokkal a ρ ρ" ρ'" σ' σ" σ '" síkokkal, a 
melyekben a hatlapok szemben fekvő lapjai egymást metszik, a m a 
PAscAL-hatszögeknek r ' r " r " s ' s " s ' " PAscAL-egyenese ; végre azokkal 
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az r, s egyenesekkel, a melyekben a ρ p" p"' és σ' σ" ο" síkok egy-
mást metszik, az r ' r " r " és s ' s " s ' " PAscAL-egyeneseknek R és S met-
szőpontja, melyek egy STEINER-ellenpontpár. Minthogy az r, s egye-
nesek reciprocus-polárisok a φ felületre nézve, az R, S S T E I N E R -

ellenpontpár kapcsolt poluspár lesz a k kúpszeletre vonatkozólag. 
6. A tételnek egy másik bebizonyítása STAUDT-ÍÓI 1 származik 

és a következő: 
Ha két kúpszeletet collinearisan akarunk egymásra vonat-

koztatni, akkor az egyik kúpszelet három pontjának megfelelő három 
pontot a másikon tetszés szerint vehetünk fel, s ez által az egyik 
kúpszelet minden pontjának egy határozott pont felel meg a másik 
kúpszeleten.2 

Vonatkoztassuk az 1 2 3 4 5 6 PAScAL-hatszög körűi írt kúp-
szeleletet önmagára az által, hogy az 1 3 5 pontjaihoz a 2 4 6 pon-
tokat rendeljük. Tudvalevőleg megfelelő pontoknak érintői a collinearis 
vonatkozásban szintén megfelelők, valamint megfelelő egyeneseknek 
metszőpontjai is. Ebből pedig az következik, hogy annak az χ egye-
nesnek, melyben az 1 3 5 pontok érintői az 1 3 5 háromszög 3 5 5 1 
1 3 oldalait metszik, az az y egyenes fog megfelelni, melyben a 
2 4 6 pont érintői a 2 4 6 háromszög 4 6 6 2 2 4 oldalait metszik. 
Ennélfogva az χ és y megfelelő egyeneseknek képzetes metszőpontjai 
X, XL5 illetve Y, Y j szintén megfelelők. 

Minthogy 
1 3 5 X X x Λ 2 4 6 Y Y 1 ? 

azért az 
(14, 2 3), (3 6, 4 5), (16 , 2 5), ( X Y „ X X Y ) 

pontok ugyanegy egyenesen fekszenek.3 De az első három pont a 
p1 = 1 6 3 2 5 4 PAscAL-egyenesen van; ennélfogva/^a p1 egyenes 
keresztül megy a 

P = (Χ Υχ, ΧχΥ) 
ponton. 

Ha ellenben a k kúpszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk egy-
másra, hogy az 1 3 5 pontoknak egyszer a 4 6 2, másszor a 6 2 4 

1 Uber die STEINER'schen Gegenpunkte. C K E L L E 'S Journal, Bd. L X I I . 
2 S T A Ü D T : Geometrie der Lage §. 20. 149. oldal. 
3 K L T J G : Projectiv geometria 10'2. oldal, 84. pont. 
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pontok felelnek meg, akkor az x, y egyenesek és az X, X j ; Y, Yt 

pontok változatlanok maradnak, tehát ismét 

1 8 5 Χ X! A 4 6 2 Y Yx 

1 3 5 X X , A 6 2 4 Y Yx 

és a ρ π = 1 2 3 4 5 6, p m = 1 4 3 6 5 2 PASCAL-egyenesek szintén 
keresztül mennek a 

P = ( X Y 1 , Χ χ Υ ) 
ponton. 

Ha íolytatólag a k kúpszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk 
egymásra, hogy az 1 3 5 pontoknak a 2 6 4 vagy 6 4 2, végre a 
4 2 6 pontok feleljenek meg, melyeknek sora a 2 4 6 pontokkal ellen-
kező értelmüleg halad, akkor az x, y egyenesek még mindig meg-
felelők maradnak, de az X, Xi pontoknak az Y l 5 Y pontok felel-
nek meg. 

Ennélfogva 
1 3 5 X X x A 2 6 4 Yt Y 

1 3 5 X X , A 6 4 2 Υ, Y 

1 3 5 X X ! A 4-26 Y 1 Y , 

a miből, mint előbb, következik, hogy a 

rcYI = 1 4 3 2 5 6, πν = 1 2 3 6 5 4 , π ι ν = 1 6 3 4 5 2 

PASCAL-egyenesek a 
Π = (Χ Y, Xi Y j ) 

ponton mennek keresztül. 
Ámde a p Ip I Ip™ és π ν ι π ν π ι ν PASCAL-egyenesek egymást a P, 

Π STEiNER-ellenpontpárban metszik, mely mint a k kúpszeletbe írt 
X X 1 Y Y 1 képzetes négyszögnek átlóspontpárja, k-ra vonatkozólag 
kapcsolt poluspár. 

A tétel még a következő segédtétel alapján is bebizonyítható: 
Ha az 

X X 1 ? Y Y j , ZZX, UU, 

pontpárok kapcsolt polusok egy kúpszeletre nézve, akkor a 

V = ( X Y , ZU), V1 = (X 1 Ü 1 , Y i Z J 
W = (X U, YZ), W, = (Xx Y l 5 Z 1Ü 1 ) 
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pontpárok egyidejűleg vagy kapcsolt polusok, vagy nem 
kapcsolt polusok a kúpszeletre nézve. 

Ennek kimutatása pedig következőkép történik: 
Ha x y z u v w egyenesek az Χ Υ Ζ U V W pontoknak polárisai, 

akkor az x y v és a z u ν egyenesek egy-egy pontban találkoznak, 
mivel az X Y V és Z U V pontok egy-egy egyenesen fekszenek. 

De az x y z u egyenesek az X Y Z U pontokhoz kapcsolt polu-
sokon X i Y i Z i U x - e n mennek keresztül és a szerint, a mint Vx, V 
kapcsolt poluspár, vagy nem az : a V1 pont a ν egyenesen fekszik, 
vagy nem fekszik rajta. 

Az első esetben az 

χ y I Χ1Υ1 I 
u z I U1 Z1 I 

háromszögek a Vx collineatio-középpontra vonatkozólag perspec-
tivásak, tehát a 

= (Xx Yi, Ui zx) 
pont az 

I (x u), (yz) I 

egyenesen van. Ez az egyenes azonban az j X U | , | YZ | egye-
nesek pólusán megy keresztül s, mint ilyen, a 

W = (XU, Y Z ) 

pontnak polárisa w ; ennélfogva ebben az esetben a w egyenes 
keresztül megy a W r e n , és így a W, Wx pontok kapcsolt polusok 
lesznek. 

Visszatérve az 1 2 3 4 5 6 PAscAL-hatszöghez, legyen 

X = (1 4, 23 ) , Y = (2 3, 56 ) , Z = (45 , 12) , (3 6, 4 5 ) 
X 1 = = ( 1 2 , 3 4 ) , Υχ = (3 6, 25) , Z 1 = ( 2 5, 14), U1 = (34 , 5 6), 

tehát 
Χ Y = 2 3, X 1 U 1 = 3 4 , X ü ^ p 1 , Χ χ Υ χ = π ι ν 

UZ = 4 5 , Y 1 Z 1 = 2 5 , Γ Ζ = ρ Π , Ζ 1 ϋ 1 = π ν ι . 
Minthogy 

( X Y , U Z) = (2 3, 4 5), (Χχϋχ, Υχ Zj) = (3 4, 2 5) 

kapcsolt poluspár, egyszersmind 

(XU, YZ) = : (p I p 1 I ) = P, (Χχ Y1? Zx ϋχ) = (πΙΥ πν ι = Π 

kapcsolt poluspár lesz. 
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A következőkben a STEINER-ellenpontpárokat Ρ, Π ; Al,A1; A2, 
A 2 ; A8, A 3 ; B1? BX ; B „ B 2 ; B3 , B3 ; CL5 Γ , ; C2, Γ 2 ; C3, Γ3 betűkkel 
fogjuk jelölni; továbbá azokat a PAscAL-egyeneseket, melyek egymást 
e STEINER-pontokban metszik, ugyanilyen kis-betűkkel jelöljük s meg-
különböztetésül még ellátjuk felső mutatókkal. (Lásd az I. táblát). 

3. A K i r k m a n - p o n t o k r ó l . 

7. A teljes PASCAL-hatszög hatvan PASCAL-egyenese egy-
mást hármasával a húsz S T E I N E R - P O N T O N kivűl még hatvan 
úgynevezett KiRKMAN-pontban metszi. 

Egy teljes hatszög 1 2 3 4 5 6 oldalainak száma ( 2 ) = 1 5, t. i. 

1 2 , 1 3 , 1 4 , 15 , 16 , 2 3, 2 4 , 2 5, 2 6, 3 4, 3 5 , 3 6 , 4 5 , 4 6 , 5 6 . 

Ha ezek közül az oldalak közül S C H R Ö T E R 1 szerint kiválasz-
tunk oly hatot, a melyek egy egyszerű PASCAL-hatszöget képeznek, 
akkor a megmaradt kilencz oldalból csak három oly egyszerű hat-
szöget alkothatunk, a melyek a teljes PAscAL-hatszögben előfordul-
nak ; ez utóbbiaknak PAscAL-egyenesei egymást egy Kirkman-pontban 
metszik. 

Ha pl. a fentebbi tizenöt hatszögoldalból az 

1 2 3 4 5 6 
hatszög oldalait kiválasztjuk, akkor a megmaradt kilencz oldalból 
a következő hatszögek és csakis ezek, alkothatók: 

1 3 5 2 6 4 
3 5 1 4 2 6 
5 1 3 6 4 2, 

mint a teljes 1 2 3 4 5 6 hatszögnek egyszerű hatszögei. 
Ha e hatszögek szemben fekvő oldalainak metszőpontjait követ-

kezőkép jelöljük: 
( 1 3 , 2 6 ) = L 3 , ( 3 5 , 6 4 ) = M 3 , ( 5 2 , 4 1 ) = N S 

( 3 5 , 4 2 ) = L2, ( 5 1 , 2 6 ) = M A , ( 1 4 , 6 3 ) = N 2 

( 1 3 , 4 2 ) = L l 5 ( 5 1 , 6 4 ) = M J , ( 3 6 , b 2 ) = N J 

akkor látható, hogy ama hatszögek PASCAL-egyepesei: 
L 3 M 3 N 3 , La M2 Na, ί , Μ , Ν , . 

1 L. a 104. oldalon id. m. 217. oldalát. 



A P A S C A L - H A T S Z Ö G C O N F I G U R A T I Ó J A 17 

Ámde az Μ Χ Μ 2 Μ 3 , N2 N3 háromszögek oldalai közül 

M t M3, NI N2 egymást az ( 5 1 . 6 8) pontban. 
M 2 M 3 , N,'N3 » » (2 3, 1 4 ) 
M 8 M I , N 3 Ν Χ » » ( 6 4 , 5 2 ) 

metszik, melyek, az 1 5 2 3 6 4 PAscAL-hatszög szemben fekvő oldalai-
nak metszőpontjai lévén, egy egyenesen ba* = 1 5 2 3 6 4-en feküsznek. 

Az M 1 M 2 M 3 , N1 N2 N3 háromszögek tehát perspectivásak, s a 
megfelelő szögpontokat összekötő M3 Ns , M2 Na, Μ 1 Ή ι egyenesek, 
vagyis a m a három PAscAL-hatszög PAscAL-egyenesei: 

β 3 " = 1 3 5 2 6 4 
β 2 π = 1 4 2 6 3 5 
β,1 = 1 3 6 4 2 5 

egymást egy ΚΙΚΚΜΑΝ-pontban, Ρ " = (β^1 β 2 π p s n ) -ban metszik. 
Ε KiRKMAN-pontról, melyben az 1 2 3 4 5 6 hatszöggel közös oldalt 

egyet sem tartalmazó 1 3 5 2 6 4, 3 5 1 4 2 6 , 5 1 3 6 4 2 PASCAL-hat-
szögek PAscAL-egyenesei egymást metszik, azt mondjuk ( S C H R Ö T E R 

szavait használva), hogy a ρ11 = 1 2 3 4 5 6 PAscAL-egyeneshez van 
rendelve. Minthogy pedig ilyenformán minden PAscAL-egyeneshez van 
egy KiRKMAN-pont V rendelve: a Kirkman-pontok száma hatvan. 

4 . A P a s c a l - e g y e n e s e k b ő l é s K i r k m a n - p o n t o k b ó l 
á l l ó D e s a r g u e s - c o n f i g u r a t i ó k . 

8 . Az egymást KiRKMAN-pontban metsző három P A S C A L -

egyeneshez rendelt KIRKMAN-ρontok abban a P a s c a l - e g y e n e s -
ben feküsznek, a melyhez az előbbi KIRKMAN-PONT ren-
delve van. 

Ε tétel legegyszerűbben úgy bizonyítható be, 1 hogy előbb fel-
írjuk azokat a PAscAL-egyeneseket, melyek egy PAscAL-egyeneshez 
rendelt KiRKMAN-ponton mennek keresztül és aztán azt a kilencz 
PAscAL-egyenest, melyek egymást a három PAscAL-egyeneshez rendelt 
három KiRKMAN-pontban metszik, vagyis, hogy felírjuk a következő 
táblázatot : 

1 L. VERONESE-nek a 101. oldalon id. munkája 17. oldalát, 
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β3 π = 1 3 5 2 6 4 { 
a 3 n = 1 5 6 3 4 2 
p11 = 5 6 1 2 3 4 

« , π = 6 1 5 4 2 3 

ρ11 = 1 2 3 4 5 6 J § , " = 3 5 1 4 2 6 
[ a 2 n = 3 1 2 5 6 4 
{ ρ11 = 1 2 3 4 5 6 
ι c 2 n = 2 3 1 6 4 5 

hol 

f a j " = 5 3 4 1 2 6 
β 1 π = 5 1 3 6 4 2 > ρ11 = 3 4 5 6 1 2 

I c1I I = 4 5 3 2 6 1 , 

a 1 1 β2 π βχΙΤ PASCAL-egyenesek a p n -hez rendelt KIRKMAN-ponton Pn-n, 
c 3 n » » β 3 π » » » Β 3 π -η, az a 3 n p " 

az a 2 n p11 c2 

az a^1 p11 Cj1 

B 2 " -n, 
» » » » » B t n - n 

mennek keresztül. 
Ebből látható, hogy a βι 1 Ι β 2 Ι Ι β 8 π PAsc'AL-egyenesekhez rendelt 

B 1 I 1 B 2 I I B 3 1 1 KiRKMAN-pontok a p " egyenesen feküsznek.1 

A fentebbi táblában tíz PASCAL-egyenes fordúl elő, a melyet 
mind meghatároz a p " egyenes. De ama tíz PAscAL-egyenes bár-
melyike ugyanazon módon, mint pn , meghatározza a többi kilenczet, 
a mit a következő táblázatból láthatunk: 

: 1 6 4 5 2 3 
( a 3 n = l 5 6 3 4 2 ] β 3 π = 6 4 1 3 5 2 

Ι 0 ^ = 4 1 6 2 3 5 

β 3 " = 1 3 5 2 6 4 
( 

ρ " = 5 6 1 2 3 4 I 
βχ π = 5 1 3 6 4 2 
β 3 π = 1 3 5 2 6 4 
β 2 π = 3 5 1 4 2 6 

c 3 n = 6 1 5 4 2 3 
[ a 2 " = 6 5 2 1 3 4 
j β 3 π = 5 2 6 4 1 3 
! a , n = 2 6 5 3 4 1 . 

1 HESSK úgy vélte, hogy azok a PAscAL-egyenesek, melyek a β,11 β 2 π β 3 η 

pascaL-egyenesekhez rendelt KiRKMAN-pontokon mennek keresztül, egymástól 
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Ε szerint a 

p » § 1 " P 2 " § 3 I I a 1 " a 2 I I a 3 I I c 1 1 I c 2 " c 3 " 

PAscAL-egyenesek mindegyikén három KiRKMAN-pont fekszik, és e 
KiRKMAN-pontok mindegyikén három PASCAL-egyenes megy keresztül. 
Ε tíz PAscAL-egyenes tehát egymást a következő tíz 

P N B I " Β 2 Π Β 3 Π A X " Α 2 Π Α 3 Π ΐ Γ 1 Γ 2 Π Γ 3 Π 

KiRKMAN-pontban metszi s így egy DESARGUES-configuratiót (103 , 103) 
képez, melynek minden egyenese PAscAL-egyenes és minden pontja 
KiRKMAN-pont. 

9. Induljunk ki egy másik PAscAL-hatszögből, pl. az 1 6 3 2 5 4-
ből, melynek p1 PAscAL-egyenese az előbbi tíztől különbözik, s mely 
tehát ismét még új kilencz PASCAL-egyenest határoz meg. Ugyanígy 
lehet a ρ Ι Π π ι ν πγ πν ι PAscAL-egyenesekkel kapcsolatos kilencz-kilencz 
PAscAL-egyeneset is meghatározni, vagyis az összes PASCAL-egyene-
seket tízesével hat csoportba osztani, mint azt az I. táblázat a 
120-ik oldalon mutatja. 

Ε táblázatban a PAscAL-egyenesek akkép vannak hat csoportba 
osztva, hogy, ha bármely csoport első PAscAL-egyenesét collineatio-
tengelynek tekintjük, akkor a következő három PAscAL-egyenes vetítő-
sugara ama perspectivás háromszögek szögpontjainak, a melyeknek 
oldalait a következő három-három PAscAL-egyenes képezi. 

Kimondhatjuk tehát a következő tételt: Egy teljes P A S C A L -

hatszögnek hatvan PASCAL -egyeneséből (v) és hatvan K I R K -

M A N - p o n t j á b ó l (V) álló [Vv]-confíguratio hat D E S A R G U E S -

confíguratióra {103, 10z)-ra oszlik. 

10. Minden STEINER-e l lenpontpáron keresztül menő hat 
P a s c a l - e g y e n e s egy-egy D ESARGUES-Configuratióhοz tartozik. 

Ez kitűnik a 121-ik oldalon következő II. táblázatból, melyet 
a 4. pont értelmében az I. táblázatból képeztünk. 

különbözők (CRELLE 'S Journal, Jahrg. 1 8 6 8 , ρ. 193) , a miért is n e m t a l á l h a t t a 
meg azt a h a t DESARGUES-Configuratiót, a melyre a h a t v a n PAscAL-egyenes 
felbomlik. 
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5 . A C a y l e y - e g y e n e s e k r ő l . 

11 . Az előbbiek meggyőzhettek arról , hogy a hatvan PAscAL-egyenes 
h á r m a s á v a l a húsz STEiNER-ponton és hatvan KiRKMAN-ponton megy 
keresztül, továbbá hogy a hatvan KiRKMAN-pont h á r m a s á v a l a hat-· 

Ρ 
«1 
α2 

α3 

bx 
b2 

ba 
Ci 
c 2 

c . 

— 1 6 3 2 5 4 
= 1 2 6 4 3 5 
= 1 3 5 6 4 2 
= 1 3 4 2 6 5 
= 1 4 2 5 6 3 
= 1 5 2 6 3 4 
= 1 2 5 3 6 4 
= 1 6 5 4 2 3 
= 1 5 4 3 2 6 
= 1 6 4 5 3 2 

I V . 

π ι ν = 1 6 3 4 5 2 
a 1 I V = 1 4 6 2 3 5 
^ ι ν = 1 3 2 4 6 5 
c x I V = 1 3 5 6 2 4 
a 2 1 Y = l 6 5 2 4 3 
β 2 Ι ν = 1 6 2 5 3 4 
γ2ιν = 1 5 2 3 4 6 
α 3 ι ν = 12 4 5 6 3 
β 3 ι ν = 1 4 5 3 6 2 
γ 3 ι ν = 1 5 4 6 3 2 

βΐ 

1 2 3 4 5 6 
1 3 6 4 2 5 
1 4 2 6 3 5 
1 3 5 2 6 4 
1 4 5 3 2 6 
1 6 4 5 2 3 
1 5 4 2 3 6 
1 2 6 5 3 4 
1 2 5 6 4 3 
1 5 6 3 4 2 

ιιι. 

ρΙΠ = 1 4 3 6 5 2 
T l m = 1 3 5 4 2 6 
γ 2 ι η = 1 3 2 6 4 5 
γ3 η ι = 1 6 4 2 3 5 
aj111 = 1 5 6 4 3 2 
a 2 n i = 1 6 5 3 4 2 
a 3 m = l 2 6 5 4 3 
b1m=l 5 2 3 6 4 
b 2 m = 1 4 2 5 3 6 
b 3 m = 1 4 5 2 6 3 

ν. V I . 

π ν = 1 2 3 6 5 4 
a 2 v = 1 3 5 2 4 6 
b 2 v = l 6 2 4 3 5 
c 2 v = 1 3 4 6 2 5 
a 3 v = l 5 4 3 6 2 
β 3 ν = 1 2 5 4 6 3 
γ 3 ν = 1 2 4 5 3 6 
αχν = 1 5 6 2 3 4 
β χ ν = 1 4 6 5 2 3 
γχν = 1 6 5 3 2 4 

(I. táblázat.) 

π ν ι = 1 4 3 2 5 6 
a 3 V I = 1 3 6 2 4 5 
b 3 y i = l 3 5 4 6 2 
c 3 V I = l 2 4 6 3 5 
a x V I i l 4 6 5 3 2 
β^1 = 1 5 6 3 2 4-
γχ ν ι = 1 4 5 6 2 3 
α 2 ν ι = 1 2 5 3 4 6 
β2νι = 1 5 2 4 3 6 
γ2νι = 1 6 2 5 4 3 

van PASCAL-egyenesen fekszik. Vizsgál juk most meg, vajjon a hat-
van KIRKMAN-Pont nem fekszik-e szintén hármasával még 
más húsz egyenesen? 
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A Ρ STEiNER-pontban egymást metsző p1, p11, p m PAScAL-egye-
nesekhez rendelt Ρ1, P11, PITI KiRKMAN-pontok metszőpontjai a következő 
PAscAL-egyenesektiek: 

a * = l 2 6 4 3 5 β χ π = 1 3 6 4 2 5 y t m = 1 3 5 4 2 6 
α2χ = 1 3 5 6 4 2 β 2 π = 1 4 2 6 3 5 γ 2 Ι Π = 1 3 2 6 4 5 
α 8 Ι = 1 3 4 2 6 5 β 3 Τ Ι = 1 3 5 2 6 4 γ 8 Ι Π = 1 6 4 2 3 5. 

STEINER- a rajtuk keresztül menő STEINER- a rajtuk keresztül menő 
pontok, PASCAL-egyenesek pontok, PASCAL-egye nese k 

Ρ p 1 , Ρ 1 1 ? 
p i n 

Π π ι ν , π ν , π ν ι 

Α χ 
„ I V 
d X 1 

q I I 
d X 5 ΑΧ « Χ 1 , α χ ν , α χ ν 1 

Β χ b I V 
U 1 ι b 1 1 1 

U X 5 b x 1 ΒΧ Ρ Λ β χ ν Ι 

C x C I V 
U X 1 0 1 

C x " Γ χ ϊ ι ™ ϊ Λ ϊ χ ν ι 

A2 η v d2 5 η 1 1 
« 2 ι η 1 1 1 a 2 Α 2 α 2 \ α2 ν ι , « 2 Ι Υ 

B 2 b 2 v , b 1 1 1 
J V Β 2 β2", β2 ν ι , β2 Ι Υ 

c 2 P v c2x, C 2 " Γ2 Ϊ 2 Ι Π , Ν Ν Ι 
( 2 ' Ϊ 2 Ι Υ 

A3 Η V I 
3 ! 

η 11 Η 1 1 1 a 3 Α 3 « 3 Ι Υ , Α 3 Ν 

B 3 b V I 
υ 3 l b 1 1 1 BA1 Β 3 β 3 ν 

CA C V I 
υ 3 ? 0 1 

u 3 1 C 3 " Γ3 Υ 3 1 " , Ϊ 3 Ι Υ , Ϊ 3 Υ 

(II. táblázat.) 

De az 
V Í V 1 Ti111, V í V ' r a 1 1 1 , V f V V 1 1 

háromszögekről bebizonyíthatjuk, hogy azok páronkint perspectivásak. 
Ugyanis 

a z (jXj 1 βχ 1 1 ) ( α 2 ' β 2 π ) szögpontokat összekötő egyenes a C 3 V I PASCAL-egyenes 

a (βχ11 η Ι Π ) (β2" Τ2ΙΠ) » > > a3 V I 

a (Yx111*!1) (T,1 1 1^1) » > » b3VI 

mert ezek az egyenesek a megfelelő (5 i , 6 4), (3 5, 4 2), illetőleg (1 3, 
4 2), ( 5 1 , 2 6) és (3 5, 2 6), ( 1 3 , 6 4) PASCAL-pontokon mennek 
keresztül. 

Minthogy az utóbbi PAscAL-egyenesek egymást abban a Πν ι 

KiRKMAN-pontban metszik, mely a πν ι PAScAL-egyeneshez van ren-
delve: az αι Ιβ 1 Ι Ιγ 1 Ι Π , α 2 Ι β 2 Ι Ι γ 2 Π Ι háromszögek megfelelő oldalainak 
metszőpontjai, azaz a 

2 
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Ρ Ι = ( α 1 Ι α 2 Ι α 3 Ι ) , P u = ( p x n β 2 π β3ΠΙ), Ρ Ι Ι Ι =(γ 1 Ι Ι Ι γ 2 Ι Ι Ι γ 3 1 1 1 ) 

KiRKMAN-pontok ugyanegy ρ egyenesen fekszenek. 
Ebből folyólag a következő tételhez jutunk: 
Egy STEINER-PONTON keresztül menő három PASCAL-egye-

neshez rendelt három KIRKMAN-PONT egy egyenesen fekszik, 
melyet a STEINER-ponthoz rendelt CAyley-egyenesnek neveznek,1 

Minthogy a teljes PAscAL-szög húsz STEiNER-pontot határoz meg, 
a CAYLEY-egvenesek száma szintén húsz. Ε szerint: 

A hatvan KIRKMAN-/PONT hármasával a húsz C A Y L E Y -

egyenesen fekszik. 
Jegyzet. Mi a következőkben a CAYLEY-egyeneseket ugyanazon, 

de kis betűkkel jelöljük, mint a STEINER-pontokat, a melyekhez ren-
delve vannak, és azokat a CAYLEY-egyeneseket, melyek egy-egy S T E I N E R -

ellenpontpárhoz rendelvék, Q*A.Yi^Y-ellenegyenesek-nek nevezzük. 
12. Az előbbiekből következik, hogy az α^β^γχ1 1 1 , α 2 Ι β 2 Ι Ι γ 2 Π Ι , 

α3* β311 γ3ΠΙ háromszögek páronként a 

ρ = (Ρ1 ρ11 p m ) 

CAYLEY-egyenesre, mint collineatio-tengelyre vonatkozólag páronként 
perspectivásak ; a vetítő sugarak az a ^ b ^ c ^ a2 v b2 v c2 v , a 3 V I b 3 Y I c 3 V I 

PAscAL-egyenesek; a három collineatio-középpont a π CAYLEY-egye-
nesen íekvő 

Π ι ν = ( a i I V bxIV Cl IV), I P = (a2 v b 2 v c2 v), I P 1 = (a,V I bs VI c3 VI) 

KiRKMAN-pont. 
Ennélfogva: 
Ama kilencz PASCAL-egyenes, mely egy GAYLEY-egyene-

sen fekvő három KIRKMAN/Ponton megy keresztül, három, 
páronként perspectivás háromszögnek oldalait szolgáltatja. 
Κ háromszögek szögpontjait vetítő kilencz sugár P A S C A L -

egyenes; a három collineatio-középpont K I R K M A N - P O N T ; a raj-
tuk keresztül menő egyenes az a C a y l e y - e g y e n e s , mely a 

felvett C a y l e y - e g y e n e s s e l együtt egy ellenegyenespárt képez. 
E configuratio egy CAYLEY-ellenegyenespárból, hat KIRKMAN-

pontból r ti/.cimyolcz PASCAL-egyenesből áll. A teljes PAscAL-hatszög 
tiz ilyen configuratióra oszlik; minden PAscAL-egyenes három ilyen 

1 CRELLE S Journal, X LI. 
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configuratióban fordúl elő; ellenben két ily configuratiónak négy 
közös PAscAL-egyenese van. (Lásd a III. táblázatot.) 

13. Minden CAYLEY-egyenes keresztül megy azon a 
STEINER-ponton, mely a CAYLEY-egyeneshez rendelt S T E I N E R -

pontnak S T E I N E R - E L L E N P O N T J A . 

C
A

Y
L

E
Y

-
og

ye
ne

se
k 

a 
• 

rajtuk fekvő KiRKMAN-pontok 

Ρ Ρ1 = ( α ι Ι α2χ α3χ) pn pm 
= ( r i m r a m r s m ) 

a1 Α™ = (α 2 Ι γ α 3 ι ν π ι ν ) Αχ11 = ( c , n c 8 n p 1 n ) A x m = (b 2 m b m 8 γ ™ ) 
a2 Aav = (α 3 ν α χ ν π ν ) Α2Π = ( c . n c 1 n p , n ) A 2 m = ( b 3 I I I b 1 I I I y 2 m ) 
a3 A3 v i = ( α ι ν ι α 2 ι ν π ν ι ) A 3 " = ( c i n c a n p 8 u ) A 3 r a = (b^11 b2™ γ8 Ι Π) 

Κ Β χ ι ν - ( β 2 ι ν β 3 ΐ ν π ι ν ) Β/11 = ( a 2 m a 3 m γχΠΙ) Βχ1 = ( c 2 I c 8 I a 1 I ) 
b2 B 2 v Β 111 2 = ( a , m a 1 m r , m ) Β,1 = (c 8 I c 1 I a/) 
b3 Β Υ Ι 3 = (βχΎ Ιβ2 ν ιπν ι) B 3 m = ( a 1 I I I a 2 I I I c 8 m ) Β,1 ^(Ci1 C2X OC31) 
Ci CXIV = ( ϊ 2 ι ν γ 3 ι ν π ι ν ) Cx1 ^(WWxi1) C/1 — (a 2 n a 3 " β!11) 
C2 

η ν = (Τ3 ν Ϊ ! ν πν) C2X HWW**1) 
η ιι — (a 3 n a x " β2") 

C3 C3VI = (Τι ν ι Τ 2 ν ι π ν ι ) C,1 = (b 1 I b 2 I a 3 I ) C 3 " — ( a i n a 2 " β 8 " ) 
π ΠΙΥ Í R — (&2V b2 v c2 v) JJVI = (a3VI b3 V I c3VI) 
αχ Α , 1 = (b 1 I c 1 I p I ) Αχν = (β3 ν Ϊ3^χ ν ) Α™ - ( β 2 ν Ι Ϊ 2 ν ^ 3 ν Ι ) 
α2 Α , 1 = (b2J c2 J ρ1) Λ VI Άϊ = (βιΥΙ TiVI a3VI) A2 i v = (§3 I VT3 I vax I V) 
α3 Α 1 

" 8 = (b 3 I c 3 I p I ) A3IV = (β2ΙΥ γ2 ι ν axIV) A3 v — (βΐΥ TlV a2V) 
βχ Β χ η = (c i n axI1[ p11) Βχν = (Ϊ3 VöC3 Vb2V) Β χ ν ι — (ϊ2ν ι a2V I b3VI) 
β2 Β 2 " = (c2 n a 2 " p11) Β / 1 — (ϊ ι ν ι a i V I b8VI) B 2 I V = (T3IV^3IVbxIV) 
β3 Β 3 " = ( c 8 n a 8 n p n ) B 3 I V = (Ϊ2ΙΥ a2IV bxIV) B 3 V — (ϊχΥ a i v b 2 v ) 
Τι 

Ρ III ί 1 = ( a 1 m b 1 m p m ) Γχν = (*8^3VC 2 V) Γ ι Υ I — (α2ΥΙ β2ΥΙ C3VI) 
Ϊ 2 

ρ III 
Α 2 = ( a 2 m b 2 m p111) "Ρ VI 

Α 2 — (aXVI βΐΥΙ C3VI) ρ IV λ2 = ( a 3 I Y § 3 I V C l I V ) 
Ϊ3 ρ III 1 3 = ( a 3 m b 3 m p m ) ρ IV α3 — (a 2 I V β2ΙΥ c i I V) Τ ν 3 = Κ ν β χ ν θ 2 ν ) 

(III. táblázat.) 

Vagy, a mi ugyanaz: 

A C A Y L E Y - e l l e n e g y e n e s p á r o k váltakozva keresztül men-
nek a hozzájuk rendelt S T E I N E R - ellenpontpárokon. 

2* 
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Ugyanis az 

o ^ í V 1 ^ , α2χ β 2 π πν 

háromszögek perspectivás helyzetűek, mert 

(α1Ι β^1) (α2Π β 2") = c 3 I V = 1 2 4 6 3 5 
(βι"π ι ν) (β 2 ππν ) = (3 6, 5 2) ( 1 4 , 3 6) = 3 6 
(π 1 ^! 1 ) (π ν α, Ι ) = (3 4, 1 2) (5 6, 1 2 ) = 1 2 ; • 

a megfelelő oldalak metszőpontjai tehát egy egyenesben fekszenek. 
Ennélfogva a Π = (π ιν πν πν ι) STEiNER-pont a Ρ Ι = (α1Ι α2χ α,,1) és ΡΠ = 
(βχ" β 2 " β3ΙΧ) KiRKMAN-pontokat összekötő CAYLEY-egyenesen p-n fekszik. 

Ebből még az is kitűnik, hogy a 12. pontban leírt configura-
tiók bármelyike valamennyi STEiNER-ellenpontpárt magában foglalja, 
t. i. egy STEiNER-ellenpontpár a CAYLEY-ellenegyenespáron, a többi 
kilencz pár pedig a configuratióban szereplő tizennyolcz P A S C A L -

egyenesen fekszik. 
14. Vizsgáljuk már most meg, hogy egy Ρ STEiNER-pont és a 

hozzá rendelt Ρ CAYLEY-egyenes nem pólus és polaris-e a P A S C A L -

hatszög körül írt kúpszeletre nézve ? 
Ha kimutatható, hogy van egy a P-hez kapcsolt pólus, mely 

a ρ egyenesen kívül fekszik, akkor a ρ egyenes nem lehet polarisa 
a Ρ pontnak, mert a ρ polarisa az összes P-hez kapcsolt polusokat 
tartalmazza. 

A Ρ ponton keresztül menő p11 — 1 2 3 4 5 6 PASCAL-egyenesnek 
pólusa (m, n) metszőpontja a pn-őn fekvő (1 2, 4 5), (2 3, 5 6) pon-
tok polárisainak, m-nek és n-nek, mely (m, n) pont a P-hez 
kapcsolt pólus. Az m, η polarisok azonban az 1 2 4 5, 2 3 5 6 négy-
szögek révén az (1 5, 2 4), (1 4, 2 5), illetve (2 5, 3 6), (3 5, 2 6) ponto-
kon mennek keresztül. 

Ha az (m, n) pont a p egyenesen feküdnék, akkor az 

( 1 4 , 2 5), (2 5 , 3 6), Ρ11 = ( β χ " β 2 " β3ΠΙ) 
(1 5, 2 4), (3 5, 2 6), Ρ " = (γ,111 γ2 Ι Π γ3ΙΠ) 

szögpontú háromszögek perspectivásak volnának, mert az első, 
második és harmadik oszlopban felírt pontok az m, η, ρ egyeneseken 
vannak. 

Ámde e háromszögek megfelelő oldalainak, 
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a 2 5 és bx v = 1 5 3 4 2 6 metszőpontja a (2 5, b / ) 
a β 3 π = 1 3 5 2 6 4 és γ 3 Π Ι = 1 6 4 2 3 5 » a (3 5, 6 4) 
a 1 3 6 4 2 5 és γ ι ι ι : [ = 1 3 5 4 2 6 * a (1 3, 4 2). 

Ε pontok közül a két utolsó az a, V = 1 3 5 2 4 6 egyenesen, 
ellenben az első az a x v egyenesen kivűl fekszik, mert bx v a (2 5, 
1 6) ponton nem megy keresztül. 

Ama két háromszög tehát nem perspectivás, és a Ρ ponthoz 
kapcsolt pólus (m, n) nem fekszik a p egyenesen. A ρ egyenes 
tehát nem polarisa a Ρ pontnak, s ugyanazon oknál'fogva 
a π egyenes nem polarisa a Π pontnak. 

Vizsgáljuk még meg, hogy a p, π CAYLEY-egyenesek nem kap-
csolt polarisok-e a PAscAL-hatszög körül írt kúpszeletre vonat-
kozólag ? 

Ha p. π kapcsolt polarispár volna, akkor a p-nek pólusa 
P', mely az előbbiek szerint a Ρ ponttal nem esik egybe, a π egye-
nesen feküdnék. Ekkor azonban, minthogy Π, P' és Π, Ρ (5. és 6. 
pont) kapcsolt pólus, a XI pont polarisa a Ρ Ρ ' = π egyenes volna, 
a mi az előbbi tétellel ellenkezik. Ε szerint 

A CPAPYLEPΥ-Pellen egyenespárok nem kapcsolt polarisok a 
PASCAL-hatszög körűi írt kúpszeletre vonatkozólag.1 

6. A S t e i n e r - e g y e n e s e k r ő l . 

15. A 4. pontban kimutattuk, hogy az 

1 2 3 4 5 6 
4 5 6 1 2 3 
3 6 2 5 14 

oldalú háromszögek a Π collineatio-középpontra vonatkozólag per-
spectivásak ; a vetítő sugarak és a collineatio-tengelyek a π Ι ν π ν πν ι , 
illetve Ρ 1 Ρ 1 1 Ρ ™ PAscAL-egyenesek, mely utóbbiak egymást a Ρ S T E I N E R -

pontban metszik. 
Ugyanígy kimutathattuk volna, a mi különben az előbbinek 

következménye, hogy az 
1 2 4 5 3 6 
3 4 6 1 2 5 
5 6 2 3 14 

1 V. ö. VERONESE-uek a 101. oldalon id, m. 27. old. 
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oldalú háromszögek a Ρ collineatio-középpontra perspectivásak; a 
π ι ν π ν π ν ι PASCAL-egyenesek közül az első három vetítő-P Ρ ρ - , 

sugár, a többi collineatio-tengely, mely egymást a Π pontban metszi. 
Ha akár az egyik, akár a másik csoport háromszögeit tekint-

jük, azt látjuk, hogy 

az 1 2 , 6 1 , 1 4 meg nem felelő oldalak metszőpontja az 1 pont, 
az 1 2 , 2 3, 2 5 
a 3 4, 2 3, 3 6 
a 3 4, 4 5, 1 4 
az 5 6, 4 5, 2 5 
az 5 6, 6 1 . 3 6 

a 
a 
a 

az 
a 

ellenben a megfelelő oldalak metszőpontjai a collineatio-tengelyeken 
feküsznek, melyek ugyanegy ponton mennek keresztül. 

Ennélfogva mondhatjuk: 

»Ha két háromszög akkép van egymásra vonatkoztatva, hogy 
az egyik háromszög minden 
oldalának a másik két három-
szög egy-egy oldala felel meg, 
és a meg nem felelő oldalak 
metszőpontjai egy PAscAL-hat-
szögnek szögpontjai, akkor a 
háromszögek ugyanegy colli-
neatio-középpontra vonatkozó-
lag perspectivásak, s így a meg-
felelő oldalak metszőpontjai há-
rom, ugyanegy ponton keresztül 
menő egyenesen fekszenek«. 

szögpontjának a másik két há-
romszögnek egy-egy szögpontja 
felel meg, és a meg nem felelő 
szögpontok hat egyenesen fek-
szenek, melyek egy kúpszeletnek 
érintői (egy BRIANCHON-hatoldalt 
képeznek), akkor a háromszögek 
ugyanegy collineatio - tengelyre 
vonatkozólag perspectivásak, s 
így a megfelelő szögpontok is 
hármasával oly egyeneseken fek-
szenek, melyek egymást hárma-
sával egy egyenes három pont-
jában metszik«. 

Ha ama két csoportban felírt háromszögeket tekintjük, azt 
látjuk, hogy az első, illetve második csoportban levő háromszögek 
oldalai az 1 3 5 pontok összekötő egyenesei a 2 4 6, 4 6 2, 6 2 4, 
illetve 2 6 4, 6 4 2, 4 2 6 pontokkal. Továbbá mindegyik háromszög-
nek oldalain rajta fekszenek a PAscAL-hatszögnek szögpontjai. 
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Kérdés: Hány ily Δ háromszög található az egész configuratióban, és hányfélekép lehet ezeket hármasával α fen-
tebbi módon csoportosítani? 

16. Az 1 2 3 4 5 6 pontnak. tizenöt összekötő egyenese van. 
Minden ily egyenes, a négy másik pontot összekötő három egyenes-
párral egy-egy háromszöget képez, a melynek oldalain rajta fekszik 
mind a hat pont. Ama tizenöt egyenesnek tehát, bármelyike három 
Δ-háromszögnek oldala, s így ezeknek száma 1 5 . 3 : 3 = 15. 

A 15 Δ-háromszögnek 45 szögpontja mind PAscAL-pont, a 
melyeknek mindegyikén négy PAscAL-egyenes megy keresztül. így: 
az (12 , 4 5) PASCAL· ponton keresztül mennek a 

ρ π = 1 2 3 4 5 6, a 3 i n = 1 2 6 5 4 3, b3VI = 1 2 6 4 5 3 , c 3 I = 1 2 3 5 4 6 

PASCAL-egyenesek, tehát: a teljes PASCAL-hatszög hatvan PASCAL-

egyenese egymást négyesével α tizenöt Δ háromszög negy-
venöt szögpontjában metszi; mindenik PASCAL -egyenesen 
három ily szögpont (PASCAL-/?ont) fekszik. (4.45 — 3.60). 

A mi pedig ama csoportok számát illeti, a melyekre a tizenöt 
Δ-háromszög hármasával osztható oly módon, hogy minden csoport 
háromszögei páronként perspectivásak legyenek : az 1 2 3 4 5 6 pont 
közül kiválasztunk hármat és ezeket a megmaradt hárommal, vala-
mint ezeknek, cyclicus felcserélésük által nyert, complexióival össze-
kötjük; a nyert összekötő egyenesek az ily háromszög-csoportok-
nak oldalai. Ennélfogva: 

A tizenöt Δ-háromszög hármasával húsz oly csoportba 
osztható, hogy mindegyik csoport háromszögei ugyanegy 
collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivásak; a húsz 
collineatio-középpont, valamint a collineatio-tengelyek húsz 
metszőpontja a húsz STEINER-pont. 

17. Mindenik Δ-háromszög négy csoportban fordul elő ; pl. az 
1 2 3 4 5 6 oldalú Δ-háromszög, melyet [1 2 3 4 5 6]-tal akarunk 
jelölni, fellép a következő csoportokban : 

[1 2 3 4 5 6] [ 1 2 3 4 6 5 ] [ 1 2 3 4 5 6] [ 1 2 4 3 6 5] 
[ 4 5 6 1 3 2 ] [ 6 4 1 5 3 2] [5 3 1 6 4 2 ] [ 4 5 6 2 1 3 ] 
[3 6 5 2 1 4J [ 3 5 6 2 1 4 ] [ 4 6 5 2 1 3 ] [ 6 3 1 5 4 2 ] . 

Ε perspectivás háromszögekhez tartozó collineatio-tengelyek 
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p n = 1 2 3 ^ 5 6 a i I n = 1 2 3 4 6 5 a 2 m = l 2 4 3 5 6 a 3 i n = l 2 6 5 4 3 
p m = 1 4 3 6 5 2 a x " = 1 4 3 5 6 2 a 2 " =1 3 4 6 5 2 a 3 " = 1 5 6 3 4 2 
p1 = 1 6 3 2 5 4 ax i y = 1 5 3 2 6 4 a 2 v = 1 6 4 2 5 3 a2VI = 1 3 6 2 4 5, 

melyek egymást a Ρ AxA 3 A3 betűkkel jelölt STEiNER-pontokban 
metszik. 

Ε perspectivás háromszögekhez tartozó vetítősugarak: 

π ι ν = 1 6 3 4 5 2 α/ = 1 2 6 4 3 5 α2 ν ι = 1 2 5 3 4 6 α3 ν = 1 5 4 3 6 2 
πν = 1 2 3 6 5 4 αχνι = 1 4 6 5 3 2 α,1 = 1 3 5 6 4 2 α3 ι ν = 1 2 4 5 6 3 
πν Ι = 1 4 3 2 5 6 α2ν = 1 5 6 2 3 4 α2 ι ν = 1 6 5 2 4 3 α,1 = 1 3 4 2 6 5. 

Egymást a Π Α Χ Α 2 Α 3 STEiNER-pontokban metszik, melyek az 
előbbieknek megfelelő STEiNER-ellenpontjai. Α Δ = [ 1 2 3 4 5 6] három-
szögnek ez utóbbi tulajdonságát a következőkép fejezhetjük k i : 
» A Δ = [ 1 2 3 4 5 6] szögpontjaiból kisugárzó tizenkét P A S C A L -

egyenes egymást a ILA1A2A5 STEiNER-pontban metszi«. (9. ábra.) 
Ámde a tizenkét PAscAL-egyenes egymást hármasával még 

négy KiRKMAN-pontban: 

Ρ ^ α / α ^ α , 1 ) , = Αον = (α3ν a x v πν), 
A3VI = (axYI a2x πν ι) 

metszi, melyek a p1, axIV, aav , a3VI PAscAL-egyenesekhez vannak 
rendelve. Ennélfogva: 

Minden Α-háromszög szögpontjaiból kisugárzó tizenkét 
VAscKL-egyenes egymást hármasával négy S T E I N E R - és négy 
KmKUAm-pontban metszi. 

18. Vegyük most az 

5 6 3 4 1 2 
a x n = 1 4 3 5 6 2 a 2 n = 1 3 4 6 5 2 a 3 m = l 5 6 3 4 2 

a x m = 1 2 3 4 6 5 a 2 m = 1 2 4 3 5 6 a 3 m = 1 2 6 5 4 3 

oldalú háromszögeket tekintetbe. 
Ezeknek elseje a második és harmadik háromszöggel perspectivás, 

mert a megfelelő oldalak metszőpontjai a p m = l 4 3 6 5 2, illetve 
ρ11 = 1 2 3 4 5 6 PAscAL-egyenesben fekszenek. Ennélfogva az első és 
második, valamint az első és harmadik háromszög meg nem felelő 
oldalainak metszőpontjai (2.) egy-egy PAscAL-hatszögnek szögpontjai. 
Ámde e szögpontok mindkét esetben ugyanazok, mert 
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a 2 n , a 3 m és 5 6 metszőpont ja (5 6, 1 3 ) 
a 11 
d3 5 a in és 3 4 (3 4, 1 5 ) 
a 11 a 111 d2 és 1 2 (1 2, 5 3 ) 
a 11 d-3 5 

ο III «2 és 5 6 (5 6, 2 4 ) . 
a 11 d2 , a i m és 1 2 ( 1 2 , 6 4 ) 
a 11 d i ; 9 3 ™ és 3 4 (3 4 , 2 6 ) ; 

tehát a második és harmadik háromszög meg nem felelő oldalainak 
metszőpontjai egy PASCAL-hatszögnek szögpontjai, s így e két utóbbi 
háromszög egy P coll ineatio-középpontra vonatkozólag perspect ivás , 
vagyis a megfelelő 

N I I J, I I I . N I I J, I I I . Ο I I Q I I I 
d2 ι d l ) d2 5 d2 ) d3 : "3 

oldalak metszőpont ja i egy egyenesen fekszenek. (8. á b r a . ) 
De ha három háromszög meg nem felelő oldalainak metsző-

pontjai , egy PAscAL-hatszögnek szögpontjai , akkor (15 . ) a h á r o m -
szögek ugyanegy coll ineatio-középpontra vonatkozólag perspect ivásak 
és a coll ineatio-tengelyek egymást ugyanegy pontban metszik. Ebből 
pedig az következik, hogy a 

.-.11 „ I I I N I I Ο I I I Q I I Ο I I I Ο I I Ο I I I ρ ρ , αχ d , d2 d2 , dg d3 

PASCAL-egyeneseknek metszőpontjai , azaz a P, A1? A a , A3 STEINER-
pontok ugyanegy egyenesben fekszenek. Oly egyenest, a melyen 
négy STEiNER-pont fekszik : STEiNER-egye.öe<S72e£ neveznek. 

Miután a tel jes PAscAL-hatszög tizenöt Δ háromszöget ha tároz 
meg és e háromszögek mindegyike, mint láttuk, egy STEINER-egveneshez 
vezet, a S T E I N E R - e g y ezzese^ száma tizenöt. E n n é l f o g v a : 

A húsz STEINER-/? on t négyesével tizenöt S T E I N E R - egyen esen 
fekszik; minden STEINER-PONTON három S T E I N E R - e g y e n e s megy 
keresztül (15.4 = 20.3).1 

A tizenöt STEINER egyenesből és húsz STEINER-/Pontból 
álló (154, 20.J configuratio, három, páronként ugyanegy col-
lineatio-középpontra perspectivás háromszögből származtat-
ható le; e háromszögek oldalai, a collineatio-tengelyek és 
vetítősugarak, a configuratio egyenesei. 

1 P L Ü O K E R : »Ueber ein neues Princip der Geometrie« ; OKÉT,LE ' S Journal, 
V. kötet; vagy S O I I B Ö T E B ; »Theorie der Kegelschnitte« 28. §. 
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Ezt a configuratiót H E S S E - c o n f í g u r a , t i ó n a , k nevezzük és H-val 
jelöl jük, mert HESSE ismerte fel a STEiNER-pontok és egyeneseknek 
a tételben kifejezett helyzetét.1 

Jeygzet: 1. Azt a két II. és III. DEsARGUEs-configuratiót, melyek-
nek egyeneseit felhasználtuk annak a tételnek bebizonyításánál, 
hogy a Ρ A] A2 A3 STEiNER-pontok egy STEiNER-egyenesen fekszenek, 
továbbá a Δ = [ 1 2 3 4 5 6] háromszöget a | P A j A a A g | S T E I N E R -

egyeneshez »rendelt «-nek nevezzük. 
2 . A STEINER-egyeneseket általában σ-val, a | Ρ A X A 2 A S | S T E I N E R -

egyenest σπ> I n-mal, az [ 1 2 3 4 5 6] háromszöget Δπ> m - m a l jelöljük, 
a mely jelölésben a mutatók a hozzárendelt DESARGUES-Configura-
tiónak mutatói. 

3 . A 17. pontban kimutattuk, hogy a σ π « π ι = | P A X A 2 A 3 | 
STEiNER-egyeneshez rendelt Δ11'111 háromszög szögpontjaiból kisugárzó 
tizenkét PAscAL-egyenes egymást hármasával a Ρ A 1 A 2 A3 STEiNER-
pontok Π A 1 A 2 A 3 ellenpontjaiban és a Ρ1 ΑΧΙΥ A2V A3 Y I KIRKMAN-

pontokban metszi. A IIA1A2A3, valamint a P1 AXIV A2V A 3 V I négy-
szöget és a p1 a2 I V a 2 v a 3 V I négyoldalt a σπ>111 STEINER-egveneshez 
rendeltnek nevezzük és rövidség kedvéért SN> 111 V11' m , illetve Νΰ» 111 

betűkkel jelöljük. Az egész configuratióban tizenöt ily S és V négy-
szög, valamint ν négyoldal van, melyek az egyes σ STEiNER-egyenesek-
hez vannak rendelve. 

7. A S a l m o n - p o n t okról . 

19. A σ11' 111 STEiNER-egyenesen fekvő PA-LA2A3 STEiNER-pon· 
tokhoz a ρ a.x a2 a3 CAYLEY-egyenesek vannak rendelve, melyekről 
kimutatható, hogy egymást egy Σι1> 111 pontban, úgynevezett SALMON-

pontban metszik. Azokat a σπ> 111 STEiNER-egyeneshez »rendeltek«-
nek nevezzük. 

Ugyanis az 

a 1 I V = l 5 3 2 6 4 b T I I I = l 5 2 3 6 4 ^ " = 1 6 2 3 5 4 
a 2 y = 1 3 5 2 4 6 b 2 n i = 1 4 2 5 3 6 c 2 n = l 3 2 5 4 6 
a 3 V I = 1 3 6 2 4 5 b 3 m = 1 4 5 2 6 3 c 3 n = 1 5 4 2 3 6 

PAscAL-egvenesek közül az 1-ső, 2-dik és 3-dik sorban felírtak egy-
mást a (2 3, 1 4), (2 5, 1 6), (5 4, 3 6) pontokban metszik, melyek 
a ρ1 = 1 6 3 2 5 4 PASCAL egyenesen fekszenek. 

1 CRELLE's J o u r n a l ; X L I . kö te t . 
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Ebből pedig következik, hogy az 

a ^ a 3 v a3VI, b^11 b 2 m b 3 m , q 1 1 c 2 " c 111 

háromszögek a pT collenatio-tengeiyre vonatkozólag páronként per-
spectivásak és így e perspectivás háromszögekhez tartozó collineatio-
középpontok egy egyenesben fekszenek. 

Ámde az 1-ső és 2-dik, 1-ső és 3-dik, 2-dik és 3-dik három-
szöghöz tartozó projiciálósugarak 

Y i m Ϊ2 ΙΠ γ3™ P i n P a u P 3 n , a i a2 a3 · 
mert 
a Ti111 S í A 1 m = ( b a n i b 3 m ) (1 3, 4 2) = (a2v a3VI) pontot, 
a γ2 Π Ι > A a m = ( b s m b 1 n i ) » (1 5, 2 6) = (a3VI a ^ ) > 
a y 3 m » A s r a = (b 1 n i b 2 m ) » (3 5, 6 4) = (ax i y a 2 Y) » 
a » AXN = ( c 2 n Cg11) » (13 , 4 2) = (a2 v a3 V I) » 
a β 2 π » A 2 " = ( c 3 " Ci") > (15 , 2 6) = (a 3 V I a 1 I V ) » 
a β811 » A 3 h = ( C l n c 2 n ) » (3 5, 6 4) = (axIV a 2 y ) » 
azax » AXN és A^11 

aza2 » A2N és Α2ΠΙ 

aza3 » A3N és Α3ΙΠ 

Ennélfogva az a3 a2 a3 CAYLEY-egyenesek egymást a P m = 
(ΤιΙΠΤ2ΠΙγ3ΙΠ), Ρ Ι Ι = ('βιΙΙβ2ΙΙβ311) KiRKMAN-pontok összekötő egyenesén, 
vagyis a ρ CAYLEY-egyenesen metszik. 

Ε szerint: Egy Steiner-egyenesen fekvő négy S T E I N E R -

ponthoz rendelt négy C a l y l e y - e g y e n e s egymást egy S A L M O N -

pontban metszi; minden CAYLEY-egyenesen három S A L M O N -

pont fekszik. 
A húsz CAYLEY-egyenes és tizenöt SALMON-PONT egy H' = (,203, 

154) configuratiót képez, mely reciprocus alakza ta az előbbi 
H—(154, 20o) configuratiónak, s három, páronként ugyanarra 
a collineatio-tengelyre perspectivás háromszögnek oldalaiból, 
a közös collineatio-tengelyböl és a collineatio-középpontokat 
tartó egyenesből áll. 

20. Más úton is kimutatható, hogy a ρ aa a2 a3 CAYLEY-egye-
nesek egymást egy pontban metszik. Ugyanis az 

A X I V A 2 V A 3 Y I 

(3 4 , 1 2) ( 1 2 , 5 6 ) ( 5 6 , 3 4 ) 
Ax Aa A3 
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háromszögek (9. ábra) közül az első kettő perspectivás, mert az 
oszlopokban fekvő szögpontok a π ι ν πν πν ι egyeneseken vannak. Ennél-
fogva a meg nem felelő szögpontok összekötő egyenesei αχν axVI 

α2 ν ι α2 ι ν α3ιν a3 v egy kúpszeletet burkolnak be (2.). De ez utóbbi 
egyenesek a harmadik háromszögnek szögpontjain is keresztül men-
nek ; miért is (15) a harmadik háromszög az előbbi kettővel per-
spectivás és a collineatio-középontok egy egyenesben fekszenek. 
Ámde az 1-ső és 3-ik, valamint a 2-ik és 3-ik háromszög megfelelő 
szögpontjai az ax a2 a3 CAYLEY-egyenesen, illetve az α/ a2x Α.ΆΤ PASCAL-

egyenesen vannak, minek következtében az ax a2 a3 egyenesek egy-
mást a P 1 ^ : ^ 1 Α2* A3X) KIRKMAN pontnak és Π STEINER-pontnak ösz-
szekötő egyenesén, a ρ = (Π Ρ1 Ρ11 P m ) CAYLEY-egyenesen metszik. 

2 1 . Az imént leírt configuratióban előfordúl négy CAYLEY-

egyenes ρ a2 a3, melyek egymást egy Ση> 111 SALMON-pontban metszik; 

a ρ CAYLEY-egyenesen fekszik a Π STEiNER-pont és a P 1 KIRKMAN-pont, 

az ax » A1 » AXIV » 
az a2 » AO » A 2 V » 

a z a 3 » A 3 » A 3 V I » 

mely utóbbiak az SN> Π Ι = Π Δ 1 Δ 2 Δ 8 , Vn> 111 = P1 AXIV A2Y A3VI négy-
szögeknek szögpontjai. Ε négyszögek a ΔΠ> 111 = [ 1 2 3 4 5 6] három-
szöggel perspectivás háromszögekre bonthatók; a collineatio-közép-
pontok a V11' 111 és S"> 111 négyszögek szögpontjai. Ennélfogva: 

Egy Σ SALMON-PONton keresztül menő négy CAYLEY-egye-
nesen egy-egy S T E I N E R - ρ ont fekszik, melyek egy S-négy szögnek 
szögpontjai. Ε négyszög négy háromszögre bomlik, melyek 
ugyanegy A-háromszöggel perspectivásak; a collineatio-közép-
pontok ama CAYLEY- egyeneseken fekvő oly KIRKMAN-PONtok, 

a melyek egy V négyszögnek szögpontjai; a projiciáló suga-
rak e Kirkman-pontokból kisugárzó PASCAL-egyenesek. 

Jegyzet. A IV. táblázat első oszlopában a STEINER-egyeneseken 
σ-η fekvő STEINER-pontok; a 2-ikban egy SALMON-pontban Σ-ban 
egymást metsző CAYLEY-egyenesek; a 3-, 4- és 5-ikben az ezekhez 
rendelt V, ν és Δ négyszögek, négyoldalak és háromszögek szög-
pontjai, illetve oldalai; végre a 6-ikban az ezekhez rendelt DESAR-

GUEs-configuratiók jelző számai találhatók. 
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2 V négyszögek szögpontjai ν négyoldalak oldalai Δ háromszög oldalai 

DESARGUES-
féle 

configuratiók 
jelző száma 

I Ρ Α 1 Α 2 Α 3 Ι ( ρ a i a 2 a 8 ) P 1 Aj"*" A 2 v A 3 v i n I QIV ο V „ VI ρ d x d 2 d 3 [ 1 2 3 4 5 6 ] II, III 

I Ρ Β 1 Β 2 Β 3 Ι (ρ b j b 2 b 3 ) Ρ " B X I V B 2 v B 3 v i p n b x I v b 2 v b 3 Y I [ 1 4 3 6 5 2 ] III, 1 

I Ρ C x C 2 C 3 | ( ρ Cl e 2 C8) 
ρ ι ι ι p IV p v ρ VI I 2 V̂ 3 P I I I C 1 I V C 2 V C 3 V I [ 1 6 3 2 5 4 ] I, II 

I Π Α χ Β 2 Γ 3 I ( π α χ p ! γ χ ) Ü I V A J 1 B i " T j 1 " π ι ν α , 1 β χ ι ; [ γ ! 1 1 1 [ 1 4 3 2 5 6 ] V, VI 

I Π Α 2 Β 2 Γ 2 I ( π α 2 β 2 γ 2 ) Π ν A 2 x Β 2 π r 2 m π ν α 2 Ι β 2 Ι Ι Υ 2 1 1 1 [ 1 6 3 4 5 2 ] VI, IV 

ι Π Α 3 Β 3 Γ 3 Ι ( π α 3 β 3 γ 3 ) Π ν ι A 3 x B 3 h r 3 m π Υ Ι α3Χ § 3 Π Υ 3 Π Ι [ 1 2 3 6 5 4 ] IV, V 

I B 1 C 1 A 2 A 3 I ( b x c x α 2 α 3 ) B x n i C 1 i i A 2 v i A 3 v b x m c x " a 2 v i a 3 v [ 1 3 2 4 5 6 ] I, IV 

I C x Α χ Β 2 Β 3 I ( c i a i §2 β 3 ) G 1 i A 1 i i i B 2 v i B 3 v C l 1 a i m β 2 Υ Ι ^3V [ 1 4 3 5 2 6 ] II, IV 

I Α ^ Γ , Γ , I b l Ϊ2Ϊ3) Α 1 Ι Ι Β 1 Ι Γ 2 ν ι Γ 3 ν a i n b x m γ 2 Υ Ι γ 3 ν [1 δ 4 6 2 3 ] III, IV 

I Β 2 C 2 Α 3 Α χ Ι ( b 2 c 2 α 3 α χ ) Τ) III Ρ II Λ ív Λ VI 1_>2 Λ 3 -ti] 1̂ 2 C2 Otg CC-^ [ 1 5 2 6 3 4 ] I, V 

I c 2 A 2 B 3 B 1 1 ( c 2 a 2 β 3 C a 1 A 2 m B 3 i v B x v i C21 a 2 m β 3 Ι ν β χ ν ι [ 1 3 2 5 4 6 ] II, V 

I Α 2 Β 2 Γ 3 Γ Χ ι ( a 2 b 2 γ 3 Y j ) Α 2 π B a 1 Γ 3 ι ν Γ χ ν Ι a 2 n b 2 I Y 3 I V Y 1 V 1 [ 1 6 2 4 3 5 ] III, V 

I Β 3 C 3 α χ Α 2 [ ( b 3 c 3 α χ α 2 ) D III ρ II Λ V A IV 
, Ja ^3 " 1 Ά2 b 3 m c 3 n a x v a 3 I V [ 1 2 3 5 6 4 ] I, VI 

ι C 3 Α 3 Β χ Β 2 Ι ( c 3 a 3 β 2 ) C 3 I A 3 m B 1 v B 2 l v a 3 i n β ι ν β 2 ι ν [ 1 5 2 4 6 3 ] II, VI 

! Α 3 Β 3 Γ 1 Γ 2 Ι ( a S b 3 T i Ya) A 3 " B 3 j I \ v r 2 I V 
ρ II u 1 v ν v IV 
3 3 D 3 YI Y2 [ 1 3 4 5 6 2 ] III, VI 

>• 
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& > 

OS 00 
(IV. táblázat.) 
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8 . A D e s a r g u e s - é s H e s s e - c o n f i g u r a t i ó k k ö l c s ö n ö s 
h e l y z e t e . 

22. Kimutattuk a 13. pontban, hogy minden CAYLEY-egyenes 
a hozzárendelt STEINER-pontnak ellenpontján megy keresztül. Ebből 
pedig az következik, hogy a H = (154, 203) és H ' = (203, 1 5 J H E S S E -

konfiguratiók összefüggnek egymással, még pedig: 
A STEINER-egyenesek és pontok képezte Η=(15±, S 0 8 ) - , 

és a CAYLEY- egyen esek és SALMON pontok képezte H' = {203, 154) 
HESSE-conf igurat iók együtt egy (354 , 35 x) confíguratiót alkot-
nak. Ennek 35 egyenese és 35 pontja a 15 S T E I N E R - és 20 
CAYLEY-egyenes, illetve a 20 S T E I N E R - és 15 SALMON-/;ont. Mind-
egyik S t e i n e r - e g y e n e s e n négy S T E I N E R - P O N T , mindegyik C A Y L E Y -

egyenesen három SALMON- és egy S T E I N E R - P o n t fekszik; mind-
egyik STEINER-ponton három S T E I N E R - és egy CAYLEY-egyenes, 
mindegyik SALMON-PONTON négy C A Y L E Y - egyenes megy keresztül. 

Ε configuratio nem egyéb, mint három, páronként ugyanegy 
collineatio-középpontra perspectivás tetraéder éleinek és szögpontjai-
nak, továbbá a megfelelő lapok- és élek metszővonalainak és pont-
jainak, végül a projiciáló sugaraknak és a collineatio-síkok közös 
metszővonalának központi vagy parallel projectiója egy síkra. 

A (35 4, 354) configuratio a következő módon szerkeszthető meg: 
a sík egy Ρ pontján keresztül négy egyenest: PAj^AgAg, P B ^ a B ^ 
Ρ Cx C2 C3 és π-t húzunk. Ezután három négyszöget rajzolunk, me-
lyeknek szögpontjai amaz egyeneseken feküsznek, oldalaik: Ai Bj, 
Bi Cj, Ci Aj, a i ; γι. Az (αϊ βι γι) szögpont a π egyenesen 
fekszik és i = l , 2, 3. Ε három négyszöget négy, a Ρ pontra páron-
ként perspectivás háromszögre bonthatjuk, melyeknek oldalai: Ai B j , 
Bi Ci; Ci Ai; Ai B i ; a i ; fr; Bi Ci; p i f Y l ; Ci Ai; γ1; aj, (i = l , 2, 3). 
A collineatio-tengelyek | Aj Bi Γι |, a^ bi, Ci (i = l , 2, 3), melyek 
egymást a ρ egyenesen fekvő Π, (ax a2 a3), (bx b2 b3), (cx c2 c8) colli-
neatio-középpontokban metszik. 

23. Vizsgáljuk most meg, hogy mily helyzetű egy (103, 103) 
DESARGUES-konfiguratio a két Η, H' HESSE-konfiguratio irányában. 

A II. DESARGUES-konfiguratio tíz egyenese közül 
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ρ " a!11 a2TI a 3 n megfelelőleg a Ρ Ax A2 A3 STEiNER-ponton 
p I I c 1 I I c 2 I I c 3 1 1 » a P C ^ C , 
Ci11 a/1 β2 π β 3 η » a Gx A1B2 B 3 » 

c,11 a 2 " β3 π β^1 » a C2 A2 B 3 B X 

Cs1 1^1 1^1 1^,1 1 » a C3 A3 BX B 2 

megy keresztül; e STEiNER-pontok pedig egy-egy olyan egyenesen 
feküsznek, melyek egy teljes ötoldalt képeznek. (6. ábra.) 

Minthogy a DESARGUES-Configuratiónak tíz egyenese ennek a 
teljes ötoldalnak tíz szögpontján megy keresztül, a DESARGUES-Con-
liguratio az ötoldal körül van írva. 

Amaz ötoldal és a DESARGUES-configuratio együttvéve egy (154 , 
203) configuratiót képez; a három perspectivás háromszög pl. 
a,11 a 2 n a 3 n , C * c 2 " c 8 n , B 1 B 2 B3 ; a projiciáló sugarak: β χ π β 2 π β 3 π ; 
a collineatio-tengelyek : ρ11, σπ> 111 = | Ρ Α1 Α2 Α31, σ1' 11 = | Ρ Gx C2 C31 . 

Α II. DESARGUES- Configuratiónak tíz KIRKMAN-pontja közül 

P i i A 1 i i A 2 i i A 3 1 1 megfelelőleg a ρ ax a2 a3 CAYLEY-egyenesen 
P U C 1 I I C 2 I I C 3 1 1 » a p c ^ c , 
C ^ A ^ B ^ B , 1 1 » a Ci ax β2 β3 

C 2 n Α 2 α Β 3 Π Bj 1 1 » a c2 a2 β3 βχ 

C , N A I N B 1 N B A N > a c 3 a 3 β χ β 2 

fekszik; ezek egy-egy SALMON-ponton mennek keresztül és egy 
teljes ötszögnek szögpontjai. (7. ábra.) 

Minthogy a DESARGUES-configuratiónak tíz KiRKMAN-pontja a 
teljes ötszögnek tíz oldalán fekszik, a DESARGUES-configuratio az 
ötszögbe be van írva. 

Amaz ötszög és a ÜESARGUES-Configuratio együttvéve egy (203, 
1 5 J configuratiót képez ; a perspectivás háromszögek pl. a^1 a 2 J I a 3 n , 
Ci11 c 2 n C311, βχ β2 β 3 ; a collineatio-tengely ρ11; a collineatio-közép-
pontok : Ρ11 = (β^1 β 2 " β3"), 111 = (ρ ax a2 a3), Σ1' 11 - (ρ cx c2 c3) . 

A nyert eredményeket ezek után a következőleg fejezhetjük k i : 
A STEINER- egyenesekbő l és pontokból álló H—(15i} 20z) 

configuratio és a C A Y L E Y - egyenes ékből és SALMON-Pontokból 
álló II'— (203, 15 J configuratio hat teljes ötoldalra, illetve 
hat teljes ötszögre bontható. A PASCAL- egyenesekből és KIRKMAN-pontokból álló hat (10s, 10z) DESARGUES configuratio min-
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degyike egy ily ötoldal körül, illetve ötszögbe be van írva. 
Ugyanegy D E S A R G U E S - C o n figuratióba írt, illetve körül írt öt-
oldal és ötszög oldalai és szögpontjai, valamint szögpontjai 
és oldalai egymáshoz rendelt S T E I N E R - egyenesek és SALMON-

pontok, illetve S T E I N E R -pontok és C A Y L E Y - egyenesek. 
így pl. a II. DESARGUES-configuratio a σ*> 11 σ"> 111 σ"> IV 

σπ> v σ11' VI ötoldalba be van írva és a Σ1- 11 Σ"> 111 Σπ> IV 

v 2 " , VI ötszög körűi van írva. 
2 4 . A P 1 1 KIRKMAN-ponton keresztül menő (V1 §2" ÍV1 PASCAL-

egyeneseken a 2 3 . pontban tekintetbe vett KIRKMAN- és STEINER-

pontokon kivűl még három-három PASCAL-pont fekszik, t. i . : 

pxn-en fekszenek az A ^ C ^ B , ( 1 5 , 4 6), ( 1 3 , 2 4), (2 5, 3 6) pontok 
p2"-en » az A 2 n C 2 n B 2 (2 4, 3 5), ( 1 5 , 2 6), ( 1 4 , 3 6) » 
β3π-βη » a z A 3 I I C 3 I I B 3 ( 1 3 , 2 6), 3 5, 4 6), ( 14 , 2 5) » 

melyek a P11 középpontra perspectivás: A^1 A 2 n A 3 " = c x i r c 2 " c 3 " , 
C 1 " C 2 I I C 3 " = a 1 " a 2 " a 3 " , B t B 2 B 3 , c 1 i v c 2 v c 3 v i , axIV a 2 v a 3 V I , Δ1» 111 = 
[ 1 4 2 5 3 6] háromszögeknek szögpontjai. 

Ε háromszögek közül: 

c 1 I I c 2 I I c 3 n Ι έ - a x I V a , v a 3 V I } έ53 

a n a n ' π P n = | B i " B 2 h Β 3 π |; VI } | | π = [ Π ι ν Πν Πνι j 
α 1 α 2 α 3 ) Ρη·^ ^ 2 ^ 3 ) 

9 ι ν „ ν „ τ ι ) ρ IV η ν ρ VI ) 
dl " 2 d 3 I c 2 j 

a x n a 2 n a 3 n } » | Ρ Α Χ Α 2 Α 3 | ; c 1 I I c 2 " c 3 " \ » | P C ^ C , | 
B x B 2 B 3 j B , B 2 B 3 j 
n II „ II Ρ II 1 ' Q Π „ II j, II 1 Cj c 2 c3 j a x a 2 a 3 j 

a i i v a 2 v a 3 v l } » p1 = 1 6 3 2 5 4 ; c ^ c / c / 1 } , p r a = 1 4 3 6 5 2 
[14 2 5 36]J [ 14 2 5 36]J 

collineatio-tengelvre, melyek egymást a Ρ STEiNER-pontban metszik. 
A KIRKMAN-pontok számának megfelelőleg hatvan ily configu-

ratio van, melyek azonban egymást részben elfödik. 
A p CAYLEY-egyenesen a P11 KiRKMAN-ponton kivűl még a P1, 

P m KIRKMAN- pontok feküsznek; az ezekből levezetett configuratiok 
az előbbit még a következőkkel egészítik ki : 1. a P1, P m pontokból 
kisugárzó α2τ α3τ, γ/11 γ2ΙΠ γ31π pAscAL-egyenesekkel; 2. a Ρ1 ρ1 

és Ρ ΙΠ p m collineatio-középpontra és tengelyre perspectivás b/ b2J b3T, 
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í·,1 Ca1 C31; a x m a 2 m a 3 m , b,™ b 2 n i b 3 n i háromszögekkel; 3. a bxIV b 2 v b3VI 

háromszöggel, mely a c 1 i v c 2 v c 3 v i és a 1 i v a 2 v a 3 v i háromszöggel a 
I", π és P m , π-re vonatkozólag perspectivás ; 4. a Δ11'111 = 2 3 4 5 6], 
A1-" = [1 6 3 2 5 4 ] háromszögekkel, melyek egymás között és a 
A1·"1 háromszöggel a Π pontra és a p I p I I p m collineatio-tengelyekre 
vonatkozólag perspectivásak; végre 5. az A 1A^A^ I\ Γ2 Γ 3 három-
szögekkel, melyek egymás között és a B j B 2 B 3 háromszögekkel a 
II pontra és a | PA1AiAs | , | P B 1 B 2 B 3 | , J P C ^ C g j tenge-
lyekre vonatkozólag perspectivásak. 

Ε configuratio (új egyenesek hozzáadása nélkül is) m a g á b a fog-
lalja már valamennyi STEiNER-pontot. és egyenest, 39 PAscAL-egyenest 
és 3 3 KiRKMAN-pontot, 3 Δ-háromszöget és a π, ρ CAYLEY-egye-
neseket. 

9. A V, V e r o n e s e - p o n t o k és k é t Desargues^ 
c o n f i g u r a t i o kölcsönös h e l y z e t e . 

25. Ama tétel bebizonyításánál, hogy négy STEINER-pont egy 
egyenesen fekszik (18.) az [5 6 3 4 12] , a^1 a 2 n a 3 n , a x m a 2 m a 3 m 

háromszögekből indultunk ki, melyek páronként a P-J collineatio-
középpontra és a p m , ρ11, σ " ' Ι Π = | P A X A 2 A 3 | collineatio-tengelyre 
vonatkozólag perspectivásak. De ép így kiindulhattunk volna (8· 
ábra) az 

[5 6 1 2 3 4] [ 3 4 5 6 1 2] [1 2 3 4 5 6 ] 
pn a 2 " a 3 " p11 a 3 n a,11 p11 a r n a 2 n 

,,ΙΙΙ „ III a III ,-.111 ο III III riHI „ III „ III 

ρ d2 d3 ρ d3 dx Ρ dx d2 

li.iromszögekből is, melyek az 
A,,IV collineatio-középpont és aj111, a!11, σ11»111 collineatio-tengelyekre 
A, tv » » a a m , a 2 n , σ 1 1 'm 

AaiVI » - a3 I n , a3 u , au>111 

v<matkozólag perspectivásak. 
A négy collineatio-középpont megannyi szögpontja egy 

V ^ m = [P11 AXlIV A 2 l v A3 i v i] = [ F AXIV A2v A3VI]t 

négyszögnek, melynek átlósháromszöge ΔΠ>ΙΠ = [ 1 2 3 4 5 6], 
Ε négyszög mindegyik oldalán két KiRKMAN-pont és a ΔΠ»ΙΠ 

liáromszögnek egy-egy szögpontja fekszik, még pedig: 
Orv.-term.-tud. Értesítő. 1807. 3 
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a I P1 A I I V I t oldalon a Q1 1 , B x i n , (3 4, 1 2 ) pontok fekszenek, 
a | P1 A2v | t > a C2 n , B 2 m , (1 2, 5 6 ) 

a | P 1 A S V I | , a C 3 n , B 3 m , ( 5 6 , 3 4 ) 

a | A 2 V A 3 V I | J » a Β Λ ( 3 4 , 1 2 ) 

a | A 3 V I Ax i v | t » a B 2 " , Γ2 Ι Π , (1 2, 5 6 ) 

a j A X I V A 2 v | t » a B 3 " , Γ 3 Π Ι , ( 5 6 , 3 4 ) » 

Minthogy a teljes PAscAL-hatszög tizenöt STEiNER-egyenest szol-
gáltat, a "^-négyszögek száma is ugyanannyi. A Vj-négyszögeket 
az illető STEiNER-egyenesekhez rendeljük és hatvan szögpontjukat 
Y^YERoxESE-pontoknak, vagy röviden Vx-pontoknak nevezzük. 

A mi a hatvan V r p o n t különös jelölését illeti, megjegyzendő 
a következő: Egy STEiNER-egyenes négy STEiNER-pontjából 1. egy 
v-négyoldal négy oldala, mint négy PAscAL-egyenes és 2. még négy pár 
PAscAL-egyenes sugárzik ki. Az utóbbi PAscAL-egyenespárok közül 
három-három két, a STEiNER-egyenesre, mint collineatio-tengelyre, 
és egy Y1 pontra, mint collineatio-középpontra, vonatkozólag perspec-
tivás négyszöget képez. Ezt a V1 pontot, mint a ν négyszög egyik 
oldalához, ahhoz a PASCAL-egyeneshez rendeljük, mely a negyedik 
STEiNER-ponton megy keresztül, és a PAscAL-egyeneshez rendelt 
KiRKMAN-pont jelző-betűjével látjuk el, melyhez megkülönböztetésül 
még egy »t« mutatót függesztünk. Ugyanahhoz a PAscAL-egyeneshez 
rendelt KIRKMAN- és Vx-pontot egymáshoz rendeltnek fogunk nevezni. 

2 6 . A Yr-pontról VERONESE 1 kimutatta, hogy: 
Egy S T E I N E R - / ? o n ton keresztül menő három PASCAL-egyenes-

hez oly három Vx-pont van rendelve, mely a S T E I N E R - ρ on thoz 
rendelt CKYEEY-egyenesen fekszik. 

Ugyanis az 

III „ II R, II Q II _ R 11 Γ 11 Γ 11 Q 1 1 1 Α 1 1 1 Α 1 1 1 — R 111 R 1 1 1 R dj d2 d3 — Uj v̂ 3 , dx d2 d3 — Dx D2 D 
Ν, III h III h m — Λ III Λ m Δ ra ο 11 ο 11 ο ΙΧ — Α 11 Α 11 Λ 11 
υ1 — λ 3 5 ~ Ά1 Λ2 Λ3 

háromszögek közül az 1-ső és 2-ik, a 2-ik és 3-ik, a 3-ik és 4-ik, 
a 4-ik és 1-ső perspectivás; a collineatio-középpontok és tengelyek: 

Px\ I AXA 2A 3 I ; P m = (γχΠΙ γ2ΙΠ γ3ΙΠ), ρ111; Σ11'111 = (a, a2 a3), ρ 1 ; 

Ρ π =(β 1 Ι Ι β2 Ι Ι β3 π ) , Ρ " ; 

1 VEKONTCSE : id. m. 36 . old. 
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ós, mert a collineatio-tengelyek egymást a Ρ STEINER-pontban metsz ik , 
a négy coll ineatio-középpont ugyanegy egyenesen fekszik.1 Ámde 
a három utolsó pont a p CAYLEY-egyenesen fekszik, minek k ö v e t -
keztében a ρ egyenes a P ponton megy keresztül. 

Ugyanígy kimutatható , hogy a ρ egyenes a P j 1 1 és Ρ χ τ η ponton 
is keresztül megy, vagyis hogy a Ρ STEINER-pontból k isugárzó 
p ip i ip in pAscAL-egyenesekhez rendelt Y1 pontok a P-hez rendelt ρ 
CAYLEY-egyenesen íeküsznek. 

A tételből még az is következik, hogy a σ11' 111 — | Ρ Ax A 2 A21 
STEINER-egyeneshez rendelt V ^ 111 = [Ρ* Α χ ι ν A 2 V A s V I ] t négyszög szög-
pontjai a ρ ax a2 a3 CAYLEY-egyenesekben feküsznek, mely u t ó b b i a k 

Ι »Ha a AJ Δ2 Δ3 Δ4 háromszögek közül ΔΧ Δ2 , Δ2 Δ3 , Δ3 Δ 4 , Δ 4 AJ 
:ι 2 •) 012 j f 2 3 , 0 3 4 ; t 4 1 , 0 4 1 collineatio-tengelyre es közép-
pontra vonatkozólag perspectivás és a négy collineatio-tengely egymást 
egy Τ pontban metszi, akkor a négy collineatio-középpont egy ο egye-
nesen fekszik «. 

Bizonyítás: 
Ha azt a háromszöget, mely a ΔΧ Δ2 háromszögekkel a t 1 2 ten-

gelyre, a Δ3 Δ 4 háromszögekkel a t 3 4 tengelyre vonatkozólag perspec-
tivás, A5-tel j e lö l jük ; továbbá azt a háromszöget, mely a ΔΧ Δ 4 három-
szögekkel, a t 4 1 , a Δ2 Δ3 háromszögekkel a t2 3 tengelyre perspectivás, 
Δ,,-tal jelöljük, akkor 

a Δχ Δ2 Δ5 háromszögek a t 1 2 tengelyre és 0 1 2 0 2 5 0 1 5 középpontokra 
II Δ 3 Δ 4 Δ 5 » a t 3 4 » és 0 3 4 0 4 5 0 3 4 » 
a A J A J A J > a t 4 1 » é s 0 4 1 0 4 6 0 1 6 » 

a Δ 2 Δ 3 Δ 6 » a t2 3 » és 0 2 3 0 3 6 0 2 6 » 

vonatkozólag perspectivásak, miért is az egyes sorokban levő közép-
pontok egy egyenesen feküsznek. 

Miután a Δ4 Δ5 háromszögek a t 4 1 , 0 4 1 ; t 1 2 , 0 1 5 ; t 3 4 , 0 4 5 

kollineatio-tengelyekre és középpontokra vonatkozólag perspectivásak, 
í'H a feltétel szerint a t 4 1 t 1 2 t 3 4 egyenesek egymást a Τ pontban met-
szik, az 0 4 1 0 1 5 0 4 5 pontok egybeesnek, még pedig az 0 4 1 pontban. 

Ugyanígy kimutatható, hogy az 0 2 5 0H 5 0 2 3 , valamint az 0 2 6 0 1 2 0 1 6 

t's az 0 3 4 0 3 6 0 46 pontok az 0 2 3 , 0 1 2 , illetőleg 0 3 4 ponttal egyesülnek. 
Ennélfogva 

I 0 1 2 0 2 B 0 1 B I = I 0 1 2 ö 2 3 o 4 1 1 , I o 3 4 o 4 5 o 3 5 1 = I o 3 4 o 4 1 o 2 3 I , 
I O 4 1 O 4 ű O 1 0 I <=* I o 4 1 o 3 4 o 2 4 I , I o 2 3 o 3 6 o 2 5 | · = | o 2 3 o 3 4 o 1 2 I , 

a miből már következtetni lehet, hogy az 0 1 2 0 2 3 0 3 4 0 4 1 pontok egy 
egyenesben feküsznek. 

3* 
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egymást a σπ> 111 STEiNER-egyeneshez rendelt Σπ> 111 SALMON-pontban 
metszik. Ennélfogva: 

Egy STEINER-egyeneshez rendelt Vx négyszög szögpontjai 
azokon a CAYLEY-egyeneseken feküsznek, melyek egymást a 
STEINER-egyeneshez rendelt S a l a m o n - p o n t b a n metszik. 

27. Két DESARGUES-Configuratiónak kölcsönös helyzete ezekután a következőkép állapítható meg. 

A σ"> 111 = | Ρ Aj A2 A3 | STEiNER-egyeneshez a Σπ> 111 = 
(ρ aj a2 a3) SALMON-pont, a vn> 111 = pT a ^ a2 v a3VI négyoldal, a V^1* 111 = 
[P 1 A J I V A 2 V A3 V L]T n é g y s z ö g é s a II. é s I I I . DESARGUES-Configuratio v a n 

rendelve. 
Ε DEsARGUEs-configuratiókat egy-egy négyszögre és négyoldalra 

bonthatjuk : 

p n a x n a 2 n a 3 n = C * C 2 " C Á R A B 2 " B A N , 

P " W 1 A 2 " Α3 π = C j 11 c 2 " c 3 " β , " β 2 " β,11, 
ρ ΙΠ a^11 a 2 m a 8 m = B 1 m B 2 m B 3 m Γ/11 Γ 2 Ι Π Γ3 Ι Π , 

Ρ Ι Π Aj111 Α2 π ι A3II I = b l m b 2 m b 3 m T l H I γ2ΠΙ γ3 Ι π . 

A négy oldalaknak 
,-.11 ,-,ΙΙΙ . Η II Ο I I I . R, II „ I I I . „ II Q III ρ , ρ , di , , d2 , d2 , dg , d3 

oldalain rajta feküsznek a P, AX, A2, A3 STEiNER-pontok, és a négy-
szögeknek 

P N P M . Λ II Λ I I I . Λ II Λ I I I . Λ II Λ III r , r , ü j x i j , λ 2 , ί\2 , λ 3 , λ 3 

pontjain a ρ, a t , a2, a3 CAYLEY-egyenesek mennek keresztül. 
A négyszögek 

FL II L I I I . C II V. I I I . 0 II L I I I . 0 Π „ III . V II V III . Ο II V III 1 U1 ) 5 u2 5 1 3 5 Pl 5 Tl > J 2 5 1 2 5 3̂ 5 Ϊ3 

oldalai egymást a v11* m = p 1 a 1 i v a r v a 3 v i négvoldal szögpontjaiban met-
szik, miért is ama négyszögeket négy pár a vn> 111 négyoldal olda-
laira, mint collineatio-tengelyre, perspectivás háromszögre bonthatjuk; 
ellenben a négyoldalak 

η ii ρ in. ρ ιι ρ in. ρ n ρ in . Ό Π Τ» ΠΙ . Υ ιι Ρ ΙΙΙ . Τ> π Ρ πι W 5 ) ) °2 } ^3 5 β 3 5 -°1 ) -Ll 5 ·°2 5 1 2 ) ·°3 5 1 3 

szögpontjai páronként a λί™' m = [P IAi I VA 2 VA 3 V I ]X négyszög oldalain 
feküsznek (25.), és e négyoldalak szintén négy pár a Vn> 111 négy-
szög szögpontjaira vonatkozó perspectivás háromszögre bonthatók. 
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Továbbá az 
Ο II Ο XI J, II n I I „ II „ II η Ι Ι s, II Q II rvll Q II «•> II d1 a2 a3 p d2 a3 ρ a3 ax ρ ax a2 
„ III J, III „ III „ I I I „ III „ III „ I I I „ III Α III „ I I I „ ΙΙΪ „ III 
" 1 c»2 d 3 Ρ a 2 dg ρ dg d x ρ d j a 2 

háromszögek, melyekre a p I I a 1 I I a 2 I I a 3 1 1 , p n i a 1 I I I a 2 I I I a3111 négyoldalak 
bonthatók, perspectivásak a 

[AXIV A2 v Á 3 v i L [P1 A2 v [Ρ1 V 1 A ^ l , [P1 AXIV A2 v] t 

háromszögekkel, melyekre a V^1- 111 négyszög oszlik; a kimaradt 
oldalak és szögpontok 
N I I „ I I I Ρ III . N II „ III Λ IV . Ο I I Η II I A (, I I A III Λ VI 
Ρ ? Ρ ? r i 5 > di j -^ι, 5 a2 , d2 , Λ2ι , d3 , d3 , ü 3 l 

a collineatio-tengelyek és középpontok. 
Ugyanekképen az 

Λ II Λ II Λ II Ρ Ι Ι Λ II Λ II p n Λ 11 Λ 11 Ρ 1 1 Α 11 Λ 11 

Λ III Λ III Λ III Ρ Ι Ι Ι Λ III Λ III p m Λ III Λ III Ρ ΐ Ι Ι Λ III Λ III 
Λ 2 " 3 1 Λ 2 Ά3 Π Ά Ο Γ 

háromszögek, melyekre a Ρ π Α χ " Α2Π Α3Π, Ρ ΙΠ ΑΧΙΠ A 2 m A 3 m négy-
szögek bonthatók, perspectivásak a vn> 111 = pT axIV a2 v a3VI négyoldalból 
leszármaztatható 

axIV a 2 v a3VI p1 a 2 v a 3 v l ρ ^ 3 ν Ι ^ Ι Υ p ^ / W 

háromszögekkel; a kimaradt 
p n p i n r.1 . Λ II Λ III r, IV . Λ II Λ III s Υ . 4 II Δ 111 η Υ Ι 
r 5 r 1 Ρ J Ά1 5 5 d l 5 Ά2 5 Άί 5 ά2 5 Ά3 i Λ3 1 d3 

szögpontok és oldalak a collineatio-középpontok és tengelyek. En-
nélfogva : 

Minden StEiNER-egyeneshez két D E S A R G U E S configuratio van 
rendelve, melyek egy-egy négy oldalra, és négyszögre bonthatók. 

A két négyoldal, melynek 
oldalai a S T E I N E R -egyenesen 
fekvő STEINER-Pontokon men-
nek keresztül, négy perspec-
tivás háromszögre oszlik; a 
collineatio-tengelyek a S T E I -

NER- egyenesben feküsznek, a 
collineatio-középpontok pe-
dig a S T E I N E R ^egyeneshez ren-

A két négyszög, melyeknek 
szögpontjai a STEINER-egye-
neshez rendelt S A L M O N - P O N T O N 

keresztülmenő CAYLEY-egye-
neseken feküsznek, négy per-
spectivás háromszögre osz-
lik; a collineatio középpon-
tok a Salamon-pontban egye-
sülnek, ellenben a collineatio-
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delt Vl négyszögnek szög-
p o n t j a i . 

tengelyek a STEiNER-egyenes-
hez rendelt ν négy oldalnak 
oldalai. Ε háromszögek még azok-

kal α háromszögekkel is per-
spectivásak, a melyekre a V1 

oszlik; a négy oldalaknak és 
a négyszögnek kimaradt 

oldalai és szögpontjai a collineatió-tengelyek és közép-
pontok. 

Ε háromszögek még azok-
kal a háromszögekkel is per-
spectivásak, a melyekre a 
ν négy oldal oszlik; a négy-
szögeknek és a négyoldalnak 
kimaradt szögpotjai és ol-
dalai a collineatio-közép-

p ontok és tengelyek. 

oldalain feküsznek. Amaz egyenesek azonban a következő hat V 
négyszögnek 

egy-egy oldalát képezik, valamint fordítva is a Vn> 111 = P* AXIV A2Y A3VI 

négyszögnek oldalai egyszersmind a Vtv> VI, VjVI> IV, IV, V^' v , 
Vj1 ' VI négyszögeknek egy-egy oldalával egyesülnek, úgy hogy a 
tizenöt Vx négyszögnek 90 oldala a tizenöt V négyszögnek 90 olda-
lával egybeesik. 

Az V. táblázatban a tizenöt V1 négyszög, valamint az azoknak 
oldalain fekvő KiRKMAN-pontok vannak felírva. Ezeket az oldalakat vagy 
egyeneseket általában gor gyel jelöljük, két oly egyenest pedig, melyeken 
egymáshoz rendelt KIRKMAN-és VJ-pontok feküsznek g01, g'oi-gyel. 

29. Mielőtt vizsgálatainkat folytatnók, még az ugyanegy STEiNER-
egyeneshez rendelt Δ háromszög és ν négyoldál közötti összefüggést 
akarjuk bemutatni. Legyenek azok: 

yv, ív = Πνι A i i B i n j y n y vi, ív = j jy ^ i g n j y n 
yiv, ν = Π ν ι Α 3 ΐ Β 3 ΐ ι ] y n 

yi, iv = B 1 1 I I C 1 n A / 1 A3 V , Ψ> v = B 2 I I I C 2 N A 3 I V A 1 V I , 
V1· Y I = B 3 m C 3 n A X V A 2 I V 

Δ11' 111 = [ 1 2 3 4 5 6] és vn> 111 = pI axIV a 2 v a3VI. 
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A ρ1 = 1 6 3 5 4 2 PAscAL-egyenesen fekvő 
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/•·> Ο /, Λ \ /Ο / Λ Ci\ (Λ Ο Ο .í \ __ /r. V r. VI\ 

tn r ii 

/ A ! 1 " 

l " B,1 

V I A 3 V 

LV J^ VI 

Lv Δ 1V 

ρ IV |2 1 3 
1 A -
III g IV 

ί 1 Γ v 3 A 1 
1 A X V 

III B i v 

iv i y 1 

1 A 2 V I 

III jg VI 

'Pl1 A2 lv R , m C 2 n 

' tV 1 T V <V A 2 m 

'ρ,111 α , ν A 2 " B2* 
' I Y V B U " B 2 V I B 3 V 

'Π1ν B 2 L " B 3 1 V ΒΛ 1 

Ή / 1 B 3 L " B / B . 2 I V 

' f II Λ VI p I -D IV Ί1 "2i '3 2 
Ά 111 "R 1 

Ή 1 Γ VI 
ί 1 Χ2ι 

Α, Γ IV 
1 2 

Β3ΙΠ Α : 

Ό 2 ι " Α : ι ι ν Cj1 Β / 
Ά 2 Ι Π Ι Β 3 ι 

'Β.!1 Γ 3 ι ι ν 

'C3 » Aux C2X Β ^ 
Ά= 

ν Α τ " Γ 3 ν 

Β , 1 1 1 Α 3 Ν 

B j / Α 2 " ΐ γ 
Ή 1 Γ Λ 3ι LJi B 2 m Α^ 1 

'Pl1 A 3 ) v i Β 3 π ι c 3 n 

'PJ11 B31VI C,1 Α 3 π ι 

'Pi111 C3 lVI A 3 " B, 1 

'TT IV r 111 Γ νι ρ ν 
1 1ι L2 Χ3 

Ί Ι V Π III IV ρ VI 
1 1 2t L 3 1 1 

ΊΤ νι ρ ιιι τ-* ν ρ ιν 
1 L 3ι 1 1 L 2 

' C L T " A 3 I V Α / B / V 

Ά , / " Β 3 Ι Ν Α 2 η Γ 3 ι ν 

Έ γ Γ 3 ι ν Β21Π Α 3 ι ν 

' C 2 » Α ^ 1 C , 1 Β / 

Ά 2 Ι Π Ι Β , / 1 Α , Π Ι \ Ν 'R 1 Γ νι t> III Δ ν 
η2ι 11 J·̂  Λ ι 

'Γ II Δ ιν ρ ι ϋ νι Mij Λ2ι Κ Ί -°2 
' A 3 j m B 2 L I V α* Γ 2 ν ι 

'Β».1 Γ 2 ι ι ν B j 1 " A2VI 
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A p' 1 6 3 5 4 2 PASCAL-egyenesen fekvő 

< ΓΪ 2, í 1) pont polarisa a (3 4, 1 2) é s (1 3, 2 4 ) = ( a 2 V a3VI) Összekötő egyenese. 

( 1 0 , 2 5 ) » » ( 1 2 , 5 6 ) és ( 1 5 , 2 6 ) = (a , V I a 1 I V ) » 
i « 3 , 5 4 ) » » ( 5 6 , 3 4 ) és ( 3 5 , 4 6 ) = ( a ^ a / ) 

Ε polarisok metszőpontja, mely a p^nek polarisa, collineatio-
középpontja az [5 6 3 4 1 2], a 1 i v a 2 v a 3 v i háromszögeknek. 

Ugyanígy kimutatható, hogy az ax a2Y , a3 VI egyeneseknek 
pólusai egyszersmind collineatio-középpontjai az 

[5 6 3 4 12] , p1 a3VI a 2 Y ; [3 4 1 2 5 6], p I a 1 I Y a 3 V I ; 
[1 2 5 6 3 4], p1 a 2 v axIV 

perspectivás háromszögeknek. 
Kitűnik továbbá, hogy az [1 2 3 4 5 6] háromszög (3 4, 1 2 ) 

szögpontja az (14 , 2 3) = (px a ^ ) , ( 1 3 , 2 4) = (a2 v a3VI) pontoknak 
összekötő egyenese. Ennélfogva a (ρ^χ ι ν ) , (a2 v a3YI) pontoknak polarisai, melyek a p1, ax I V ; a2 v , a3VI egyenesek pólusainak összekötő 
egyenesei, egymást a (3 4, 1 2 ) pontban metszik. 

Látható tehát, hogy a 

Δ11' 111 = [1 2 3 4 5 6] 
háromszög a 

Vn, m — p 1 ax I V a2 v a3VI 

négyoldal poláris alakzatának átlósháromszöge, vagy a mi ugyanaz: 
a v11' 111 négyoldal átlósháromszöge poláris alakzata a Δπ> 111 három-
szögnek a PAScAL-hatszög körűi írt kúpszeletre vonatkozólag. 

Ε szerint: 
Egy STEINER-egyeneshez rendelt ν négyoldal oly négy 

háromszögre oszlik, melyek a S T E I N E R - egyeneshez rendelt Δ 
háromszöggel perspectivásak; a collineatio középpontok α ν 
négyoldal poláris négyszögének szögpontjai α PASCAL-hatszög 
körűi írt kúpszeletre vonatkozólag. A Δ háromszög poláris 
alakzata a ν négyoldal átlósháromszögének s így véle per-
spectivás. 
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10. Az Y - n é g y o l d a l a k r ó l . 

30. A 20. pontban két négyszöggel 
y n , III = p i A l i v A v gn , i n = Π A x A 2 A 3 

találkoztunk (9. és 8. ábra), melyeknek szögpontjai az egymást a 
Ση> 111 SALMON-pontban metsző ρ ax a2 a3 CAYLEv-egyeneseken feküd-
tek. Ε négyszögek szögpontjainak összekötő egyenesei a Δπ> 111 = 
[ 1 2 3 4 5 6] háromszög szögpontjain mennek keresztül, t. i 

a ΠΑ 1 ι ν = π ιν, A t P I = a1I, A2 A3VI = a2VI, A 3 A 2 y = a 3 v 

egyenesek az (1 2, 3 4) ponton, 

a Π Α 2 ν = π ν , Ax Α3 ν ι = α1ΥΙ, Α , Ρ ^ α , 1 , Α3 Α 1 ι ν = α3ΙΤ 

egyenesek az (5 6, 1 2) ponton, 
a Π Α 3 ν = πνι, Ai Aa y = αχν, A2 AXIV = αχιν, Α3 Ρ1 = α,1 

egyenesek az (3 4, 5 6) ponton 
mennek keresztül. 

A V11' m , Sn> 111 négyszögek négy pár háromszögre oszlanak, 
melyek a \u> 111 háromszöggel perspectivásak, ezek: 

YI A X I V A J A 3 V I P 1 A 2 V A 

Ax A2 A3 Π A2 A3 

( 3 4 , 1 2 ) ( 1 2 , 5 6 ) (5 6, 3 4 ) ( 1 2 , 3 4 ) ( 3 4 , 5 6) ( 5 6 , 1 2 ) 

P 1 A 3 V I A X I V P 1 A X I V A 2 V 

Π A3 a í Π Ax A2 

(56 , 1 2 ) ( 1 2 , 3 4 ) ( 3 4 , 5 6) ( 3 4 , 5 6) (5 6, 1 2 ) ( 1 2 , 3 4 ) ; 

a collineatio-középpontok: 

Ση> 1 1 1 Ρ 1 Π , ΣΠ> 1 1 1 Α Χ Ι Ν Α 1 5 Σ 1 1 ' 1 1 1 Α 2 Ν Α 2 , Σ Π > 111 Α 3 Ν Ι Α 3 . 

Minthogy ez utóbbiak egy-egy egyenesben feküsznek, a collineatio-tengelyek egy 

γ ι ι , in ν ν ν ν ' V ' V ' 
JL — 1 12 1 34 -1 56 x 12 J- 3 4 J 50 

négyoldalnak oldalai lesznek, melynek szögpontjaiban ama négy-
szögek és ama háromszög oldalai egymást metszik, még pedig 

az Y 1 2 ban az A X V A 2 V , Αχ A2, 1 2 , AZ Y 1 2 ban A Ρ Ά / 1 , ΠΑ 3 , 1 2 

az Y56 » A2V A3 y i , A 2 A 3 , 5 6 ; az Y'56 » Ρ1 Α™, Π Α η 5 6 
a z Y 3 4 > A 3 V I A X I V , A 3 A J , 3 4 ; a z Y ' 3 4 > P A A V , Π Α 2 , 3 4 

oldalak. 
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Az Y11' 111 négyoldalt a ση> 111 egyeneshez és a Ση> 111 pont-
hoz rendeljük. Ε négyoldal szögpontjai a Δπ> 111 háromszög szög-
pontjaitól harmonicusan vannak elválasztva, minthogy az a három-
szög átlósháromszöge a szóban lévő négyoldalnak. 

A tizenöt σ egyeneshez rendelt Y-négyoldalaknak csak 45 szög-
pontjuk van, mert kettő-kettő közülök mindig egybeesik. 

Ugyanis a PASCAL-natszögnek mindegyik oldala három Δ-három-
szögnek oldala; pl. az ϊ~2 oldal a Δπ> m , Διν> v , Δ1* VI három-
szögeknek oldala, melyek a 

ΣΠ> 111 - | Ρ A J A 2 A 3 |, Σ Ι Ν ' V = | Π A 3 B3 Γ 3 |, V I = | B 3 C3 Δ* A 2 | 

STEINER-egyenesekhez rendelvék. 
De az imént úgy tapasztaltuk, hogy a σ1' IV, σΙν> v egyenesek a 

Δ11' 111 háromszög 1 2 oldalát az Y12, Y'12 pontokban metszik, me-
lyek az (1 2, 3 4), (1 2, 5 6) pontoktól harmonicusan vannak elvá-
lasztva. Ugyanezen úton kimutatható, hogy a σπ> ΠΙ, σχ> VI egye-
nesek a Διν> v háromszög Γ2 oldalát az Y"2, Y'12 pontokban, a 
σιι, m̂  σιν, ν egyenesek a Δ1» VI háromszögnek 12 oldalát az Y"12, 
Y12 pontokban metszik, még pedig úgy, hogy az Y' 1 2 , Y 1 2 pontok 
az (1 2, 3 6), (1 2, 5 4)-től, az Y"12, Y12 pontok az (1 2, 3 5), (1 2, 6 4)-től 
harmonicusan vannak elválasztva. 

Ebből az következik, hogy a 15 Y-négyoldal szögpontjai-
nak száma 45, melyek hármasával a Δ - h á r o m s z ö g e k olda-
lain feküsznek; továbbá α Δ - h á r o m s z ö g e k oldalain az Y 
pontok harmonicusan választják el α PAscAE-pontokat. 

31. A σ"> 111 egyenes a Δπ> 111 háromszög 12 oldalát az Y"12 

pontban metszi. Ugyanígy a σπ> 111 egyenes a Δ11' 111 háromszög-
nek 34, 5~6 oldalát az Y"34, Y"56 pontban metszi. Ennélfogva: 
a 45 Y pont hármasával a tizenöt S t e i n e r - e g y e n e s e n , a 
tizenöt Δ - h á r o m s z ö g n e k negyvenöt oldalán és a tizenöt Y-
négyoldalnak hatvan oldalán fekszik. 

Az Y-négyoldalak hatvan oldaláról kimutatható, hogy 
hármasával a S T E I N E R - P O N T O K O N mennek keresztül. 

Ha ugyanis a helyett, hogy, mint előbb, a V11' m , S"> 
ΔΙΓ> m-ból, a σΠΙ> 1 = | Ρ Bi B2 B3 j STEINER-egyeneshez rendelt 

γιπ, χ = P U B ^ B / B ^ 1 , Sm> 1 = 1 I B , B 2 B 3 , Διπ> * = [ 1 4 3 6 5 2 ] 
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négyszögekből, illetve háromszögből indulunk ki, azt látjuk, hogy az 
Ym> 1 négyoldal Y14 Y52 Y36 oldala közös collineatio-tengelye a 

B x i v B v 2 B3 v i , Β , Β , Β , , (2 5, 3 6) (3 6, 1 4 ) ( 1 4 , 2 5) 

háromszögeknek. 
Ha továbbá meggondoljuk, hogy az 

Αχ A2 A3, (3 4, 1 2) (1 2, 5 6) (5 6, 3 4), . 
(2 5, 3 6) (3 6, 1 4) (14, 25), Bx B 2 B 3 

háromszögek közül 

az 1-ső és 2-ik a P1 és | Y12Y34Y56 I coll.-középpont-és tengelyre 
a 2-ik és 3-ik a Π és p m » » » 
a 3-ik és 4-ik a P11 és | Y 1 4 Y52 Y36 | » » » 
a 4-ik és 1-ső a II és | Ρ Cx C2 C3 | » » » 

perspectivás, és hogy a collineatio-középpontok a ρ CAYLEY-egye-
nesen feküsznek, beláthatjuk, hogy a collineatio-tengelyek egymást 
ugyanegy pontban metszik.1 Minthogy a p m és a | PCX C2 C3 | egye-
nesek a Ρ ponton mennek keresztül, az | Y12 Y 3 4 Y56 | és | Y1 4 YB2 Y361 
egyenesek és hasonlókép az | Y16Y32Y54 I egyenes is a Ρ ponton 
fog keresztül menni. 

A mint az imént láttuk, az Y"> 111 négyoldalnak Y 1 2 Y 3 4 Y 5 6 

olda la a σ"> 111 = | Ρ A x A 2 A 3 | STFINER-egyenesnek Ρ STEINER-

pontján megy keresztül. — Ugyanígy kell az Y"> 111 négyoldal 
Y'i2 Y'34 Y56 , Y'12 Y'56 Y34, Y'56 Y ' 8 , Y12 Oldalainak, a ra-nak A1 A2 A3 

STEINER-pontján keresztül mennie, vagyis : egy STEINER-egyeneshez 
rendelt Y-négy oldalnak oldalai a STEINER-egyenest a S T E I N E R -

pontokban metszik. 
32. Térjünk vissza az előbbi configuratióhoz (9. ábra), a mely-

ben a V11' m , S11' M , Vj11' 111 négyszögeknek szögpontjai a Ρ ax a2 a3 

CAYLEY-egyeneseken feküsznek (26.) és a V^1' 111 négyszögnek 
átlósháromszöge a Δπ> 111 háromszög 

A Δ11' 111 háromszög (3 4, 1 2), (1 2, 5 6), (5 6, 3 4) szögpont-
jaiban a Vi11' 111 négyszög 

I V A - I , I P I A 1 I V | t ; Ι Α - Α - Κ ; | P A 2 v | t ; 

oldalai egymást metszik, s azokon 
1 26. pont, jegyzetben. 
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Β ιι ρ ιπ τ ) in ρ π . TD ιι ρ m ρ ΙΙΙ ρ η . Ρ ιι ρ i n ρ ΙΙΙ ρ ιι 
Ι Α 1 5 £>1 5 · ° 2 1 2 5 Ű 2 ^ 2 5 •"D 1 3 5 ° 3 ^ 3 

KIRKMAN-pontok (27.) is rajta feküsznek. Ámde a felírt KIRKMAN-

pontok összekötő g01 egyenesei, mint a V-négyszögek oldalai, a hoz-
zájuk rendelt Δ háromszögek oldalait Y-pontokban metszik, még 
pedig: 
a Vv> VI = Ι Ρ ν Α 1 Ι Β 1 Π Γ 1 Π Ι ' Β ^ Γ - Ι Δν> VI 5 6' Υ5 6 

= Πν A2t B 2 n r 2 m r* Β.,11 Γ2 Π Ι Δνι> IV Μ Φ 3 4 Υ 3 4 
= ] Γ Ι Α 8 Ι Β 3 1 1 Γ 3 Ι Π á T>0 :0 B 3 " r 3 m cí" Διν> ν δ> :0 S 1 2 CS 

Υΐ2 
= B x m C 1 1 I A 2 T I A 3 V f s 

BC B x m C,11 3 Δ1' IV 1 Ο 5 6 1 Υ'56 

= B a r a C 2 n A3IV AXVI fl Ρ III Ρ II Δ1- ν Ν 
Λ 3 4 

Έ! 
Υ ' 3 4 

= B 3 m C3 n Axv A2IV B 3 m C 3 " Δ1» VI Υ'ΐ2 

a VIV> ^ 
a V1' IV 

a Ψ ' v 

a V1' IV 

metszi. 
A fölsorolt Y-pontok azonban az Yn>111 négyoldalnak szögpontjai; 

tehát a V ^ 111 négyszög az Yn> 111 négyoldal körül van írva, s mert 
átlósháromszögük közös, azért az illető Y-négy oldalaknak olda-
lai a Vi négyszögek szögpontjainak harmonicus polarisai a 
hozzájuk rendelt Δ háromszögekre vonatkozólag. 

33. Az Yv> VI, YVI> IV, YIV> v négyoldalak szemben fekvő szög-
pontjai az 

V V " V V " V V " · V V " V V " V Y " X 32 1 32? J-ÖÖ 1 565 X 1 4 1 14 5 1 1 6 X 16? X 3 4 X 34? A 52 1 52 1 
γ v " V V " V V " 1 5 4 1 541 112 1 12? 1 36 1 36 

pontok, melyek az 
γ γ γ Π Ι Ι ; ΙΙΙ _ ρ Λ Λ Λ — γ " γ " γ " 
1 56 1 34 1 12-, Σ - Γ Ü ^ J FTJ- Χ 56 34 1 12 

ι = Ρ Β 1 Β 2 Β 3 = Υ " α 4 Υ " κ , Υ " Υι 9. Yr9, Ya 

^32 Yl6 ^54? 

Ο ' — Α JLJ-1 1J9 Ι »Η J- 11-1 52 
Τι, ΙΙ ρ ρ ρ ρ ν " V — Γ Ν.<Χ ^ 2 ^ 3 — J 32 1 Ύ" 16 1 54 

egyenesekben (30, 31) feküsznek; ezek az egyenesek tehát invo-
lutiot képeznek. 

Ennélfogva: 
Minden STEINER-Ponton keresztül megy három S T E I N E R -

egyenes, valamint három oldala azoknak az Y-négyolda-
laknak, melyek e S T E I N E R -egyenesekhez vannak rendelve. Ε 
hat egyenes oly involutiot képez, melyben a mondott Y-négy-
oldalak oldalai a STEINER-egyenesekhez kapcsoltak. 

Az Yv> V1, YVI> IV, YIV> v négyoldalak ΔΝ> V I , ΔΝ Ι> 1 V , Δ ΙΝ< V 

átlósháromszögei a Ρ collinatio-középpontra és a π ι ν , πν , πλ1 colli-
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neatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak (15.) lévén, követ-
kezik, hogy a négyoldalak is perspectivásak a Ρ pontra és a π ιν , 
πν , πν ι tengelyekre vonatkozólag. Tudjuk továbbá (32), hogy ama 
négyoldalak oldalainak harmonicus pólusai átlósháromszögeikre vonat-
kozólag a V1y> YI, VXVI> 1V, V1IV ' v négyszögeknek szögpontjai; 
ezért e négyszögek is perspectivásak a Ρ pontra és π ιν , πν , πνχ 

tengelyekre. 

Ennélfogva: 
Egy STEINER-/?onton keresztül menő három S T E I N E R - e g y e-

neshez rendelt Y-négy oldalak, (valamint V1 -négyszögek), 
páronként perspectivásak; a STEINER-/9OZ^O/2 keresztül menő 
PASCAL -egyenesek képezik a collineatio-tengelyeket, a STEINER-

pont ellenpontja a collineatio-középpontot. 
Vagy: 
Úgy a tizenöt Y-négyoldal, mint a tizenöt Vx-négyszög, 

hármasával húszszor perspectivás a húsz STEINER -pontra, 
mint collineatio-középpontra vonatkozólag; a collineatio-
középpontoknak, mint STEINER-pontoknak, ellenpontjain ke-
resztül menő Ρ \SCAL- egyenesek képezik a collineatio-ten-
gelyeket. 

Ε tételek szerint az Yn> 111 négyoldal perspectivás 

az Υητ> \ YTI> x-gyel a Π, p111, p n ; 
az Yni> IV, Yn> IV-gyel az A l 5 a x r a , a x n ; 
az Υ™» v , Y"> v-tel az A2, a 2 m , a 2 n ; 
az Υ™» VI, Y11' VI-tal az As, a 3 m , a 3 n 

pontokra és egyenesekre vonatkozólag; és ugyanígy a Vj11 ' 111 

négyszög. 

Tehát : 
Mindegyik Y-négyoldal ^ - n é g y s z ö g ) négy pár Y-négyoldallal 

(Vj-négyszöggel) perspectivás; a négy pár collineatio-tengely négy 
pár PAscAL-egyenes, melyek a felvett Y-négyoldalhoz rendelt STEINER-

egyenesen fekvő STEINER-pontokban metszik egymást; a collineatio-
középpontok pedig a STEiNER-pontoknak ellenpontjai. A négy pár 

PASCAL-egyenes két negyoldalt képez, melyek a STEINER-egye-
neshez rendelt két Desargues-configuratióhoz tartoznak. 
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34. Ha a (8. ábra) 

p " a^1 p111 a^11, p " a 2 " p111 a2™, p11 a 3 " p r a a 3 m 

oldalú négyszögeket tekintjük, melyeknek két-két átlója 

I > γ γ γ Υ' Υ' γ . ρ γ γ γ γ ' γ γ ' . 
ι I 12 1 34 J 561 > 12 1 34 1 56 5 Γ 1 12 Α 34 Α565 1 12 1 3 4 1 56 > 

Ρ Υ Υ Υ Υ Υ' Υ' 1 χ 1 2 -1 34 χ 565 χ 12 1 34 1 56 

az Υ11- Ι1Τ négyoldalnak oldala, és 

Β Λ (2 3, 5 6 ) ; Β 2 " , (16 , 3 4 ) ; Β 3 " , (5 4, 1 2 ) 

szögpontjai a ρ11 oldalon feküsznek, következik, hogy e szögpont-
párok amaz átlóktól harmonicusan vannak elválasztva. Minthogy a 
p" egyenes az Y"> m , Yu> 1 perspectivás négyoldalaknak collineatio-
tengelye, mondhatjuk, hogy 

Mindegyik PASCAL-egyenes collinea tio-tengelye két Y-
négyoldalnak; egy megfelelő oldalpár a PASCAL-egyenest a 
STEINER-pontban, a többi három pár pedig más három pont-
ban metszi. Ez a S T E I N E R -pont harmonicusan választja el a 
három metszőpontot a PASCAL -egyenesen fekvő K I R K M A N - és 

Pascal -pontoktó l ; továbbá a S T E I N E R - P o n t ellenpontja a két 
perspectivás Y- négy oldalhoz tartozó collineatio-középpont. 

Ha ellenben a Π STEINER-pontra vonatkozólag perspectivás 
γη, m = [pi Αχΐν Α>Ν ^VI]^ y^, π = [PM QIV qv qvi^ 

négyszögeket tekintjük, melyeknek átlósháromszögei 

Δπ» 111 = [1 2 3 4 5 6 ] , Δ1' n = [ 5 4 1 6 3 2 ] , 

azt látjuk, hogy ezeknek megfelelő oldalai egymást az (1 2, 5 4), 
(3 4, 1 6), (5 6, 3 2) PASCAL-pontokban, amazoknak megfelelő oldalai 
pedig egymást a p11 egyenesnek 

ΒΙ Ι _ / Λ V A ν Ρ ν Ρ νη R> Ι Ι _ / Λ VI Λ IV Η VI Ρ ΙΝ\ 1 V 2ι Λ3ι 5 2ι ^3ι )ι ·°2 — \Ά3Ι Λ1ι 5 U3i Λ 

Β 3 Η = ( A L L I V A 2 L V , C T T I V C 2 L V ) 

KIRKMAN-pontjaiban és még három U pontban: 
/ p n ív ρ III ρ ιν\ /ρ Ι Λ V Ρ III ρ V\ /ρ I Λ VI Ρ III ρ νι\ 
ΙΜ Ά1ι > r i ^ Ι ι Λ V r 1 Άη 5 r l ^ 2 ι )ι l . r ι δ 3 ι -h Γ 1 3ι / 

metszik. 
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A négyszögek harmonicus tulajdonsága következtében az U 
pontok a KiRKMAN-pontokat két PAscAL-egyenestől harmonikusan 
választják el. Ennélfogva: 

Mindegyik PASCAL-egyenes két perspectivás V^-négyszög-
nek collineatio-tengelye; a collineatio-középpont a PASCAL-

egyenesen fekvő S T E I N E R - P o n t ellenpontja. A négyszögek meg-
felelő oldalpárjai egymást a collineatio tengely hálnom KIRKMAN-pontjában és más három U pontban metszik; ama 
négyszögek átlósháromszögeinek megfelelő oldalai pedig 
egymást a tengely PASCAL-PONTJAIBAN metszik. Két-két P A S C A L -

pont egy KIRKMAN-PONTOBOL és egy U ponttól harmonikusan 
van elválasztva. 

Mivel mindegyik PAScAL-egyenesen három U pont fekszik, az 
U pontok száma 3.60 = 1 8 0 ; s mert mindegyik U pontban egymást 
két goi egyenes, mint Vx-négyszögeknek oldalai metszi, azért mind-
egyik g01 egyenesen négy U pont van. így pl. a I V AXlIV egyenesen 
rajta feküsznek a 

(PA X I V , Ρ π BXIV)1; (P1 Axly , P 1 1 1 ^ 1 ^ , (P1 AXIV, Α1 Ι ΙΓ3 ν)1 , 
( Ρ Α Λ 

pontok, melyek egyszersmind pontjai a p11, p m , a x n , a x i n egye-
neseknek. 

35. Az Yn> 111 négyszög Y'56 szögpontján keresztül mennek 
(9. ábra) a Vn> m , SH> I i r , V ^ . m négyszögeknek Ρ1 AXIV, ΠΑΧ , 
| P I A 1 I V | l oldalai, s az utóbbi oldalon még az ( 1 2 , 3 4) P A S C A L -

pont is rajta fekszik. Abból, hogy a Ρ Ι Α 1 ι ν Π Α 1 négyszögnek átlós-
pontjai Y'56, Σ11' m , (1 2, 3 4), következik, hogy a 

Ρ Α Λ Π A x ; Τ Τ , , Ρ ^ ν , Υ'56Σ"> 

egyenespárok s így a 

Ρ 1 , Π ; P J 1 , Ση> 111 

pontpárok harmonicusan vannak elválasztva. 
Ugyanígy kimutatható, hogy a ρ CAYLEY-egyenesen a Ρ π , Π ; 

Ρ Λ Σ™' 1 és a P m , Π ; P x m , Στ> 11 pontpárok harmonicusan van-
nak elválasztva. Ennélfogva: 

Mindegyik CAYLEY-egyenesen egy S T E I N E R - , három K I R K -

MAN·, három SALMON- és három Vx-pont fekszik. A S T E I N E R -
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pont és mindegyik KIRKMAN -pont az utóbbiakhoz rendelt V^ρ on-
toktól és egy-egy S A LMON-PONTBó l harm onic usan van elválasztva. 

F2 tétel alapján a hatvan Vx-pont könnyen megszerkeszthető, ha 
a hatvan KIRKMAN-, húsz STEINER- és tizenöt SALMON-pont ismeretes. 
Pl. a ρ egyenesen fekvő P^, P^1, P^11 pontok a 

( Ρ 1 Ι Ν Υ Σ 1 1 ' Ι Ι Ι ) = ( Ρ Π Π Ρ 1 1 1 Σ 1 1 1 ' Ι ) = ( Ρ Ι Ι Π Ρ 1 Ι Π Σ 1 ' Π ) = — 1 

relatiökból könnyen megszerkeszthetők. 
Α fentebbi tételből (vagy az AXIV A2V A2 négyszögből) követ-

kezik, hogy a Vj11' 111 négyszög | AXIVA2V | oldalán a szögpontok 
az Y12 , (3 4, 5 6) pontoktól harmonicusan vannak elválasztva. Vagyis: 
a GOI egyeneseken fekvő Vx-pontpárok az Y pontoktól és a P A S C A L -

pontoktól harmonicusan vannak elválasztva. 
36. Ha a 8-ik ábrában a pn p™ a 3 n a 3 m négyoldalt tekintjük, 

melynek egyik átlóspontja és átlója Y12 , σ"> 1Π, azt látjuk, hogy a 
piipiix egyenespárok a σ11' 111 IPY12Y34Y56 I egyenespároktól, és 
hasonlókép az a 3 n a 3 m egyenespárok a ση> 111 | A3 Y1 2 Y'3 4 Y'56 | 
egyenespároktól harmonicusan vannak elválasztva. Minthogy mind-
egyik STEiNER-ponton a tizenöt Y-négyoldal hatvan oldala közül 
három megy keresztül, kimondhatjuk, hogy 

Egy STEINER-JÖ0/2^072 keresztül menő három PASCAL-egye-
nes közül kettő-kettő harmonicusan választja el a S T E I N E R -

egyenest a STEINER-egyeneshez rendelt Y-négyoldal három 
oldalától. 

Ha továbbá a p11 p m a 3 u a 3 n i négyoldalnak azt az átlóját 

B 3 1 1 Γ 3 1 1 1 = ( P N A 3 H ) ( P ™ A 3 I N ) 

tekintjük, melyen az Α 3 ι ι ν , A2l IV pontok feküsznek, azt látjuk, hogy 
az Y12 pont és a σπ> 111 egyenes a Β 3 1 Τ Γ 3 Π pontpárokat harmo-
nicusan választja el. így tehát : A g01 egyeneseken, mint α Fx-
négyszögek oldalain, fekvő Kirkman-pontok egy Y ponttól és a 
Vx-négyszöghöz rendelt STEINER- egyen es tői harm onic usan van-

nak elválasztva. 
Ezt a tulajdonságot a 9-ik ábrából is kiolvashatjuk. Mert 

Π A, Y1 2 átlósháromszöge az 

AXIV A a v (1 2, 5 6) (12 , 3 4) 



52 D R . K L U G L I P Ó T 

négyszögnek, s így az AXIV, A2V pontok az Y12 ponttól és a | ΠΑ31 
egyenestől harmonikusan vannak elválasztva. De az AX1Y A2V egyenes 
egybeesik a | B 3 " Γ31ΧΙ |, egyenessel, mely a V ^ ν = [Πνι A3 B ^ T ^ 
négyszögnek egyik oldala, és Π Α 3 Β 3 Γ 3 a σιν> v STEiNER-egyenes. 

A p" p111 a 3 n a 3 m , axTI a x m a 2 n a 2 i n négyoldalak végre azt is mutat-
ják, hogy az 

Ax A2 pontpárok az Y" i 2 , | PTA3 V I | r t ő l és a 
P A , » az Y"1 2 , | A X 1 V A/ | r t ő l 

harmonicusan vannak elválasztva, a mit a következőkép fejezhetünk ki : 
Egy S T E I Ν E R - E G Y e n e s e n fekvő négy S T E I N E R - P O N T O T hatszor 

bonthatunk szét pontpárokká; e pontpárok mindegyikét egy 
Y pont és a STEINER-egyeneshez rendelt Vx-négyszög - egy 
oldala harmonicusan választja el. 

Végezetül még a VI. és VII. táblázat megtekintésére kérjük 
fel az olvasót. 

11. Az y - n é g y s z ö g e k r ő l . 

37. Tudjuk, hogy a tizenöt σ STEiNER-egyenes a hozzájuk rendelt 
Δ-háromszögeknek oldalait negyvenöt Y-pontban metszi. Ennek meg-
felelőleg a tizenöt Σ SALAMON-pontot a hozzájuk rendelt A-három-
szögek szögpontjaival összekötő egyeneseket általában y-egyenesek-
nek nevezzük. Számuk szintén negyvenöt. A mi pedig az y-egyenesek 
különös megjelölését illeti, gondoljuk meg, hogy a σ11*™ egyenes a 
Δπ» 111 háromszög 1 2 3 4 5 6 oldalait az Y"1 2 , Y"3 4 , Y"56 pontokban 
metszi. Nevezzük tehát a Σπ> 111 pont öszszekötő egyeneseit a 
Δ"> 111 háromszög (3 4, 5 6), (5 6, 1 2), (1 2, 3 4) szögpontjaival rendre 
y"i2, y"84 és y"56-nak. 

Ha ezek után ismét a 9-ik ábrához térünk vissza s azt látjuk, 
hogy az 

Λ IV Λ Υ Λ Λ P I Δ VI ΤΤ Λ -t\2 Λ2, Ι Χΐ3 11 χΐ.3 

négyszögek átlóspontjai 

Σ11' 111 (3 4, 5 6) Υ 1 2 ; Ση> 111 (3 4, 5 6) Υ ' 1 2 ; 
ennélfogva 

az A1IVA1 = a, A 2 v A 2 = a2 egyenespárok a*z Y12, y"12-től; 
a Ρ Π = ρ, A 3 i v A 3 = a3 > az Y'12 , y"12-től 

harmonicusan vannak elválasztva. 
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Ugyanennél az oknál fogva mondhatjuk, hogy 
az a2 a3 egyenes-párok Y56 , y"56-tól; a ρ egyenes-párok Y'56, y"56_töl 
az a3 aj » » Y34 , y"3 4-től; a ρ a2 » » Y'34, y"34-től 
vannak harmonicusan elválasztva. Tehát : 

Egy SALAMON-PONTBól kisugárzó négy CAYLEY-egyenes hat 
egyenespárra bontható; ezek az egyenespárok α SALMON-

Alábbi 
négy-

oldalaknak 
következő szögpontjaik vannak : 

γ η , in Υ Υ Υ Υ ' Υ ' Υ' χ 1 2 -"-34 χ 5 6 χ 1 2 χ 3 4 χ 50 
γ ι 11, I 

^ 3 6 Υ 2 5 Y l 4 Υ 3 6 Υ 25 Υ 14 
γι, II Υ Υ Υ Υ ' Υ ' Υ' 

χ 5 4 χ 16 χ 32 1 5 4 1 16 1 32 
γ ν , VI γ γ γ γ " γ" Υ" 

χ 3 2 χ 56 χ 1 4 1 3 2 χ 56 χ 1 4 
y v i ; ív γ γ γ γ " γ" γ" 

χ 16 34 χ 52 1 10 χ 3 4 1 52 
γιν, ν γ V V V" V" V " 

χ 54 χ 1 2 χ 36 1 5 4 χ 12 χ 3 6 
γι, IV γ" γ" Ν " V ' V ' V 

1 56 Χ 13 Χ 2 4 χ 56 Χ 13 χ 2 4 
γ η , IV Ύ" V V V ' V " Ύ" 

χ 14 χ 35 χ 2 6 1 1 4 χ 3 5 χ 26 
γ ΐ Ι Ι , IV 

^ 32 ^ 4 6 ^ 1 5 Υ 32 Υ 4 6 ^ 1 5 
γι , ν Υ " Υ" γ " Υ ' Υ ' γ ' 

χ 3 4 χ 2 6 1 15 1 3 4 χ 26 1 15 
γ II, ν γ " γ υ γ' Ν " V " 

1 25 χ 46 χ 13 1 25 1 46 χ 13 
γ III, ν Υ " Υ ' Υ ' Υ ' Γ Γ 

χ 16 χ 2 4 1 35 χ 16 1 2 4 χ 3 5 
γ ι , VI Υ" Υ" Υ" Υ' Υ' Υ' 

1 12 1 64 χ 35 1 12 χ 64 1 35 
γιι, VI Υ" Υ Υ Υ' Υ" Υ" 

χ 63 χ 2 4 1 15 1 63 1 2 4 χ 15 
γΐΙΙ, VI γ" ύ' γ' γ' γ γ 

χ 45 χ 62 1 13 χ 45 62 1 13 

(VII. táblázat.) 

Ε t á b l á z a t h o z m e g j e g y z e n d ő , h o g y a n é g y o l d a l a k e l s ő h á r o m s z ö g p o n t j a m i n d i g 

e g y e g y e n e s b e n f e k s z i k , a k ö v e t k e z ő h á r o m p e d i g e g y h á r o m s z ö g n e k s z ö g p o n t j a . 

ponton keresztül menő egy-egy y-egyenestől és α SALMON-PONThoz rendelt Y-négyoldal szögpontjaitól harmonicusan van-
nak elválasztva. 

A σπ> 111 STEINER-egyenes a An> 111 háromszög oldalait az 
Y"i2> Y"345 Y"56 pontokban metszi, a Δπ> 111 háromszögnek szög-
pontjai pedig, mint mondottuk, a Ση> 111 SALMON-pcntból az y"12, 
y"34, y"55 egyenesekkel projiciálvák. Ezért· 
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Egy STEINER-egyenesen fekvő Y-pontok az illetőhöz ren-
delt SALMON-pontból kisugárzó y-egyenes éktől involutiósan 
vannak elválasztva. 

38. A negyvenöt y-egyenes egymást hármasával a·, 
tizenöt SALMON -ponton kivűl még hatvan pontban metszi, 
melyek hármasával a CAYLEY- egyeneseken feküsznek. 

Ugyanis az 
â *** ág**1 oC] (%2 oc3, a '̂̂  a2 y a3yx 

háromszögek oldalai, az A J , A 2 , A 3 pontokon mennek keresztül, me-
lyek a σπ> m = | PAxAaAg | egyenesen feküsznek; a háromszögek 
tehát perspectivásak. A collineatio-középpontok, melyek az l -sö és; 
2-ik háromszöghez tartoznak : ΣΠΙ> 1 = (p b2 b3), Ρ Ι Ι Ι = (γ1ΠΙγ2111 γ 3 ι η ) 
a szögpontokat vetítő sugarak bj b2 b3, γ,111 γ2ΠΙ γ 3 Π Ι ; ennélfogva a 
2-ik és 3-ik perspectivás báromszöghez tartozó vetítő sugarak egy-
mást a ΣΠΙ<· I, P i n = : p CAYLEY-egyenesen metszik. 

Ámde ez utóbbi háromszögek szögpontjai a 
Σ1' IY = (bj cx α2 α3), Σ1» v (ba c2 a3 a t), 21» VI = (b3 c3 a2) 

SALMON-pontok és e SALMON-pontokhoz rendelt Δ1» IV, ΔΤ<· V, Δ1' VI 

háromszögeknek 
(1 3, 2 4) (1 5, 2 6) (3 5, 4 6) 

szögpontjai. Ennélfogva az 0Cj oc2 ŰCJ , a2 y a3 IV perspectivás három-
szögekhez tartozó vetítő sugarak az y56, v34, y12 egyenesek, melyek 
egymást a ρ CAYLEY-egyenesen metszik. 

Ugyanezen az úton kimulatható, hogy 

az ν14 = Σ"; IV (35, 26), ν25 = Σ11' v (13, 46) , yM = Sn> y i ( 2 4 , 15 ) 
és az y23 = ΣΠΙ> ( 1 5 , 4 6), y16 = ΣΙΠ> v ( 3 5 , 2 4 ) , ν45 = ΣΠΙ>νι ( 13 , 2 6 ) 
egyenesek egymást a p-egyenesen metszik. 

39. A negyvenöt y-egyenest tizenöt y-négyszög oldalának te-
kinthetjük és ezeket a tizenöt SALMON-ponthoz és tizenöt S T E I N E R -

egyeneshez rendelhetjük. 
Láttuk az imént, hogy az v12, y34, y5fi egyenesek egymást a p-

egyenesen metszik, s ha 

ΣΝ> VI ( 1 4 , 3 2 ) s y ' M , Σνι- (1 6, 5 2) = y'34, Σιν> v (3 6, 5 4) = y'12, 

ugyanoly módon kimutathatjuk, hogy az 

Yi2) y™, Ybo ; y'm y'34, y&o; y'n, y 3 ; yi2> y'™ 
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egyenesek is megfelelőleg p, a 1 ? a 2 , a3 CAVLEv-egyeneseken metszik 
egymást. 

Ez oknál lógva az y12, y34, y56, y'12, Y3i, y'56 egyenesek egy yn> 111 

négyszögnek oldalai, melynek szögpontjai a Σπ> 111 pontból kisu-
gárzó ρ ax a2 a3 egyeneseken feküsznek. 

Ha tehát ezt az y"> 111 négyszöget a Σ " 111 ponthoz és all> 111 

egyeneshez, valamint a többi hasonló y-négyszögeket a többi Σ-
ponthoz és σ-egyeneshez rendeljük, mondhatjuk: 

A negyvenöt y-egyenes tizenöt y-négyszöget képez, 
melynek 4.15 = 60 szögpontja h á r m a s á v a l a, húsz CAVLEY-

egyenesen fekszik, még pedig akkép, hogy mindegyik y-négy-
szögnek négy szögpontja azon a négy Cayley-egyenesen fek-
szik, a melyek egymást az y-négyszöghez rendelt SALMON-

pontban metszik. 
40. A 38. pontban tárgyaltak szerint az 

(yia y34 yBe)» (y8e y25 y^), (y54 y™ y32) 

pontok a ρ CAYLEY-egyenesen feküsznek, mely még a 

Σ11' m = (y"1 2y"3 4y"5 6), I = ( y " , e y " „ y r ' t J , ^ n = ( y " M y " l e v"32) 
SALMON-pontokat is tartalmazza. 

Ámde 

az v32, v" 3 2 ; y56, y" 5 6 ; y14, y"14 ellenoldalpárjai az yv> "négyszögnek, 
az y 1 6 ,y" i 6 ; y34, y" 3 4 ; y52, y"52 » yVI» IV 

az y54, y"5 4 ; Υι2· y" i 2 ; y36, y"36 » yiv> v 

a minek következtében eme hat pontpár a p-egyenesen involutiót 
képez. Tehát: 

Mindegyik C Α Υ LEY- egyen esen hat oly pont van, a me-
lyekben az y-egyenesek egymást hármasával metszik, t. i. 
három pont mint az y-négyszögeknek szögpontja és három 
e négyszögekhez rendelt SALMON-/?OZZ£. Ε hat pont involutiót 
képez, melyben a S ALMON-pontokhοz a hozzájuk rendelt négy-
szögek szögpontjai kapcsolvák. (Összehasonlítandó a 32. pont-
ban foglalt tétellel.) 

41. Miután az yu> m , V^1' 111 négyszögeknek 

(yi2 y34y56) (y'12 y'34 Υδβ) (y 12 Υ 3 4 y 5β) (γ 12 Υ 34 Y 5c) 
Ρ I Λ IV Λ Λ1 Λ VI 
r l Λ2Ι λ8Ι 
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szögpontjai a p, a1? a£, a3 egyeneseken feküsznek, kérdezhetjük, 
hogy nem perspectivás helvzetűek-e, vagyis, hogy a megfelelő oldalaik-
nak metszőpontjai nem feküsznek-e ugyanegy egyenesben ? 

Tudjuk, hogy 

y 5 6 ^ (13 , 2 4 ) ^ ( b l C l a 2 a á ) (13 , 2 4) 

Ρ ^ Α ^ Β ^ Ο Λ 

és hogy a b n cx egyenesek a Βχ111, Cj11 pontokon mennek keresz-
tül. Miután az v56 egyenes a b l5 cx egyenespárt a Bj111, 0 χ η egyene-
sen fekvő Y'56 ponttól harmonicusan választja el (37.), az (y56, 
B j m , CX") pont is harmonicusan választja el a ΒΧΠΙ, Cj11 pontokat 
az Y'56 ponttól. 

Ha ezután az a 2 n a 2 m a 3 n a 3 i n négyoldalt (8. ábra) tekintjük, 
melynek szemben fekvő szögpontjai B^11, Q 1 1 ; egyik átlóspontja 
Y'B 6 ; egyik átlója σπ> Ι Π = | Ρ Ax A2 A3 | , beláthatjuk, hogy az (Y56, 
P1 IA1 1 i y) pont a σ11' 111 egyenesen tekszik és az A2, A3 pontokat az 
Y"56 ponttól harmonicusan választja el. 

Ugyanezen az úton kimutatható, hogy az y"> m , Vj11- m négy-
szögek többi oldalai is a σ"> 11 egyenesen metszik egymást és a meg-
felelő oldalpárok 

( Υ Δ 6 ? ^ L 1 ^ Ί ι Ι Υ ) ΐ ( y 56? Λ 2 Ι Λ A 3 L V I ) , ( Y 3 4 , Ρ Χ * A 2 I V ) , ( Y 3 I , A G ^ 1 Α Χ ™ ) , 

( Υ ι . , Ρ ι ^ ν 1 ) , ( y ^ K i y K y ) 

metszőpontjai az 

A3, Ρ AJ, A3 AJ, PA 2 , Ax A2, Ρ A3 

pontpárokat az 
V " V " V " V " V " V " 

1 56? 1 56? 1 34? 1 34? 1 12? x 12 

pontoktól harmonicusan választják el, és így ama négyszögek per-
spectivás helyzetűek. Ennélfogva: 

A tizenöt Vx-négyszög a tizenöt y-négyszöggel perspec-
tivás helyzetű; ά hozzájuk rendelt S a l a m o n - p o n t o k és S T E I N E R -

egyenesek a collineatio-középpontok és tengelyek. 
Vagy pedig: 
A Steiner- e g y e n e s e k a hozzájuk rendelt y-négyszögek 

oldalait kilenczven pontban metszik; mindegyik metszőpon-
ton keresztül megy a kilenczven g0í egyenes közül egy-egy. 
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Továbbá, tekintettel a 36. pont utolsó tételére : 
Egy STEINER-egyenesen fekvő négy STEINER-PONT hat 

pontpárra bontható; e pontpárokat a üi^v^-egyeneshez 
rendelt y-négyszög (úgyszintén Vx-négyszög) egy-egy oldala 
és egy Y-pont harmonicusan választja el (Duálisán megtelel 
a 37. pontban levő tételnek.) 

Ε tétel a 9. ábrából is kimagyarázható, melyben az AX A2 

pontpár az Yi2 ,y"1 2-től és hasonlókép a σ1- V I = | B3 C3 AX A2 | -n 
lékvő 

B3 C3, B3 A L T C 3 A 2 , B3 A 2 , C3 A X pontpárok, az 
Y12, y'ia; Y35) y'35; ^35, γ " 3 5 ; Y46 , y ' 4 6 ; Y '^ ponttól és egyenestől 
harmonicusan vannak elválasztva. 

42. Az A 1 I V A 2 V A 1 A 2 , P1 A 3 v i Π A 3 négyszögekből látható (9. 
ábra), hogy az 

A 2 v A 1 = a1 v , A t I V A2 = a, I V egyenesek az Y12 , v"12-től, és az 
Α 3 ν ι Π = πνι , Px A3 = α3Σ egyenesek az Y'12, y"12-től 

harmonicusan vannak elválasztva. 

Ez pedig a következőkép fejezhető ki: Egy Δ-háromszög mindegyik 
szögpontján négy PAscAL-egyenes és egy y-egyenes megy keresztül; 
e PAscAL-egyenesek közül kétszer kettő az y-egyenestől és egy a 
Δ-háromszög ama szögpontjával szemben fekvő oldalon nyugvó Y-
ponttól harmonicusan van elválasztva. Vagy, miután a Vj"* 111=· 
[ P A ^ W 1 ] , négyszög j A1 I VA2 V| Í , |P IA3 V I|1 oldalai az Y 1 2 , 
Y'12 pontokon mennek keresztül, mondhat juk: 

Egy VL négyszög átlós háromszögének, Δ-nak mind-
egyik szögpontjában a V2 négyszögnek két oldala, azaz két 
g01 egyenes, egy y egyenes és négy PASCAL-egyenes találko-
zik; mindegyik gol egyenes az y egyenest két PASCAL-egye-
nestől harmonicusan választja el. 

43. Vegyük szemügyre a V ^ IV = [B 1 m C/1 A 2 V I A 3 V ] , négy-
szöget és annak Δτ> IV = [ 1 3 2 4 5 6] átlósháromszögét, mely egy-
szersmind átlósháromszöge az 

v i , ív γ ' V ' V ' V " V " "V" 
1 — 1 13 x 2 4 1 5 6 1 13 1 2 4 1 56 

négyoldalnak is. A mondott átlósháromszögnek szögpontjait a Σ1' 1V 

SALMON-ponttal összekötve, az y56, y1 3 , y24 egyeneseket nyerjük. 
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A Δ1' IV háromszög (1 3, 2 4) szögpontján keresztülmenő Vj1» IV 

négyszög oldala, y-egyenes és PAscAL-egyenesek közül a 

Y ' M B ^ C ^ I Ρ Α Λ Ι , y56 

harmonicusan választják el a 

β χ " = | P n C 1 n A 1 1 1 | Yx111 = | P m A 1 m B 1 n i | 

egyeneseket. Minthogy azonban a 

Ρ1, (yi .y.4yB e) , Ρ " ΡΠ Ι 

pontok a p-egyenesen feküsznek, azért a két első pont a két utóbbit 
is harmonicusan választja el. 

Hasonló úton, ha a V x n ' I V , V^11' IV négyszögekből indulunk ki, 
kimutatható, hogy a p-egyenesen fekvő 

P n , ( í n y25 y,.), P m , P1 és P " , (y23 y16 y„) . P , P n 

pontok harmonicus helyzetűek. 

Tekintve, hogy az (y 1 2y 3 4y 5 6) , ( y u y35 y36), (y23 y16 y45) pontok 
az y11'111, yin> \ yrI> 11 négyszögeknek szögpontjai, mondhatjuk: 

Minden Cayley-egyenes három Kirkman-pontot és az y-
négyszögek három szögpontját tartalmazza, a mely hat pont 
involutiot képez. Két-két ily KIRKMAN-PONT a harmadik K I R K M A N -

pontot, az y-négyszögek egyik szögpontjától s így egyszer-
smind az y-négyszögek két szögpontja a harmadik szög-
pontot egy KIRKMAN -ponttól harmonicusan választja el. 

Jegyzet. Ha e tételt a 36. tétellel a 151. lapon összehasonlítjuk, 
azt látjuk, hogy a PAscAL-egyenesek és az Y négyoldalak oldalai 
nem felelnek meg duálisán a KiRKMAN-pontoknak és az y-négyszö-
gek szögpontjainak. Ε szerint VERONESE »Sull' hexagrammum mysticum« czímü értekezésének LXI. theoremája hibás. 

44. A 38. pontban kimutattuk, hogy az a 1 Y a 2 Y a 3 V I , αχ α2 α3 

háromszögek az (y12 y34 y56) collineatio-középpontra és a ou> 111 

collineatio-tengelyre vonatkozólag perspectivásak. 
Ugyanígy kimutatható, hogy a 

p1 a2 v a3VI p W p ^ a / 
ÍZ Ott) Οίη 71 OC.J OC ̂  TC 0C-J ÓIG 

háromszögpárok is perspectivásak az (y'ia y'34 yM), (y '„ y84 y'M), 
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(Υ 12 y'£ 4 y « ) collineatio-középpontokra és a au> 111 egyenesre, mint 
collineatio-tengelyre, vonatkozólag, vagyis : 

»A v11' 111 = p1 ax l v a2 v a3VI, 
s"> 111 = π αχ α2 α3 négyoldalak 
négy pár háromszögre bontha-
tók, melyek az yn> 111 négyszög 
szögpontjaira és a σ11* 111 egye-
nesre, mint collineatio-közép-
pontokra és tengelyre vonatko-
zólag perspectivásak ; a szögpon-
1okat vetítő sugarak az y11» 111 

négyszög oldalai«. 
Tudjuk továbbá (27. és 

egyenes P , A15 A2, A3 STEINER-

, Α V11' m = P I A 1 l v A2 VA3 V I , 
gn, III _ II ^ négyszögek 
négy pár háromszögre bontha-
tók, melyek a Yn> 111 négyoldalra 
és a Σ11' 111 pontra, mint colli-
neatiotengelyekre és középpontra 
vonatkozólag perspectivásak; a 
megfelelő oldalak metszőpontjai 
az Y11' 111 négyoldal szögpontjai 
(30.)«. 

41. pont), hogy a 111 STEINER-

pontjából kisugárzó 

π ρ ΐ ρ π ρ ι π αχ a t l v a x n aj111 οίο 3o 3o a . a3 a3v 8c 

PAscAL-egyenesek az 

s > — π α, ay α. ρ11 a j " a 2 n a 3 " 
„II, III ,-,Ι ο IV „ V ο VI ,-.111 ,, III III Q III V ' — [J ŰJ α2 d3 ρ cL-y do d3 

négyoldalaknak oldalai. 
A két első és a két utóbbi négyoldal a σ"> 111 collineatio-

tengelyre és az 
y 1 1 ' 1 1 1 = y ú y34 y56 y'12 y'34 y'B6, v111· ra=[P1 A , 1 V A 2 V a , * 1 ] , 

négyszög szögpontjaira, mint collineatio-középpontokra vonatkozólag 
perspectivás, maguk az yn> m , V^1' 111 négyszögek pedig a 111 

és Ση> 111 tengelyre és középpontra, vonatkozólag perspectivásak. 
45. Az yn> m , Vj11' 111 négyszögekkel együtt azoknak Du> m , 

Δ71' 111 átlósháromszögei is perspectivásak az an> 111 ΣτΙ> IH-ra vonat-
kozólag. Ámde e háromszögeknek megtelelő szögpontjai 

D12 = (Yl2 y'l2) D34 = (y34 Yii) D56 = (y56 Y m) 

(3 4 , 5 6) (5 6 , 1 2) (1 2 , 3 4), 

s ennélfogva a ΣΠ> 111 pontot a Δ"> 111 háromszög szögpontjaival 
összekötő egyenesek, névszerint v"12, y"34, y"56, a Du> 111 háromszög 
szögpontjain mennek keresztül, és a cr"> 111 egyenesnek Y"1 2 , Y"34 , Y"5 6 

metszőpontjai a Δ"» 111 háromszög 1 2 3 4 5 6 oldalaival a Dn> 111 

háromszög oldalain feküsznek. 
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Abból továbbá, hogy a Δη> 111 átlósháromszöge az Yu> 111 négy-
oldalnak, következik: 

Az 
Y11' 111 — Yl2 Y34 Y56 Y'l2 Y'«4 Υ'δΟ' y"' U1 — Yl2 Ys4 5̂6 Υ 12 Υ 34 Υ 56 

négy oldal és négyszög átlósháromszögei An> 111 és -Du> 111 a 
hozzájuk rendelt σ"> 111 S T E I N E R - egyenesre, mint coll in ea tio- ten-
gelyre, és a hozzájuk rendelt Σπ· 111 SALMON-pontra, mint kö-
zéppontra, vonatkozólag perspectivásak; a megfelelő oldalak 
metszőpontjai Y"12 Y"34 Y"56, és a megfelelő szögpontokat ösz-
szekötő egyenesek y"12, y"34, /'56. 

Továbbá: 
A negyvenöt y-egyenes egymást hármasával a tizenöt 

SALMON -ponton és a CAYLEY-egyeneseken fekvő hatvan ponton 
kivűl még tizenöt D-pontban metszi, melyek a tizenöt y-
négyszög D-átlósháromszögeinek szögpontjai. 

Valamint hogy a tizenöt Δ-háromszög negyvenöt szög-
pontja a negyvenöt y-egyenesen fekszik, azonképen a tizenöt 
D-háromszög negyvenöt oldala a negyvenöt Y-ponton megy 
keresztül. 

46. Miután az y12, y'12, y"12 egyenesek egymást ugyanegy 
pontban, D12-ben, metszik, e pont szögpontja a 

Dn> m = D12 D34 D56, D1V> v = D12 D36 D54, D1· v i = D12 D35 D64 

háromszögnek. Tehát : 
A tizenöt y-négyszög átlósháromszögeinek, azaz a tizenöt 

1)-háromszögnek csak tizenöt szögoontja van, miként a tizenöt 
Y-négyoldal Δ átlósháromszögeinek is csak tizenöt oldala van. 

Az y"> m , v1' VI, yIV> v négyszögek y12, y'1 2 ; v"12, y12 szem-
ben fekvő oldalpárjai 

a D"> 111 háromszögnek D12 D34 = (y12 y'12) (y34y'34), 

DiaD5e = (yi2 y'12) (Yö6 γ'δβ) Oldalait, 
a b1 ' 1V háromszögnek D1 2D3 5 = (y'12 y"12) (y'35 γ"35)> 

D12 C)64 = (y'i2 y"12) (y'64 v"64) oldalait, 
a D1V> v háromszögnek D ia D36 = (v"12 v12) (y"36 y3e), 

D1 2D5 4 = (y" 1 2 y l 2 ) (y"54 y64) oldalait 

harmonicusan válaszlják el. 
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A D háromszögeknek a D-háromszögek szögpontjaiból 
kisugárzó három oldalpárja ugyanazon szögpontokból kisu-
gárzó y-egyeneséktől harmonicusan van elválasztva. (Meg-
felel a 30. pontban levő tételnek). 

47. Az 

f ' V I = y 5 6 Yi4 y«a y"56 y"u y" 3 2 ; yVI> I V = y 3 4 y52 y™ y"34 y"B8 y" i 6 ; 
yIV' v = yia y36 y54 y"i2 y"36 y"si 

négyszögek oldalpár jai egymást az 

fy-56 y34 y„), m = ( y " M y"34 y " „ ) ; (y14 yH yM), ^ '= (y» l 4 y"5 S y"36); 
(y32 Υιβ yBJ> Σ Ι ' I I =(y"32 y"i6 y"54) 

pontpárokbari metszik, melyek a p-egyenesen involutiót képeznek. 
Ama négyszögek tizenkét szögpontja közül 

(Yse Yn y32) (y34 Γ52 YIG) (yia y3e yB*) 

a π CAYLEY-egvenesen fekszik, a többi pedig szögpont ja a követ-
kező perspect ivás h á r o m s z ö g e k n e k : 

y"56 y"n y"32l v"34y"52 y"16, y"13 y"36 y"54, 

mely háromszögekhez tartozó collineatio középpontok a π-egyenesen feküsznek. 
Ugyanis az 

y" 5 6 y" i4 y " 3 2 , [ A / B , 1 1 ^ , [A 2 * Β 2 Π Γ 2 ι ι ι ] 1 , y " 3 4 y " 5 2 y " 1 6 

háromszögek közül 

az 1-ső perspectivás a 2-ikkal Σν> VI, σν> VI-ra vonatkozólag (41.) 
a 2-ik » a 3-ikkal Ρ, 7iVI-ra > 
a 3-ik » a 4-ikkel ΣνΙ> 1V, σνι> IV-re 
a 4-ik » az 1-ső vei p-ra » 

s mert a négy col l ineatio-tengely e g y m á s t a Π STEiNER-pontban 
metszi , a col l ineat io-középpontok a π - e g y e n e s e n feküsznek. 

Ugyanezen az úton következtethető, hogy az y"56 y"14 y"32, 
y"ia y'f36 y"54 és y"34y"52 y"16, y'w y"3e y'w perspectivás háromszögek 
collineatio-középpontjai is a π-egyenesén feküsznek. 

Minthogy az yv> VI, yVI> IV, yIV> v négyszögeknek három szög-
pontja a π-egyenesen volt, következtethető, hogy azok páronként 
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perspectivásak; a közös collineatio-tengely a p-egyenes, és a három 
collineatio-középpont a π-egyenesen van. 

Ama négyszögek 

DV< V I = D 5 6 D 1 4 D 3 2 , Ό™, I V = D 3 4 D 5 2 D 1 6 , D1V> V = D 1 2 D 3 6 D 5 4 

átlósháromszögei tehát szintén perspectivásak a ρ collineatio-tengelyre 
és a π-egyenesen fekvő collineatio-középpontokra vonatkozólag, és 
a megfelelő oldalak metszőpontjai közül kettő-kettő harmonicusan 
választja el annak az involutiónak kapcsolt pontpárjait, a mely 
involutio szerint az yv> VI, yVI> IV, yIV> v négyszögek oldalai a p-
egyenest metszik; vagyis a 

(D56D14, D34D52, D12D36), (D56D32, D34D16, D12D54), 
(y56 y34 y»), (y"56 y"84 y " « ) ; 

(D12D32, D52D16, D36D54), (D14D 
561 D52 D34, D36 D12), 

{yuYn y8e)> (y"i4y"52 y"36); 
(D32D56, D16D34, D54D12), (D32D14, D16D52, D54D36), 

(y32 y16 (y 32 y i6 y 54) pontok harmonicus négyest képeznek. 
A Dv' VI, DVI> 1V, DIV> v háromszögeknek szögpontjai egyszer-

smind szögpontjai az 

yn, i u = y B e y34 y i 2 y'ö(, y'34 y'jg, ym> x = y14 y3 2 y3R y'1 4 y'53 y'3 6 , 

y1' " = Υ32 YUYsíY'MY'IO y'54 
négyszögek 

Dn ' m = D12 D34D56, ^ ϋ , , Ο , , ϋ » . D1» " - D 5 4 D 1 6 D 3 2 

átlósháromszögeinek, mely utóbbi négy- és háromszögek a π colli-
neatio-tengelyre a p-egyenesen fekvő collineatio-középpontokra vonat-
kozólag perspectivásak. 

Jelen esetben is a négyszögek megfelelő oldalainak metszőpontjai 

(y66 y*4 y33), 2V> VI = (v'56 y'14 y'32); (y34 y52 ν16), Σνι> IV = (y'34 y'52 y'16); 
(YuYMYM), Σιν' v = (y'i2 y'36 y'54) 

harmonicusan vannak elválasztva a háromszögek megfelelő oldalainak 

(D12D34, D3eD52, D54D16), (D34D56, D52D14, D16D32), 
(Ρδβ D12, '̂ 14 1-̂ 30, D32 DB4) 
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metszőpontjaitól. Ámde ez utóbbi pontok a Dv> VI, DVI> IV, DIV> v , 
yv, vx5 yYi, iv? yiv, ν p e r S p e c t i v á s három- és négyszögek collineatio-
középpontjai ; ennélfogva mondhat juk : 

A tizenöt y-négyszög (és a tizenöt D-háromszög) közül 
húszszor választha tunk ki hármat, mely páronként perspec-
tivás a CAYLEY -egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre, 
vonatkozólag. A három collineatio-középpont, mely ily három 
perspectivás y-négyszöghez (és D-háromszöghez) tartozik, 
a CAYLEY- egyen es ellenegyenesén fekszik és harmonicusan 
választja el annak az involutiónak kapcsolt pontpárjait, 
mely involutiót a CAYLEY-egyenesen fekvő S a l a m o n - p o n t o k n a k 
és az y-négy szögeknek szögpontjai képeznek. 

Jegyzet. Ε három collineatio-középpont nem esik egybe a 
CAYLEY-egyenes KiRKMAN-pontjaival, mert két KiRKMAN-pont az y-
négyszögeknek egy szögpontjától és A harmadik KIRKMAN-PONTTOL van harmonicusan elválasztva, holott két collineatio-középpont 
az y-négyszögek egy szögpontjától és egy SALMON-PONTTOL van har-
monicusan elválasztva. 

48. Ε fejezet végén még az Y-pontok- és y-egveneseknek, vala-
mint a g01 egyeneseken fekvő pontoknak említésre méltó helyzeti 
viszonyáról akarunk szólani. 

A (3 4, 5 6), illetve (5 4, 3 6) ponton keresztül menő 

Α _ Λ IV Λ V -D II F I I I _ Λ IV Λ V Ϋ II Ρ III Ö01 — Ά1 β3ι -L 3i 5 g οι — Ά2ι β 3 I 3 

egyenespár egymást az Y12 pontban metszi. 

Az y"12 = Ση> 111 (3 4, 5 6) egyenes az AXIV A2V, A l t IV A3 l v pontpárokat és 
az y'12 = SIV> v (3 6, 5 4) egyenes a Β 3 Π Γ 3 Π Ι , Β 3 ι π Γ 3 ι ι π pontpárokat 

harmonicusan választja el az Y J 2 ponttól. Ε szerint: 

»Minden Y-ponton egy g01 és egy g'01 egyenes megy keresztül, 
melyeken két-két KIRKMAN- és két-két V3-pont fekszik. A két KIRKMAN-

pont a g01 egyenesen és a két Vj-pont a g'01 egyenesen, és fordítva 
a két KiRKMAN-pont a g'01 és a két Vx-pont ά g01 egyenesen, a fel-
vett Y-ponttól és egy-egy y-egyenestől harmonicusan vari elválasztva. 
A két y-egyenesnek és az Y-pontnak ugyanazon alsó, de különböző 
felső mutatója van«. 
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Jegyzet, 1. Ha a VII. táblázatban a nagy betűket kicsinyekkel 
cseréljük föl, akkor az egyes y-négyszögek oldalait nyerjük. 

2. A VIII. táblázatból látható, hogy mely y-egyenesek mennek 
keresztül az egyes SALMON-pontokon. 

Σ11' III =(y"i2 y",<y"M) V I I I J-i I = ( y " i 4 y"36 V52") Σ1' I I 
= (y"ie y"aa y"B4) 

Σν> VI =(y'i4y'32 y'Be) 
V V I I V = ( y ' i 6 y'34 y'52) Σιν> ν 

=(y'ií y'36 y'54) 
Σ1' IV =Cyis y24 y56) Σ"> IV = (Vu y'3ó y'ae) Σ111» IV 

= ( y " I 5 y " 4 6 y 3 2 ) 
Σ1' ν 

=-(yw y26 V34) 
V I I . ÁJ ' v =(y'i3 y2ö y'«) ΣΠΙ- ν =(yi6 y"24y"35) 

Σ1' VI V I I , V I=(y' i5 y'a* y36) V I I I , VI / ff ff \ 
= ( y 13V45 y ae) 

(VIII. táblázat.) 

12. A V j -Veronese-egyenesekről . 

49. Ismeretes, hogy a P1 KiRKMAN-ponton keresztül menő α 1̂ α2* a3T 

PAscAL-egyenesekhez a p1 egyenesen fekvő A 1 I A 2 I A 3 I KiRKMAN-pon-
tok vannak rendelve. 

De ugyanezekhez a PASCAL-egyenesekhez az A 1 1 I A 2 l I A 3 l I pontok 
is rendelvék, melyekről szintén kimutatható, hogy egy ptx egyenesen 
feküsznek, mely épen úgy, mint a p1, keresztül megy a P-ponton. 

Ugyanis az 

(1 2, 3 4) (5 6, 1 2) (3 4, 5 6) B X I V B 2 V B 3 V I , C 1 I V C 2 V C 3 Y I 

háromszögek a Π collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivásak, 
mert megfelelő szögpontjaik a π ιν, πν. πνι egyenesekben feküsznek. 

De az 1-ső és 2-ik, 1-ső és 3-ik háromszöghöz tartozó colli-
neatio-tengelyek, mert megfelelő oldalaiknak metszőpontjai a 

(1 2, 4 5), (3 4, 6 1), (5 6, 2 3 ) ; (12 , 3 6), (3 4, 5 2), (5 6, 1 4 ) 

pontok, a p11, p™ egyenesek. De a 2-ik és 3-ik háromszög oldalai g01 

egyenesek, melyeket Vx-pontokkal ekkép fejezhetünk ki (V. táblázat): 

i v r ™ Α2χΓ2ιπ A^iy11 I t 

| V B , " A./B 2 " A 3 iB 3 1 1 I , 

Ennélfogva az ] Α/Α,,'Α;,1 | t pontok, mint a megfelelő olda-
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lak metszőpontjai, egy pj1 egyenesen feküsznek, mely a P = ( p n p m ) 
ponton megy keresztül. 

Ha még meggondoljuk, hogy az a/, a2x, α3* egyenesek P1 metsző-
pontja a p-egyenesen fekszik, kimondhatjuk a következő tételt: 

Egy CAYLEY- egyenesen fekvő K I R K M A N - P O N T B ó l kisugárzó 
három PAscAL-egyeneshez oly három pont van rendelve, 
mely α CAYLEY-egyeneshez rendelt STEINER-PONTTAL együtt egy 
egyenesen fekszik. 

Ezt az egyenest a KiRKMAN-ponthoz rendelt vx VERONESE-egye-
nesnek, vagy röviden vx egyenesnek nevezzük általánosan, s mint-
hogy minden KiRKMAN-ponthoz egy vx egyenes van rendelve, azért a 
ví egyenesek száma hatvan. Ez egyeneseket külön-külön akkép 
jelöljük, mint a KiRKMAN-pontokhoz rendelt PASCAL-egyeneseket, de 
megkülönböztetésül még egy >v< mutatót függesztünk hozzájuk. 

így a 
p 1 , F = ( A L I « , I « , 1 ) , l\\ P I 1 - | A ^ V V | = | A. , 1 A 3 X | T 

pontok és egyenesek egymáshoz rendeltek. 
Miután minden PAscAL-egvenesen három KiRKMAN-pont fekszik, 

minden \\ ponton is három vx egyenes megy keresztül; s mert 
minden CAYLEY-egyenesen három KiRKMAN-pont van, azért minden 
STEiNER-ponton három \\ egyenes megy keresztül. Ennélfogva: 

A hatvan vx egyenes hár- \ A hatvan V1 pont hárma-
masával a ha tvan V1 pon- savai a, hatvan vl egyenesen 
ton és a húsz STEINER -ponton és húsz CAYLEY- egyenesen 
megy keresztül. fekszik. 

50. Vizsgáljuk most meg, hogy egy DESARGUES-Configuratio tíz 
PAscAL-egyeneséhez és tíz KiRKMAN-pontjához rendelt V1? vx pontok 
és egyenesek mily configuratiót képeznek. 

A p1 egyenesen fekvő AX A2X A3X pontokhoz oly αΧιχ a2lx a3 l x egye-
nesek vannak rendelve, melyek egymást a px-hez rendelt Pxx pontban 
metszik; továbbá a P1 ponton keresztül menő α/ a/ag1 egyenesek-
hez oly A J , 1 A 2 I J Α3ιχ pontok vannak rendelve, melyek a PJ-hez ren-
delt P!1 egyenesen feküsznek. Miután a 

bj1 b2x b3J = C * C21 Cg1, Cj1 Cg1 c3x = B J 1 B 2 X B 3 X 

háromszögek, melyeknek szögpontjai az axx, α2χ, a3x egyeneseken feküsz-
nek és melyeknek oldalai egymást az AJ1, A2\ A3T pontokban metszik, a 
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Ρ Ι = (α1 Ια2 Ια3 Ι), ρ1 = | | 

pontra és egyenesre vonatkozólag perspectivásak, a 

( E V I V ÍVX = (C,1 c-21 C.X, (C,1 C,1 C3), = (b,1 b2* b3I)1 

háromszögek is, melyeknek oldalai egymást az | A/, Α2Σ, Α3* j 1 pon-
tokban metszik és melyeknek szögpontjai az | α,1, a2x, a3x | t egye-
neseken feküsznek, perspectivásak a 

Px1 = I V A / A 3 I Ρ1Ι = (α1Ια2Ια3Ι)1 

egyenesre és pontra, mint collineatio-tengelyre és középpontra, vonat-
kozólag. Ennélfogva: 

A hatvan Vx pontból és hatvan vx egyenesből álló 
[V1v1] = [Vv]1 configuratio, ép úgy, mint a hatvan P A S C A L -

egyenesből v-ből és hatvan KIRKMAN-pontból V-ből álló [Vv] 
configuratio, hat 1) ES ARGUES- c ο η figura tióra oszlik. Mindkét con-
figuratio [Vv], [Vv]1 a két II =(15,, 20Ά), H'=(20t,15J HESSE-

configuratio irányában egyenlőkép viselkedik, a mennyiben 
minden STEINER-PONTON keresztül megy három vx és három v-
egyenes és minden CAYLEY-egyenesen három Vx és hálnom V-
pont fekszik. 

51. A 44. pontban két háromszöget 

ρ ív d ν R νι p ív η ν η νι D J I J 2 J J 3 , V ÎJ V_J2 

tárgyaltunk, melyek egymás irányában és az A t IV A2V A3YI irányában, 
a Pi1? Pi"? P i m collineatio-tengelyekre és a π pontra vonatkozólag, 
perspectivásak voltak. A három háromszög tehát egy (154, 203) 
HESSE-configuratiót képezett. Ennek húsz pontja a kilencz KIRKMAN-

és a kilencz Vx pont 

(Aj1 A2xAg1 Β Χ Π Β 2 π Β 3 π 

valamint a Ρ Π STEiNER-ellenpontpár; tizenöt egyenese pedig a 
három π ιν, πν, πν ι PAscAL-egyenes, a három vt egyenes, 

Pi1 = | A,1 A,1 A , 1 p = = | Β Χ Π Β 2 π Β 3 π |„ p m = | Γ ^ Γ ^ Γ ™ |tf 

és kilencz g01 egyenes, a melyeken két-két KIRKMAN- és két-két V X 

pont (V. táblázat) fekszik. Ennélfogva: 
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Egy STEINER-pontból kisugárzó három 

STEiNER-egyenesen ki-
lencz STEINER-pont 

fekszik; ezek három, 
páronként perspecti-

vás háromszögnek 
szögpontjai. A meg-
felelő háromszög - ol-
datok metszőpontjai 

STEiNER-pontok; a col-
lineatio-tengelyek 

STEINER-egvenesek, 
melyek egymást a STEINER-pont ellenpontjában metszik. 

A középső tétel a configuratio 

[Aj1 Β " Γ " 1 ] , . . . . ( i = l , 2 , 3 ) 

háromszögeiből folyik és általánosítható. 

52. A 

V / ' ν ι = [ Ι Γ ν Α 1 Ι Β 1 Ι Ι Γ 1 Ι Π ] 1 , VXVI' ι ν = [Π ν Α 2 Ι Β 2 π Γ ! 1 Ι Ι Ι ] 1 , 
Υ Λ ν = [ Π ν Α 3 Ι Β 3 Ι Ι Γ 3 Ι Ι Ι ] 1 

négyszögek szögpontjai a Ρ ponton keresztül menő π ρ/ px n p^11 

egyenesen feküsznek, és a Ρ pont és π ιν , πν , πν ι collineatio-tenge-
lyekre perspectivásak. 

Ugyanis ama négyszögek átlós háromszögei: Δγ> VI, Δν ι ' IV, 
Διν> v , valamint az 

[ A i I B i I i r i m ] 1 . . . . ( i = i , 2 , 3 ) 

háromszögek, mint ama négszögeknek részei, a nevezett pontra és 
collineatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak. 

Minthogy ama négyszögek a II STEINER-ponton keresztül menő 
σν> VI, σΥΙ> 1V, σ ιν ' v STEINER-egyenesekhez vannak rendelve, kö-
vetkezik : 

»Egy STEINER ponton keresztül menő három STEiNER-egyeneshez 
rendelt három Vj négyszög páronként perspectivás. a STEiNER-ponton 
keresztül menő PAscAL-egyenesek képezik a collineatio-tengelyeket, a 
STEiNER-pont ellenpontja a közös collineatio középpont*. 

PAscAL-egyenesen ki-
lencz KiRKMAN-pont 

fékszik ; ezek három, 
páronként perspecti-

vás háromszögnek 
szögpontjai. A meg-
felelő oldalok metsző-
pontjai Vx-pontok: a 
collineatio tengelyek 

vx egyenesek, 

Vj egyenesen kilencz 
Vj pont fekszik ; ezek 

három, páronként 
perspectivás három-
szögnek szögpontjai. A 
megfelelő háromszög-
oldalok metszőpontjai 

KiRKMAN-pontok ; a 
collineatio-tengelyek 

PAscAL-egyenesek, 
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Vagy még: 
»A tizenöt V! négyszög hármasával húszfélekép perspectivás, 

a húsz STEINER-pont képezi a collineatio-középpontokat; az ezeknek 
ellenpontjain keresztül menő PASCAL egyenesek pedig a collineatio-
tengelyek«. 

Mindkét tételt már a 33. pontban levezettük. 
53. A 35. pontban foglalt tétel ^alapján (9. ábra): 

( A L T I V ΣΠ> 1 1 1 A J I V Ax) =—1, 

tehát egyszersmind azoknál a sugaraknál 

Π Α 1 ( ι ν = π Λ Π Σ11' m = p, Π AXIV = π ιν, Π Α α = σ ν » ν Ι , 

melyek e négyes pontjait a Π pontból projiciálják 

( V v ρ π ι ν σν> VI) = — 1. 

Ugyanígy, a Π pontból kisugárzó többi Π Α 2 ι ν = π1ν , Π A3 [ V I = 
πχΥΙ, . . . sugarakat tekintve, 

(πχγ ρ πν σνι> I v j = ( ^ v i ρ πν ι σιν> ν) = — 1 . 

Ez pedig a következőkép fejezhető ki : 
Minden STEINER-Pontbó l kisugárzik egy CAYLEY- , három 

PASCAL-, három F X - , és három S T E I N E R - e g y e n e s . A CAYLEY-egye -
nes és a vj -egyenes, az utóbbihoz rendelt PASCAL- egyenestől és 
egy STEINER-egyenestől harmonicusan van elválasztva. 

Ennélfogva, ha a PASCAL- , CAYLEY-, és STEINER-egyenesek isme-
retesek, ezekből a Vj-egyenesek egyszerű úton szerkeszthetők. Mert 
pl. a Ρ ponton keresztül menő pj1, p^1, p x m egyenesekre nézve 

(Ρι1 π Ρ1 ΙΠ) = (ρχ11 π ρ11 σΙΠ> Χ ρ ^ π ρ 1 1 ^ 1 . " ) = — 1 . 

13. Α P a s c a l - e g y e n e s e k n i n c s e n e k c o r r e l a t i ó s vo-
n a t k o z á s b a n a K i r k m a n - , és V x - p o n t o k k a l , és n i n -
csenek c o l l i n e a r i s v o n a t k o z á s b a n a v x -eg;yenesekkel . 

54-. A löntebbiekből meggyőződhettünk arról, hogy a hatvan 

PAscAL-egyenes 
1. hármasáva l a húsz 

StEiNER-ponton, 

KiRKMAN-pont 
1. hármasáva l a húsz 

CAYLEY-egyenesen, 

VX pont 
1. hármasával a húsz 

CAYLEY-egyenesen, 
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2. hármasával a hat-
van KIRKMAN ponton, 

3. négyesével a negy-
venöt PASCAL-ponton 
megy keresztül. 

2. hármasával a hat-
van PAscAL-egyenesen 
fekszik. 

2. hármasával a hat-
van \\ egyenesen fek-
szik. 

Vizsgáljuk most meg, hogy nem feküsznek-e az olyan K I R K -

MAN-, valamint Vx-pontok, melyek egy PasCAL-ponton keresztül 
menő négy P a s c A L - e g y e n e s h e z vannak rendelve, ugyanegy 
egyenesben ? 

Az (1 4, 2 3) ponton (I. táblázat) keresztül mennek a p1 axIV 

ÍV11 C L" PASCAL-egyenesek, melyekhez a 

Ρ1 AXIV B x i n C ^ ; | P1 AXIV B x m Cx n | t 

pontok vannak rendelve, és az V. és TV. táblázat szerint a 

P ^ A ^ B ^ C V 1 ( 12 , 3 4), valamint a B X l n i G l t n Ρ1 AXIV (1 3, 2 4) 

pontok egy-egy egyenesben (g01, g'01) feküsznek. 

Ha már most ama négy KIRKMAN- és négy V r pont egy-egy 
egyenesben feküdnék, akkor ez a két egyenes egybeesnék, egy 
q-egyenessel, mert mindegyiknek két közös pontja van a másik egye-
nessel, és akkor az (1 2, 3 4), (1 3, 2 4) pontok is a q egyenesen vol-
nának. x4mde 

az (13 , 2 4) és C · , 1 ^ ^ 1 1 a 2 " a3 n) pontok összekötő egyenese: (V\ 
> ( 1 2 , 3 4 ) » A1 i v = (7crva„ iva8iv) » » » π ι ν ; 

ennélfogva a q egyenes úgy a βχΠ, mint a uIV-gyel egybeesnék. 
Minthogy azonban az általános PASCAL-hatszögben a Β / 1 és Π Ι Ν PASCAL-

egyenesek különbözők, ama feltevésünk, hogy a négy KIRKMAN-, vagy 
a négy V1-pont egy egyenesben fekszik, hamis. így tehát: 

Egy P a s c a l - p o n t b ó l kisugárzó négy P a s c a l - e g y e n e s h e z 
rendelt négy KIRKMAN-, valamint négy V1 pont nem fekszik 
ugyanegy egyenesben. 

Ennek pedig az a következménye, hogy a hatvan PASCAL-

egyenes képezte configuratio sem a hatvan KIRKMAN-pontból, 
sem pedig a hatvan V1 pontból álló con figuratióval nincs 
correlatióban. 
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55. Vizsgáljuk még meg, hogy a hatvan PASCAL-egyenes, 
és a hatvan vx egyenes képezte configuratiók nem collinearis 
alakzatai-e egymásnak Ρ 

Ha ismét kimutathatjuk, hogy négy egymást egy (PASCAL) pont-
ban metsző PAscAL-egyeneshez rendelt vx egyenes nem metszi egy-
mást egy pontban, akkor a PAscAL-egyenesek és VJ-egyenesek nem 
lehetnek egymásnak collinearis alakzatai akképpen, mint a hogy az egy-
máshoz rendelést egész eddigi tárgyalásunk folyamán eszközöltük. 

A 9. ábrában három négyszöget Vn> 111 = P1 AXIV A2V A3VI, 
γ η , m ^ p i A i i v A v gn, i " = n Ax A2 A3 látunk, melyeknek 
szögpontjai az egymást a Ση> 111 pontban metsző ρ ax a2 a3 egyenesen 
feküsznek. 

Ha az alábbi egyenesek metszőpontjai 

( Α , Α , Λ A 2 A L T I V ) = ( 3 4 , 5 6 ) , , ( A ^ A 2 L V , A 2 V A L T L V ) = ( 3 4 , 5 6 / , 

( A 2 A 3 L V I , A 3 A 2 , v ) = ( 1 2 , 3 4 ) , , ( A 2 V A 3 I V I , A 3 V I A 2 , v ) = ( 1 2 , 3 4 / , 

( A 3 A L T I V , A x A 3 L V I ) = ( 5 6 , 1 2 ) 1 5 ( A 3 V I A L T I V , Á ^ A 3 , V I ) = ( 5 6 , 1 2 / , , 

akkor 
a Σπ> 111 (3 4, 5 6), (3 4, 5 6 )„ (3 4, 5 6/, pontok az y"1 2 egyenesen, 
» Σ"> 111 (5 6, 1 2), (5 6, 1 2),, (5 6, 12/, » y" 3 4 

* Σ11' 111 (1 2, 3 4), (1 2, 3 4),, (1 2, 3 4)', » y"5 6 

feküsznek, és mindegyik egyenesen az első két pont az utóbbi kettőt 
harmonicusan választ ja el. 

Ha most az α 2 = | A 2 A 3 V ( 3 4 , 1 2 ) | collineatio-tengelyre per-
spectivás 

Σ11' 111 A2l A3 , i v 1 Σ"> 111 A2v A3 | 
(34 , 5 6) AXIV Π j (3 4, 5 6) Au P, 1 / 

háromszögeket tekintjük, azt látjuk, hogy a 

% ν ι - Π Α 3 ι ν Ι αΆιτ=ΑΆ Pxx 

egyenesek az 

Υ\2 = Σ«> - (3 4, 5 6), A2,v Axiv, A2v A l t I V 

egyenesek (3 4, 5 6/, metszőpontjában találkoznak, az 

Α ΐ Ι V — ΑΧ Α 2 , Λ Α 2 , I V = A2 A 1 1 I V 

egyenesek pedig a (3 4, 5 6), ponton mennek keresztül. 
Minthogy azonban a (3 4, 5 6), pontok általában nem esnek 

5+ 
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egybe, mert a Σπ> 111 (3 4, 5 6) pontoktól harmonicusan vannak elvá-
lasztva, a πνι ag1 αχν a2IV PAscAL-egyenesekhez rendelt 7CjVI α^1 αχ,ν α2 ι ι ν 

Vj-egyenesek nem metszik egymást ugyanegy pontban. Ezért: 

A hatvan P A S C A L - és a hatvan vx-egyenes képezte configuratiók nem collinearis alakzatai egymásnak 

56. Az előbbi bizonyításból kitűnik, hogy az y"56 y"34, y"12 

egyenesek mindegyikének két pontjában két vx-egyenes metszi egy-
mást, melyek az illető y-egyenes és az Yn> 111 négyszög szögpont-
jaitól harmonicusan vannak elválasztva. Még pedig: 

ponton keresztül V I γ egyenesek harmonicusan tr γ , . ι 
a Z ώ, 3 4J, menő vannak elválasztva a Υ 56i J-56'^01, 

az ( 1 2 , 3 4)', » πχ1ν «ΐι1 > y"56, Y'56-tól, 
az (5 6, 12) , > « . . ^ « u 1 * > y"34, Y34-től, 
az (5 6, 1 2)', » π / α , , 1 » y"34, Y'34-től, 
a (5 4 , 5 6), > α Χ ι ν α 2 , ι ν > y"xa, Y12-tőh 
a (3 4, 5 6)', » π ι ν Ι α3ιΧ » Υ"ΐ2, Y't2-től, 

hol Π Α 2 ι ^ π Λ A2 Ρ 1 Ι = α8ι Ι , A3 Ax,IV = a3 l I V , Δ1 Α 3 ί Ύ 1 = < τ 

Ü A j j ^ ^ U j 1 7 , A g P x ^ a g ^ , A2 V r = a 2 l " , A 3 A 8 , v = a 3 l v . 

Minden y-egyenes egy SALMON-pontot egy PASCAL-ponttal köt 
össze, és minden y-egyenesen két ily pont, mint (3 4, 5 6),, (3 4, 
5 6/, fekszik, melyek ama pontokat Σπ> 111 (3 4, 5 6) harmonicusan 
választják el. Ezeknek az új, párosával az y-egyeneseken fekvő pon-
toknak száma tehát kilenczven. Általában G12-vel jelöljük őket, és, 
ha két ugyanegy y-egyenesen fekvő ily pontról van szó, Gxa, G'12-
vel; a relatio, melyben a Σ SALMON-pontokkal és az ezentúl G-vel 
jelölendő l'ASCAL-pontokkal vannak, 

(Gia G'x2 Σ G) = — 1 . 
Minden y-egyenesen fekvő G i a , G'12 pontpáron négy vx egyenes 

megy keresztül; kettő a G i a és kettő a G' í2 ponton, ezek azokhoz 
a PAScAL-egyenesekhez vannak rendelve, melyek az y-egyenesen 
íekvő G PAscAL-egyenesen mennek keresztül. Máskülönben e G i a , 
G'j2 pontpár a negyvenöt g01, g'ox egyenespárhoz rendelhető. 

Ugyanis az y"x2 egyenesen rajta íeküsznek a 

G12 = (3 4, 5 6) ( , G'12 = (3 4, 5 6)', 

pontok, melyekben az a X l v a a IV, π χ ν ι α 3 ι ν egyenesek egymást metszik, 
és az Y"12 ponton keresztül mennek a 
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goi = I A.2lv A2IIV A 3 I I Π ν ι | , goi — | Πχ 1̂ A3 lV AXV A21V | 

egyenesek, melyeken az Α χ , ν Α 2 , ι ν , Π ^ Α ^ 1 pontok feküsznek. 
Akkép, a mint mindegyik PAscAL-egyenes három PASCAL-pontot, 

G-t, tartalmaz, minden egyenesen is három G12 pont fekszik. így a 
* 

π = 1 4 3 2 5 6 = | Π A3VI B 3 V IC 3 V I | 

PASCAL-egyenesen a 

(3 4, 5 6) = (πνι α,1 α / α2ιν), (I 4, 5 2) = (πνι β 3 " β / β2ιν), 
( 16 , 3 2) = (πνι γ31Π γχ ν γ2Ιν) 

PASCAL-pontok feküsznek, holott a = (Π A3lVI B3 l V I C3lVI[ vx-egyenes a 

(34, 5 6 ) ^ = ^ 0 , % ( 1 4 , 5 2)', = (πνΙβ3Π\> ( 1 6 , 3 2 ) > ( π ν ι γ 3 Ι " ) 1 

G ia pontokat tartalmazza. 

57. A negyvenöt Y-pont 
mindegyikén négy /12 egye-
nes megy keresztül, melye-
ken a kilenczven ír12 pont 
közül kettő-kettő fekszik; az 
egész confíguratióban 180 
ily /12 egyenes van, minden 
Gn ponton keresztül megy 
négy. 

Ugyanis az 

A1 ,1 VA2A3 ] Pi1 A2 A3 1 Αχ,1 BJ Cx 1 Π ^ Β χ Ο χ ] 
Α τ Α 2 ι ν Α 3 ι ν ι { Π Α 2 ι ν Α 3 ι ν ι { ΑχΒχ,^Πχ, -/ P B U » T U ™ j 

háromszögpárok közül a két első a Σπ> m , a két utóbbi pedig a 
Σν>V1 collineatio-középpontra vonatkozólag perspectivás, ennélfogva az 

Λ Λ IV _ „ IV n l l '— 21 5 Α 1 Α 2 ν = αχ1ν egymást (α2ιν αχν), = ( 3 4, 5 6), 
Λ Λ J V _ „ IV Λ3 Λ1ι — α3. 5 ΑχΑ 3 ι ν ι = α χ ^ » Κ ι ν * ι ν ι λ = ( 5 6, 12) , 
Α2 Α3, Α 2 ι ν Α 3 ι - Υβ6 

Α2 Ρχ1 = α2 II Α2 ιν = π1 ν (α2τ πν), = ( 5 6, 12/, 

Α3 Ρχ1 = α3ι\ ΠΑ 3 , ν ι = πχνι (α3* πν), = (3 4, 5 6/, 

Αί Α Ί . Α,.ν Αο.νι Υ 

A negyvenöt y- egyenes 
mindegyikében négy L0l pont 
van, melyben a kilenczven 

goi egyenes közül kettő-kettő 
egymást metszi; az egész 
confíguratióban 180 ily Lol 

pont van, minden g0l egye-
nesen négy fekszik. 
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Β , Α ^ ν , Ax B 1 1 n = a 1 1 n egymást ( V a^1), - (5 6, 14), 
C t K 1 ^ 1 , A 1 T 1 1 m = a 1 1 n i » (^ι1 a i m ) i = 3 2 , 5 6), 
Bi C1? B j , 1 1 ^, 1 1 1 » Y56 

Bi n i I V = b1JIV, P B l l n = p 1 n * (bxIV pI)1 = (3 2, 5 6)', 
C i n i I V = c1, IV, Ρ r u m = p 1 m > ( c - P n = (5 6, 14)' , 
B ^ , Β l t n r i t m » Y56 

pontokban metszik, melyek mindig egy egyenesben feküsznek. 

Ha ellenben az 

a -^ α2 α3 ) ρ1 α2 a3 ) a-,1 bx ) π ι ν bx cx } 
α ι a2V a3VI | π a 2 v a3VI f ax β ^ γ - { ρ β * γ - { 

háromszögpárokból indultunk ki, melyek közül az első két, illetve 
a másik két pár a σ"> m , σν> VI collineatio-tengelyekre vonatkozólag 
perspectivás, azt látjuk, bogy az 

a2 &1IV = A 2 I V , a 1 a 2 v = A1V pontok az A 2 1 V A / 

a3 axIV _ Λ IV — λ 3 5 a 1 a 3 V I = A1VI az A 3 I V A X V I 

α2 a3> a 2 v a 3 v i = ( l 3, 2 4)» az y56 

a2 p1 — A 1 π a2Y = IIv az Α 2 Ι Π ν 

a3 P* = A 1 π a 3 v l = n v i » az AG1 n v i 

α2 α3» a 2 v a 3 v l = ( 1 3 , 2 4 > az y5 6 

bx a ^ =B1i, a i βΐ" — Αχ11 » a B / A , " 
Ci axI = = <V, a 1 Y 1 m = A 1 m a ( y A x m 

t»i Cj, βι11 T i m = (1 3, 2 4)» az y5 6 

bx π ιν = = Β Λ ρ β!11 = Ρ11 a B i i v p n 

_ ρ IV — 1 ) 
p T i m = p m a Q IV p i n 

bi cx, β 1 " γ 1 Ι " = ( 1 3 , 2 4)> az y56 

egyenesekben feküsznek, melyek egymást egy pontban metszik. 

14. Az 0V, jV p o n t o k r ó l és a ,v egyenesekről . 

A PAscAL-egyenesek és KIRKMAN-pontok, valamint a ν-, egye 
nesek és Vx pontok képezte [Vv], [Vv]x configuratiókhoz még új 
„[Vv], i[Vv] configuratiókat találhatunk, melyek bizonyos tekintetben 
az előbbiekkel a correlatio vonatkozásában állanak; a mennyiben 
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a PASCAL- és \vegyenesekkel az 0V és XY pontok és a KIRKMAN- és 
λ^-pontokkal az 0v és χν-egyenesek állíthatók szembe oly módon, 
hogy ezekből az új pontokból és egyenesekből a következőkben directe 
levezetett tételek megegyeznek azokkal a tételekkel, melyeket nyerünk, 
ha a már ismert tételeket az említett felcseréléssel fejezzük ki. 

58. A ρ CAYLEY-egyenesen a IÍ STEINER pont, a Ρ1 P " P m 

KiRKMAN-pontok, a Ρ^Ρχ1 1?!1 1 1 VERONESE- vagyis Vx-pontok feküsznek. 
Határozzunk most meg három új pontot, oP1 oP1 1 0Pm-at, a 

(Ρ1 Ρχ1 oP1 Π) = (P11 Pi11 0 P " Π) = (Ρ111 Ρχ1110ΡΠΙ Π) = — 1 

relatiókból. 
Minden C.AYLEY-egyenesen három ily új pont fekszik; melyek-

nek száma tehát hatvan és a melyeket általában 0V-vel jelölünk 
és a PASCAL-egyenesekhez rendelünk. 

így az ax, a2, a3 egyeneseken az 0A.1IV, 0A2V, 0A3VI pontokat 
/ Λ IV Λ IV Λ IV Λ \ _ í" Λ ν Λ ν Λ V Λ \ / Λ VI Λ VI Λ Υ Ι Λ Λ Λ1ι 0Ά1 — 1Λ2 Λ2Ι ΟΛ2 Ü2J — 1^3 Λ3Ι 0^3 Ά'ί) ~ L 

relatiók határozzák meg. 
A Vn> m , νχπ> m , S11' 111 négyszögekhez (10. ábra) most egy 

új négyszög 0 V n ' 111 = 0[Ρ* AXIV A2V A3VI] járul, melynek oldalai ép 
úgv, mint a három előbbi négyszögnek oldalai, az 

V " , i n V V V V ' V ' V ' I — 1 12 1 3 4 I 46 1 12 1 34 1 56 

négyoldal szögpontjain mennek keresztül, mert a két első és a két 
utóbbi négyszög szögpontjai a feltétel szerint harmonicusan vannak 
elválasztva. 

Az Y1 2 ponton keresztül menő 

1 A - A 2 v | = g 0 1 , | A X I V A 2 v | = g ' 0 1 , A , A 2 = V I 

egyeneseken még megfelelőleg rajta feküsznek a B 3 l I i r 3 l m , Β 3 " Γ3ΠΙ , . 
H3 C, pontok. Ezek azonban más rendben még a β3, γ3 C A Y L E Y -

egyeneseken is rajta vannak, és így a 

(B 3 « B 3 i " „B311 B-s) = (IV11 r , t m 0Γ3111 C8) = — 1 
relatiókból meghatározott ,,Β3Π, 0Γ 3 Ι Π pontok az 0 | Aj IV A2V | egye-
nesen feküsznek. 

Minthogy az 0g = ο | Aj l v A2V B 3 n Γ3 Π Ι j egyenesen fekvő 
négy „V ponthoz rendelt négy PAscAL-egyenes, aj I V , a2 v , β3", γ3ΙΠ, egy-
mást a (J=z(H.r), 4 6) PASCAL-pontban metszi, mondhatjuk: 
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Egy PASCALE-ponton keresztül menő négy Pascal-egyeneshez rendelt négy 0 V pont egy egyenesen fekszik. 
Vagy: 

A hatvan 0 Vpont négye-
sével a negyvenöt 0g egye-
nesen fekszik, melyek a negy-
venöt Y-ponton mennek ke-
resztül. 

A hatvan ΡAscA^-egyenes 
egymást négyesével a negy-
venöt PAscAL-pontban, G-ben, 
metszi, melyek a negyven 
y-egyenesen feküsznek. 

Az 0g egyeneseket a G-pontokhoz rendeljük. 
Minthogy a negyvenöt 0g egyenes mindegyikén a hatvan 0Y 

pont közül négy íekszik, azért minden 0 V ponton három 0g 
egyenes megy keresztül úgy, mint a hogy minden PAscAL-egye-
nesen három PAscAL-pont fekszik. 

A vn> 111 = px a x l v a2 y a3VI négyoldalnak négy oldala és hat szög-
pontja PAscAL-egyenes és PAscAL-pont. Ezekhez a 

0Vn> 111 = 0[PX A ™ A2v A3 v i] 

négyszögnek négy szögpontja és hat oldala van rendelve, melyek 
0V pontok és 0g egyenesek. Az yn> 111 négyszög a v11' 111 négyoldal 
körül van írva, holott az Y"> 111 négyoldal az 0Vn> 111 négyszögbe bele 
van írva. 

59. Az 0π ι ν egyenest ekkép értelmezzük : (πιν 0π ι ν σν> VI) = —1. 
Minthogy 

π ι ν = Π AXIV BXIV CX1V, π ι ι ν = 1Ι A l t l v BX l l v CU1V, AY> VI = II A, B x Γα, 

az a l5 b j , Cj egyeneseknek 0 A j . l v , 0 1 V V · < A I V pontjai az 0π ιν egye-
nesen feküsznek. De az OA X I V , 0Bi I V , 0Ci l v pontokhoz rendelt P A S C A L -

egyenesek ax l v , bx l v , cxIV egymást a π CAYLEY-egyenesen fekvő IIIV 

KIRKMAN-pontban metszik. Ennélfogva: 
Egy C A Y L E Y - egyenes KIRKMAN-pontján keresztül menő há-

rom PASCAL-egyeneshez három ugyanegy egyenesen fekvő 
0V pont van rendelve, utóbbi egyenes a CAYLEY-egye-
neshez rendelt STEINER -ponton megy keresztül. 

Vagv pedig: 
A hatvan 0V pont hármasával hatvan 0v egyenesen 

fekszik, melyek hármasával a húsz STEINER-Ponton mennek 
keresztül; az 0V pontok ellenben hármasával a húsz C A Y L E Y -

egyenesen feküsznek. 
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A hatvan 0v egyenest az ismert módon a hatvan 0V ponthoz 
rendeljük. 

Miután a hatvan 0V pont hármasával a hatvan 0v egyenesen 
fekszik, minden 0V ponton három 0\ egyenes megy keresztül; to-
vábbá egy DESARGUES-Configuratióhoz tartozó tíz PAscAL-egyeneshez 
és tíz KIRKMAN-ponthoz oly tíz 0V pont és 0v egyenes*van rendelve, 
melyek szintén egy DESARGUES-configuratiót képeznek. 

Azaz: A hatvan 0V pont és hatvan 0v egyenes képezte 
Ο [Vv] configuratio hat DESARGUES -configuratióra bomlik. 

60. Húzzuk meg a 

T T V I — TT A V 1 RY Ν — Λ Λ Ν <V I V •— Δ A I V Ύ 1 — A P 1 
0iU — -1-L o"3 5 O-n — " ι Ολ2 ) 0"*2 — "2 0"1 ) Ολ3 — " 3 

egyeneseket, melyek a 0g egyenes 0Πνι, 0AXV, 0A2IV, 0Α3τ pontjaihoz 
rendelvék. A 

Π Aj 0A3YI P\ Aj A2 oA2v <A i v 

négyszögek arra utalnak, hogy a 
ttvi α 1 és α v y. IV 0'1 i 0̂ 3 c o 0·*Ί 5 0-*2 

egyenesek egymást az y"12 egyenesen metszik, mert Y12 , y"12 az 
a i a2 egyeneseket és Y i2 V i2 a ρ a3 egyeneseket harmonicusan 
választja el. 

Továbbá : 

Π ((3 4, 56) ' , 0(πνι a3J) ( 3 4 , 5 6 ) Ση> Λ (Α3,ΎΙ 0A3VI Α 3 ν ι Σ ^ m) Λ 
(Α1χιν 0Αχ ι ν Αχ ι ν Σ11» m ) A ( ( 3 4, 5 6), 0(α1ν α2Ιν) (3 4, 5 6)Σ"> 

ennélfogva a 0(πνι α3Γ), 0 (α , ν α 2 ι ν ) pontok egyidejűleg a (3 4, 5 6/,, 
(3 4, 5 6)Τ pontokkal a (3 4, 5 6), Σ11' 111 pontokat harmonicusan 
választják el. 

Ugyanígy az y"56, y"34 egyeneseken fekvő 

ο(πιν α,1) 0(α2νι α3 ν) (12, 34 ) Σ«> 111; 0(πν α,1) 0(α3ιν α/1) (5 6, 1 2) ΣΠ> 111 

négyesek is harmonicusak. Ezért: 
»Négy ugyanegy 0g egyenesen 
fekvő 0V ponthoz rendelt 0v 
egyenes, nem metszi egymást 
egy pontban. Ezeknek az egye-

»Egy PASCAL-ponton, G-n, ke-
resztül metsző négy P A S C A L -

egyeneshez rendelt négy K I R K -

MAN-pont, nem fekszik ugyanegy 
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neseknek két 01G metszőpontja 
egy ν - egyenesben fekszik és 
annak Σ, G pontjait harmoni-
cusan választja el«. 

egyenesben. Ε pontoknak két 
összekötő egyenese, g0i, egy Y-
ponton megy keresztül és har-
monicusan választja el ama Y-
pontból kisúgárzó σ, 0g egyene-
seket«. 

[A jobboldali tétel részben ismeretes, részben nem szorúl meg-
világításra ; mert pl. 

AXIV A2v Β,,11 Γ 111 

a σν> VI = Γ π Δ ι Β ι Γ^Ι , 0g = ο | AXIV Α2ν Β3 Η Γ3 Π Ι | egyeneseket]. 

Oly pont, mint 01G, kilenczven van, s azok a kilenczven g01 

egyeneshez rendelhetők. 
A kilenczven 01(τ pont még páronként a negyvenöt 0g egyene-

sen is fekszik; pl. az 

0(πνι ag1), 0(a3VI p1) pont, a 0 | AXIV Α 2 ν Β 3 Π Γ 3 Ι Π | egyenesen fekszik. 

Először is a ΠΑ 3 Α 3 ν Ι , A2V AXIV Ax háromszögek az (12, 5 6) 
pontra vonatkozólag perspectivásak; tehát az F = (ü A3, AXIV A2V) 
pont az y"12 egyenesen fekszik. 

Ugyanígy kimutatható, — a mi különben állításunk igazolására 
nem szükséges — hogy a V11' 111 Sn> 111 négyszögek többi oldalpárjai 

PIA11V, A2 A 3 ; A2 vA3 v i , Π Aj egymást az y"56 egyenesen 

Β 3 π Γ 3 η ι A l t IV A 2 l v harmonicusan választja el 

P 1 A 2 v , A 3 A j ; A 3 v l A j I V , Π A 2 

F A / 1 , A ^ ; ν ν Α 2 ν , ΠΑ3 

y 34 
y"ia 

metszik, és e metszőpontok a Σπ> 111 ponttól és a Δ11» 111 háromszög 
szögpontjaitól harmonicusan vannak elválasztva. 

Ha továbbá rövidség kedvéért 

J = ( y " i 2 , o ! a x i v a 2 v | ) , H = ( A 1 I V A 2 , a ^ a , , 0 | A™ a 2 v | ) , 

és mi a (Σπ> 111 J ( 3 4, 5 6) F) négyes pontjait 

az γ 1 2 pontból az aj egyenesre 
az A2y * » 0 AJ IVA2V 1 » 
az A2 » » aj » 
az Y34 » » a3 » 
az Π » » 

projiciáljuk, következik 
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(Σπ> 111 J (3 4, 5 6) F) A (ΣΙΙ; 111 0AXIV AXlIV AXIV) ft (0A2V 0 A t l v Η Y1 2) Λ 
(Σ11» 111 ο Α ^ Α ^ Α Ο Ά ^ 1 1 ' 1110A3yI A3 v i A3) Λ 

(Σ11' 111 0 ( π ν ι Ο (3 4, 5 6) F), 

a miből az látható, hogy a J pont egybeesik az 0(πνι α 1̂) ponttal, 
vagyis, hogy az 0 | AXIV Α 2 ν Β 3 Ι Ι Γ 3 1 1 1 | egyenes a oC^Og1) ponton 
megy keresztül, és e pont az Y12 pontot az ok™ 0A2V pontpártól 
harmonicusan választja el. 

Ugyanezen az úton kimutathatjuk, a Σιν> v , VIV> v , SIV> v négy-
szögekből kiindulva, hogy a 0 ( a 3 V I P1) pont szintén amaz egyenesen 
fekszik és az Y13 pontot a 0B3 

választja eh 
Ennélfogva: 

»A negyvenöt 0g egyenes 
mindegyikén egy Y, négy 0V és 
két oiG pont· fekszik; mind-
egyik 01G pont az Y-pontot a 0V 
ponttól harmonicusan választ-
j a el«. 

61. »A kilenczven 0G pont 
hármasával a hatvan 0v egye 
nesen és hármasával még más 
hatvan xv egyenesen fekszik, 
úgy, hogy mindegyik 01G ponton 
két 0v és két xv egyenes megy 
keresztül«. 

Az N7 

P III 
0L 3 pontpártól harmonicusan 

^Mindegyik G-pontból kisu-
gárzik egy y, négy PASCAL- és 
két oig egyenes ; mindegyik 01g 
egyenes az y-egyenest két PAS-

CAL-egyenestől harmonicusan 
választja el (42)«. 

»A kilenczven 0ig egyenes 
hármasával a hatvan K iRKMAN-

ponton és a hatvan Vx ponton 
megy keresztül, úgy, hogy mind-
egyik oig egyenesen két KIRKMAN-

és két Vx pont fekszik. (Y. 
táblázat) 

' = Π 0AXIV 0Βχ ιν 0CXIV egyenes az 
Λ p i _ y Ι T5 p n _ fi II Γ p m _ γ III "1 Or — Oy'l ) Or — oPl 1 L 1 O1· — 0(1 

egyenesektől az 0(π ιν ο^1), οΟπ^β/1), 0(π ινγι1! Ι) pontokban metszetik, 
melyek az 0π ι ν egyenesen feküsznek. Ugyanígy a hatvan 0v egyenes 
mindegyike három 0iG pontot tartalmaz. 

De ha a Σ"> 111 pontra vonatkozólag perspectivás 

0(ΑΧΙΠ A 2 m Α 3 ι π ) = ο(^ιΠΙ b 2 l n b 3 m) , ο(ΑχΠ Α2 π Α3 π) - 0 ( C l " c 2 " c 3 " ) 

háromszögeket tekintjük, melyeknek szögpontjai az a x , a 2 , a 3 egyene-
seken feküsznek, azt látjuk, hogy a megfelelő oldalok három metsző-
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pontja 0(bim Cin), egy xpx egyenesen fekszik, mely „p1 tői különbözik, 
mert a hatvan 0v egyenes közül az 0(bimCin) ponton csak az 0 bj m , 0Ci" 
egyenesek mennek keresztül. 

A hatvan 0v egyenesből hatvanszor lehet oly perspectivás 
háromszögpárokat, mint 0 (b i m b 2 m b3 m) , 0fcin c 2 n c3 n) . alkotni és 
így hatvan xv collineatio-tengelyt nyerünk. így pl. az 

0 (b x m γ2ΙΠ T a m ) \ o(b2ni γ3ΠΙ Tx111) \ 0(b3 r a γ,111 γ,"1) j 
«(ex11 IV1 β3π) { o(c2" β 3 " β,") j 0(c3« β , " β2") / 

háromszögpárok az 1a l I V , ,a2v , ta3 V I collineatio-tengelyre vonatkozólag 
perspectivásak, s, mint látható, az 0(biniCin) pontokon (i — 1, 2, 3) még 
a jp1 ia , I V ; , p I , a a I V ; 1 p I ) a 8 V I egyenespárok is keresztül mennek. 

62. A hatvan , f egyenes egymást hármasával a húsz 
STEINER-Pontban metszi, mint a hogy a hatvan V\ pont hármasával 
a húsz CAYLEY-egyenesen fekszik. 

Ugyanis az 

o ' A " A 2" Α3π) - 0 « c 2 " c3"), „(A™ A 3 m A2 i n) = olbi111 b 2 r a b 3 m ) 
o ( B ™ B 2 m B 3 i n ) - 0 (a™ a 2 m a3 m) , 0(CX" C , " C 3") = ^ a 2 " a 3 " ) 

háromszögek közül 

az 1-ső persp. a 2-dikkal az Ση> m , 1p I ; 
a 2-ik » a 3-dikkal az 0 P m , 0 p m ; 
a 3 ik » a 4-dikkel az 0P\ τιι> 111; 
a 4-ik » az 1-sővel az 0 P n , 0 p" 

collineatio-középpontra és tengelyre vonatkozólag, és a collineatio-
középpontok a p-egyenesen feküsznek; ennélfogva az xp* egyenes 
a P-ponton megy keresztül. 

A hatvan xv egyenes egymást hármasával a hatvan 
V pontban metszi, melyek hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen feküsznek. Ezek az XF, X V egyenesek és pontok oly 

JVv] configuratiót képeznek, mint a már ismert [Vv], 
/ F F / 0 , [VVJXi 0[ Vv] confíguratiók. 

Ugyanis az 

ο(Αχιν A2V A3vi), 0[(a2VI a3v) (a ; ! i vax v i) ( a 7 a a l v ) ] = 
,(1 2 , 3 4) , ( 5 ( 5 , 1 2) ,(3 4 , 5 6), A1 A2 A, 

háromszögek, minthogy oldalaik az Y56 , Y34, Y i a ponton mennek 
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keresztül , perspect ivásak ; ennélfogva coll ineatio-középpontjuk egy p-
egyenesen fekszik, melyet m á r az 

A J I V A 2 V A 3 Y I , ( 1 2 , 3 4 ) ( 5 6 , 1 2 ) ( 3 4 , 5 6 ) , A1 A 2 A : j 

háromszögek meghatároznak . 1 

Ebből pedig az következik, hogy az 

1oc1l = A 1 0 (a 2 V I α 3 ν ) , ί α 2 Ι = (Α2 0 (α 3 ν Ι a ™ ) , ^ = A < > « α 2 Ι ν ) 

egyenesek egymást a p-egyenes j P 1 pont jában metszik. 
Ugyanezen úton következtethető, hogy az j ^ 1 1 α β 2 π ^̂ β.,11 és 

1 Ha két háromszog Mx M2 M3, Uj U2 U3 az Ο, ο collineatio-
középpontra és tengelyre vonatkozólag perspectivás és 

M \ = ( M 2 U 3 , M 3 Ü 2 ) , M'2 = (M 3 U 1 , Mj U3), M'3 = (M1 U2, M2 UJ), 

akkor az 
M 1 U2 U3 M2 U, Üj M3 ü i U2 

Uj M2 M3 U2 M3 Mx Ü3 MJ M2 

háromszögek perspectivás volta miatt 

az M2 M3, U2 U3, M'2 M'3 egyenesek egymást az Οχ pontban 
az M3 M 1 s U3 Ü1? M'3 M' x * » az 0 2 > 
az Mx Ma , Uj U2, M'j M'2 » » az 0 3 » 

metszik, melyek az ο — | 0 2 0 3 | egyenesen feküsznek. 
Ennélfogva az M\ M'2 M'x háromszög perspectivás a felvett két 

Mj M2 M3, UJ U2 U3 háromszöggel, és a két collineatio-középpont M, U m 

az O-ponttal egy r = | Ο Μ Um | egyenesen fekszik. 
Ha U j U a U , , 0 , o, Ox 0 2 0 3 állandó marad, ellenben az Mx M2 M3 

háromszög változik, akkor az r-egyenes nem változtatja helyzetét. 
Ha ugyanis az N2 N.{ egy más háromszög, mely az Ux U2 U3-

mal az O-pontra és o-egyenesre vonatkozólag perspectivás és, ha meg-
felelő' oldalaik 0 j , 0 2 , 0 3 metszó'pontjai is ugyanazok, s ha továbbá 

N'i = (N2 U3. N3 U2), N'2 = ( N 3 ü 1 , U3), N X N j U , , Ν , υ ο , 

akkor ezek a pontok az 0 M ' „ 0 M'2 . 0 M'3 egyeneseken vannak és az 
ο collineatio-tengelyre perspectivás 

M\ M'2 M'3 N, N2 N3 

N\ N'a N'3 N'x N'2 N'3 

U, U2 U3 ÜJ U2 ü 3 

háromszögekhez tartozó 0 , U m , Un, illetve 0 , N, Un collineatio-közép-
pontok az r = | Ο Μ Ν Um Un j egyenesen feküsznek. 
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iTi m ιΪ2 ΙΠ 1T3111 egyeneseknek metsző pontjai ΧΡΠ, ^P™ is a p-n 
feküsznek. 

68. A CAYLEY-egyeneseken fekvő XV pontok a Σ, 0V és PASCAL-

pontokból egyszerűen szerkeszthetők. 
Ugyanis az y"B6 egyenesen fekvő 

,(3 4, 12)', ,(3 4, 12) , Σ11' ra, (3 4, 12) 

harmonicus pontokat 11-ből az 0π ιν χπ ιν ρ π ιν harmonicus sugarakkal 
projiciáljuk, melyek az ax egyenest az OAJ" 7 1 A 1 1 Y Σ Π 1 1 1 A X L V har-
monicus pontokban metszik. 

Ε szerint az χΑχιν pont és hasonlókép XPT, 1B 1 n i , XCXI1:, . . . 
valamint a többi XV pont e körülmény alapján szerkeszthető, t. i. 

( ο Ρ ^ Σ 1 1 * 111 ΡΙ) = (0Α1ιν1Α1ΙΥΣ Ι Ι> 111 AXIV) = 
( 0 B 1 m 1 B 1 m Σ1' IV B 1 r a ) = ( 0 G 1 n 1 G 1 n S I . IY 0 ^ ) = — 1 . 

A Ρ1 AXIV, ο | P1 AXIV | , B , 1 " ^ 1 1 , ο | ΒΧΙΠ C^1 | egyenesek egy-
mást az Y'56 pontban metszik, tehát az ,|P IA 1 I V | , |B x i n Cj n | 
egyenesek is ezen Y'56 ponton mennek keresztül. 

(De e két utóbbi egyenes nem eshetik egybe, hanem harmo-
nicusan választja el az 0g = 0 | P1 AX1V B x m C x " | , VI =| Π Ax B, Γχ \ 
egyeneseket. Ugyanis 

Y'56 ( o P I I P S F ) A Y'5o (oB,111 B x B x m x B x m ) 

-ból következik, miután a két első megfelelő sugár az 0g, illetve 
<jY> VI-ba egyesül, a harmadik megfelelő sugárpár pedig 0g, cY> VI-ot 
harmonicusan választja el, hogy a negyedik megfelelő sugárpár, 
azaz , J Ρ1 AXIV ] , , | B x m Cx n | szintén harmonicusan választja 
el az 0g, Gy' VI egyeneseket). 

Minthogy ezek szerint a negyvenöt Y-pont mindegyikén két 
ily egyenes, melyen két XV pont fekszik, megy keresztül, számuk 
kilenczven. Mi ezeket az egyeneseket általában 12g-vel, vagy ha egy 
párról van szó 12g, 12gr-vel jelöljük. 

Ennélfogva: 
A hatvan XV pont párosával 

az Y-pontokkal kilenczven 12g 
egyenesen fekszik, mely egyene-
sek hármasával a XV pontokon, 

A hatvan 4v egyenes egymást 
párosával kilenczven G12 pont-
ban metszi, mely pontok hár-
masával a vx egyeneseken, pá-
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rosával pedig az y-egyeneseken 
feküsznek és a G, Σ-pontokat 
harmonicusan választják el (55). 

párosával pedig az Y-pontokon 
mennek keresztül és az 0g, 
egyeneseket harmonicusan vá-
lasztják el. 

64. A χΡ1 pontot (és így valamennyi XV pontot) nemcsak az 

'(oP1 χΡ1 Σ"> m P I ) = —1 1) 
relatióból, hanem az 

(XPX Π 0p 2Π» m ) = — 1 2) 

relatióból is szerkeszthetjük. Mert az y"56 egyenesen fekvő 

ο ( π ι ν Ο (y"56, A2 A3) 0(α2νια3ν) Σ11' 111 

harmonicus pontokat az A2 pontból sugarakkal 
projiciáljuk, melyek az a3 egyenest az χΑ3νι A3 0A3VI Σπ> 111 har-
monicus pontokban metszik; ennélfogva 

G.P1 π oP1 Σ". m ) =(XA 3 V I A3 OA 3 v i Σ11' m ) = — 1 . 

Azt találtuk az előbb, hogy 

(0πνι χπνΙ ρ πνΙ) =—-1, (xa2VI α1. 0α2νΙ as) = —1 ; 

ennélfogva a Ρ STEINER-ponton keresztül menő sugarakra nézve is 
hasonlólag 

(οΡ^Ρ1 πρ*) = — 1 3.) 
(ιΡ1 σ"' 111 oP1 π) = —1 . . . 4.). 

3.) és 4.) az előbbi 1.), 2.) egyenletekkel, melyek a p-egyenesen 
fekvő pontokra vonatkoznak, szembe állítható. 

De a 3.), 4.) egyenleteket 

(Ρ Ι Ρ 1 Ι ΠοΡ Ι ) = — ι 3') 

(Ρ,1 ΣΠ> 111 Ρ1 Π) = — . . . 4') 

-gyei és az 1.), 2.)-dikat az 
Ax (Ρ1 Ρ,1 Π o P 1 ) ^ 1 αΧιτou> 111 

A, (Ρ-^Σ11' raPin)=(a11Ia1a1I«Tn» UI) = —1 

egyenletekből származó egyenletekkel 

(p1 Pi1 σΙ1' 111 o P ^ - 1 1\) 
(Ρι1 π Ρ 1 σ " ' 1Π) = —1 2'.) 

is összehasonlíthatjuk, mondván: 
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ha a KiRKMAN-pontokat a hozzájuk rendelt 0v-egyenesekkel 
h a a S T E I N E R -

h a a SALMON-

ha a 0V-
ha a iV-
ha a Yx-

» » » C A Y L E Y - » 

» ^ » STEINER· » 

» » » P A S C A L - » 

» » ,> Vj- » 
» » » jV- » 

felcseréljük, akkor az 1.), 2.), 3.), 4.) egyenletek az 1'.), 2'.), 3'.), 
4'.) egyenletekre változnak át. — 

Az előbbi egyenletekből következtethető, hogy a 

Π Σπ> 111; Ρ1 0ΡΤ; Ρ,1 ,Γ1 

pontpárok és a 
_ -TI , I I I . ,-.1 „ I . I „ I 

π σ > , ρ oP , Pl ιΡ 
egyenespárok egy-egy involutiónak kapcsolt elempárjai, mert 

GP1 Π OP1 Σ11' Ι Ι Ι ) = (Ρχ Ι Σ11» ™ Ρ Π ) = — 1, 
Gp1 π 0pT Gu> ηΓ) = (ρ1τ σ11' 111 ρ1 π) = - - 1 . 

Továbbá az 1.) és 2.) egyenletekből 
(oP1 Σ11' 111 j P 1 ? 1 ) ^ 2, (oP1 Ση> Ι Π Π 1 Ρ Ι ) = — 1 , 

tehát 
(0PT Ση> Ι Π Π Ρ Ι ) = —2, és (0P ! II Σ " 111 Ρ1; = 3. 

Ez utóbbi egyenlet azt mutatja, hogy az oP1, Π pontok az 
Σπ> m , P1 pontoktól nincsenek elválasztva 

Ha a p-egyenesnek azokat a részeit, melyeken az Σπ> 111 P1, 
illetve Π, „P1 pontok nem leküsznek [Π 0ΡΧ], illetve [Σπ> 111 PT]-gyel 
jelöljük, akkor 

( P I P 1 i n 0 P I ) = — 1, és ( ο Ρ ^ Ρ Σ 1 1 ' 111 Ρ1) — — 1 
egyenletek következtében a Pxx pont az [Π 0ΡΧ] vonaldarabon, de a 
[Ση> 111 Ρ1] vonaldarabon kivűl fekszik, ellenben az -,Ρ1 pont az 
[Σπ> 111 0PRJ vonaldarabon, de a [Π oP1] vonaldarabon kivűl van. 

65. Az Y12 ponton keresztül menő sugarakra vonatkozólag 
Y12 ( A ^ Σ"> 111 AXIV Aj) = Y12 (Β 8 ι π Σιν> v Β 3 π k 1 ) = 

Υ 1 2 ( Α Λ Σ ι ν ' y K 1 Y Αχ) = — 1 ; 
ennélfogva Y12 Α1 = σΙ> VI kettőssugara az 

γ Λ í v γ Λ í v . ν y n , n i V y i v , ν 12 , I 1 2 , J-12 ^ 5 J-12 A ' 
sugárpároktól meghatározott involutiónak. Minthogy azonban Y J 2 Aa = 
Σ1 1 ' V I , o| A I I V A 2 v B 3 n Γ 3 1 η | a két első sugarat, tehát egyszer-
smind a két utóbbi sugarat is harmonicusan választja el, következik : 
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»Egy Y-ponton keresztűl-
menő STEiNER-egyenes és 0g 
egyenes két SALMON-pontt.ól har-
monicusan van elválasztva«. 

»Egy y-egyenesen fekvő SAL-
MON- és PAscAL-pont ( G ) két S T E I -

NER-egyenestől harmonicusan 
van elválasztva«. 

(A jobb oldali tétel evidens, mert a Σπ> m , (3 4, 5 6), F, Ε 
pontok harmonicusak). 

A tétel még így is kifejezhető: 

»Két-két SALMON-pont, mely-
nek különböző mutatói vannak, 
egy 0g- és egy STEINER-egyenestől 
harmonicusan van el választva <·. 

»Két-két STEiNER-egyenes, 
melynek különböző mutatói van-
nak, egy PAscAL-ponttól (G) és 
egy SALMON-ponttól harmonicu-
san van elválasztva«. 

Minthogy a 

RF' IV = | A, A2 B3 C3 | és 0g —- ο | A2v B 3 " r 3 r a | 

egyenesek a ΣΙΤ> m , Σιν> v pontoktól és a g01 = | AXIV Α 8 Ν Β 8 ι π Γ 8 ι π 1 1 , 
g'01 = | A l t I V A2 l v Β 3 Π Γ 3 ι π | egyenesektől harmonicusan vannak elvá-
lasztva, a 

_i vi „ . γ yii in _ . γ vív, ν „' ! og 5 * 12 ) ' ] 2 ' 1 goi 

egyenespárok involutiót képeznek és így egy egyenespártól harmo-
nicusan vannak elválasztva. 

Hasonlóképen involutiót képeznek a 

Σ"> ΠΙ, G = (3 4, 5 6) ; E = (y" ia VI), 01(i = ,(3 4, 5 6 ) ; 
F = (y"i. v), 016 = ^ 3 4 , 5 6/ 

pontpárok és egy pontpártól ezek is harmonicusan vannak elvá-
lasztva. 

De nem folytatjuk ez irányú fejtegetéseinket, hanem vissza-
térünk a 0G pontokhoz és a 12g egyenesekhez. 

66. A negyvenöt Y-pont mindegyikén négy egyenes 
megy keresztül, melyeken a kilenczven 0lG pónthól kettő-
kettő fekszik; összesen 180 ily 017 egyenes van, minden 01 G 
ponton négy megy keresztül. 

A negyvenöt y-egyenes mindegyikén, a kilenczven 1?g 
egyenes közül négy pár metszi egymást; összesen 180 ily 
metszőpont van, minden r.,g egyenesen fekszik négy. 

6 



86 D R . K L U G L I P Ó T . 

(E tételek duálisán felelnek meg az 57. pontban levő téte-
leknek). 

Ugyanis az 

0Α11Λ A2 A3 | oP1 A2 Ag | ο Aj1 B-l CJ | 0Π ιν Bx Cj | 
A A v A V I ί Π A v A ( A "R 11 Γ 111 ί Ρ "R 11 Γ 111 ( •«•1 Ort2 Ort3 ) 1 1 Ort2 0-^3 ) Λ 1 0 D 1 Ο1 1 J r O-Dl Ο-1 1 ) 

háromszögpárok közül a két első és a két utolsó pár a Σιτ> m , illetve 
Σν> VI pontokra vonatkozólag perspectivás; ennélfogva az 

Λ Λ IV — „ I V Λ A V — /Υ V Δ Α Ι ν — Ύ ι ν 
λ 2 0"1 — 0̂ 2 5 Λ1 Ολ2 — 0̂ 1 ι 0Λ1 — Ολ3 5 · 

egyenesek 

ο ( α 2 ι ν Ο , ο(α3ΐν α ιΥ Ι) 5 W ^ 0(α3Χ π Υ Ι)« oCc·!1 a^11); 
o(bjIV ρ11), ο(θχΐν p m ) 

metszőpontpárjai az 

Y56 — (A-2 A3, 0A2v 0 A3vi) = (Bj CJ , oBj" 0 Γ - ) 

ponttal egy o j egyenesen feküsznek. 
Ha ellenben a σΠ> 111 és σν> VI collineatio-tengelyre vonatkozó-

lag perspectivás 

j a ^ α2 α3 j 2ρζ α2 α3 j a.* bx Cj v: απΙΥ bj cx | 

« 1 i " 2 V ! « 3 V I / π ^ I é S a , Ι Ϊ 1 Π Ι Ι Ρ ι β ι " 1 Ϊ 1 Π Ι J 
háromszögekből indulunk ki és tekintetbe vesszük, hogy 

(a21a11Y) = 1A2IV, (ocx 1a2v) = 1A1v, (oc31a1iy) = 1A3lv, . . , 

azt találjuk, hogy a 

t I A2 iv A / I , , I A3 iv ΑΛ1 I ; t | A2J Πν | , , | A3 : Πνι | ; 
J R / V h J C / A - I ; J B ^ P j , 1 | CiIV Ρ111 | 

egyenespárok (12g) egymást az y56 egyenesen metszik. 
67. Vizsgáljuk most meg, hogy a 0g egyenespárok metszőpontjai 

mikép viselkednek az y-egyenesek irányában. A 

θ3ΐΐν α2 α3 oa2Y π αΐ Oa2VI βΐ Tl 0C2I] &2 93 
αΐ oa2V oa3VI oc 2 oP1 0&χΐν 

0̂ 2 
V Η U I I I Ρ I I V I „ "8 Ου2 (Ι 0̂ 2 0̂ 3 

oPi11 ρ a j ο^ι1 b j Cj 

bj 0π ιν οα/ a, οβ!11 οή111 

háromszögpárok a 
m = P Αα A2 A3, σν> VI = Π Aj Bj 1\, σ1' IV = Β, Gj A2 A3 
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collineatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak; ennélfogva, mint-
hogy 
„ A I V _ Λ IV y ο V — Λ Ν 
ιλ2 Oal — ο " 2 5 0"·2 — 0Λ1 5 

IV Λ IV 1 — 0«·3 , 
az 

Λ V Λ IV I Λ VI Λ IV 0 Λ] I l j |, ο| -"-1 "3 
Β VI Λ III Ι I Ρ VI Λ II 

1 λ 2 ι 0' χ 1 

Ν · Ι πν Λ I Ι ί Λ V Λ IV I 
J 56 ) θ| Ί--1 -fio I, ο| Λ 1 λ 2 |ι .Υ 56 ) 
ν' · ! Α 1 1Γ VII I Α 1 1 Γ ν I ν" · J 56 5 oj l 1 11 θ| λ 3 ί 1 |ι y 56 5 

I Ρ11 R IV I I Α 11 R 11 ν" · I R 1 Α 11 I I Γ 1 Α 1111 ν ο| Γ 1 ' ι οΙ « ι |j V 56 ι ο| D i Λ ι ο| ^ ι .rt j |, y 5 6 

egyenesek egymást egy-egy pontban metszik. Ezt még a következő-
kép is kifejezhetjük : a hat 0g egyenes közül, t. i. a 

Πν ι Aj v A2iv A3x | 
V R VI A U A III 

Πν A/1 A,1 A3iv 0 | B [ V I P J V A O M A 3 " |, 

Ο \ Β 1 ν Γ 1 ν ι Α 2 " Α 3 ° Ι | , Ο I Ρ11 Aj111 IV V CY|, l | P ^ A ^ i y C ^ | ' 
egyenesek közül az 1-ső és 2-ik egymást az y56 és y'56 egyenesen, 
a 3-ik és 4-ik az y'56 és y"56, az 5-ik és 6-ik az y"56 és y56 egyene-
sen metszi. Minthogy azonban az y56 y'56 y"56 egyeneseknek egy közös 
D56 pontjuk van, ama hat 0g egyenes mind keresztül megy a D56 

ponton. 
A hat 0g egyenes a PAscAL-hatszög 5~Ö oldalán fekvő 

(3 4 , 5 6) (1 2 , 5 6) (2 4 , 5 6) (1 3 , 5 6) (2 3 , 5 6) (1 4 , 5 6) 

PASCAL-pontokhoz van rendelve; ennélfogva: 

»Ama negyvenöt 0g egyenes, 
melyen a 6 0 0 V pont négyesével 
rajta fekszik, hatával a tizenöt 
y-négyszög tizenöt átlóspontján 
megy keresztül i . 

»A negyvenöt PASCAL-pont, 
melyekben a hatvan P A S C A L -

egyenes egymást négyesével met-
szi, hatával, a tizenöt Y-négy-
oldal tizenöt átlóján fekszik«. 

Miután a tizenöt D-pont mindegyikén a negyvenöt 0g egyenes-
ből hat megy keresztül, a 0g egyenesek mindegyikén két D-pont 
fekszik. Pl. a 

J1P v A 1 i A 2 v i A 3 v |, 0 | Π Ν Α 3 Ι Α 3 Ν Ι Α 1 Ν Ι | , 0|ΠνιAj1 AJvA2 ivI egvenesekena 
D12 D34 D56 D12 D34 Dő6 pontok feküsznek, t 

és így ezek az egyenesek az y"> τττ négyszög D"· M = D12 D34 D50 

átlósháromszögének oldalai. Ennélfogva: 
»A negyvenöt „g egyenes a 

tizenöt y-négyszögnek átlója, 
azaz a tizenöt D-átlóshárom-
H/.ögnek oldala*·. 

» A negyvenöt G - P A S C A L -

pont a tizenöt Y-négyoldalnak 
átlóspontja, azaz a tizenöt Δ-
háromszögnek szögpontja«. 

G+ 
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A Dn> 111 háromszög oldalain, mint 0g egyeneseken, 01G pontok 
feküsznek, még pedig 

az fobj111 0 c x " xpT j a i I V ) , (0βχ π οΥχ111 xa2v ι 9 3 ν ι ) 
pontok a D12 D34 = 0| Π ι ν A X X A 2 V I A 3 V |, 

az ( 0b 2 i n 0C2" 1P1 ia2 v) , (0β2π 0T2 1 1 1 i a 3 Y I xai IY) 
pontok a D56 D i a = 0| Πν A,1 A 3 I V A X V I |, 

az ( 0b 3 i n 0 c 3 " χρ* 1 & 3 ν ι) , (0β3" oY3m xa i I V x a 2 Y ) 

pontok a D3 4D5 6 = 0|nVI A,1 V A2IV | 

egyenesen; ennélfogva D"> 111 háromszög átlósháromszöge a xvn ' m = 
iCP1 a i I Y a2V a3VI] négyoldalnak, s mert a xvn> 111 négyoldal az y"> 111 

négyszögbe be van írva, azért az yn> 111 négyszög szögponljainak 
a D11' 111 átlósháromszöget illetőleg harmonicus polárisai a xvn> 111 

négyoldalnak oldalai. Ennélfogva: 
A hatvan x ν egyenes tizenöt xF négy oldalra oszlik, me-

lyek a tizenöt y-négyszögbe be vannak írva, és melyeknek 
átlósháromszögük azokéval közös. (Duális tétele a 32-nek.) 

68. A következőkben ki akarjuk mutatni, hogy a configura-
tióban a 9. ábrával correlatiós ábra rejlik. (12. ábra.) 

A σ11' 111 collineatio-tengelyre perspectivás 

4 6) , ( 1 3 , 2 4) ,(1 5, 2 6), a , a2 a3 

háromszögek megfelelő oldalai egymást az Ax Aa A3 pontokban met-
szik; a megfelelő szögpontokat vetítő y12, y50, y34 sugarak egymást 
az y11' 111 négyszög egyik szögpontjában metszik. 

Azonkívül az 

( O A I " ^ 2 ) = O A 2 I V , ( O A I " OCS) = 0A3 v , ( 0a 2 v OC3) = O A 3 \ 

( ο ^ α Ο = 0 Α Χ Ν , (0a3 v l αχ) = 0 A X Y I , ( 0 a 3 V I a 2 ) = 0 A 2 V I és az 
I Λ VI A V I _ ΤΛ Γ) Ι Λ VI Λ IV Ι _ Γ) Γ ) Ι Λ V Λ VI Ι _ Γ ) Γ) 

Θ| Λ 2 1 I — J - , 56' Θ| Λ Χ Λ 3 Ι— U őe u12l Ο| Λ 3 Λ 2 |—ul21J3i 

egyenesek a Dn> 111 háromszög oldalai. 
Ez a Dn> 111 háromszög a o(axIV a2 v a3VI) háromszöggel a π, és 

az αχ α2 a3 háromszöggel a 0pT collineatio-tengelyre vonatkozólag 
perspectivás; a közös collineatio-középpont (yx2 y34 y56); és a meg-
felelő oldalak metszőpontjai 0Π ιν , 0Πν, 0 Π ν ι ; 0AV, OA2t, OA-J1. 

Ama négy pár háromszög, melyre a 

0vn> 111 = 0[px a t I V a 2 v a3VI], sIT> 111 = π α, α2 α3 
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bonthatók, az yn> 111 = y12 y34 y56 y'12 y'34 y'56 négyszög szögpontjaira 
perspectivásak; a szögpontokat vetítő sugarak e négyszögnek oldalai. 
A 1 p I p I p I i , iai I V axIV a11iv, stb. sugarak között következő relatiók 
léteznek : 

( l P * m op1 π) = σ11' 111 · · · = — 1 
Gp1 ορ1 π ρ1) = ( i a i I V 0axIV α, a, IV) = . . . = - 1 
(Ρ ι* π ρ1 π11' ΙΠ) - ( a l t l v αχ axIV α11' m ) = . . . = — 1. 

Α ν11» 111 = (ρ1 axIV a 2 y a3VI, ν ^ m = (p I a 1 I v a 2 v a 3 y i ) 1 , 
' iVn, ιπ = ι ( ρ ι a i i v a 2 v ^ 

négyoldalak épen úgy, mint a 0v"' m , s11* 111 négyoldalak, az yn> 111 

négyszögbe vannak írva, és a jV11' m , yII; 111 négyszögeknek közös 
átlósháromszögük a Dn> 

Ama négyoldalaknak az y"> 111 négyszög oldalain fekvő szög-
pontjai P A S C A L - SALMON-, 0 1 G , és G 1 2 pontok. 

Hasonlókép lehet a 8. ábrához is correlatiós ábrát (11. ábra) 
találni. A 

0(A111 A-211 Α 3 Π ) - Ο(^ΙΠ c 2 n c s n ) , OÍAJ1 1 1 Α 2 Π Ι Α3πι) = 0 (b 1 m b 2 m b 3 n i ) 
perspectivás háromszögek megtelelő szögpontjai az ax a2 a3 egyene" 
seken, a megfefelő oldalak metszőpontjai a jp1 egyenesen feküsznek. 

Az ο | Ai" Aj111 | , 0j Aj11 Ai m | egyenespárok egymást a D11' 111 = 
D 1 2D 3 4D 5 6 háromszög szögpontjaiban metszik, mely háromszög a 
fentebbiekkel a jp1 collineatio-tengelyre és a p-egyenesen fekvő 0 P m , 0 P n 

cöllineatio-középpontokra perspectivás. 
A négy háromszögpár, a melyekre a 

0[PH A,11 A 2 n A3 n], 0 [Pn i Aj111 A , m A 3 m ] 

négyszögek oszthatók, a x\ll> 111 = ^p1 axIV a2 v a3VI] négyoldal oldalaira, 
mint collineatio-tengelyre, perspectivás. 

Az y11' 111 négyszög a jV11* 111 négyoldal körül van írva, és 
mindkettőjüknek közös átlósháromszöge Dn> 111; végre ez utóbbinak 
szögpontjait a Ση> 111 = (ρ ax a2 a3) pontból az y"12 y"34 y"36 suga-
rakkal projiciáljuk. 

69. A 31. és 32. pontban levő tételekhez a correlatiós tételek 
szintén könnyen megtalálhatók. 

Ugyanis a 
V1I, III _ rr.l J, IV q V η Υ1Ί VII, 1II — Y γ γ Y' Y' Y' 1V — íLP cll J2 3 J> 1 — 1 12 l34 1 06 1 12 1 34 ' B(1 
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négyoldalok oldalai a σ"> 111 egyenes P A X A 2 A 3 pontjain mennek ke-
resztül, és átlósháromszögeik, D"> 111 és \u> n i , a Σα> 111 pontra és a 
au> 111 egyenesre vonatkozólag (45.) perspectivásak. Minthogy ezek 
következtében ama négyoldalak is perspectivásak, kimondhatjuk, hogy 

A tizenöt xv és Y-négyoldal a hozzájuk rendelt Σ pont-
és σ - e g y e n e s r e vonatkozólag perspectivás. 

Vagy más szóval: 
A kilenczven 0XG pont azon a kilenczven egyenesen 

fekszik, melyek a Σ pontokat a hozzájuk rendelt Y-négyoldalok szögpontjaival összekötik. 

Továbbá a Dn> 111 Din> 1 D1* 11 Dv> VI DVI> IV DIV> v három-
szögek szögpontjai és oldalai 

^ 5 6 ^ 3 4 = o| Π Η A J 1 A 2 ^ 1 A 3 v j, ο ' Ι Γ A , 1 Δ , " Α 1 Λ Ι | , 0 j n V I A 3 I A 1 V A 2 I V [ 

Dl* D25 D36 = o| Π ι ν Β 1 Ι Ι Β 2 ν ι B 3 v | , 0| I P B ^ B ^ B / 1 ! , 0| Π ν ι Β 3 " Β / Β 2 ι ν | 
D23 D le D4 5=o| π ι ν ι γ π r 2 v i Γ 8 η, 0|nv r 3 r a i y v i y 1 1 , 0 |ír 1 r , m i y r 2 i v | 

D 5 6 D 1 4 D 2 3 = 0 |P I A 1 I V B 1 r a C 1 1 1 ! , o\Vu B ^ C y A ^ I , 0|P"1 < y v A x " Β , 1 1 
D I 4 D „ D i e = o | F I A J Β 2 π ι C 2 n |, 0| Ρ» B2V CyA2 r a|, 0 ! P m C y A 2 " i y | 

D3o ^45 = o| P1 A3vi B 3 i u C3111, 0| P m B3V1 G3x Α3ιιγ |, 0| P111 C3 v i A3 i iB3 i[ . 

A három első és a három utolsó háromszög a 

π — ο | Π ι ν Πν IIVI | , ρ = ο | Ρ1 Ρ π Ρ111 | 

collineatio-tengelyre és a 

oP1 0 Ρ " 0 P m , 0 ΙΓ ν 0 π ν 0Πν1 

collineatio-középpontokra perspectivás. 
De ama háromszögek átlósháromszögei a 

iv11' m = 1[pI ax l v a 2 v a3VI] ] lVv> = 1 [ π Ι ν α 1 Ι β 1 π γ 1 ™ ] ) 
iVni, 1 = i [ p " bx lv b2Y b3VI] } iVVI' ι ν = ,[πν a2 xp2"Y2 x«] [ 
iVi, π = i [ p m C l I V c2 v c3VI] J xvlv> v = i [πνι α3τ [33Π γ3ΙΠ] J 

négyoldalaknak, melyeknek oldalai a π, illetve p-egyenesen fekvő 

Ρ χΠ ιν 1Πν J F \ II 1Ρ Ι x l m 1Ρ Ι Π 

pontokon mennek keresztül. Ennélfogva ama négyoldalak közül az első 
és az utolsó három a π és ρ tengelyekre és a 0PT 0 P n 0P I U és 0Π ιν 

0Πν 0Πνι pontokra vonatkozólag perspectivás. 
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Tekintettel a 47. pontra, mondhatjuk: A tizenöt xv-négyol-
dalból, D-háromszögből és y-négyszögből húszszor lehet három olyant 
kiválasztani, mely a húsz CAYLEY-egyenesre, mint collineatio-tengelyre 
vonatkozólag perspectivás ; a hatvan collineatio-középpont a hatvan 
0V pont. Három-három collineatio-középpont, mely egy C A Y L E Y -

egyenesen nyugvó perspectivás alakzathoz tartozik, a C A Y L E Y -

egyenes ellenegyenesén fekszik. 

15. A Vi Veronese-egyenesekről és Vi V e r o n e s e -
pontokról . 

70. Tudjuk az előbbiekből, hogy a hatvan vx egyenes egymást 
párosával a kilenczven G12 pontban metszi, úgy hogy minden vx 

egyenesen három G12 pont fekszik. 
Ε kilenczven G12 pont azonban hármasával még más hatvan 

egyenesen is fekszik. 
Ugyanis az 

(Ax" A2n Aan)1 = (c1 n c a n cg"),, (Ai111 A 2 m A 3 » I ) I =(b 1 " 1 b 2 m b3" I)1 

háromszögek, melyeknek megtelelő szögpontjai az egymást a Σπ> 111 

pontban metsző a! a2 a3 egyenesen feküsznek, perspectivásak; ennél-
fogva megfelelő oldalainak metszőpontjai 

( ^ ^ ^ = (14 , 2 3)t, (c2« = 2 5)t, (c 3" b™), = (3 6, 4 5)t 

egy P21 egyenesen feküsznek, mely a pxx egyenestől különbözik, 
minthogy a p1 egyenesen fekvő 

(pr ai l v)i = ( 1 4 , 2 3)'η (p1 a2v)t = ( 1 6, 2 5)',, (p1 a/1), =(3 6, 4 5)\ 

pontok, melyek amazokkal együtt az y'56 y'34 y'12 egyeneseken feküsz-
nek, ugyancsak ama pontokat a Σν> YI ponttól és az (14 , 2 3), 
(1 6, 2 5), (3 6, 4 5) pontoktól harmonicusan választják el. 

A hatvan vx egyenesből hatvan ily perspectivás háromszögpárt 
és így hatvan ily ρ2* collineatio-tengelyt, melyet általában v2 egye-
nesnek nevezünk, lehet kiválasztani. 

Ha ama perspectivás háromszögek közül az 

(A2 m A 3 m Pn iX = φ ™ γ2ΠΙ γ3ΙΠ)„ (A,« A 3" P"), = (cx" β,» γ 3 "\ 
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háromszögeket vesszük tekintetbe, melyeknek megfelelő oldalai egy-
mást az a l 2 l v egyenes 

( b ™ c ^ X = (1 4, 3 2)lf (γ2ΠΙ β A = ( 1 5 , 2 6)'1; ( γ ™ β3"Χ = (3 5, 4 6)', 

pontjaiban metszik, azt látjuk, hogy az a l a l v egyenes különbözik az 
aXlIV-től, a melyen az 

( ^ ^ = ( 1 4 , 3 2 ) ' , (aj IV a3VIX = ( 1 5, 2 6)u (axIV a/X = ( 3 5, 4 6), 
pontok feküsznek. 

A G12 = (14 , 3 2χ ponton keresztül mennek a b X l m c 1 1 I I a l a I Y p 2 I 

egyenesek és a G'12 = (14 , 3 2)\ ponton a b l 2 r a c u 1 1 aX ) l v p^ egye-
nesek. és hasonlókép az y-egyeneseken fekvő mindenik G13, G'12 pont-
páron két-két vx és v2 egyenes megy keresztül. Ennélfogva: 

»Minden y-egyenesen egy G 1 2 ; G'12 pontpár fekszik, melyeken 
két-két vx és két-két v2 egyenes megy keresztül. Ezek az egyenesek 
azokhoz a PAScAL-egyenesekhez vannak rendelve, melyek egymást 
a félvett y-egyenesen fekvő PÁscAL-pontban metszik«. 

»A hatvan v2 egyenes egymást hármasával a húsz STEINER-
pontban metszi, még pedig azokban a STEINER pontokban, a me-
lyekben a hozzájuk rendelt PAscAL-egvenesek metszik egymást* . 

Ugyanis az 

(ΑΧ11 A 2 " A3h), - (cxH e 2 " c 3"X, (A,»1 A ™ Α3ΠΙχ = (bx»< b 2 r a b 3 r aX, 
(B - B 2 m B 3 m ) t = ( a ™ a 2 m a,"1), , (C x " C 2 " ϋ 3 "Χ = (a,11 a 2 " a3"X 

háromszögek közül 

az 1-ső persp. a 2-dikkal a Ση> 111 és a p2 x ; 
a 2-ik » a 3-dikkal a Pj111 és a pxIXI; 
a 3-ik » a 4-dikkel a Px és a cu> 111; 
a 4-ik » az 1-sővel a PXH és a p x n 

középpontra és tengelyre vonatkozólag. Ε középpontok a p-egvenesen 
feküdvén, a p2T egyenes a P-ponton megy keresztül. 

Miután a ρ^ρχ1 πρ 1 egyenesek az (1 4, 3 2χ, (1 4, 3 2)\, Σν> VI, 
(1 4, 3 2) harmonicus pontokat a P-pontból vetítik, 

( ρ ^ ρ / π ρ 1 ) = (Ρι1 P21 π Ρ1) = — 4 . 

71. Akkép, mint a hogy a hatvan vx egyenes egymást hármasával 
a húsz STEiNER-ponton kivül még hatvan V t pontban metszi, a hatvan 



A PASCAL-HATSZÖG CONFIGURATIÓJA. _ 93 

v2 egyenes is a húsz STEINER-ponton kivűl még hatvan V2 pontban 
fogja egymást metszeni, melyeket a hatvan Vx pontokhoz rendelünk. Az 

( A ^ A / A / % (1 2, 34) , (5 6, 12), (3 4, 5 6), -
(α2 ινα3ν), (axv a2IV)l5 Ax A2 A3 

háromszögek, minthogy oldalaik egymást az | Y56 Y3 4 Y12 | egyenes 
Y561 Y345 Yi2 pontjaiban metszik, perspectivásak, s így collineatio-kö-
zéppontjaik a p-egyenesen feküsznek. melyet már az 

AX1V A2v A3vi , (1 2, 3 4) (5 6, 1 2) (3 4, 5 6), Ax A2 A3 

perspectivás háromszögek meghatároznak. (Jegyzetben a 181. lapon.) 

Ennélfogva az 

Ax (1 2, 3 4), = oc\2 A2 (5 6, 1 2) = ax23 A3 3 4, 5 6), = a32 

sugarak egymást a p-egvenes i y pontjában metszik. 

Hasonló úton kimutatható, hogy a βχΙ1[ β 3 " és γ^11 γ 2 Ι Π γ 3 Ι Π 

PAscAL-egyenesekhez rendelt β ΐ 2 π β 2 ι π β 3 2 π és γ ΐ 8 Ι Π γ 2 3 Ι Π y 3 a m egye-
nesek egymást a p-egyenesen fekvő P 2 n , illetve P 2 m pontokban met-
szik. Ε szerint kimondhat juk, hogy 

»A hatvan v2 egyenes egymást hármasával hatvan V2 pont-
ban metszi, melyek hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen teküsznek. 
Minden V2 pontból három v2 egyenes sugárzik ki, és minden v2 

egyenes három V2 pontot tartalmaz?. 
Ebből folytatólag következik, hogy egy DESARGUES-configuratiót 

képező tíz PAscAL-egyeneshez és tíz KIRKMAN-ponthoz rendelt tíz v2 

egyenes és tíz V 2 pont szintén egy (10 3 . 10 3 ) DESARGUES-Configu-
ratiót képez, a z a z : 

»A hatvan V2 pont és v2 egyenes, melyek maguk egy [Vv]2 

configuratiót képeznek, hat DESARGUES-configuratióra oszlik«. 
Minthogv az a,,1 αΐ2* ax αχ* harmonicus egyenesek a P^, Ρ2τ, 

Σ11' m , Ρ1 pontokat az Ax pontból projiciálják, 

(Pj1 i y Σ11' 111 P1) — — 1, 

s mert. a ( i y Ρ,1 Σπ> 111 Ρ1), (AXllv A l 2 l v Σπ> 111 AXIV) négyesek 
harmonicusak, a | Ρ1 AX1V | a egyenes az Υ'Β6 = (Ρ Ι Α/ν , Ρ,1 ΑΧ ι ι ν) 
ponton megy keresztül. 
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A P IA1 I V egyenesen rajta feküsznek még a B y 1 1 ^ 1 1 pontok is ; 
a | Ρ^χ™" | í egyenesen pedig a fii"1 Οχ11 pontok, továbbá a bx,Cx 
egyeneseken a 

B n m Β1β Σι> Β/11; G a i " C l 3 " Σ1» C y 
harmonieus pontok; ennélfogva a | Β1ΠΙ0χ11 | a egyenes a 

Pi1 A1l1v Βχ111 C,11, Ρ1 AX1V Βχ^11 C l t " 
egyeneseknek Y'56 metszőpontján megy keresztül. De e két egyenes 
I Ρ1 Αχιν | 3 | ΒχΠΙ Οχ11 | 2, nem esik egybe. 

Ugyanis egyrészt tudjuk a 63. pontból, hogy a P,1 pont a 
[Σ"> 111 Ρ1] vonaldarabon kivűl fekszik, tehát a (Ρχ1 P2X Σπ> 111 Px) = — 1 
relatio következtében i y a [Σπ> 111 P1] vonaldarabon van, de nem 
esik egybe a 0PX ponttal. Így (Ρ1 Ρχ1 Π P2T) nem harmonieus négyes. 
(Értéke különben = 4.) 

Másrészt a 
(Ρ1 Ρχ1 Π P2r) Λ (ΒχΙΠ Β,/11 Βχ Βχ/") 

helyzeti viszonylat miatt 
Υ'56 ( I ΡχΑχιν | | Ρ1 Αχιν | , | ΠΑ ι | I F A J I J A 
Υ'56 (ΒχΙΠ Οχ11 | | ΒχΙΠ Οχ11 | , | Βχ Γχ | | Βχ™Οχ" | ,), 

és mert 
| Ρ1 Αχιν | = | Βχ111 Οχ" |„ | Ρ1 Αχιν |t | ΒΧΠΙ Οχ" |, | II Αχ | = | Βχ Γχ |, 

azért a | ΡχΑχιν j , | Ρ1 AX1V | t kapcsolt sugárpártól és a |ΙΙΑχΒχΓχ| 
kettőssugárpártól meghatározott involutióban | Ρ* Αχιν |2, | ΒΧΙΤΙC^11 

szintén kapcsolt sugárpár lesz. De e két. sugár nem esik egybe, mert 
( Ρ Ι Ρ 1 Ι Π Ρ 2 Ι ) nem harmonieus négyes, és így a P I P 1 I , Π Ρ ^ pont-
párok nincsenek harmonicusan elválasztva. 

Ennélfogva: 
»A hatvan V2 pont párosával kilenczven g23 egyenesen fekszik, 

melyek egymást párosával (g23,g'23) a negyvenöt Y-pontban metszik«. 
Ugyanegy Y-ponton keresztül menő g01 g'01 g23 g'23 σ 0g egye-

nesekre nézve pedig 
(gox g'ox σ g23) A (g'ox gox σ g'23), 

s mert (g01 g'01 σ 0 g)= —1, azért a σ és 0g kettős sugarai a g01 g'01, 
g-23 g'23 sugárpontoktól meghatározott involutiónák. 

72. Vizsgáljuk már most az 

( a i u a2H a3n)a — (Οχ11 C2n G3n)3, (axIH a 2 m a3in)3 = (ΒχΙΠ Β2ΠΙ B3 m)a 
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perspectivás háromszögeket, melyeknek oldalai a σπ>111 egyenes A, A2 A3 

pontjain keresztül menő v2 egyenesek, szögpontjai pedig a következő 
g23 egyeneseken | B t m C^1 | 3, | Β2 Π Ι C 2 " | 2, | B 3 m C 3 " | 2 fekvő 
V2 pontok. Ez utóbbi g23 egyenesek tehát egymást egy pontban 
metszik. Minthogy azonban ezeken a g2:} egyeneseken a kijelölt V2 

pontokon kivűl más V2 pontok nincsenek, ama három egyenes 
metszőpontja, P3T, nem esik egybe a P1 ponttal. 

A hatvan v2 egyenesből hatvan ily perspectivás háromszög ké-
pezhető, melyek a ^-egyenesekre, mint collineatio-tengelyekre, perspec-
tivásak, mert minden σ-egyenes négy pár perspectivás háromszögnek 
collineatio-tengelye. A hatvan collineatio-középpontot, melyekhez ama 
háromszögek vezetnek, a KIRKMAN-pontokhoz rendeljük és általában 
V3-mal jelöljük; különös megjelölésük ellenben olyan legyen, mint a 
KiRKMAN-pontoké, melyekhez rendeivék, de még 3-mas mutatókkal is 
lássuk el őket. 

A g23 egyenesek mindegyikén két V3 pont fekszik, melyek az 
analogus gol egyeneseken fekvő Vx pontokhoz rendeivék. Mert a 

(Pn a 2 i r a , * ) , = ( C y B x " B 3 " ) 2 , (p"1 axIIi; a,"1), = (Β - Γ - Γ 3 - ) 2 

háromszögek az A y v collineatio-középpontra perspectivásak, mely 
pont a P3T ponttal együtt a | B y 1 G y ] 3 egyenesen fekszik. 

Minthogy az 

( a y a 2 n a3")3 ( a » 1 a2»r a,1"),, ( b y b2IU b3m)3 ( C y c 2 " C y ) 2 

háromszögek közül az 1-ső és 2-ik a P3r, σπ> m ; a 2-ik és 3-ik a 
P 2 m , p 2 m ; a 3-ik és 4-ik a Σ,Γ> m , p,1 a 4-ik és 1-ső a P211 pontra 
s a p2" egyenesre vonatkozólag perspectivás, és azok az egyenesek 
a P-ponton mennek keresztül, ezért ama pontok a p-egyenesen fe-
küsznek. 

Ugyanezt mondhatjuk a P 3 n , P 3 m pontokról, melyek collineatio-
középpontjai a ( b y 1 b 2 m b3in)a, ( i y b2T baI)2 és (c,1 y c 3 \ ( c y c 2 " c3")2 

perspectivás háromszögeknek. 
Ennélfogva: »A hatvan V3 pont hármasával a húsz CAYLEY-

egvenesen fekszik <'. 
Minthogy a | P1 AXIV | 3) | B t m C x " | 3 egyenesek egybe esnek, 

a | P1 A™ | , = g'23, valamint a | Ρ1 Ααιν | = g01, | F A X I V | l = g'01, 
| Pr AXIV | 3 = g23 egyenesek az Υ'Γ)Γ) ponton mennek keresztül. Ezek 

az egyenesek a p-t a Ρ1, P/, i y , Ρ3* pontokban metszik; és a 11, 
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o?1 pontok kettőspontjai a Ρ1 Ρχ1, P2T P3* pontpároktól meghatározott 
involutiónak. 

Ennek kövelkeztében 

(ρ2τ P31 Π oP1) = — 1 ; 

és mert a P2* nincs a [Π 0P J] vonaldarabon: a Ρ3* pont a [Π 0PX] 
vonaldarabon, de a [Σπ> 111 Ρ1] vonaldarabon kivül fekszik. 

73. A hatvan V3 pont hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen 
kivűl még más hatvan v3 egyenesen is fekszik. Ezek a v3 egyenesek 
hármasával a húsz STEiNER-poton mennek keresztül és egy a [Vv]3-vel 
analogus [Vv]3 configuratiót képeznek 

Ugyanis, minthogy a 

π2 ΐ ν = | ΑΧ Ι Ν B X I V ΟΧ ΐ Ν |a, π2 ν = | A2V B 2 V C 2 v |a, π2 ν ι = | A 3 V I B 3 V I C 3 V I |a 

egyenesek egymást a Π pontban metszik, az 

(AXIV A2v A3VI)a = (B/1 1ΥΠ B s n r a m B s n r 3 m ) „ 
( C 1 ^ W ) , = ( A 1 I B 1 n A/ B 2 i t A3x B 3 n ) a 

háromszögek perspectivásak, és megtelelő oldalaik metszőpontjai a 
p 3 n = | B i " B 2 " Β 3 " I «, egyenesen feküsznek. 

Minthogy továbbá a Ση> m collineatio-középpontra perspectivás 
háromszögek, 

(Α, ι ν A2 v A™), (Axiv A2 v A3vi)4 βχ β2 β3, 

közül, az 1-ső és 2-ik az | Y56 Y3 4 Y12 | tengelyre; a 3-ik az első 
kettővel a p", p3 n , tengelyekre perspectivás, és megtelelő oldalaik 
egymást a p11, illetve p3 n egyeneseken fekvő 

B111 = A2 l v A 3 i v i Β / 1 Γχ111), Β 2 " = (β2, A 3 l V I A X l 1 Y Β 2 π Γ 2 1 π ) , 
Β 8 Π = (β8, Α χ - Α 2 ν Β 3 " Γ 3 ™ ) 

Βχ8π = Φι, A2av A3aVI Β ΐ 3 η Γ ΐ 3 Π Ι) , Β 2 3 π = (β2, A32v A l a IV B 2 s n Γ23ΠΙ), 
®38Π — A l a I V A23V Bgj11 Γ38ΠΙ) 

pontokban metszik, a p3n egyenes a Ρ = (ρ11, Y56 Y3 4 Υ13) ponton 
megy keresztül. 

74. A hatvan v3 egyenes egymást párosával az y-egyeneseken 
fekvő kilenczven G34 pontban metszi, úgy hogv minden G34 ponton 
két v3 egyenes megy keresztül, s minden v3 egyenesen három G34 

pont fekszik, megfelelőleg a vx egyeneseknek és a G12 pontoknak. 
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Az a l 8 = Ax A 2 S V B 3 s v r a s v , A 2 S I V = A2 A l3IV B 3 3 I V Γ3 8 ι ν v3-egyenesek egy-
mást az ( a / a2IV)3 = ( 3 4 , 5 6), G34-pontban, és a π3νι = Π A33VI B3sVI C3sVI 

a38I = A 3 P 3 I B 3 s I C 3 s I v3-egyenesek egymást a (πνι α,,1), = (3 4, 5 6)', 
G'34-pontban metszik, mely pontok az v"12 egyenesen feküsznek, mert 
Yi25 y"i2 és Y'12, y"12 átlóspontja és átlója az Ax A2 A l3IV A2,y, 
Π A3 Pg1 A3sVI négyszögeknek. 

Ugyanígy, ha 

α 23 
VI _ Λ Λ VI ~ V —» Λ Λ V /Y IV — Λ Λ IV „ V I _ Λ Λ 

π3ιν = ΠΑ ΐ 3 ι ν , π 3 Λ =ΠΑ 2 3 ν , αΐ3Ι = Α1 Ρ3Χ, α,8Ι = Α 2 Ρ 3 Ι , 
akkor a 

(a2V1 «3V)S = (1 2, 34)8 , α1Ι)8 = (1 2, 34) ' s , 
α. IV αχνι), = (5 6, 12)8 , (πν α,Ι)β = (5 6> 12) ' , 

pontok G34 pontok ; és a 

(πνΙ α3Ι)3 = (34 , 56) ' , , (πνι β,Π). = (1 4, 25)'s , (πνι γ3ΠΙ)3 = (1 6, 3 2)', 
a π3νι egyenesen fekvő G34 pontok. 

Minthogy 
( A / A2 lv A23v A23v) Λ (A3vi A3 iv i A,/1 A38vi), 

azért e négyeseket (melyeknek értéke különben = 1 : 1 6 ) az A l5 Π 
pontokból projiciáló sugarakra is 

« a l t v α ^ α ΐ3ν) A (πνι π/1 π2νι π3νι), 
valamint ezeknek metszőpontjaira y"12-vel 

((3 4, 5 6) (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6) , ) A 
((3 4, 5 6) (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6 ) ' , ) ; 

vagy általánosan 
(G G12 G'12 G34) A (G G'12 G12 G'34). 

Ha pedig azt is tekintetbe vesszük, hogy (G12 G ' 1 2 I G ) = — 1 , 
következik, hogy a Σ, G-pontok kettőspontjai a G l 2 G'12, G34 G'34 

pontpároktól meghatározott involutiónak, és így (G34 G'34 Σ G) = — 1 . 

»A negyvenöt Y-pont mind-
egyikén négy 134 egyenes megy 
keresztül, melyeken a kilenczven 
G34 pont közül kettő-kettő van; 
az 134 egyenesek száma 180: 
minden G34 ponton keresztül 
megy négy«. 

»A negyvetöt y-egyenes mind-
egyikén a kilenczven g23 egyenes 
közül négy pár metszi egymást; 
ez L23 metszőpontok száma 180; 
minden g23 egyenesen négy ily 
pont van«. 
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Mindkét tétel hasonló úton bizonyítható be, mint az 57. pont-
ban foglalt tételek, csak az »t« mutató cserélendő föl »3«-mal. 

75. A kilenczven G34 pont hármasával a hatvan v3 egyene-
sen kívül még hatvan v4 egyenesen is fekszik, melyeket ezekhez és 
a PASCAL-, valamint νχ, v2 egyenesekhez rendelhetünk. 

Ugyanis a Ση> 111 pontra vonatkozólag perspectivás három-
szögek 

(Ain A2 n A3")3 = ( C * c 2 " C3h)3, (A/11 A 2 m A3 m)3 = ( b ^ b 2 m b , m ) , 

oldalai egymást a 

(Ci n b 1 m ) , = ( 1 4 , 2 3)a, (c2 n b 2 m ) = ( l 6, 2 5 ) „ (c 3 " b , i n ) = (3 6, 4 5), 

pontokban metszik ; ezek egy p4J egyenesen feküsznek, mely a p3* 
egyenestől különbözik, mert p3I-en a 

(p1 a i I V) s = ( l 4, 2 3/„ (p1 a2v)3 = ( l 6, 2 5)'„ (p1 a ,^) . = (3 6, 4 5)', 

pontok feküsznek. 

A kilenczven G34 pont mindegyikén két v3 és két v4 egyenes 
megy keresztül, mert az 

(A, " A 3 n P")3 = (c x " β , " β3")3, (A 2 m A3111 P™)8 = (b 1 m γ ™ γ3ΙΠ) 

perspectivás háromszögek collineatio-tengelye a l 4 I V , a p/ egyenessel 
együtt a (c 1 I I b 1 m ) a = (l 4, 2 3)a ponton megy keresztül, hololt a 

(Ci1 Ag1 A,1), = (p1 b,1 b./) | (B/ A,1 A3t)3 - (p1 c3T c,1), ] 
(G1IV A 2 1 V A3iv)3 — ( a ^ γ2 ι ν γ3ιν)3 j (B2IV A2IV A 3 I V ) A = (a t IV β2ιν β3ιν)3 { 

perspectivás' háromszögpároknak megfelelő oldalai egymást a b l 4 n i , 
c l 4 n egyeneseken fekvő 

(p1 ai IV)3 = ( l 4, 2 3)',, (b3Ty2lv)3 = (46 , 25) ' 3 , (b./γ31ν), = ( 6 3 , 15) ' , 
(p1a1IV)3 = ( 1 4 , 2 3)'s, (c,1 β2ιν)3 = ( 1 6 , 3 6)., ^ ^ = ( 2 6 , 4 5 ) , 

pontokban metszik, úgy, hogy 

( c l 3 I I b l 3 I " p 4 I a i y ) = ( i 4 , 2 3)s, ( c l 4 " b í 4 m p,1 a l 3 I V) = ( l 4, 23/, . 

Hasonló úton, mint a v2 egyenesekre nézve, itt is kimutatható, 
hogy a hatvan v4 egyenes hármasával a húsz STEINER-ponton megy 
keresztül. 
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Minthogy a p3x ρ/ π ρ1 egyenesek az (14 , 2 3)„ (14 , 2 3)'s 

2V; VI (14 , 2 3) harmonicus pontokat a P-pontból projiciálják: 

(Ps1 P i I ^ p I ) = —1. 
A hatvan v4 egyenes egymást hármasával a hatvan V4 pont-

ban és a húsz CAYLEY-pontban metszi; és épen úgy, mint a hatvan 
vx, v2, v3 egyenes, hat DESARGUES-configuratióra oszlanak. 

Ugyanis az 

(A1IVA2VA3YI)3, (1 2, 34)8 (56, 1 2), (34, 56)3 = 
(α2νι a3v)a (α3ιν a/1), « a2IV)3, A, A2 A3 

háromszögek, mert oldalaik az | Y56 Y34 Y12 | egyenes Y56, Y34, Y12 

pontjain mennek keresztül, perspectivásak ; a collineatio-középpontok 
a p-egyenesen feküsznek. Ebből pedig az következik, hogy az 

A, (1 2, 3 4), = αΐ4\ A2 (5 6, 1 2), = a2/, A3 (3 4, 5 6)s = a , / 

egyenesek egymást egy P4J pontban, és, hasonló úton kimutathatólag, a 

B , (3 6, 5 2), = β ΐ4", B2 (1 4, 3 6), = β2 B 3 (5 2, 1 4). = β3 4" 
Γι (b 4, 1 6), = γ ΐ4ΠΙ, Γ2 (3 2, 5 6), = γ2™, Γ3 (1 6, 3 2), - γ34ΙΠ 

egyenesek egymást egy P 4" , P 4 m pontban metszik, mely utóbbiak 
a P4X ponttal együtt a p-egyenesen feküsznek. 

Minthogy ( a ^ a j / a ! ^ 1 ) ^ — 1 , azért a sugarak metszőpontjaira 
nézve p-vel (Ρ3Χ Ρ/ ΣΠ> 111 Ρ1) = — 1 ; és hasonló oknál fogva 

(Al3IV A141v Σπ> 111 AXIV) = (B l 3 m Β14ΠΙ Σ1' IV B,111) = 
(C l 3n C u n Σ1' 0 1 Ώ) = — 1 . 

De a 

| Ρ1 AXIV I = g01, I F = g23, ( B x n i C , " | = g'01, I B x i n C =|, = g'23 

egyenesek az Y'56 pontban metszik egymást, s így a 
I pi Λ IV I ρ. I υ III ρ IX Ι _ α' \ ' Ά1 I 4 — &45 I D1 W I 4 — 6 45 

egyenesek is keresztül mennek az Y'B6 ponton. 
A két utóbbi g45, g'45 egyenes azonban nem esik egybe. 
Tudjuk ugyanis, hogy a Pg1 pont a [Σ11* 111 P1] vonaldarabon kivűl 

fekszik; tehát a (P3X P4T Σ"> 111 Px) = — 1 relatio következtében, P / a 
[Ση> 111 Ρ1] vonaldarabon fekszik és a 0PT ponttal nem esik egybe. 
Ennélfogva (Ρ 2 Ι Ρ 3 Ι ΠΡ 4 Ι ) nem harmonicus négyes. (Értéke = 56.) A 
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(P^Pg1 Π I V ) Λ (B l a m B l 3 m B l I V " ) 

helyzeti viszonylat következtében 

( I I β I P A y Is | ΠΔΧ | I Ρ Α Λ I 4) A 
Y'ae ( I W 1 1 ^ 1 1 I , I B y c y I „ I Β 1 Γ 1 I I B x m C j " | 4), 

s mert 
| P1 AXIV ^ | B x m C x m |3, | Ρ Α Λ | = | B x m C x " |f1 | Π Ax |«| B, Γ, [, 

a | P IA1 I V | „ | P I A 1 i y | 3, kapcsolt sugárpár, valamint, a | Π Α ^ ^ ^ 
kettős sugárból meghatározóit, involutióban, a | P1 AX1V | 4, | B t mG1 I I|4 

is kapcsolt sugárpár lesz. Ez utóbbiak azonban nem egyesülhetnek, 
mert (P2X ΡΆι IIP4T) nem harmonicus négyes, azaz a Pg 3 ^ 1 pontpár 
a l I P / pontpártól nincsen harmonicusan elválasztva. 

Ennélfogva mondhatjuk : A hatvan V4pont párosával kilenczven 
g4g egyenesen íekszik, melyek viszont párosával (g45, g'45) az Y-pon-
tokon mennek keresztül. 

Ugyanazon az Y-ponton keresztül menő g0l g'ox, g23 g'23, ĝ r. g'*5 
egyenesek involutiot képeznek, melynek kettős sugarai σ, 0g. 

76. Az AXA2A3 , PA 2 A 3 pontokon keresztül menő v4 egyene-
sek következő perspectivás háromszögpároknak oldalai 

II ρ II 5, II\ _ /p II ρ II f II \ f„ III ο III ο IIÎ I — /ρ III R III R ni\ . 
(ax a2 a3 ;4 — j4, ^ax a2 a3 j4 — ö2 D3 J4 , 

(pn a 2 n a3")4 === (Cx B 2 " B3")4 , (p"1 a , m a,1"), = (Βχ"τ Γ χ η ι Γ3" τ)4 ; 
ezeknek megfelelő szögpontjai a 

I Q " ΒΧΠΙ I 4 I C 2 " B 2 m I 4 I C 3" Β 3 ι π I 4; 
I C 1 n B 1 m | 4 | B a n r a r a | 4 I B 3 n Γ 3 π ι I 4 

g45 egyeneseken feküsznek, melyek egymást a P5X, illetve AX.IV pon-
tokban metszik. Ez utóbbi pontok azonban különböznek a [ P4T, Al4IV [ 
pontoktól, melyek nem feküsznek a | B j m Cxn | 4 egyenesen. 

A hatvan v4 egyenes hatvan perspectivás háromszögpárt nyújt; 
a hozzájuk tartozó hatvan V5 collineatio-középpont párosával a 
kilenczven g45 egyenesen fekszik. 

Tekintettel arra, hogy az egymásra következő (axn a2]r a3irj4, 
(ax m a 2 i n a3in)4, (bx m ba i n b3m)4, ( c x m c 2 m c3ni)4* háromszögpárok a 
Ps1, P 4 m , Σ11' m , P 4 n collineatio-középpontokra és a σ11' m , p4 m , 
p3x, p 4 " collineatio-tengelyekre vonatkozólag perspectivásak és ez 
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utóbbi egyenesek a P-ponton mennek keresztül, következik, hogy a 
P5T pont a ρ=ΣΤΙ> 111 Ρ4Π Ρ4 Ι Π CAYLEY-egyenesen fekszik. 

Minden CAYLEY-egyenesen három V5 pont van; így pl. a ρ 
CAYLEY-egyenesen a P5\ P 5 n , P 5 m , mely utóbbiak a (b/11 b 2 m b3 m)4 , 
( V b,1 h j 1 ^; (c/ c/ ο3% (c/1 c2u c3n)4 perspectivás háromszögpárok-
nak collineatio-középpontjai. 

Minthogy 

(Ση> 111 Ρ/ Ρ,1 . . Ρ,1) Α (Σ11' 111 AU1V Al3IV . . Α13ιν) 
a | Ρ1 Αχ ι ν | , | Ρ1 Αχ ι ν | | Ρ1 AXIV | 2 . . | Ρ1 AXIV | , 

egyenesek az Υδ6 ponton mennek keresztül. 
A ρ CAYLEY-egyenes a 

I I V " c y I „ I B - C , " | „ J BXIH Cf I 4, | Π Ax Β , Γχ | 

egyeneseket a Ρ 3 Ι Ρ 2 Ι Ρ 5 Ι Π pontokban metszvén, 

. (Pa1 P31 π P J ) A (P,* Ρ2Τ Π P5T), 

s így a P5 r pont ebből, vagy pedig a (Ρ/ P5X Π o P 1 ) ^ — 1 relatió-
ból is szerkeszthető. 

A hatvan VB pont hármasával hatvan v5 egyenesen lekszik, 
melyek viszont hármasával a húsz STEiNER-ponton mennek keresztül. 
Ε hatvan v5 egyenes egymást párosával a negyvenöt y-egyenesen 
fekvő negyvenöt G56, G'56 pontpárban metszi, úgy, hogy e pontokból 
minden v5 egyenesen három van. Így az 

α1δν = | Aj A2 .v B 3 . v Γ 3 5 ν | , - | A2 A l 5 IV B ^ | ; 
π5ΥΙ = I ΓΙ A3 .v i B 3 . y i CS5VI I , a,,1 = I A3 P5* B, ,1 Cg/ | 

vB egyenespárok egymást az Y"1 2 egyenesen fekvő 

« a2IV). = (3 4, 5 6)„ (πνι α,1), = (3 4, 6 6j'5 

(G56 G'ö6) pontpárokban metszik; az Y" i a Y"36 Y" 5 4 egyeneseken 
fekvő 

(πνι ag1). == (3 4, 6 6)'„ (πνι β,*), = (1 4, 2δ) '„ (πνι γ3Ι)5 = (1 6, 3 2)', 

pontokat pedig a π5νι egyenes tartalmazza. A 

(A2íjN A2sv A24v A2 .v) A (A3aM A3svi A,/1 A3.VI), 

projectiós négyeseket az A,, illetve Tl-pontból projiciáló 
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Ó l / «ι4ν Ο A (π2ΥΙ π3ΥΙ π/ 1 π5νι) 

sugarak metszései az Y"12 egyenessel 

((3 4, 56)^ (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6)4) A 
((3 4, 5 6)t (3 4, 5 6)', (3 4, 5 6), (3 4, 5 6)',), 

és általánosan 

(G'12 G34 G'34 G54) (G12 G'34 G34 G'56). 

Ez utóbbi helyzeti viszonylatból pedig az következik, hogy a 
G12 G'12, G34 G'34, G56 G'56 pontpárok involutiot képeznek, s mert a 
Σ, G-pontok az első két pontpártól meghatározott involutiónak ket-
tőspontjai, azért (G66 G'56 Σ G) = — 1 . 

A kilenczven G56 pontról végre megjegyezzük még, hogy 
párosával a negyvenöt Y-ponttal együtt 180 156 egyenesen feküsz-
nek, úgy, hogy minden G56 ponton négy 156 egyenes megy keresztül. 
Ugyanígy a negyvenöt y-egyenes mindegyikén a kilenczven g45 egye-
nes közül négy pár metszi egymást 180 L45 pontban, úgy, hogy 
minden g45 egyenesen négy L45 pont van. 

77. A kilenczven G5g pont még hármasával hatvan v6 egye-
nesen tekszik, úgy, hogy minden G56 ponton két v5 és v6 egyenes 
megy keresztül. Ε V 6 egyenesek egymást hármasával a húsz S T E I N E R -

pontban és más hatvan VP> pontban metszik, mely utóbbiak szintén 
hármasával a húsz CAYLEY-egyenesen és párosával kilenczven gfi7 

egyenesen, vagy negyvenöt g67 g'67 egyenespáron feküsznek. Ezek az 
egyenespárok a negyvenöt G-ponton mennek keresztül és kapcsolt 
sugarai a g01 g'01, g23 g'23, g5fi g'56 sugárpároktól képezett involutiónak. 

Minthogy a ρ 5 Ι ρ 6 Ι π ρ Ι sugarak P-ből az ( 1 4 , 2 3),, (1 4, 2 3)'., 
Σν> VI, (14 , 2 3) harmonicus pontokat projiciálják, (p5T Ρβ1 π pT) = — í . 

Ha Pg1 az előbbi Pj1 pontokhoz rendelt V6 pont, akkor P6X a 
(Ρβ1 P6X ΣΠ> 111 Ρ1) = — 1 relatióból is meg van határozva és a 
[Σπ> 111 Ρ1] vonaldarabon fekszik, mert P5X a [Π QP1] vonaldarabon van. 

A hatvan ve egyenes hatvan perspectivás háromszögpárnak 
oldala, valamint a hatvan V6 pont azoknak szögpontja; a hatvan V7 

collineatio-középpont párosával kilenczven g67 egyenesen, vagy, a mi 
ugyanazt fejezi ki, negyvenöt gG7 g'67 egyenespáron fekszik. Ha Ργ1 

az előbbi Pj1 pontokhoz rendelt V7 pont, akkor ez vagy a 

(P41 P51 Π Po1) A (P5X P4X Π Ρ,1), 
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vagy a (Ρ/ P7* Π oPT) = — 1 viszonylatból szerkeszthető és a [Π 0ΡΧ] 
vonaldarabon fekszik. 

A hatvan V7 pont hatvan v7 egyenest, ezek megint a negy-
venöt g-egyenesen fekvő negyvenöt G78 G'78 pontpárt, melyekre nézve 
(G78 G'78 Σ G) = — 1 , és hatvan v8 egyenest szolgáltatnak. 

A v8 egyenesek V8 pontokhoz, ezek pedig g89 g'89 egyenespá-
rokhoz vezetnek, melyek a g01 g'0i, g23 g'23> · · · involutiós sornak 
kapcsolt sugarai, és így tovább. 

16. Az iV p o n t o k r ó l és jV egyenesekről . 

78. Hasonló úton, mint a hogy a Vi pontokat és Vj egyeneseket 
a Vx pontokból és a vt egyenesekből származtattuk, a XV pontokból 
és xv egyenesekből új iV pontok és ív egyenesek nyerhetők. Ezek új 
[iV ív] = i[Vv] configuratiókat fognak adni, melyek a STEiNER-pon-
tok és CAYLEY-egyenesek irányában ugyanúgy viselkednek, mint a már 
ismert [Vv]j configuratiók. 

A 63. pontban egy tételre jutottunk, mely szerint a hatvan XV 
pont párosával kilenczven x2 g egyenesben fekszik, úgy, hogy mind-
egyik XV pontból három ] 2g egyenes sugárzik ki. 

Ε kilenczven x2g egyenes egymást hármasával még más hatvan 
2V pontban metszi, melyek szintén párosával feküsznek a 12g egye-
neseken. 

Ugyanis az 

fa" a 2 " a , n ) = 1 ( C l n C 3 " C 3 n ) t ( p " a 2 " a 3 n ) = , ( 0 = B 2 " B 8 n ) \ 

X a ™ a 2 m a 3 n i ) = B ™ B s m ) { ^p"1 a 2 m a 3 m ) = . ( B ® Γ 2 Π Ι Ρ3ΙΠ) / 

háromszögpárok oldalai, melyek 12g egyenesek, a σττ> 111 egyenesen 
fekvő Aj A2 A3, Ρ A2 A3 pontokon mennek keresztül, s ezért a három 
, I B i m G , " | , t | Γ ™ B s n I , t I T 3 m B , n | egyenes egymást egy 
aAa l v pontban metszi, mely metszőpontok a l P I 1 A l I V pontoktól külön-
böznek, mert a 11 B x m CXH | , | Ρ1 AXIV | egyenespár a 01P1 AXIV B x m C,111 
| Π A, Bx Γχ | egyenespárt harmonicusan választja el. 

A hatvan xv egyenesből hatvan oly perspectivás háromszögpár 
alakítható, mint az előbbiek, és így hatvan 2V collineatio-közép-
pontot nyerünk, melyekben az 12g e-gyenesek egymást hármasával 
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metszik, úgy, hogy minden xig egyenesen két x V és 2 V pont 
fekszik. 

Minthogy a 

i ( a i n a2 J I a3IT) C3n), /aj111 a 2 m a 3 i n ) = 1 (B 1 m Β2 Π Ι B 3 m ) , 
/b," 1 b 2 m b 3 m ) = ,(A1 r a A 2™ A y 1 ) , / c y c 2 " c 3 " ) = /A x " A 2 " A , " ) 

háromszögek közül 

az 1-ső a 2-dikkal σπ> m , ,Ρ 1 ; a 2-dik a 3-dikkal xp r a , x P m ; 
a 3-dik a 4-dikkel 0ρ ΙΠ, Σπ> 111; a 4-dik az 1-sővel xp", ΧΡΠ 

coliineatio-tengelvre, illetőleg középpontra perspectivás és a tengelyek 
a P-ponton mennek keresztül; a 2PX pont a p-egyenesen fekszik. 
Minthogy továbbá a 

»g = 11P1 A I V 2 β χ ι π 2 cy ·|, 12g' = I ,β/* x c y 2 f aAy | 
egyenesek a | Π Ax B x Γχ | , 0 | Ρ1 AXIV ΒΧΙΠ C x n | egyeneseket 
harmonicusan választják el, (XPX 2P* Π 0ΡΤ) = — Ι -

Α hatvan V2 pont hármasával hatvan 2v egyenesen fekszik, 
melyek szintén hármasával a húsz SiEiNER-ponton mennek keresztül. 

Ugyanis az 

/ A y a 2 v A 3 v i ) = 2 ( B y r y 1 B y γ 2 ι π B y r 3 y , 
/ c y c y c 3 v l ) = / a / B y a , 1 β 2 « a , 1 B y ) 

háromszögek, mert a 

1 π ι ν = 1 | Α 1 ι ν Β 1 ι ν CXIV|, 1πν = 1 | Aa v B2 V C2V |, χπν ι = | A 3 V I B 3 V I C y | 

egyenesek a Π-ponton mennek keresztül, perspectivásak; ezért a 
megfelelő oldalak metszőpontjai a a p n = 2 | Β χ π Β 2 Π Β 3 Π | egyenesen 
feküsznek. 

Minthogy továbbá a Σπ> 111 középpontra perspectivás 

0(AXIV A2 y A3xi), /Ax i v A2v Α3λι), βχ β2 β3 

háromszögek közül az 1-ső a 2-dikkal, a 3-dik az 1-sővel és a 2-dikkal 
az | Y56 Y34 Y12 I, 0P11 = 0 | B x n B y B y I , 2 ρ π = 2 I B x n B a " B y [ 
collineatio-tengelyre vonatkozólag perspectivás: a 2pn egyenes a 
Ρ = ( | Y56 Y34 YX2 | , oP11 ponton megy keresztül. 

»A hatvan v2 egyenes egymást párosával az y-egyeneseken 
fekvő kilenczven 23G, 23G' pontban metszi, melyek minden y-egye-
nesen a Σ- és G-pontokat harmonicusan választják el. Ε kilenczven 
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23G, 23G' pont párosával az Y-pontokkal együtt 180 a3l egyenesen 
fekszik. úgy, hogy minden Y-ponton és minden 23G ponton négy 231 
egyenes megy keresztül«. 

Ugyanis az Y12, y"12 és Y'12, y"12 átlóspontja és átlója az 

A-t A2 2Aj v 2A2v TI A3 2U 2^3v 

négyszögeknek, tehát 

az A, 2Α2 ν = 2α1, A2 2A1IV = 2a2IV egyenesek egymást a 
, (a j v a 2 I V ) = 9 ( 3 4 , 5 6 ) = „ G pontban; 

a Π ? Α 3 ν ι = 2πνι , Α. 2Ρ Ι = 2α3Ι egyenesek egymást a 
2(πνι α3Ι) = 2(3 4, 5 6)' = 23G' pontban 

metszik, melyek az y"12 egyenesen feküsznek. 
Továbbá az 

í\ v Λ Y A v \ Ά" (A Υ1 A VI A VI A vr\ 
0ti2 ι·Λ2 2n 2 ) /\ ολ3 lrt3 2λ3 ) 

négyeseket az A1? Π-pontokból projiciáló 

( a / oatV i«iV 2aiV) Ά (πνί 0πνι ,πν ι 2πν ι) 
sugarak metszőpontjai y"i2-vel 

(G 01G 01G' 23G) A (G 01V.( 01u 23 G'); 
s mert (01G 01G' Σ G) = — 1, azért (23G 23G' Σ G) = — 1. 

Végre a' tétel utolsó része hasonló úton bizonyítható be, mint 
a 65. pontban levő tétel, csak fel kell az elől álló >>0" mutatókat 
>2<--vel cserélni. 

»A kilenczven 23G pont hármasával még más hatvan 3v egye-
nesen is fekszik, úgy, hogy mindegyik 23G ponton két 2v és két 3v 
egyenes megy keresztül. Ε 3v egyenesek hármasával keresztül men-
nek a STEiNER-pontokon«. 

így pl. a 23G = 2 K v a 2 I V ) = 2(3 4, 5 6) ponton még a 3πν ι , 3α 3 τ ; 
a 23^' = 8(πνια3Ι)=: ! Ι(3 4, 5 6)' ponton még a ga/, 3a2IV egyenesek is ke-
resztül mennek és, mert (23G 2 3 G'Σ G) = — 1 , azért ( 2 a l v 3 a 1 v a 1 a 1 v ) = — 1 , 
és hasonlókép ( 2 ρ Ι 3 ρ Ι π ρ Ι ) = — 1 . 

»A hatvan 3v egyenes egymást hármasával hatvan 3V pontban 
metszi, melyek hármasával a C A Y L E Y egyeneseken feküsznek. Ε 3V pon-
tok párosával kilenczven 34g, 34g' egyenesen feküsznek, melyek párosá-
val az Y-pontokon és hármasával a 3V pontokon mennek keresztül; az 
egyes Y-pontokban a σ, 0g egyeneseket pedig harmonicusan választják el. 
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A hatvan 3v egyenes és azoknak hatvan 3 Y metszőpontja oly 
3[Vv] configuratiót képez, mint a 2[Vv]«. 

A (aa/gOti ax a1 v) = — 1 egyenletből következik, mert 3 P I = ( p 
hogy ( ,Ρ 1 3PX Σ11' 111 P1) = — 1. 

A kilenczven 34g, 34g' egyenes egymást hármasával még hatvan 
4V pontban is metszi, úgy, hogy minden 34g egyenesen két 3V és két 
4V pont fekszik. Ezek az új 4V metszőpontok hármasával más rend-
ben még a húsz CAYLEY-egyenesen is feküsznek. Így 

34§ = s I A / A - | = 4 | ΠΛΙ Α3ς | , 34g = 3 | IP 1 A31 | = 4 | A J A 2 n 

s mert (34g 34g' σ 0g) = — 1, azért (3AXV 4 A t v Ax „A/) is = — 1, s 
hasonlókép (3Ρ* 4 P Π 0ΡΧ) = — 1. 

A hatvan 4V pont hármasával hatvan 4v egyenesen fekszik, me-
lyek ugyancsak hármasával a STEINER- Ρ Ο Η toko Η mennek keresztül. A 
hatvan 4v egyenes a 3[Vv]-vel analogus 4[Vv] configuratiót képez. 

A Ρ Si'EINER-ponton keresztül menő 4p : egyenesre áll, hogy 

Γ3Ρ1 4P1 111 op1) = — 1, stb. 

17. Á l t a l á n o s té te lek a P a s c a l - h a t s z ö g g e l kapcso-
la tos conf igura t iókról . 

79. Eddigi fejtegetéseink eredményét a következő tételbe foglal-
hatjuk össze: 

Ha a PAscAL-hatszög képezte confíguratióban 
v0 a hatvan PAscAL-egyenes, 
V0 a hatvan KiRKMAN-pont, 
S a húsz STEiNER-pont, 
s a húsz CAYLEY-egyenes, 
σ a tizenöt STEiNER-egyenes, 
Σ a tizenöt SALMON-pont 

egyikét jelenti, akkor minden s-egyenesen három V0- és három Σ-pont 
bizonyos módon egymáshoz van rendelve, és minden S-ponton három 
v0-egyenes és három σ-egyenes megy keresztül, melyek ugyanazon 
módon vannak egymáshoz rendelve. 

(így a p CAYLEY-egyenesen: a Ρ1, Ση> m ; . P n , ΣΙΠ> P M , Στ> 11 

KIRKMAN- és SALMON-pontok; a Ρ STEiNER-ponton keresztül menő 
egyenesek közül a ρ1, σ"> 111; ρ π , σΙΠ> 1 ; p m , σχ> 11 PASCAL- és 
STEiNER-egyenesek vannak egymáshoz rendelve.) 
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Ha a tizenöt s egyenesen a 
hatvan 0V, Vx , V2 . . . Vj, . . . ,V, 
2V, 3V . . . iV . . . pontot a követ 
kezö egyenletekből (64) 

(S 0V Σ V0) = γ 

( V o V x S o V y - 1 , (Vx V2 Σ V0)=—1 

(V2ÍV2í+ 1 :SOV)=-1,(V2Í+ 1V2Í+ 2^V0)=-1 

(0V iV Σ V0)=—1 
(iV 2V S oV)=—1, 

( l , + 1 V 2 Í + 2 V : S o V ) = - l , ( 2 i + 2 V 2 i + 3 ^ ^ V 0 ) = - l 

meghatározzuk, akkor a V0 Vx , 
V 2 v 3 , . . . xV2V, 3 V 4 V, . . . 
pontpárok egy involutiós sort ké-
peznek, melynek kettőspontjai S, 
0V, és a Vx V2, V3 V4, . . . 0V 1V, 
2 V 3 V, . . . pontpárok egy másik 
involutiós sort képeznek, melynek 
kettőspontjai Σ, V0. Az a Voo ccV 
pontpár, mely az S 0V, Σ V0 pont-
párokat harmonicusan elválasztja, 
az első és második invulutiós pont-
sornak kapcsolt pontpárja; e pont-
párhoz közelednek, a végtelenig 
nagyobbodó i-vel, az első és má-
sodik involutiós sornak V2i V2í4_x, 
illetve ai+jVoi+aV kapcsolt pont-
párjai. 

A hatvan Vj pont mindegyiké-
ben a hatvan Vj egyenes közül 
három-három metszi egymást, és 
minden egyenesen, három-há-
rom Vj pont fekszik. A hatvan 

Ha a tizenöt S-ponton keresz-
tül menő hatvan 0v, χν, 2v, . . . 
Vi, · · · iV, 2v, 3v, . . . ív, . . . egye-
nest a következő egyenletekből 

(s 0v σν0) 

(v0 Vj s 0 v ) - - l , (vx v2 σ v0)=—1 

(v2i v2 i + 1 s 0v)=—1, (v2 i + 1 v 2 Í + 2 σ v 0 ) = - l 

(0v χν σ v0)— 1 
(xv 2v s 0v)=—1, 

( 2 i + t V 2 i + 2 v S 0v)=—1, ( 2 i+ 2v 21+3 V Vo=-L) 

meghatározzuk, akkor a v0 v1? 

v 2 v3, . . . ! V 2 V , 3 V 4 V , . . . s u -
gárpárok egy involutiós sort ké-
peznek, melynek kettőssugarai 
s, 0v, és a vx v2, v3 v4, . . . 0v 
xv, 2v 3v, . . . sugárpárok egy 
másik involutiós sort képeznek, 
melynek kettőssugarai σ és v0. Az 
a voo oov sugárpár, mely az s 0v, 
σ v0 sugárpárokat harmonicusan 
elválasztj a, az első és második 
involutiós sugársornak kapcsolt 
sugárpárja ; e sugárpárhoz köze-
lednek, a végtelenig nagyobbodó 
i-vel, az első és második involu-
tiós sornak v2j v2j+ 1 , illetve «jí+jV 
2 Í + 2 V kapcsolt sugárpárjai. 

A hatvan jV egyenes mind-
egyikén a hatvan jV pont közül 
három-három fekszik, és az jV 
pont mindegyikében három-há-
rom >v egyenes metszi egymást. 

4· 
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Vi pont és a hatvan Vj egyenes egy 
[Vv]i configuratiót képez, mely 
6 DESARGUES-Configuratióra (10 3 , 
1 0 3 ) oszlik. 

A hatvan Vj pont és a hatvan 
Vj egyenes hatvan perspectivás 
háromszögpárnak collineatio -kö-
zéppontja és tengelye; e három-
szögpároknak oldalai és szög-
pontjai a [Vv]i configuratiónak 
egyenesei és pontjai. 

Ezenkívül minden v2i egyenes 
collineatio-tengelye és egy Σ pont 
collineatio-középpontja egy per-
spectivás háromszögpárnak, mely-
nek oldalai és szögpontjai a 
[•VvJai-i configuratióhoz tartoz-
nak ; és minden V2i-fi pont col-
lineatio-középpontja és egy σ egye-
nes collineatio-tengelye egy per-
spectivás háromszögpárnak, mely-
nek oldalai és szögpontjai a [Vv]2i 

configuratióhoz tartoznak. 
Ha i —o, akkor minden v0 

egyenes collineatio-tengelye és egy 
Σ pont collineatio-középpontja egy 

perspectivás háromszögpárnak, 
melynek oldalai és szögpontjai a 
[Vv]0 configuratióhoz tartoznak ; 
ha pedig i = oo, akkor Vec és egy bi-
zonyos Σ, valamint egy σ és Voo col-
lineatiotengelye, illetve középpont-
ja oly perspectivás háromszögpár-
nak, melynek oldalai és szögpontjai 
a oo[Vv] configuratióhoz tartoznak. 

A hatvan V2i és V2i+X pont 
páronként kilenczven g2i; 

A h a t v a n jV egyenes és a ra j tuk 
lekvő hatvan jV pont egy i[Vv] 
configuratiót képez, mely hat 

DESARGUES-Configuratióra (10 3 , 
1 0 3 ) oszlik. 

A hatvan ÍV egyenes és hat-
van iV pont hatvan perspectivás 
háromszögpárnak collineatio-ten-
gelye és középpontja ; e három-
szögpároknak oldalai és szög-
pontjai az i[Vv] configuratio egye-
nesei és pontjai. Ezen kívül min-
den 2iV pont collineatio-közép-
pontja és egy σ-egvenes colli-
neatio tengelye egy perspectivás 
háromszögpárnak, melynek olda-
lai és szögpontjai a ^ - J W ] con-
figuratióhoz tartoznak; és min-
den 2i-f1v egyenes collineatió-ten 
gelye és egy Σ-pont collineatio-kö-
zéppontja egy perspectivás há-
romszögpárnak, melynek oldalai 
és szögpontjai a 2i[Vv] configu-
ratióhoz tartoznak. 

Ha i = o, akkor minden 0V 
pont collineatio-középpontja és egy 
σ-egvenes collineatio-tengelye egy 

perspectivás háromszögpárnak, 
melynek oldalai és szögpontjai a 
0[Vv] configuratióhoz tartoznak; 
ha pedig i = oo, akkor ooV és egy 
bizonyos σ, valamint Σ és oov 
collineatio-középpontja, illetve ten-
gelye oly perspectivás háromszög-
párnak, melynek oldalai és szög-
pontjai a [Vvjoo configuratióhoz 
tartoznak. 
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egyenesen fekszik, még pedig 
akkép, hogy minden ily egyene-
sen két V2i és két V ^ , pont van. 
Ε kilenczven egyenes egymást 
párosával (g2i,2i+i g ^ a i + i ) negy-
venöt, hármasával a σ-egyenese-
ken fekvő és az i értékétől füg-
getlen Y-pontban metszi. 

A hatvan üí+jV és 2i+3V pont 
páronként kilenczven g i^, 2i+2g 
egyenesen fekszik, még pedig 
akkép, hogy minden ily egyene-
sen két 2í+í.V és két 2i+2V pont 
van. p] kilenczven egyenes egy-
mást párosával ( 2 i f l , 2 i + 2 g, 2 i + 1 , 
2i+2g') az előbbi negyvenöt Y-
pontban metszi. 

A hatvan 0V pont négyesé-
vel 0g egyenesen fekszik, melyek 
szintén az Y-pontokon mennek 
keresztül és tizenöt D-háromszög-
nek oldalai. 

A hatvan Voc és hatvan <χ>V 
pont hasonlókép kilenczven, pá-
ronként a Y-pontokon keresztül 
menő, (ccgx>, oog'oo) egyenesen 
fekszik, még pedig minden ily 
egyenesen két Vco és két ooV 
pont van. 

Ugyanazon az Y-ponton ke-
resztül menő egyenesekre nézve : 

(g2i,2í+l §'21,21+! σ 0g) = —1, 

(21+11 2i+2g 21+11 2i+2g' σ og) = 1, 

(g'2i,2i+.l g21+2121+8 Σ g01) = 1, 

(21+I1 21 } 2g' 21+31 2i+4g ^ goj) = 1. 

A jobb oldalon álló tétel negy-

A hatvan 2iv és 2 j + v egyenes 
páronként kilenczven 2 ; , 2Í-|-G pon-
ton megy keresztül, még pedig 
akkép, hogy minden ily pontban 
két 2iv és két 2i| lv egyenes metszi 
egymást. A metszőpontok páro-
sával ( 2 I J 2 Í + 1 G , 2i, 21+iCf') negy-
venöt, hármasával a Σ-pontokon 
keresztül menő és az i érté-
kétől független y-egyenesen 
vannak. A hatvan v 2 i + 1 és v2i_i_2 

egyenes egymást kilenczven G 2 I + 1 , 

2 -1-2 pontban metszi, még pedig 
akkép, hogy minden ily pontból 
két v2 i + 1 és két v2i_|_2 egyenes 
sugárzik ki. Ε kilenczven pont 
párosával (G 2 i^_ 1 , 2i-f2, G'2í-|_i, 21+2) 
az előbbi negyvenöt y-egyenesen 
fekszik. 

A hatvan v0 egyenes négyesé-
vel negyvenöt G-pontban metszi 
egymást, melyek szintén az y-
egyeneseken feküsznek és tizenöt 
Δ-háromszögnek szögpontjai. 

A hatvan cev és hatvan odV 
egyenes egymást szintén kilencz-
ven, páronként az y-egyeneseken 
fekvő, (ooGao, ccG'oo) pontban 
metszi, még pedig minden ily 
pontból két Voo és két 00V egye 
nes sugárzik ki. 

Ugyanazon az y-egyenesen fek-
vő pontokra nézve : 

(21,21+1^ 2i ; 2i+JG' Σ G) = —1, 
(^'2i+n 2Í--I-2 '̂21+1 1 2Í+2 Σ G) = 1, 
(21, 21+1G' 21+2· 21+8 ̂  σ O,G)= 1, 
((''21+1,21 + 2 f'2i+3l 2Í+4 " 0 1 G) = 1. 
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venöt y-egyenesén a kilenczven 
g2i, 2i+i egyenesből és a kilencz-
ven 2 i + 1 , 2 i + 2 g egyenesből négy-
négy pár metszi egymást L ^ 2 i+ 1 , 
illetve 21+j, 21+2L pontokban. Ε 
pontoknak száma külön-külön 180, 
úgy, hogy minden g 2 i , 2 i + 1 egye-
nesen négy L2í; 21+1, és minden 

2 i + 1 , 2 i + 2 g egyenesen négy 
2i+1,2i+2L pont fekszik. 

A negyvenöt 0g egyenes egy-
más hatával a fenti tizenöt D-
háromszög tizenöt szögpontjában 
metszi, melyekben az y-egyenesek 
is hármasával találkoznak; e pon-
tok mindegyike tizenként incidens 
L-pontnak tekinthető. 

A baloldalon álló tétel negy-
venöt Y-pontjából négy-négy 
2 i , 2 i + 1 l és négy-négy 2 i + 1 , 2 i + 2 l 

egyenes sugárzik ki, melyeken a 
21? 2 i+iG és a 2í-|_2G pontokból 
négy-négy fekszik. Ezeknek az 
egyeneseknek száma 180, úgy, 
hogy minden 2i; 2 í+ 1G pontban 
negy 2 I ; 2 i + 1 l és minden 2 I + 1 , 2 Í + 2 G 

pontban négy 2í+1i2í_(-21 egyenes 
metszi egymást. 

A negyvenöt G-pont hatával 
a fenti tizenöt Δ-háromszög tizenöt 
oldalán fekszik, melyeken az Y-
pontok is hármasával rajta van-
nak; e háromszögoldalok mind-
egyike tizenkét incidens 1-egyenes-
nek tekinthető. 

18. Néhány, a conf igura t ioval k a p c s o l a t o s involu-
tiós helyzetű p o n t r ó l és s u g á r r ó l . 

80. A coníiguratióban az előbbiekben ismertetett involutiós pon-
tokon és sugarakon kivűl még más involutiós pontok és sugarak is rej-
lenek, melyek akkép szerkeszthetők, hogy a configuratióban előforduló 
négyszögek szögpontjait bizonyos pontokból projiciáljuk és a négy-
oldalak oldalait bizonyos egyenesekkel metszszük. Ezek az involutiók 
többnyire közös tartón hármasával lépnek fel és részben közös ele-
mei vannak. Együttes tárgyalásuk kedvéért czélszerűnek tartjuk 
előre bocsátani a következő tételt: 

>Ha ab , cd, x y ; b c, da, yz két involutiós sornak kapcsolt 
elemei, akkor a c a , b d, ζ χ elempárok is kapcsolt elemei egy invo-
lutiónak, és a z. x, y elemekhez kapcsolt elemek e három involu-
tióban incidensek«. 

Ugyanis a feltétel szerint 

(a c b x) 7\ (b d a y), (b d a y) Λ (c a d z), 
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ennélfogva (a c b χ) A (c a d z), azaz az ac , cd, ζ χ elemek kapcsolt 
elemei egy involutiónak. Másrészt abból, hogy 

(a c χ ζ ) A (b d y z'), (a c χ ζ) A (d b x' y), 
következik, hogy 

( b d y z ' j A ( d b x ' y ) A ( b d y x ' ) , 

vagyis z = x . és, hasonló úton kimutatva, z'==v\ 
Az a b c d x y z elemeket úgy tekinthetjük, mintegy négyoldal 

oldalainak metszőpontjait egy egyenessel, vagy mint vetítő sugarait egy 
négyszög szögpontjainak, valamint átlósháromszöge szögpontjainak 
egy pontból. Ennélfogva: 

»Egy általános helyzetű egyenes egy négyoldalnak és átlós-
háromszögének oldalait hét pontban metszi. A négy első metsző-
pont háromszor bontható két-két párra, melyek három involutio 
kapcsolt pontjainak tekinthetők. Ez involutiók mindegyikében a 
három utóbbi metszőpont közül kettő kapcsolt pontpár, és a kimaradt 
harmadik ponthoz a három kapcsolt pont az egyenes involutiókban 
incidens«. 

Ezt a segédtételt és duális tételét fogjuk a következőkben al-
kalmazni. 

8 1 . A Ρ STEINER-PONT összekötő egyenesei 

ρ1 ρ11 ρ11 π σ1 

ρ" ρ111 ρ1 π σ1 > J- Gl 

az 
ρ111 ρ1 ρΠ π σ1' 11 σΠ> 111 

«1 Pl ai11 W = Α.,1 Β , " (14, 5 6) Σγ> νι Αχ Β, 
β2 γ2 b2 i n c 2 n ε Β / 1 Γ 3 Ι Π ( 1 6 , 5 2) ΣΝΙ> Ι ν Β2 C2 

γ3 α3 C31 a - ^ T ^ V (12, 4 5) Σιν> ν C3 Α3 

négyoldalak szemben fekvő szögpontjaival egy-egy involutiót képez-
nek. A σ1' 11, σπ· ΠΙ, σ111' ^hez kapcsolt sugár az egyes involu-
tiók ból ugyanegy sugár. 

T o v á b b á a Ρ CAYLEY-egyenes az 

A- R Λ XI Ο Ι T ? Γ U Π Ι Ρ I I Ρ Λ Ρ 1 Λ 111 
1 -Dl ο η 1 o L ' l 1 t > 2 Α 2 0 r j 2 0 ^ 2 , χ 3 Λ 3 Ον^3 0 " 3 

négyszögek szemben lekvő oldalait a 
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f« P" |l oL οΡΙΠ π Σ11» III ŷ IIIj ι 
pn pm ii o' oP1 π VIII, ÁJ ' I VI, II 

,Pm oP1 oPn II Σ1' II VII, III ÁJ ' 

pontpárokban metszi, melyek egy-egy involutiot képeznek. Ezekben 
az involutiókban a Στ> " , ΣΤΙ< ΠΙ, Σ111' 1 sugarakhoz kapcsolt három 
sugár egybeesik. 

Ennélfogva: 
«Minden STEINER-pontból há- »Minden CAYLEY-egyenesen há-

rom P A S C A L - , egy C A Y L E Y - és rom „ V - , egy S T E I N E R - és három 
három STEINER-egyenes sugárzik SALMON-pont fekszik. A négy első 
ki. A négy első egyenes, páron- pont páronként egyesítve három 
ként egyesítve, három involutiot involutiot határoz meg. — E z 
határoz meg. — Ez involutiók involutiók mindegyikében két 
mindegyikében két SREINER-egye- SALMON-pont kapcsolt, és a ki-
nes kapcsolt, és a kimaradt h a r m a r a d t harmadik SALMON-pont-
madik STEINER-egyeneshez kap- hoz kapcsolt három sugár egy-
csolt három sugár egybeesik«. beesik«. 

82. A 0νΙΣ' 111 = 0[pI a1IY a 2 v a/ 1 ] négyoldal és 111 = 
D12 D34 D56 átlósháromszögének oldalai a ση> 111 egyenest a P, A1? 

A2, A3, Y"1 2 , Y"34, Y"56 pontokban metszik. Továbbá a V/1' 111 = 
[ P 1 AX1V A 2 V A 3 V I ] [ négyszög és A"> 111 átlósháromszöge szögpontjai-
nak összekötő egyenesei a Σπ> 
egyenesek. 

Ennélfogva a : 

ponttal a ρ ax a2 a3 v"1 ; v"34 y' 

Ρ Αι α 2 Α3 Υ " 1 12 Υ " Ρ a i a2 a 3 y ' V j y " 8 4 
Ρ α 2 α3 Αχ Υ 56 Υ " 1 125 Ρ a2 y " 5 6 y " i 2 
Ρ α3 Α! α2 Υ " 1 34 Υ 56» Ρ a 3 9i a2 y " 3 4 y " 5 6 

elempárok involutiós alakzatok, 
így tehát: 

Egy SiEiNER-egyenesen fekvő 
négy STEiNER-pont, páronként 
egyesítve, négy involutiot hatá-
roz meg. Ez involutiók mind-
egyikében két Y-pont kapcsolt,1 

»Egy SALMON-pontból kisu-
gárzó négy STEiNER-egyenes pá-
ronként egyesítve négy involu-
tiot határoz - meg. Ez involu-
tiók mindegyikében két y-egve-

1 VERŐNSSE, id. m, 37. old. X X V . és X X V I I . teorema, 
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és a STEiNER-egyenes harmadik nes kapcsolt, és a SALMON-

Y-pontjához kapcsolt pontjai az pontból kisugárzó harmadik 
egyes involutióknak egybees- y-egyeneshez kapcsolt sugarai 
nek«. az egyes involutióknak egybe-

esnek·!;. 

Ha ellenben ama 0vn ' 111 négyoldalnak és D"> 111 átlóshárom-
szögének oldalait a π CAYLEY-egvenessel metszszük, valamint a V111' 111 

négyszög és Δ"> 111 átlósháromszögének szögpontjait a II S T E I N E R -

pontból projiciáljuk, akkor ama metszőpontok és eme projiciáló 
sugarak 

χΠν τΠν ι χΠ ι ν Ρ 0 π ν 0Πνι, 
, Τ Γ \ Ϊ Γ ν , Ι Γ Ρ 0Πν ι 0 π ν ι , 
J F ^ I F χ Π ν Ι Ρ 0Π ι ν 0Πν, 

involutiós alakzatok. Ennélfogva: 
»Minden CAYLEY-egyenesen 

három XV-, egy STEINER- és há-
rom 0V-pont fekszik; ezek kö-
zül az első négy páronként egye-
sítve három involutiót határoz 
meg. Ez involutiók mindegyi-
kében két oV-pont kapcsolt, és 
a kimaradt harmadik 0V pont-
hoz kapcsolt pontok egy be-
esnek «. 

π,ν ι π ι ΐ ν Ρ πν πν ι 

π ι ΐ ν V Ρ π ν ι π ι ν 

π ι ΐ ν * t v π/ 1 Ρ π ι ν π ν 

»Minden STEiNER-ponton há-
r o m v j , e g y C A Y L E Y - é s h á r o m 

PAscAL-egyenes megy keresztül ; 
ezek közül az első három pá-
ronként egyesítve három invo-
lutiót határoz meg. Ez invo-
lutiók mindegyikében két PAS-
CAL-egyenes kapcsolt, és a ki-
maradt harmadik PASCAL-egye-
neshez kapcsolt egyenesek egy-
beesnek «. 

83 . A ρ CAYLEY-egyenes a 

Β , Γ , Β - C , " P, A, Cj1 Α, ΙΠ A, B, A/MV 
négyszögek szemben fekvő oldalait következő pontpárokban metszi, 
és a Ρ STEiNER-pontból a 

βι Ti i b m χ ο η Τι αι i c I i a i n αι βι ι3·11!^1 

négyoldalak szemben fekvő szögpontjai a következő sugárpárokkal 
vetíthetők: 
pn pni VI, III VI, II JJ ρ I 
J >111 pi VII, I VII, III υ ρ II 
pl | >11 VIII, II ^III, I J| ρ III 

melyek involutiós helyzetűek. 

r.11 ,α ι -ί oP oP σ 

r-III „ I _I 

oP 0p σ 

oP oP r' 

π t p 
π jP 1 

π tp ! 
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Ezérl : 
»Minden CAYLEY-egvenesen 

három KIRKMAN-, három S A L -

MON-, három és egy S T E I N E R -

pont fekszik. Két KiRKMAN-pont és 
a két hozzárendelt SALMON-pont 
egy involutiot határoz meg, mely-
ben a STEINER-ponthoz egy V1 

pont van kapcsolva«. 

»Minden STEINER-pontból ki-
sugárzik három 0v-, három S T E I 

NER-, három 1v- és egy CAYLEV-

egyenes. Két 0v egyenes és a 
hozzá rendelt két STEiNER-egye-
nes egy involutiot határoz meg, 
melyben a CAYLEY-egyeneshez 
egy iV egyenes van kapcsolva*. 

» 

I I . N É G Y K Ü L Ö N Ö S P A S C A L - H A T S Z Ö G R Ő L . 

Az előbbi fejezetben láttuk volt, hogy egy általános PASCAL-

hatszög hatvan PASCAL-egyenese és hatvan KiRKMAN-pontja mind 
különböző. Lehet azonban oly PAscAL-hatszögeket is szerkesztenünk, 
melyeknek a PAscAL-egyenesei és KiRKMAN-pontjai közül többen egye-
sülnek. Ugyanis, ha a PAscAL-hatszög körül írt kúpszeleten a hat-
szög szögpontjai egy-, két-, három- vagy négyfélekép képeznek invo-
lutiot, akkor ezekben az esetekben megfelelőleg egyszer négy, kétszer 
négy, háromszor négy és egyszer három, végre háromszor négy és 
egyszer hat PAscAL-egyenes és ugyanannyi KiRKMAN-pont egy-egy 
egyenesben, illetve pontban egyesül, a mint azt a következőkből 
be fogjuk láthatni. 

1. Oly P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k szögpontjai 
involut iot képeznek. 

1. Egy kúpszeleten felveszünk három pontpárt, az 1 2 , 3 6, 
5 4-et, melyek involutiot képeznek ; e pontok egy különös PASCAL-hat-
szögnek 1 2 3 4 5 6-nak szögpontjai, melynek négy KiRKMAN-pontja az 
involutio-küzéppontba, T = (l 2, 3 6, 5 4)-be és négy PAscAL-egyenese 
a t involutio-tengelybe kerül. 

Megtartván az általános PASCAL-hatszöghöz használt jelölést, 
az I. és 111. táblázatból azonnal kitűnik, mert a T-nek polárisa a t-
egyenes, hogy 

t - V ÍV1 T S ™ πν\ Τ S A 3 * B 3 " Γ 3 - I P 1 ; 
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továbbá, hogy a b3T C31 c 3 " a 3 n a 3 m b 3 r a p1 p11 p m a3VI b3VI c3VI PASCAL-

egyenesek a T-ponton mennek keresztül és a 

i y ( y c 3 n A 3 n Α 3 Π Ι Β 3 Ι Π Ρ 1 Ρ Π Ρ Ι Π A 3 V I B 3 V I C 3 V I 

KIRKMAN pontok a t - e g y e n e s e n feküsznek. 

A 2 3 1 6, 4 6 3 5 négyszögeknek szemben fekvő oldalpárjai 
2 3, 1 6 ; 4 6, 3 5 harmonicusan vannak e'választva a T-től s a t-től, 
s ugyanígy ezeknek (2 3, 4 6) (1 6, 3 5) metszőpontjai, valamint e 
pontokat az A3VI pontból projitiáló αχνΙ α2νι egyenesek is. 

Hasonló úton bizonyítható be, hogy a t-egyenes 

B 3 V I C 3 V I Ρ 1 Ρ " P I N B 3 J G 3 T C 3 N Α 3 Π Α 3 Ι Π Β 3 Ι Π ( 3 5 , 4 6 ) ( 1 5 , 2 4 ) 

( 1 3 , 6 2 ) ( 3 4 , 5 6 ) ( 1 4 , 2 5 ) ( 1 6 , 3 2 ) Π A 3 B 3 P 3 

pontjaiból kisugárzó 

βιΥΙ β-/1, Ϊ ! ν ι Ϊ2ν ι , «Χ1 α,1, β , " β2", γχΙΠ γ2ΙΠ, y c2\ V b2\ 
ο ΙΙ Η ÍR ρ 11 ρ 11 U ΙΙΙ U ΙΙΙ Q ΙΙΙ „ ΙΙΙ Η ÍV 0 Ν u ΙΝ Κ Ν Ρ ÍV Η ν "1 d2 5 υ2 5 υ2 5 "1 "2 5 "1 α2 5 υ1 1 L1 L2 > 

«2ΐν « Λ β2ιν βιν, Ϊ2 Ι ν ϊ Λ πν, α3ιν α3\ β ^ β 3 \ γ * * γ3 ν 

egyenespárok harmonicusan vannak elválasztva a T-től s a t-től. 
Minthogy az AXVI = (β2νι γ2νι), Α2ΥΙ = (βχνι γχνι) és a βχ ν ι β2νι, 

Τινι Ϊ2ΥΙ egyenespárok harmonicusan vannak elválasztva a Τ- és t-től, 
azért az AXVI A2VI pontpár és, hasonló úton bebizonyítva, mind az 
előbbi PAscAL-egyenespárokhoz rendelt KiRKMAN-pontpárok harmo-
nicusan lesznek elválasztva a T- és t-től. 

2. A STEINER-pontok és CAYLEY-egyenesek helyzete szintén egy-
szerűbbé lesz. 

Ugyanis P A 3 B 3 C 3 = T , pa 3 b 3 c 3 ==t , Π Α 3 Β 3 Γ 3 pontok a t-
egyenesen feküsznek, és a π α3 β3 γ3 egyenesek a T-ponton mennek 
keresztül. Minthogy a T- és t-től harmonicusan elválasztott a x " a 2 n , 
a!111 a2IIT és αχν α2ιν, αχνι α2νι egyenespárok egymást az Ax A2, 
A, • A2 pontpárokban metszik, e pontpárok és hasonlókép Bx B 2 , . . . 
ax a2, bx b2, . . . pont- és egyenespárok harmonicusan vannak 
elválasztva T- és t-től. 

A SIEINER-egyenesek közül hat a Τ pontból sugárzik ki és invo-
lutiot képez, négy pár a I IA 3 B 3 Γ3 pontokból sugárzik ki s a T- és t-től 
harmonicusan van elválasztva, végre egy a t egyenesben fekszik. 
Ugyanez mondható, a változtatandók megváltoztatásával, a SALMON-

pontokról. 
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3. Nézzük most, mikép viselkednek a [Vv]j} jfVv] configura-
tiók pontjai és egyenesei a Τ és t irányában. 

Az általános PASCAL-hatszögről láttuk, hogy egy tetszőleges 
[Vv] configuratióhoz tartozó és bármily felső mutatóval ellátott 
ρ a3 b3 c3 egyenesek megfelelőleg a P A 3 B 3 C3 STEINER-pontokon men-
nek keresztül, melyek jelenleg a T-ben egyesülnek. Ezek az összes 
egyenesek tehát jelenleg a Τ - ponton mennek keresztül. Ámde 
ama configuratiónak b3VI c3VI, b3T c3x, c 3 n a 3 n , a 3 m b 3 m egyenes-
párjai egymást annak Πν ι Ao1 B 3 " Γ 3 Π Ι pontjaiban metszik ; ennél-
fogva minden |VvJ configuratiónak Πν Ι Α.1 Β 3 Π Γ 3 Π Ι pontjai a T-ben 
vannak. 

Továbbá a configuratiónak bármily felső mutatóval ellátott 
Ρ A3 B3 C3 pontjai megfelelőleg a t-vel egybeeső ρ a3 b3 c3 CAYLEY-

egyeneseken feküsznek, s mert a B 3 V I C 3 V I , B 3 X C , 1 , C 3 N A3", A 3 m B 3 M 

pontpároknak összekötő egyenesei a configuratiónak πν ι α3χ β 3 " γ3ΙΠ 

egyenesei, azért ezek az egyenesek a t-vel összeesnek. 
Az Ax A a , BX B 9 , CX CA, Ax A 2 , B T B 2 , Γ Χ P 2 STEINER-pont-

párok harmonicusan lévén elválasztva a T- és t-től, a tekintetbe vett 
configuratiónak a x n a 2 n , a/11 a 2 m , b * b2\ b^11 b 2 m , cxJ c,1, c^1 c 2 n , 
α ι Ι « ! ν Ι «2νι, Ρχ11 β2 π , PV1 [V1 , Τχ111 γ2ΠΙ, γχνι Ϊ2ν ι egyenes-
párjai, melyek ama pontpárokat a configuratiónak a t-egvenesen 
fekvő C 3 n B 3 M C,1 Α 3 Π Ι Β / Α 3 Π Ι Ρ1 A 3 Y I P11 B 3 v i P m C3VI pont-
jaiból projiciálják, szintén harmonicusan vannak elválasztva a 
T- és t-től. 

A j-dik configuratiónak, akár [Vvjj, akár j[Vv]-nek, aj I V a2 v 

-egyenesei a (j+^-dik vagy (j 1)-dik configuratio β3ΧΙ β3ΙΠ egyenesei-
nek Gjk vagy kjG metszőpontján mennek keresztül s, mert ez utóbbi 
egyenesek a t-ben egyesültek, azért valamennyi configuratiónak 
axIV a2 v egyenespárjai és, hasonlókép következtetve, b2v, c t V I c2v , 
αΓν a2IV, βχν §2 i v , γχ ν γ2 ι ν egyenespárjai egymást a t-ben metszik. 
Ámde e hat egyenespár az előbb felírt hat STEINER-pontpárt proji-
ciálja ; ennélfogva a hat egyenespár is harmonicusan van elválasztva 
a T- és t-től. 

Eddig egy tetszőleges configuratiónak tizennyolcz egyenes-
párjáról mutattuk ki,hogy a T-ést-től harmonicusan vannak elválasztva. 
De ha ezeknek az egyenespároknak megjelölésére szolgáló kis betű-
ket nagy betűkkel cseréljük fél, akkor az így származott tizennyolcz 
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pontpárról ugyanazon az úton kimutatható, hogy azok a T- és t-től har-
monicusan vannak elválasztva. És ha e pontpárokból az A X I V A 2 V , 

A ™ A 2 V , B ™ B 2 V , C X I V C-2v-öt a t-egyenes I I A 3 B 3 Γ 3 pontjaiból pro-
jiciáljuk, akkor a projiciáló egyenesek π1ν πν, α3Ιν α3ν, β3 ι ν β3ν, 
γ3 ι ν γ3 ν , valamint az ezekhez rendelt Π Ι ν Πν , . . . pontpárok, szin-
tén harmonicusan lesznek elválasztva a Τ és t-től. 

Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio 
egyenesei és pontjai akkép viselkednek a T- és t irányában, mint 
a [Vv]o configuratiónak azokhoz rendelt PAscAL-egyenesei és KIRKMAN-

pontjai. Ki mondhatjuk tehát, hogy: 
Ha, egy PASCAL-hatszög szögpontjai involutiot képeznek 

a rajtuk keresztül menő kúpszeleten a Τ involutio-közép-
pontra és a t involutio- tengely re, akkor e hatszögnek négy 
KMKUAN-pont/a és négy azokhoz rendelt PASCAL-egyenese a 
T- illetve t-ben egyesül. Tizenkét PASCAL -egyenes a T-ponton 
megy keresztül és az ezekhez rendelt KIRKMAN-/?ont a t-egye-
nesen fekszik; végre a többi huszonkét pár PASCAL -egyenes 
és KIRKMAN-/;/ont a T- és t-től harmonicusan van elválasztva. 

Ugyanígy viselkednek az összes [Vv]h J/ FF/ confígura-
tióknak pontjai és egyenesei a, T- és a, t irányában. 

A STEINER-/) on tok közül négy a T-ben van és azoknak 
ellenpontja, a t-n fekszik; a CÍCÍHEY-egyenesek közül négy a 
t-ben fekszik és azoknak ellenegyenese a T-n megy keresz-
tül; a többi négy pár STEINER-pont és C A Υ LEY- egyen es a T- és 
t-től harmonicusan van elválasztva. 

A STEINER egyenesekből és SALMON-PONTOKBÓL egy a, t-ben, 
illetve T-ben van; hat a T-ből sugárzik ki, illetve a t-n 
fekszik és involutiot képez; végre négy pár STEINER- egyen es 
és SALΜΟΝ- pont a, Τ- és t-tol harmonicusan van elválasztva. 

2. Oly P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k s z ö g p o n t j a i 
k é t f é l e k é p képeznek i n v o l u t i o t . 

1. Egy kúpszeleten (elveszünk egy pontpárt, 1 2-t, és szerkesz-
tünk azon oly két pontpárt, 3 5, 4 6-ot, mely az 1 2-t harmonicusan 
elválasztja. Az 1 2 3 4 5 6 hatszög egy különös PASCAL hatszög lesz, 

8 
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melynek négy KiRKMAN-pontja és négv PAscAL-egyenese kétszer egyesül 
egy-egy ponttá, illetve egyenessé . 

A 3 4 5 6 négyszög átlósháromszögének, tehát a kúpszelet egyik 
poláris háromszögének szögpontjait és oldalait következőkép jelöljük : 

Τ = (3 4, 5 6 ) , Tx = (3 6, 5 4 ) , ^ = ( 3 5 , 4 6 ) , 
t ^ U i , 1 χ = ϋ χ Τ , Uj = Τ Tx . 

Minthogy a szerkesztés következtében a 3 5, 4 6 pontpárok az 
1 2-t harmonicusan választják el, 

U l = 1 2 , T = ( l 2, 3 6, 5 4), T, = ( 1 2, 3 4, 5 6 ) ; 
tehát az 1 1, 2 2, 3 5, 4 6 ; 1 2, 3 6, 5 4 ; 1 2, 3 4, 5 6 pontpárok 
involutiót képeznek, melynek involutio középpontja illetőleg tengelye 
U l 5 u i ; T, t ; Tx , t , . 

Ebből, tekintettel az előbbi §-ra, következik, hogy a πν ι α3τ 

β3Π γ3ΙΠ, ρ1 a , - a2 v a3VI PAscAL-egyenesek a t, tx-gyel és a 
I P 1 A , 1 Β 3 Π Γ 3 Ι Π , Ρ 1 A X I V A 2 V A 3 v i KiRKMAN-pontok a T , Tegyél egye-
sülnek ; továbbá, hogy a V c3T c 3 u a 3 n a 3 m b 3 m p " p m b3VI c3VI 

és az αχνΙ aj1 α2ιν a3IV a j a j π ι ν π ι ν a j aj PAscAL-egyenesek a 
Τ, illetve TX ponton mennek keresztül, holott a B3X C3X C3N A 3 " A 3 M 

Β 3 Ι Π Ρ Π P M B 3 V I C 3 v i é s a z A X V I A 2 V I A , 1 V A 3 I V A J A J Π ι ν IL V 

Αντ A/ KiRKMAN-pontok a t, illetve ta egyenesen vannak; végre az 

aj1 aj\ β2Υ , γχ ν γ2ν , ax a2 , β^1 β2π , γχ γ2 n , Cj1 c2I, 
U I L I „ II fl II ρ II ρ II U III U III „ III q XII u IV t v ρ IV ρ ν λ'ΐ u2 ι "1 αϊ ι 5 U1 k 2 ι a l c 2 5 2 ·, ) 
α2ιν « Λ β2ΐν βχ\ Ϊ2 ΐ ν ΤχΛ πν , α3ΙΥ α3ν, β3ιν β3ν, γ3 ι ν γν3, 

és a b,1 c,1, bj Cj1, b2* aj. b3VI c8VI, C l IV , b 2 v c2 v , β2νι γ2 ν ι , 
βΐΥΙ TlVI, β2ΙΥ Ϊ2ΙΥ, β3ΙΥ ΤΒΙΥ, β 3 ν Ϊ 3 ν , βχΥ TlV, βχΗ Yim , β2ΠΤ2ΠΙ, 
,, II ο III κ III ρ II Κ III ρ II ηΙΙ ηΙΙΙ ρ II Κ III Ο II „ III ο II ο III 
a3 a3 , υχ l-L , D2 c2 , ρ ρ , c3 D3 , ax dx , d2 a2 

egyenespárok harmonicusan vannak elválasztva a T, t, illetve Ί\, 
tj-től. Ugyanez mondható amaz egyenespárokhoz rendelt KIRKMAN-

pontokról is. 
Az Ul5 ux-től harmonicusan vannak elválasztva: a T-ből kisu-

gárzó bg1 c,1, b 3 i n c 3 n , a 3 " a 3 m , b3VI c3VI, pn p m és a T3-ből kisu-
gárzó ocj1 a2VI, a j α3ιν, αιν2 atv, a j aj, π ι ν πν, valamint a bj1 Ca1, 
L Ι P L Ο II Η III Q " I A N H M Η « H 1 1 1 Ο 1 1 H I V Ο V H V R> I V JJ9 Cj , a x d2 , αχ α2 , Ux C2 , JJ2 Lj , JJj , U2 Lj , 
βχ"1 T2VI, β2ΥΙ Ti"1, βΒ1" Ϊ3Υ, β3Υ Ϊ31Υ, β^" ϊ Λ β"! T2'V, βχ" Ϊ2ΠΙ5 

β 2 η γ^11 egyenespárok, valamint az ezekhez rendelt KIRKMAN-

pontpárok. Ugyanis pl. ez utóbbi csoport első két egyenespárja 
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azért van harmonicusan elválasztva Ux, ux-től, mert a tőlük meg-
határozott négyoldal átlósháromszöge Τ Tx Ux. 

2. A STEiNER-pontok és CAYLEY-egvenesek helyzete a következő: 

Ρ A3 B3 C3 = Ϊ , Π Ax Α2 A3 ; B3 Γ3 a t-n, Ax A2 a tx-en fekszik; 
ρ a3 b3 c3 = t,, π αχ α2 α3 = t T ; β3 γ3 a T-n, ax a2 a Τ,-en megy keresztül. 

Az Aj As, Bj B2 , CX C2, Β, B2 , 1\ Γ2 pontpárok és az a, a2 , . . . 
egvenespárok T- és t-től, 

a Β , Γ τ , B 2 Γ2 , B3 Γ3 , B t C1? B2 C2 pontpárok és a β, γ,, . . . 
egyenespárok Ττ- és tx-től, 

az Ax A2, B t C2, B2 CX, B 3 Γ 3 , BX Γ2 , Β., 1\ pontpárok és az a } a2, . . . 
egyenespárok Uj- és ux-től 

vannak harmonicusan elválasztva. 
Ennélfogva 

A, Bj Ct | a t bL c, ] Β, Β , B3 j β, β2 β3 } 
a Z A 2 B2 C2 { a2 b2 c2 j ' l\ Γ2 Γ3 f γ, γ2 γ3 j 

háromszögpárok a T- és t-re, illetve T,- és t t-re, 

Ax B, C2 Ί a, bx c, { B j Β , B 2 j β3 β, β2 } 
a Z A2 C2 B2 I a2 c2 b2 { ' Γ , Γ , Γχ | γ3 γ2 γ, { 

háromszögpárok az ll3- és u r r e 
vonatkozólag perspectivásak. 

A t tx u, egyenesek SxEiNER-egyenesek és a Τ Τχ Ux pontok. 
SALAMON-pontok; a T, Τ,-ből kisugárzó STEiNER-egyenesek és a t, 
tx-en fekvő SALMON-pontok kétszeresen képeznek involutiot. 

3. Az előbbi §. szerint a [Vvjj, j[Vv] configuratióknak visel-
kedése a Τ t és T-, tj irányában megegyezik a [Vv]0 configuratio 
viselkedésével. Jelenleg tehát csak azt kell megvizsgálnunk, hogy a 
[Vv]0 configuratiónak az Uj, ux-től harmonicusan elválasztott pontjai-
hoz és egyeneseihez rendelt pontok és egyenesek a [Vv]j, j[VvJ 
configuratióban szintén harmonicusan vannak-e elválasztva az l\-
és Uj-től. 

Egy tetszés szerinti [Vv] configuratiónak az a tizenhat egyenes-
párja (és az azokhoz rendelt pontpárja), melyet a 2. pont végén 
felírtunk, azért lesz harmonicusan elválasztva az U1? u^től, mert 
az egymásra következő párok oly négyoldalnak oldalai, melynek 

H* 
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átlósbáromszöge a T T J U J . A configuratiónak többi kétszer öt egye-
nespárja, mely a [Vv]0 configuratiónak az U^ és ux-től harmonicusan 
elválasztott egyenespárjaihoz van rendelve, azért van az \JX- és UJ-től 
harmonicusan elválasztva, mert mindig olyan pontpárját projiciálja 
a configuratiónak a Τ vagy Ί\ pontból, a melyről már tudjuk, 
hogy az Uj -és u r tő] harmonicusan van elválasztva. így a configura-
tiónak bg1 Cg1 vagy p " p111 egyenespárjai az U1-ésu1-től harmonicusan 
elválasztott C/Bj 1 , Β ^ Γ , 1 1 1 pontpárjait projiciálják a T-pontból. 

Ezzel kimutattuk, hogy egy tetszés szerinti [Vv] configuratio ép 
úgy viselkedik az Ux, ux iránt, mint a [Vv]0 configuratio. 

Összefoglalva fejtegetésünk eredményét, kimondhatjuk, hogy 
Ha egy PascaL-hatszögnek szögpontjai kétszeresen ké-

peznek involutiót a rajtuk keresztül menő kúpszeleten a, 
Τ és a 1\ involutio-középpontra és a t> és tx tengelyre, akkor e 
hatszögnek négy-négy KIRKMAN -pontja a T-vel és a Tx-gyel, és 
négy-négy azokhoz rendelt PASCAL-egyenese a t-vel és tegyél 
egyesül. Ezeken kivűl öt-öt pár Pasca l - egyenes α Τ és α Ί\ 
ponton megy keresztül és az azokhoz rendelt KIRKMAN-PONTparok a t és a tx egyenesen feküsznek. Mindezek az egye-
nes- és pontpárok és a még hatra levő tizenhat egyenes-
és pontpár az Ul = (tt1)-től s az ux = \TTx\-től harmonicu-
san van elválasztva. 

Ugyanígy viselkednek e hatszöggel kapcsolatos /FV/j, 
J /FF / c on figura fióknak pontjai és egyenesei a T, t- s a Tx, tx 

irányában. 
A STEINER-pontok közül 

négy-négy a T, 7\-ben, egy-
egy pár α t, tx-en van és az 
Ux, ux-től, a hátralevő négy 

pár pedig α Τ, t; Tx, tx és az 
£/,, ux-től harmonicusan van 
elválasztva. Az utóbbi tizen-
két STEINER-/) ο η t tehát két 
háromszögpárnak szögpont-
ja, melyek a Τ és az Ux, illetve 
a Tx és az Ux collineatio-kö-
zéppontokra, és α t és az ux, 

A C A Γ LEY - egy en es ekb ől 
négy-négy a t, tx-ben van, 
egy-egy pár a T, Tx-en megy 
keresztül és az Ux, ux-től, 
a hátralevő négy pár pedig 
α Τ, tx, tx es az Ux, ux-
tői harmonicusan van elvá-
lasztva. Ez utóbbi tizenkét 
CAYLEY-egyenes tehát két há-
romszögpárnak oldala, me-
lyek a Τ és az Ux, illetve α 

Tx és az Ux collineatio-
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illetve tx és az ux collineatio- tengelyekre vonatkozólag perspectivásak. 

A STEINER-egyenesek kö-
zül hat-hat a T- és Tx-ből 

sugárzik ki és involutiot 
képez, ezeken kivűl még két-
két pár a T- és t-től és ugyan-
annyi a Tx- és tx-tőlharmoni-
cusan van elválasztva. A 
t, tx, ux egy-egy STEINER-egye-
nes. 

középpontokra és a t és az 
ux, illetve a tx és az ux col-
lineatio - tengelyekre vonat-
kozólag perspectivásak. 

A SALMON - pontok közül 
hat-hat a t- és tx-en fekszik 
és involutiot képez, ezeken 
kivűl még két-két pár a T- és 
t-től és a Tx- és trtól harmo-

nicusan van elválasztva. 
A ϋΛ egy-egy S A L M O N -

pont. 

3 . O l y P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k s z ö g - p o n t j a i 
h á r o m f é l e k é p k é p e z n e k i n v o l u t i o t . 

1. Egy kúpszeleten felveszünk három pontot, az 1 3 5-öt, és 
megszerkesztjük azt a t egyenest, melyben az 1 3 5 pont erintői 
megfelelőleg a 3 5, 5 1 , 1 3 egyeneseket metszik; a t egyenes tetszés 
szerinti Tx pontjából az 1 3 5 pontokat a kúpszeletre projiciáljuk 
2 4 6-ba. Az 1 2 3 4,5 6 hatszög egy különös PAscAL-hatszög lesz, 
melynek bizonyos PAscAL-egyenesei coincidálnak (3. ábra). 

A 4 1 5 6 3 3, 1 2 3 6 5 4· egyszerű PASCAL-hatszögek P A S C A L -

egyenesei a t egyenesen feküsznek, mert az első hatszög P A S C A L -

egyenesének t-vel két közös pontja van és az még a T2 = ( 1 4 . 3 6) 
ponton is keresztül megy; a második hatszög PAScAL-egvenese pedig 
a Tx , T2 pontot köti össze. A T3 = (2 3, 4 5) pont tehát a t-egye-
nesen fekszik. 

Ugyanígy a 6 1 3 4 5 5, 1 6 3 4 5 2 és a 2 5 3 4 1 1, 1 4 3 2 5 6 
PAscAL-hatszögek PAscAL-egyenesei is a t = | Tx T2 T3 | egyenesen 
feküsznek, tehát 

Τα = ( 1 2, 3 4, 5 6), Τ2Ξ=(14, 3 6, 5 2), T , = ( l 6, 3 2, 5 4). 

Ebből következik, hogy az 1 2, 3 4, 5 6 ; 1 4, 3 6, 5 2 ; 1 6, 
3 2, 5 4 pontpárok a kúpszeleten involutiot képeznek, melynek invo-
lutiós középpontja T15 T 2 , T 3 , tengelye pedig tx, t2, t3 ; továbbá, hogy 
az 1 3 5, 2 4 6 ; 1 3 5, 4 6 2 ; 1 3 5, 6 2 4 háromszögek a Ί\, Τ,, 
T3 , collineatio-középpontra és a t15 t2, t3 tengelyre vonatkozólag por-
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spectivásak ; 1 végre, hogy a tj tj egyenesek és a Tj pontok a 
tk, tk.tól harmonicusan varrnak elválasztva. 

Az 1 2 3 4 5 6 teljes hatszög PAscAL-egyenesei közül 

π ι ν πν π ν ι = ί , 9 ι Ι Υ a 2 v a ^ p 1 ^ , b ^ b 2 v b 3 v i p " = t 2 , c 1 I v c 2 v c 3 y I p m = t 3 ; 

az α], β], γ] PAscAL-egyenesek rendre a T x , T 2 , T 3 ponton m e n n e k 
keresztül , az A], B j , T j KIRKMAN-pontok pedig a t t , t2 , t3 egyeneseken 
feküsznek ; végre a Π ι ν ΓΙν Πν ι , AX1V A2V A3VI Ρ1, ΒΧΙΥ Β 2 ν Β 3 ν ι ΡΗ , 
C ™ C 2 V C3 V 1 P m KiRKMAN-pontok rendre a T = (t1 t2 t3), T x , T 2 , T 8 

pontokkal coincidálnak. 

Minthogy az 1 2 3 4 5 6 pont háromszorosan involutiós helyzetű 
a Ί \ középpontra és a tj tengelyre vonatkozólag, a következő PASCAL-
egyenespárok 

a , " m™ W Ci1, bi"1 Ci", β," γϊΠΙ, β Λ T i l v , γ ί ν , T l v l a T, , y t ő l , 
bi111 bi1, C i " a i " , Ci1 ai1" , γ ί 1 " aj1 , γ Λ a ^ , T l v a i v , T i v r a i V I a T 2 , t 2 - tő l , 
cj1 Ci", ai1" bi1", a i " bi1, α^ β Λ aiIV βίιν, αιν βΛ a i V I βινι a T „ t3-tól, 

valamint az ezekhez rendelt KiRKMAN-pontok harmonicusan vannak 
elválasztva. 

Ezzel megál lapítottuk az összes PAscAL-egyenesek és KiRKMAN-
pontok különös helyzetét a T x T 2 T 3 tx t 2 1 3 a l a k z a t i r á n y á b a n és áttér-
hetünk a STEiNER-pontok és egyenesek, va lamint a CAYLEv-egyenesek 
és SALMON-pontok képezte HESSE-Configuratiókra. 

2 . A STEiNER-pontokból és CAYLEY-egyenesekből a Π a t -n 

fekszik, a π a T-n megy keresztül, de mindkettő határozatlan ; 

1 »Ha két háromszög háromfélekép perspectivás helyzetű és a hozzá tar-
tozó collineatio-középpoiitok egy egyenesen feküsznek, akkor a háromszögek 
szögpontjai egy kúpszeletnek pontjai«. 

Ugyanis, ha az 
M, M2 M3 \ Mt M2 M3 \ Mt Ma M3 1 

N2 Ns / N2 N3 N t / N3 N t N2 ) 

perspectivás háromszögek collineatio-középpontjai 0 2 , 0 3 , akkor és csak 
akkor lesz az Mt Nt M2 N3 M3 N2 hatszög PAscAL-hatszög, ha a szemben fekvő 
oldalainak metszőpontjai 

(Mt Ν,, Ns M3) = O t, (N, M2, M3 N t) = 0», (Ma N„ Na M J = 0 2 

egy egyenesen feküsznek. 
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Ρ — 1, Aj A2 A3 — T15 B x B 2 B 3 — T2, Γχ r 2 P3 — T3, 
Ρ Ξ ί , ατ α2 a 3 = t , β χ β 2 β 3 Ξ Ξ ί 2 , γ2 y 2 = t 3 ; 

az Aj Α2 Α3, B j Β2 Β3, Cx C2 C3 pontok rendre a t l5 t2, t3 egye-
neseken feküsznek es az a2 a3, bj b2 b3, Cj c2 c3 egyenesek meg-
felelőleg a T j , T2 , T3 pontokon mennek keresztül. 

Ama háromszögeknek oldalai és a tj egyenesek egyszeres, a 
t pedig háromszoros STEINER-egyenesek ; ugyanígy a következő három 
háromszög szögpontjai és a Ti pontok egyszeres, a Τ pedig három-
szoros SALMON-pontok. 

Az általános PASCAL-hatszögben a két HESSE-configuratio három, 
ugyanarra a középpontra, de különböző tengelyre, illetve ugyanarra 
a tengelyre, de különböző középpontokra perspectivás báromszög; 
a jelen hatszögben azonban mindkét HESSE-configuratio három-három, 
ugyanarra a középpontra és ugyanarra a tengelyre perspectivás 
háromszögből áll. 

3. Láttuk a két előbbi § ban, hogy a | Vv|j; j[Vv] configuratiók 
pontjai és egyenesei az involutio-középpontok és tengelyek irányában 
akkép viselkednek, mint a |Vv]0 configuratio pontjai és egyenesei; 
ennélfogva ez a jelen hatszögben is ugyanígy lesz. Ezért: 

Ha egy kúpszeleten hat pontot veszünk fel, melyek há-
romfélekép képéznek involutiót a Ί\ Ί\ Ts középpontokra és a 
^ 4 4 tengelyekre, mely középpontok és tengelyek tehát egy 
t-egyenesen feküsznek, illetve egy Τ ponton mennek keresz-
tül, akkor ama hat pont oly ΡAscAL- hatszögnek szögpontja, 
melynek négy-négy Kirkman-pontja a Ί\, T2, To-mal és három 
KIRKMAN-pontja a T-vel egyesül és négy-négy PA S c A L- egyen es e 
a 4> t^-mal és három PASCAL-egyenese a t-vel egyesül. 
Tizennyolczpár KIRKMAN-/?O/2£ és ugyanannyi PASCAL-egyenes 
a T\ t-tői harmonicusan van elválasztva. Ugyanígy visel-
kednek a többi / Vv]h j[VvJ configuratiók is a 1\ ti alakzat 
irányában. 

A STEINER-pontok közül egy határozatlan, ennek ellenpont-
ja a T-vel, három-három STEINER-pont a 1\, T.2, 1\ mai egyesül; 
ez utóbbiaknak ellenpontjai három perspectivás háromszög-
nek szögpontjai, melyeknek megfelelő oldalai és szögpontjai 
a T\ pontokon mennek keresztül, illetve a t\ egyeneseken 
feküsznek. 
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A CAYLEY-egyenesek közül egy határozatlan, ennek ellen-
egyenese α t-vel, három-három Cayley-egyenes α tx, 4, tA-mal 
egyesül; ez utóbbiaknak ellei egyenesei három perspectivás 
háromszögnek oldalai, melyeknek megfelelő oldalai és szög-
pontjai a T{ pontokon mennek keresztül, illetve a ti egye-
neseken feküsznek. 

4 . O l y P a s c a l - h a t s z ö g r ő l , m e l y n e k s z ö g p o n t j a i 
n é g y f é l e k é p k é p e z n e k i n v o l u t i o t 

1. Az imént tárgyalt két halszögben a kúpszeleten oly hat 
pontot vettünk léi, melyek az elsőben kétszeresen, a másodikban 
háromszorosan képeztek involutiot. Ε két esetet azonban egyesíteni 
is lehet, azaz : lehet a kúpszeleten oly hat pontot felvenni, melyek 
négyszeresen képeznek involutiot. Ily hat pont egy különös PASCAL-

hatszögnek szögpontja, mely az előbbi két hatszögnek különleges 
tulajdonságait egyesíti. Ε hatszög a következőkép szerkeszthető : 

Egy kúpszeleten felveszünk három pontot, 1 3 5-öt ; ezeknek 
érintői a 3 5, 5 1, 1 3 egyeneseket az Ux, U2, U3 pontokban metszik, 
melyek egy t-egyenesen feküsznek. Az 1, 3, 5 pontoknak projectiói 
a t-egyenesnek abból a Ί\ pontjából, mely az UT-et az U2, U3-tól 
harmonicusan elválasztja, 2, 4, 6 ; az 1 2 3 4 5 6 hatszög már a 
keresett. 

Ugyanis az U2 U3, Ux Tx pontpárok harmonicusan lévén elvá-
lasztva, az Uj polárisa Τχ 1 2 = és a 3 5, 4 6 pontpárok harmo-
nicusan vannak elválasztva az 1 2-töl; a 4 6 egyenes az Ux ponton 
megy keresztül és az (1 2. 3 6) = T pont a t-nek pólusa. Ebből követ-
kezőleg a 2 4, 3 6 egyenesek az U2, U3 ponton mennek keresztül, 
az 14 , 2 5, 3 6 és az 1 6, 2 3, 4 5 egyenesek egymást a L-nek Ta, 
T3 pontjában metszik Összefoglalva, 

T = ( 1 2 , 3 6 , 4 5 ) , T I = ( 1 2 , 3 4 , 5 6 ) , T 2 = ( 1 4 , 3 6 , 5 2 ) , 

T 3 = ( 1 6 , 3 2 , 5 4 ) 

és az Uj U2 U3 Tx T2 T3 Τ pontok polárisai a 

1 2 = Ί\ Τ = ux, 3 6 = T2 Τ = u2, 5 4 = T 3 T = u3, U,_T- t x , U 2 T = t2, 
U 3 T = t3, ΙΙχ U2 U3 Ί\ T2 T3 = t. 
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Ebből következik: 1.) az 1 2, 3 6, 5 4 ; 1 2, 3 4, 5 6 ; 1 4 , 3 6, 
5 2 ; 1 6, 3 2, 5 4 pontpárok a kúpszeleten involutiót képeznek, melynek 
középpontja, illetőleg tengelye T, t ; Ί\, tj ; T2, t 2 ; T 3 , t 3 ; 2.) a Ϊ , UX, 
T3 ü „ T2 U 2 ; Tx U 1 5 T3 T2, T2 U 3 ; Tx U 2 , T3 U 3 , T „ U T ; Tx U 3 , 

T3 UJ, T2 U2 pontpárok, mint amazoknak projectiói a 2 pontból, 
involutiót képeznek a t egyenesen ; 3.) az 1 1, 2 2, 5 3, 4 6 ; 3 3, 6 6, 
15 , 2 4 ; 5 5, 4 4, 3 1. 6 2 pontpárok a kúpszeleten és a Ί\ Ί\, 
Ux U 1 5 T2 T3, U , U3 ; T3 T3, U 3 U 3 , Tx T2, Ux U 2 ; T2 T2, U 2 U 2 , 

T3 Tx, U3 UX pontpárok a t egyenesen involutiót képeznek, tehát 4.) 
nemcsak a Tx Uj, U2 U3 pontpárok vannak harmonicusan elválasztva, 
hanem általában a Ti Uj, pontpár harmonicusan választja el az 
Uj Uk, Tj Tk pontpárokat; végre 5.) az 

1 3 5 ) 1 3 5 1 1 3 5 ) 1 3 5 ] 
2 6 4 / 2 4 6 j 4 6 2 j 6 2 4 / 

háromszögpárok perspectivásak a T, t ; rfx tx ; T2 t 2 ; T3, t3 colli-
neatio-középpontokra és tengelyekre vonatkozólag. 

Az 1 2 3 4 5 6 PASCAL-hatszögre nézve pedig azt lát juk, hogy a 
PAscAL-egyenesek közül 

π ι ν π ν π ν ι α3χ β 3 Π γ 3 η ι Ξ ΐ , ρ1 a x I V a 2 v a 3 V I = tx , 
Ρ " bxlv b2v b3VI ΞΞΞ t2; p m cxIV c2 v c3VI —13 , 

az ag1, b3\ h j , egyenesek a T-n, az α], β], γ] egyenesek pedig a Tx> 

T2, T3 ponton mennek keresztül ; a KiRKMAN-pontok közül 

Πιν Π ν Πνι A I B g n Γ 3 Π Ι Ξ Τ, Ρ1 Αχιν Α2ν Α3νΙ = ' Τ15 

Ρ " Βχ ι ν Β 2 ν Β3 ν ι ξ ξ Τ2 , ΡΙΠ C X I V C 2 V 0 3 υ ι ξ Τ 3 , 

az Α3\ Β3\ C j pontok a t-n, az A], Bj, Γ] pontok pedig a t15 t2, 
t3 egyeneseken feküsznek. 

A Τ pontból kisugárzó ag' bg1 Cg* egyenesek háromszor ké-
peznek involutiót, mégpedig a : b3T c3\ a 3 n a3 i n , c 3 n b 3 n i ; c 3 n a3Ii:, 
b 3 m bg1, a 3 m Cg1; a 3 m b3 r a , c3x c3 n , b3x a 3 " párok, melyeknek kettős-
sugarai tx ul5 t2 u2, t3 u3 ; ugyanígy képeznek az ezekhez rendelt 
KIRKMAN pontok is egy-egy involutiót a t egyenesen, a T I UI kettős-
pontokkal. 

Hasonlókép involutiót képeznek a Ti pontokból kisugárzó: 
Η 1 RT 1 /Y VI <Y V I V „ I V I V V . Ο I I Ο I I Β VI J VI „ V J IV «ι α2 , αχ α., , αχ α., , α3 α3 , ρχ ρ2 , ρχ ps , ρ ι ρ» , 
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β3 ι ν β 3 ν ; ΤιΙΠ Ϊ 2 Ι Π , Υινι Υ2ν\ Τιν Ϊ 2 1 Υ , Ϊ 3 Ι Υ γ3 ν PAscAL-egyenesek, 
melyeknek kettős sugarai t ux, t u2, t n3 és az ezekhez rendelt 
KiRKMAN-pontok a ti egyeneseken, a Τ Ui kettőspontokkal. 

A t egyenes C Y B 3 X A 3 N C 3 " B 3 I H A 3 M pontjaiból kisugárzó 
bj1 b2x, cx* Cg1, c x n c 2 n , a x " a2IT. a x m a 2 m , b x n i b 2 m egyenespárok és 
a Τ ponton keresztűlmenő c3T bg1 a 3 n c 3 n b 3 i n a 3 m egyeneseken a 
B 1 Í B , 1 , C Y C 2 \ C Y C 2 " , A J 1 1 Α 2 Π , A ! 1 " A , 1 1 1 , Β Χ Ι Π Β 2 Π Ι pontpárok 
harmonicusan vannak elválasztva a T, t-től. 

A következő sorokban felírt egyenespárok harmonicusan van-
nak elválasztva az Ux, ux, illetve U2, u2 és U3, u3-tól 

W c2I, cx* b,1, a,11 a 2 m , a y a 2 " . b 3 i n c 2 n , b 2 i n c x n . βχΥΙ γ,ν Ι , 
β 2 ν Ι T l V I · β 3 Ι Υ Ϊ 3 Υ , β 3 Υ T 3 I V , β 2 Ι Υ Υ Λ β ΐ ν Ϊ 2 Ι ν , β ΐ " Ϊ 2 Ι Π ' β ? " Υ ΐ ™ 5 
Γ. II η II ρ II a II Κ n i Κ ι h 1 h 1 1 1 ο 1 η 111 ρ 1 η 1 1 1 -ν V I r, ν ι Cj d2 , L/2 dx , I J j JJ2 . JJX u 2 , ν ] d2 . ( j dj , Υχ Οίο , 

γ2νι αινι, γ3Ιλ a3Vi Τ3v a31Vi Y2 Y a i V i ΥιΛ a 2 I V i ΥιΠΙ α2Ι> Y2111 αιΧ 5 
a x i n b2 i n , a 2 m b x m . cx* c 2 n , c2x C l n . aj11 b2\ a 2 n bx\ αχ ν ι β2ν\ 
α2νι βχΛΙ, α3ιν β3ν, α3ν β3ιν , α2ιν βιΥ, αχΛ β2ιν, αχτ β2", α2χ β χ π ; 

és ezeknek az egyenespároknak metszőpontjai, a mint azok egy-
másra következnek, harmonicusan vannak elválasztva a T- és t-től. 
Ugyanez mondható, a változtalandók megváltoztatásával, a megfelelő 
KiRKMAN-pontpárokról is. 

2. A szóban levő hatszög STEINER-pontjai és CAYLEY-egyenesei 
közül Π és η határozatlan a t-n, illetve a Τ körül; 

Ρ A3 B3 C3 ΞΞΤ, A: A2 A3 ΞΞTX, BX B, B ; ! ~ T , . l\ P2 Γ 3 Ξ Τ 3 , 
ρ a3 b3 c3 EET, a j a2 a3 ΞΞ tx, βχ β2 β3 = t 3 , γχ γ2 γ3 = t ; 

a többi STEINER-pontés CAYLEY-egyenes két háromszögpárnak Ax Bx CX, 
A2 B, C2 ; ax bx cx, a2 b2 c2-nek szögpontja és oldala, melyek a T, t ; 
Ui, Ui collineatio-középpontokra és tengelyekre, tehát négyszeresen 
perspectivásak. 

Ez utóbbi állításunk igazolására csak ki kell mutatnunk, hogy 
az AX B-t CX, A2 B2 C2 ; AJ B j Cj, A2 C2 B2 háromszögpárok szög-
pontjai a T, t, illetve az UX, Uj-től harmonicusan vannak elválasztva. 
De a T, t-től harmonicusan elválasztott aj11 a2IX, b y 1 b 2 m , Cj1 c2r 

egyenespárok a t j = a x l v a2v, illetve t2 = bxIV b y , t3 = CjIV c2 v egye-
neseket az Aj A2, Bj B2 . CX C2 pontpárokban metszik; és az UX-és 
ux tői harmonicusan elválasztott a x n a 2 m , bxT y , cx* 1ο2τ egyenes-
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párok közül az első a tx et az Ax A2-ben, a második és harmadik 
pedig az Uj -és uj-től harmonicusan elválasztott t2 t3, t3 t2 egyenes-
párt a B j C2, Cj B2 pontpárokban metszi. 

A STEiNER-egyenesek és SALMON-pontok közül a t és Τ egy 
háromszoros, a tj. iii és a Ti, Ui egy-egy egyszeres; végre az Ax Bx C l5 

A2 B2 C2 báromszögeknek oldalai és az ax bi cx . a2 b2 c2 három-
szögeknek szögpontjai egyszeres STEiNER-egyenesek, illetve S A L M O N -

pontok. 
3. Hatra volna még a |Vv]j és j[Vv] configuratiók helyzetének 

megvizsgálása a szilárd Τ Ti t ti alakzat irányában. Ámde, mint 
már említettük, e PAscAL-hatszög az előbb tárgyalt két PASCAL-

hatszögnek különös esete, úgy, hogy mindkettőnek különleges mi-
voltát önmagában egyesíti. Az előbbi kél hatszög telől azonban 
kimutattuk volt, hogy a [Vv]j; £Vv] contiguratiók a Τ Ί\ t tj alakzat 
irányában ép úgy viselkednek, mint a [Vv]0 configuratio ; ennélfogva 
e körülménynek elég bizonyító ereje van annak kimutatására, hogy 
a hatszög [Vv] i; j [Vv] configuratióinak helyzete a Τ Tj t ti iránt 
megegyezik a [Vv]0 configuratioéval. 

Ezért kimondhatjuk, hogy 
Ha egy kúpszeleten hatpontot veszünk fel, melyek négy-

félekép képeznek involutiót, még pedig a Τ, t; 1\, tx; T.2, t2; 
.73, 4 középpontra,, illetőleg tengelyre nézve, akkor e hat 
pont egy különös PASCAL -hatszögnek szögpontja. 

Ilk T= (tx 4 t.J, t= (I\ 7\ 1\), üi = (t A), Ui = (ΤTx), akkor 
ama hatszög 

PASCAL-egyenese ihői hat a 
t-vel és négy-négy a ti-vei 
egyesül; nyolcznyolcz a ti 
pontokon megy keresztül és 
oly involutiót képez, mely-
nek kettőssugarai t u,; hat 
a 'Γ-ponton megy keresztül 
és háromszorosan képez in-
volutiót, melynek kettős su-
garai a ti Ui egyenespárok. 

A t egyenesen fekvő hat Kirkman-pontból kis ugárzó 

KIRKMAN-pontjaiból hat a 
7- vel és négy-négy a ti-vei 
egyesül; nyolcz-nyolez a U 
egyeneseken fekszik és in-
volutiót képez, melynek ket-
tőspontjai Τ Ui; hat a t egye-
nesen fekszik és háromszo 
rosan képez involutiót, mely-
nek kettőspontjai a Ti Ui 
pontpárok A Τ ponton ke-

resztül menő hat P A S C A L -

egyenesen hat K I R K M A N - P O N T -
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hat PascAL-egyenespár a T-és 
t-tol és tizennégy-tizennégy 
egyenespár az Ui- és uY- tői har-
monicusan van elválasztva. 

A S T E I N E R - p o n t o k b ó l e g y 

határozatlan a t egyenesen; 
a Τ négyszeres, a Ti pontok 
pedig háromszoros STEINER-pontok; a többi hat egy oly 
háromszögpárnak szögpont-
ja, melyek a Τ és Ui col-

li ne a tio-középpon tokra és 
és t és Ui tengelyekre vonat-
kozólag, tehát négyszeresen 
perspectivásak. 

Ε háromszögpárnak hat 
oldala és a U. ii\ egyenesek 
egyszeres, a t pedig három-
szoros S T E I N E R - egyen es. 

A hatszög [ Vv/j, j[Vv] 
pontjai akkép viselkednek a 
rendelt P A S C A L -egyenesek és 

pár fekszik, mely T- és t-től és 
tizennégy-tizennégy pontpár 
az Ur és u\ - tői harmonicusan 
van elválasztva. 

a C A Y L E Y - egyenesekből 
egy határozatlan, de a Τ pon-
ton megy keresztül; a t négy-
szeres, a ti egyenesek pedig 
háromszoros CAYLEY-egyene 
sek; a többi hat egy oly há-
romszögpárnak oldala, me-
lyek a Τ és Ui collineatio-
középpontokra és a t és Ui 

tengelyekre vonatkozólag, 
tehát négyszeresen perspec-
tivásak. 

Ε háromszögpárnak hat 
szögpontja és a Ti, Ui pon-
tok egyszeres, a Τ pedig há-
romszoros S A L M O N -pont. 

confíguratióinak egyenesei és 
Τ Ti t ti iránt, mint a. hozzájuk 

RKMAN-p ontok. 

qvőf-f^'^ 


