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Eldszo.

E sorok czélja teljes és konnyen attekinthetd képet nyujtani a
Pas i1-hatszéggel kapcsolatos configuratiokrol és igy annak tanul-
manyozasat eldmozditani, ujabb kutatasokra serkenteni.

Tudomasom szerint az utolsé nagy értekezés targyunkrol
VEronEse-t6] szarmazik e czimen: »Nuovi teoremi sull’ hexagram-
mum mysticume, Reale Accademia dei Lincei, anno CEXXIV. (1876—
1877). Ertekezése feloleli a kiilénbozs tolyoiratokban, akadémiai érte-
kezésekben és tankdényvekben e td gyra. vonatkozo tananyagot, de
legnagyobb része egészen Gj vizsgalatokat tartalmaz. Azonban a téle
hasznalt jel6lés nem elég attekinthetd, ugy hogy mivének tanulma-
nyozasa nem Kkis faradsaggal jar.

Jelen értekezésemben a syntheticus geometria karara koran
elhunyt ScuroTER tandrnak a »>Theorie der Kegelschnitte« czimi
mivében hasznalt jelolést alkalmaztam, de a kis-betiiket nagy-
betiikkel cseréltem fel.

Ez a jelolés a configuratiot attekinthet6bbé és azt is lehetové
teszi, hogy az itt el6fordulé nagyszamu pontot és egyenest tetszé-
stink szerint kezelhessiik.

Ertekezésem azonban uj dolgokat is tartalmaz, melyek VERONESE
értekezésében nincsenek meg.

Elgszor is a Veronese-t6l Y-nal jelolt négyoldalakat, de kiilo-
nosen az y-nal jelolt négyszogeket vizsgaltam meg részletesen kol-
¢s0nos helyzetiikre nézve.
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Egészen ujaknak tekintendok azok az ;| Vv] configuratiok, melyek
a Verowese [Vv]; configuratidival (6 [/z];-vel jeldlte) bizonyos tekin-
tetben dualisan dllithatok szembe.

Ujak egyszersmind a tizenot D haromszigrol szolo vizsgalatok,
mely D haromszogek a Veronese A haromszogeinek dualisan felel-
nek meg.

Az altalanos Pascar-hatszog képezte configura onak targya-
lasat meg kiegésziteltem négy kiilonds Pascavr-hatszog helyzeti
viszonyanak megvizsgalasaval. E hatszogeknél egyszer négy, kétszer
négy, haromszor négy és egyszer harom, végre haromszor négy és
egyszer hat Pascar-egyenes és ugvanannyl Kirkmax pont egy-egy
egyenessé, illetve pontta egyvestl.

Ugy tudom, hogy e kiilénés hatszogek felismerése és reajuk
vonatkozé vizsgalataim is egészen ujak.

Kolozsvart, 1897 jil. 27-én.
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I. AZ ALTALANOS PASCAL-HATSZOGROL.
Bevezetés.

A Pascar-hatszoggel kapesolatos configuratiokkal szamos kivalo
geometer foglalkozott e szazadban. SteEmer?! volt az elsd, a ki ama
hatvan Pascai-egvenes helyzetét megvizsgalta, a melyeket a teljes
Pascar-hatszoghdl szarmazo halvan egyszerd Pascar-hatszdg nyujt,
és azt talalta, hogy: a teljes Pascar-hatszog hatvan Pascavr-egyenese
egymast harmasaval husz pontban, az ugynevezett husz STEINER-
ponthan metszi.

Prtcker 2 kimutatta, hogy a husz SteNErR-pont négyesével
tizenot egyenesen, ugynevezett SteiNer-egyenesen fekszik.

A husz StEINER-pOnt és tizenot Striner-egyenes Hessk 3 szerint
egy (15,, 2 ;) configuratio, vagyis olyan configuratio, a melyet
harom, paronként ugyanegy kdzéppontra perspectivas helyzetli harom-
£z0g a szogpontokat vetit§ harom sugarral és a harom collineatio-
tengelylyel egyiitt képez.

Hesse,* Grosman®, Staupt ¢ és Bauer 7 kiillonb6z6 tuton bebi-

t Annales de Gergonne, T. XVIII, 1828. és »Systematische Entwicke-
lung ete.« 311. lap.

# »Ueber ein neues Princip der Geometrie«. CreLLe s Journal, Bd. V.
P, 275,

3 »Line Bemerkung zum Pascar’-schen Theorem«. CreLLe ’s Journal, Bd.
XLI P. 269,

4 »Ueber das geradlinige Sechseck auf dem Hyperboloid«. Crerie ’s
Journal, Bd. XXIV, p. 40.

5 »Ueber eine neue Eigenschaft der Sremver’schen Gegenpunkte«. CrRELLE s
Journal, Bd. LVIIL p. 174

8 »Ucber die Sreiner’schen Gegenpunkte etc.« CreLie ’s Journal, Bd.
LXIL p. 142,

7 »Ueber das Pascav’sche Theoreme. Abhandl. der k. bayer. Akad. d.
W. Bd. X1, 3. Abth. 1874,

*
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zonyitottak, hogy a husz Steiver-pont tiz par kapcsolt polus arra
a kupszeletre vonatkozolag. a mely a Pascar-hatszog kordl irhato.
E tiz pontpart Hesse elnevezte STENER-€ -nak.

Az eddigelé emlitett német geometerek vizsgalatait Kirkman,
Caviey és Sarmon angol tudésok ujabb tételekkel egészitelték ki,
melyek olyanoknak ttintek fel, mintha az el6bbiekb6l a dualitas
elve szerint kovetkeznének. Kirkman ugyanis azt talalta, hogy a
hatvan Pascar-egyenes egymast a husz Stemver-ponton kiviil még
hatvan pontban, tdgynevezett Kirkna -pontban, metszi. Cavrey?
kimutatta, hogy e hatvan Kirkman-pont harmasaval husz egvene-
sen, a husz CaviLev-egyenesen, tekszik ; s végre SarLmon? bebizo-
nyitotta, hogy a husz Caviev-egyenes négyesével lizendt ponton
megy  keresztil, melyeket jelenleg Sarmon-pontoknak neveznek.
A husz CavrEv-egyenes €s a tizenot Sarmon-pont egy (20;, 15,)
configuratio, mely dualis alakzata a (1n,, 20,) configurationak, s
melyet harom, paronként ugyanarra a collineatio-tengel re perspectivas
haromszog képez.

Amde a Kmrkman-pontok, Caviev-egyenesek és Sarmon-pontok
nem polaris-reciprocus alakzatai a Pascavr-egveneseknek. S1LINER-pOD-
toknak és SteinEr-egyeneseknek a Pascar-hatszog koril irt knupszeletre
vonatkozolag, sem egy mas kupszeletre vonatkozolag, @ mint aazt
Hesse$ gondolta. S6t kimutathato, hogy a Kirkman-pontok ¢s Pascart.-
egyenesek még az altalanos reciprocus vonatkozas, a correlatio eseté-
ben sem lehetnek egymasnak megfelel6k, mint ScuroTER ¢ gyanila;
mert kimutathato, hogy négy, egymast egy pontban (I’ascar-pontban)
metsz6 PascavL-egveneshez oly négy Kxirman-pont tartozik, a mely
nem fekszik ugyanegy egyenesben.

A teljes Pascar-hatszognek eddig emlitett tulajdonsigai meég
mindig nem nyujtavak attekintheté képet a Pascar-egyenesek és
K sman-pontok koélesiings helyzetérsl, mert a configurationak csak
igen kis részérdl szerziink tudoméast, ha azt latjuk, hogy harom

t Sur quelques théoremes de la geometrie de position«. Crrnre ’s Journal,
Bd. XXXI und XXXIV.
Sarmox-IieLer, Analytische (teometrie der Ebene!
sl7eher die Reciprocitat der Pascar-Steiser’schen und Kirkman-Cayrey-
= ete. Journal, Bd. LXVIIL, p. 193.
der Kegelschnitte, 1876, 218, lap.
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Pascar-egyenes egy Stever-ponton megy keresztil, és harom Kirk-
man-pont egy Cavrev-egyenesen fekszik. Amde Bauver?! kimutatta,
hogy »tiz Pascar-egyenes és tiz hozzajuk tartoz6é Kirkmax-pont egy

configuratiot (10;. 10,) képez, és hogy a hatvan Pascat-
egvenes és hatvan Kirkman-pont hat ily Desarcuks-configuratiora
bomlik «. E hat Desarcurs-configuratio pedig kovetkez6 modon csatlako-
zik a StEiNER-pontokbdl és egyenesekbdl, valamint a Cavrev-egyenesek-
b6l és SaLmon-pontokbol képezett Hesse-configuratiokhoz, a H=(15,,
20,) és H' =1{20,, 15,)-hez: »A H configuratio felbomlik hat teljes
otoldalra, melynek oldalai és szogpontjai SteiNer-egyenesek és STEINER-
pontok ; hasonlokép a 11" configuratio felbomlik hat teljes otszdgre,
melynek szégpontjai és oldalai Sarmox pontok és CavLev-egyenesek.
A Pascai-egyenesekb6l és Kirkman-pontokbol all6 hat Drsarcues-
configuratio mindenike amaz otoldalak egyike kortil és amaz ot-
szogek egyikébe van beirvac.

Veronese 2 végtelen sok oly configuratiot [Vv]; talalt, mint
a Pascar-egyenesekbol és Kirrkman-pontokbol allo, melyeknek min-
denike hatvan v; egyenest és hatvan V; pontot tartalmaz. Mindezen
configuratiockban a Vj-pontok harmasaval a Caviev-egyeneseken fek-
szenek, és a vi-egyenesek harmasaval a Striner-pontokon mennek
keresztlll, s végre mindenike e [Vv]-configuraticknak hat DEsarRGUES-
configuratiéra bomlik.

A [Vv]i-configuratiok azonban abban kiilonboznek a Pascar-
egyvenesek és Kirkman-pontok képezie configuratiotol, hogy az utob-
biakban a hatvan Pascar-egyenes egymast négyesével negyvenot
pontban (G-vel jelolendd Pascar-pontokban) metszik, holott a [Vv];-
configuratiok vi-egyenesei ezt nem teszik.

A végtelen sok [Vv]-configuration kiviil van azonban még méas
végtelen sok, melyeket ;[ Vv]-vel jelolok és melyeket tudtommal
még eddig nem vizsgaltak. A j[Vv]-configuratick szintén hatvan
;V pontbol és hatvan ;v egyenesb6l dllanak, melyek harmasaval
a Caviev egyeneseken fekszenek. illetve a Stemwer-pontokon mennek
keresztiil, és ugyancsak mind hat Desarcues-configuratiora bom-
lanak.

1 Lasd a103. old. 7. jegyzetét.

2 Nuovi teoremi sull' Hexagrammum mysticum. Reale Accademia dei
Tineei, vol. CCLXXIV. (1876—77.)
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E configuratiok elsejének, t. i. ,[Vv]-nek az a tulajdonsaga,
hogy a Pascar-egyenesekb6l és Kirkman-pontokbodl allo configura-
tioval bizonyos tekintetben dualisan szemben 4llithato. Ugyanis a
hatvan ,V-pont itt négyesével negyvendt egyenesen, .g egyenesen,
fekszik tigy, a mint a hatvan Pascat-egyenes egymadst négyesével a
negyvendét G pontban metszi.

A negyvenét ,g egyenes tizenot D haromszégnek oldala, me-
lyeknek csak tizendét szégpontjuk van tigy, a mint a negyvenst G
pont tizenot A haromszégnek szogpontja, a melyeknek csak tizenot
oldaluk van; az utobbiak egyszersmind a teljes Pascar-hatszognek
tizendt oldala.

A tizen6t D haromszog a tizenst A haromszoggel a Sarmon-
pontokra és a STEINER-egyenesekre, mint collineatio-kozéppontra és
tengelyre, perspectivds; a megfelel6 oldalparok egymast negyvenét Y
pontban metszik, és a meglelels szogpontparok 0Osszekoté egye-
nesei negyvendt y egyenest adnak.

Mar VEeronese észrevette, hogy a mondott Y pontok és y egye-
nesek a [Vv]i-configuratiokkal szorosan osszefliggnek, a mennyiben
mindenik Y-ponton két egyenes megy keresztiil, a melyen két Vy;
és két Vi, fekszik, és mindenik y egyenesen két oly pont van, a
melyekben két vyi4, és két v,1, egyenes egymast metszi.

Ugyanez mondhaté egyszersmind a ;[Vv]-configuratiok pontjai-
rol és egyeneseir6l is, t. i.: két 454,V és két 44,V pont mindig
ugyanegy egyenesben fekszik egy Y ponttal, és két ,v, valamint
két o1,V egyenes egy y egyenesen talalkozik.

A kovetkez6kben szandékunk a Pascar-hatszoggel kapesolatos
configurationak itt tomoren el6adott tulajdonsagait kimutatni és a
nyert tételeket négy nevezetes kiilonds Pascav-hatszogre alkal-
mazni.

Az utobbi hatszégek szogpontjai a kupszeleten egy-, két-,
harom- vagy négyfélekép képeznek involutiot. Latni fogjuk, hogy
ezekhez az involutiékhoz tartozé involutio-tengelyek és kézéppontok
mindig t6bbszords Pascar-egyenesek és Kirkman-pontok; tovabba,
hogy azok a [Vv];, {Vv] configuratiokban is tobbszoros egyenesek
és pontok lesznek.
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1. Pascal tétele

1. Pascar miveiben! olvashaté a kovetkezd tétel:

»Ha két, egy kor sikjaban fekvé pontbol M és S-bdl szelSket
hizunk a korhez, melyek azt a K, P, illetve a Q, V pontokban
melszik, és ha az MV, SK egyeneseknek masodik metsz6pontjai a
karrel az O, N pontok, akkor a PQ, NO, MS egyenesek ugyanegy
ponton mennek keresztil. A tétel akkor is igaz marad, ha a kort
egy kupszelettel helyettesitjiike. (5. abra.)

Pascar-nak e hires tételét jelenleg a kovetkezdkép szokéas
kifejezni :

Fgy kipszeletbe irt hatszog szemben fekvd oldalai egy-
miist hirom, ugyanegy egyenesen fekvd ponthan metszik.

A kupszeletbe irt hatszoget Pascavr-hatszdgnek, azt az egye-
nesl, 1 melyben a hatszég szemben fekvd oldalai egymast metszik,

-egyenesnek nevezik. Azokat a pontokat, melyben a kup-

ctbe irt hatszog szemben fekvd oldalai egymast metszik, VERONESE-
vel pontok-nak fogjuk nevezni.

A tételt, melynek bizonyitdsa Pascar miiveiben nem talalhato,

szerint legegyszertibben bizonyithatjuk be, ha a kupszeletet
ket altalianos helyzeti projectiés sugarsor képz&dményének tekintjiik.
I a kupszeletbe irt hatszog szogpontjait ABCDEF bettikkel (2.
ubra), az AB, DE; BC, EF; CD, FA; ED, AF; CD, EF egyenes-
parok metszépontjait L, M, N, I, K;-gvel jeloljik, akkor

C (EFDB) A A (EFDB)-b6l
(EFK, M) A (EIDL).
Minthogy az EF, ED egyeneseken fekv§ projectiés pontsorok

FFK, M. . ., EIDL.

perspectivis helyzetliek, mert E-ben megfelel6leg kozos pontjuk van,
I, K; D, ML. egyenesek, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az FA,

., ML egyenesek egymast egy pontban metszik. Minthogy azonban
A, €D a bhatszognek két szembe fekvé oldala, az M, L pontok
peddig a BCG, KI5 AB, DE szemben fekvé oldalaknak metsz6pontjai,

! conique . — Ocuvres completes. (1640.)
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kive ik, hogy az ABCDEF hatszognek szemben fekv6 oldalai egy-
mast egy egyenesen fekvé pontokban metszik.

A tétel meg is fordithato, t. i.: Ha egy hatszog szemben fekvo
oldalainak metsz6pontjai egy egyenesben fekszenek, akkor annak
szogpontjai egy kupszeletnek (vagy egy egyenesparnak) pontjai, mert
koztilok négy szégpont a masik kett6b6l projectios sugarakkal pro-
jicialhato.

Ugyanis az el6bbi jelolést megtartva, ha

(EFK; M) A (EIDL),
akkor egyszersmind

C (EFDB) A A (EFDB).

2. Ha az ABCDEF teljes Pascar-hatszog alabb felsorolt olda-
lainak metszépontjait kovetkezékép jeloljitk :

(BC, ED)=1,, (BC, AF)=1,,
(AB, FE)=K,, (AB, CD)_K,

akkor lathato, hogy az
I, I,, KK, K,

haromszdgek perspectivasak, mert megfelelé oldalainak II,, KK, ; I, I,,
K, K,; L1, K, K metszépontjai N, M, L., egy egyenesen fekszenek.
Minthogy a meg nem feleld oldalaknak metszépontjai az ABCDEF
pontok, mondhatjuk: Ha két haromszog akkép van egymasra vonat-
koztatva, hogy az egyik haromszog oldalainak a masik haromszog-
nek bizonyos oldalai felelnek meg és ha a meg nem felelé oldalak
metsz6pontjai egy kupszeleten fekszenek, akkor a haromszogek
perspectivasak, €s igy a megfelel6 oldalaknak metszépontjai egy
egyenesen lesznek és forditva :

Ha két haromszog perspectivas, akkor a meg nem feleld

oldalak metszépontjai kiip- szogpontokat dsszekdtd
szeleten fekszenek. egyenesek egy kupszeletnek
I érintori.

3. Hat altalanos helyzeti pont egy sikban hat szogpontja egy
teljes hatszognek, mely hatvan egyszert hatszogre oszthaté fel. Ha
ezen egyszer(i hatszogek kozll egynek szemben fekv6 oldalai egymast
egy egyenes pontjaiban metszik, akkor ama hatszognek szégpontjai
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eg kupszeleten fekszenek és igy a tobbi 59 egyszerti hatszognek
szemben fekvé oldalai egymast szintén egy-egy egyenesen metszik.

SteNER voOlt az elsd, a ki a teljes Pascai-hatszoghbol szér-
mazd hatvan egyszerd Pascav-hatszog Pascan-egyenesei
helyzeti viszonydnak megéllapitisat tizte ki vizsgdlata
targyaul.

2, A Steiner-ellenpontokrol,

4. Jeloljik ScuroTER! szerint egy Pascar-hatszognek szog-
pontjait 1,2,3,4,5,6 szamjegyekkel (1. abra). Az 123456 egy-
szer(i hatszognek szemben fekvd oldalai

12, 45; 23, 56; 34,61

egymast egy Pascar-egyenesben metszik, melyet mi p"-vel, vagy
12345 6-tal (tehat
p'=123456

-tal) jelolink.

Ama 123456 hatszognek egyméasra nem kovetkez6 oldalai
12, 34, 56; és 23, 45, 61; valamint f6atlei 14, 25, 3 6, harom
haromszognek oldalait képezik, melyek ugyanegy collineatio-kézép-
ponira perspectivasak.

Ugyanis az
12 34 56
45 61 23
36 25 14

haromszoégek koziil a két elsd perspectivas, minthogy megfelelé olda-
lainak metszépontjai a p"=123456 Pascar-egyenesen fekszenek,
és a megfelel szogpontoknak Osszekots egyenesei

wV=(12, 34) (45, 61)

n = (12, 56) (45, 23)

' =(34, 56) (61, 23)
egymast a II collineatio-kézéppontban metszik.

Amde
az 1634 D 2PASCAL-hatszdg miatt (b 2, 3 6) pont a 7' egyenesen fekszik,
az 123654 » > (36, 14) ponta w¥
az 143256 » > (14, 25) ponta n'*

t L. a 104. oldalon id. m. 133. oldal4t.
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és igy a harmadik hdaromszog a két els6 irant szintén perspectivis.
A szarmazo két Uj collineatio-tengely p™ =143652, p'=163254,
a p™ collineatio-tengelyt egy P pontban metszi.

Megjegyezhetd még, hogy az

12 45 36
b6 23 14
34 61 52

haromszogek szintén perspectivasak, még pedig a P collineatio-kozép-
pontra ; a collineatio-tengelyek a =¥, =¥, =" egyenesek, és a szig-
pontokat projicialé sugarak a p', p™, p™ egyenesek.

E szerint mondhatjuk:

»Ha egy Pascar-hatszog szogpontjai 1,2,3,4,5,6, akkor az

1 6
1
1

(o2 \V)
W w w
DN S B>

5
5
5

B~ DD

és az

W w
DO B

1
1
1

B O Do
SV

Qv O Ot
Sy DO

egyszerii Pascar-hatszogeknek Pascar-egyenesei egy P, ilietve egy II
pontban metszik egymaste.

E két P és II pontot egyiittesen egy par SteiNer-ellenpont-
nak vagy egy S riNer-el/lenpontpdrnak, kilon-kilon pedig STEINER-
pontnak nevezik.

Ha szemiigyre vessziik az el6bbi hat Pascar-hatsziget, azt
latjuk, hogy a paratlan helyen all6 szogpontok 1, 3, b, mind a
hat hatszognél ugyanazok ; ellenben a paros helyen levd szégpontok
2, 4, 6, az els6 csoportnal elérehaladolag, a masodiknal visszafelé
haladdlag vannak cyclicusan feleserélve. Ugyancsak ezeket a hat-
szogeket nyerjik akkor is még, ha a paros helyen lev§ szdgpon-
tokat hagyjuk wvaltozatlantul, és a paratlan helyen leviket cserél-
juk fel eloére- és visszafelé haladolag cyclicusan.

Minthogy hat elembdl harom elemet uszfélekép lehet kiva-
lasztani: egy teljes Pascar-hatszogh6l tiz par S & Eer-ellenpont szar-
maztathato le, vagyis:
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Egy teljes Pascair-hatszdg hatvan Pascai-egyenese egy-
mast harmasaval husz S EINer-ponthan metszi, mely tiz par
SteNER-ellenpontot képez.

5. Egy par Stewer-ellenpont kapcsolt poluspar arra a
kupszeletre vonatkozdlag, mely a PascaL- hatszog koril
irhato.

E tételt Hesse 1 allitotta fol és egy stereometriai tétel segélyé-
vel bizonyitotta be.

Vegytink fel harom egyenest g, g; g,-6t, melyek koziil egyik
sem metszi a masik kett6t és legyen h, h, hy harom egyenes, mely
amazok mindenikét metszi. Jel6ljik a g;, h; egyenesek metszGpontjat
(gi hy)-vel, a g, hj-n keresztdl mend sikot [g; h;]-vel.

A (gihy), (gx h) pontok Gsszek6ts egyenese és a [gihy], [gx by
sikok metszévonala ugyanegy egyenes, vagyis

(gihy) (g hy) = [gih] [g« by
(gihy) (8 hy) (gm bn),. [gihy] [k hi] [gm hn]

sik és pont egymasnak polarissikja, illet6leg polus a g; g; g¢ hy h, h,
egyeneseken keresztiil mend ¢ mdsodrendd feliiletre nézve.
Ha

(g1h,) (8she) (85ha)=¢ [g. h.] [gs he] [gs hy] =R’
(g he) (8 hy) (g5 hy)=p" [g; he] [g5 hy] [gsh]=R"
(g1 hy) (g5 hy) (85 he)=p" (g hy] [g h,] [gs hg]=R"
(81hs) (8 hy) (g5 hy) =0 (8. h,] [gs h] [gs he] =1
(g1 hy) (gshy) (gshe)=0" (g1 h,] [8shy] [gshe]=15"
(g1 hy) (8 hg) (gshy)=0" [g: hy] [gs he] [gs h,]=S"

kimutathaté, hogy az R'R”R” pontok a ¢ ¢ ¢"” sikok metszGvona-

oo

laban és hasonlokép az S'S”S™ pontok a o’ p” p” 'sikok metszévo-

nalaban fekszenek, a mibél mivel R, p ; R”, p";. . . polus és
polussik kovetkezni fog, hogy az

és a

s=RR'R"=coco,r=883"=ppp

egyenesek reciprocus-polérisok a ¢ feliiletre nézve.

t Ueber das geradliniege Sechseck auf dem Hyperboloid. CrerLe ’s Jour-
nal, Bd. XXIV, vagy Scarérer: >Theorie der Oberflichen IL. Ord.«< 117. old.
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Ugyanis
az R’ pont a [g, h,] [g hs]=(g; hs) (gs hy) egyenesen,

az BH » a [gshy] [gsh,]=1(gs h,) (g hy)
az R » a [gyh] [g hy]=1(gs hs) (g hy)

fekszik, mely utébbiakon és igy az R'R”R"™ pontokon a o sik
kereszttil megy. Hasonl6é egyszerti uton kimutathats, hogy o”, ¢”
sik is keresztil megy az R'R”R™ pontokon és a p'p"p"” sik az
S'S” 8" pontokon.
A g g, g hyh h; sugarak a kovetkezd hat hatlapot hataroz-

zak meg:

g hy g3 hy gy b g1 hy g5 he g5 by

g1 h, g hg g hy g1 he gs hy g5 hy

g: hg g5 hy g h, g1 hy g; hy g5 by,

melyek kozil az els6 haromnak és az utobbi haromnak szemben
fekvd lapjai (mint [g, hy), [h, g;]) egymast megfelelleg a p p” ¢”,
illetve a ¢’ ¢” " sikokban metszik.

Ezek utan kimondhatjuk a kévetkezd segédtételt :

»Harom egyenes, mely egymast paronként nem metszi, és
harom egyenes, mely az el6bbieket metszi, hat rajtuk keresztil
mené hatlapot hataroz meg, melyek mindenikének az a tulajdonsaga
van, hogy a szemben fekvé lapjaik metszévonalai egy sikban fek-
szenek. E sikok koziil barmelyik harom és a masik harom egymaést
egy-egy egyeneshen metszi, a mely egyenesek reciprocus-polarisok a
hat felvett egyenesen keresztiil fektetett I. r. feliletre nézve.

Ha ezutan a g, g; g; h, h, hy egyenesen keresztil mené ¢ Il r.
feliiletet, ama hat egyenest és a t6lik meghatarozott hat hatlapot
egy e sikkal metsziik, akkor e-nak metszése ¢-vel egy k kupszelet;

a g8 . . . .egyenesekkel az 135246 pont, mely k-n fekszik;
a hat hatlap lapjaival, az

123456 123654

143652 163452

163254 143256

Pascar-hatszégeknek oldala; azokkal a p p”p" o' c” o sikokkal, a
melyekben a hatlapok szemben fekvé lapjai egymast metszik, ama
Pascar-hatszogeknek r'r”r”s's”s” Pascar-egyenese; végre azokkal
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az r, s egyenesekkel, a melvekben a p p"p” és o' 0" a” sikok egy-
mast metszik, az r'r'r” és §'s” 8" Pascar-egyeneseknek R és S met-
szépontja, melyek egy Steiner-ellenpontpar. Minthogy az r, s egye-
nesek reciprocus-polarisok a ¢ felilletre nézve, az R, S StemNer-
ellenpontpar kapcsolt poluspar lesz a k kipszeletre vonatkozolag.

6. A tételnek egy madsik bebizonyitdsa Staupr-t6l! szarmazik
és a kovetkez6:

Ha két kupszeletet collinearisan akarunk egymésra vonat-
koztatni, akkor az egyik kupszelet harom pontjanak megtelel6 harom
pontot a masikon tetszés szerint vehetiink fel, s ez altal az egyik
kupszelet minden pontjanak egy hatarozott pont felel meg a masik
kiipszeleten.2

Vonatkoztassuk az 123456 Pascar-hatszog koril irt kuap-
szeleletet 6nmagara az altal, hogy az 135 pontjaihoz a 246 pon-
tokat rendeljiik. Tudvalev6leg megfelel§ pontoknak érint6i a collinearis
vonatkozasban szintén megfeleldk, valamint megfeleld egyeneseknek
metszopontjai is. Ebbél pedig az kovetkezik, hogy annak az x egye-
nesnek, melyben az 135 pontok érint6i az 135 haromszég 35 51
13 oldalait metszik, az az y egyenes fog megfelelni, melyben a
246 pont érintéi a 246 haromszog 46 62 24 oldalait metszik.
Ennélfogva az x és y megfeleld egyeneseknek képzetes metszépontjai
X, X,, illetve Y, Y, szintén megfeleldk.

Minthogy

135 XX, A 246 YY,,
azért az
(14, 23), (36, 45), (16, 2b), (XY,, X,Y)

pontok ugyanegy egyenesen fekszenek.® De az els6 harom pont a
p'=163254 Pascar-egyenesen van; ennélfogva’a p' egyenes
keresztil megy a
P=(XY,;, X;Y)
ponton.
Ha ellenben a k kupszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk egy-
masra, hogy az 135 pontoknak egyszer a 462, masszor a 624

t Uber die Sreiner’schen Gegenpunkte. Crerre 's Journal, Bd. LXIIL.
? Sravpr: Geometrie der Lage §. 20. 149. oldal.
3 Krue: Projectiv geometria 102. oldal, 84. pont.



14 DR. KLUG LIPOT

pontok felelnek meg, akkor az x, y egyenesek és az X, X;; Y, Y,
pontok valtozatlanok maradnak, tehat ismét

135 XX, A 462 YY,
135 XX, X 624 YY,

és a p'=123456, p™=143652 Pascar-egyenesek szintén
keresztlil mennek a

P=XY, X;Y)
ponton.

Ha folytatolag a k kupszelet pontjait akkép vonatkoztatjuk
egymasra, hogy az 135 pontoknak a 264 vagy 642, végre a
426 pontok feleljenek meg, melyeknek sora a 24 6 pontokkal ellen-
kez6 értelmlleg halad, akkor az x, y egyenesek még mindig meg-
felel6k maradnak, de az X, X, pontoknak az Y,, Y pontok felel-
nek meg.

Ennélfogva

135 XX, A 264 Y,Y
135 XX, A 642Y,Y
135 XX, A 426 Y, Y,

a mibdl, mint el6bb, kiovetkezik, hogy a
1=143256, n"=12365H4, n'v=163452

Pascar-egyenesek a
I=XY, X, Y,)

ponton mennek keresztiil,

Amde a p'p"p™ és n¥'n¥ 'Y Pascar-egyenesek egymast a P,
II Stemver-ellenpontparban metszik, mely mint a k kupszeletbe irt
XX YY képzetes négyszignek atléspontparja, k-ra vonatkozolag
kapesolt poluspar.

A tétel még a kovetkezd segédtétel alapjan is bebizonyithaté :

Ha az
XX, YYy, 27, UL,

pontpérok kapcsolt polusok egy kiipszeletre nézve, akkor a

V=XY, 72U0), V,=X,U, Y,Z)
W=(XU.YZ, W,=(X,Y,, Z, 1))
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pontpirok egyidejiileg vagy kapcsolt polusok, vagy nem
kapcsolt polusok a kiupszeletre nézve.

Ennek kimutatasa pedig kovetkezGkép torténik :

Ha xyz vw egyenesek az XYZUV W pontoknak polarisai,
akkor az xyv és a uv egyenesek egy-egy pontban talalkoznak,
mivel az XYV és ZUV pontok egy-egy egyenesen fekszenek.

De az xyzu egyenesek az XY ZU pontokhoz kapcsolt polu-
sokon X, Y, Z, U;-en mennek keresztlil és a szerint, a mint V;, V
kapcsolt poluspar, vagy nem az: a V, pont a v egyenesen fekszik,
vagy nem fekszik rajta.

Az els6 esetben az

xy|XY |
u | U Z |
haromszogek a V,; collineatio-k6zéppontra vonatkozélag perspec-

tivasak, tehat a
=X Y;, U; Zl)

[ xu), (y2) |

egyenesen van. Ez az egyenes azonban az | XU |, [YZ | egye-
nesek polusan megy kereszttil s, mint ilyen, a

W=(XT, YZ)

pont az

pontnak polarisa w; ennélfogva ebben az esetben a w egyenes
keresztlil niegy a Wi-en, és igy a W, W, pontok kapcsolt polusok
lesznek.

Visszatérve az 123456 Pascar-hatszoghez, legyen

X=(14, 23), Y=(23, b6), Z=(45H, 12), U=(36, 45)
X,==(12, 34), Y,=(36, 25), Z,= (25, 14), U,=(34, 56),
tehat
XY=23, X,U0,=384%, XU=p!, X, Y, ==V
UZ=45, Y,Z2,=25, YZ=p",Z, U, ==""
Minthogy
(XY, UZ)=(23, 45), X,U,, Y,Z,)=(34. 25)
kapcsolt poluspar, egyszersmind
XU, YZ)=@p'p") =P, X;Y;, Z,U)=@"n"=1I
kapesolt poluspar lesz.
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A kovetkezékben a SteiNer-ellenpontparokat P, 1T; A, A,; A,,
A;; A;, A;; By, By; By, By; By, By C, Iy 5 Gy, Ty 5 Gy, Ty betiikkel
fogjuk jelolni; tovabba azokat a Pascar-egyeneseket, melyek egymast
e SteiNer-pontokban metszik, ugyanilyen kis-bettikkel jeloljik s meg-
killonboztetéstil még ellatjuk els6 mutatokkal. (Lasd az 1. tablat).

3. A Kirkman-pontokrol.

7. A teljes Pascai-hatszog hatvan Pascar-egyenese egy-
méast harmasaval a hisz STEINER- kiviil még hatvan
tgynevezett Kirkm -ponthan metszi.

Egy teljes hatszog 123456 oldalainak szama (;) =15, t. i.

12, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25, 26, 34, 35, 36, 45, 46,56,

Ha ezek kozil az oldalak koztil ScuHroTER ! szerint kivalasz-
tunk oly hatot, a melyek egy egyszerti Pascar-hatszdget képeznek,
akkor a megmaradt kilencz oldalbdl csak harom oly egyszert hat-
szoget alkothatunk, a melyek a teljes Pascar-hatszégben el6fordul-
nak ; ez utobbiaknak Pascar-egyenesei egymast egy Kirkman-pontban
metszik.

Ha pl. a fentebbi tizen6t hatszogoldalbdl az

123456

hatszog oldalait kivalasztjuk, akkor a megmaradt kilencz oldalbdl
a kovetkez6 hatszogek és csakis ezek, alkothatok:

13526 4

351426

5136 4 2

mint a teljes 123456 hatszognek egyszerti hatszogei.
Ha e hatszogek szemben fekvd oldalainak metszépontjait kvet-

kezGkép jeloljik:

(18, 26)=1L,, (35, 64)=M,, (32, 41)=N,

(85, 42)=1L,, (61, 26)=M,, (14, 63)=N,

(13, 42)=L,, (61, 64)=M,, (36, b2)=N,
akkor lathato, hogy ama hatszogek Pascar-egyenesei:

Ly My Ny, Lo My Ny, L, M, N,

1 L. a 104. oldalon id. m. 217, oldal4t.
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Amde az M, M, M,, N, N, N, haromszogek oldalai koztil

M; M,, N; N, egymast az (51. 63) pontban.
M, M,, N, N, » » (23, 14)
M3 Mla NS Nl » > (647 52)

metszik, melyek, az 15236 4 Pascar-hatszog szemben fekv6 oldalai-
nak metszépontjai 1évén, egy egyenesen b,"= 15 2 3 6 4-en fekiisznek.

Az MM M, N N,N; haromszogek tehat perspectivasak, s a
megfelel6 szogpontokat osszekots M; N;, M, N,, M, N, egyenesek,
vagyis ama harom Pascavr-hatszdg Pascar-egyenesei:

B"=138b5264
B"=142635
Bt =13836425

egymast egy Kirkman- , PP=(B," B," B;"")-ban metszik.

E Kirkman-pontrol, melyben az 1 2 3 4 5 6 hatszoggel kozos oldalt
egyet sem tartalmazo 135264, 351426, 513642 Pascar-hat-
szogek Pascar-egyenesei egymast metszik, azt mondjuk (ScHROTER
szavait hasznalva), hogy a p"=123456 Pascar-egyeneshez van
rendelve. Minthogy pedig ilyenforman minden PascaL-egyeneshez van
egy Kirkman-pont V rendelve: a K -pontok szama hatvan.

4. A Pascal-egyenesekbdl és Kirkman-pontokbol
allo Desargues-configuratiok.

8. Az egymist Kirkma -ponthan metszo harom Pascal-
egyeneshez rendelt Kirkman-pontok abban a  ascaL-egyenes-
ben fekiisznek, a melyhez az el6bbi KirkMaAN ren-
delve van.

E tétel legegyszertibben tugy bizonyithato be,® hogy elébb fel-
irjuk azokat a Pascar-egyeneseket, melyek egy Pascar-egyeneshez
rendelt Kirkman-ponton mennek keresztlil és aztan azt a kilencz
PascaL-egyenest, melyek egymast a harom Pascar-egyeneshez rendelt
harom Kirkman-pontban metszik, vagyis, hogy felirjuk a kovetkezd
tablazatot :

t I,. Verones - ek a 101. oldalon id. munkdja 17. oldaldt.
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8,"=156342
B,"=185264 ) p"=561234
" =615423

2,"=312564
"=123456
c,"=231645

p'=123456 B,*=351426

——

a,"=534126
pT=345612
e, "=453261,

(
|
8,"=513642
|

hol
a B.1T [3211 Bln PASCAL-egyenesek a pn-hez rendelt KIRKMAN-ponton PH-[],
az aan pn C3H » » Bsn s » » Ban_n,
az agn pn C, Bgn-l’l,
az aln pn CII » » D.770» » » Bln-n

mennek keresztil.

Ebbél lathats, hogy a B," B, B."™ Pascar-egyenesekhez rendelt
B,"B,"B;" Kirkman-pontok a p™ egyenesen fekiisznek.?

A fentebbi tablaban tiz Pascar-egyenes orddl el6, a melyet
mind meghataroz a p“ egyenes. De ama tiz Pascar-egyenes bar-
melyike ugyanazon moédon, mint p™, meghatarozza a tébbi kilenczet,
a mit a kovetkezd tablazatbol lathatunk:

164523
B5=641352
¢,"=416285

a;,"=156342

R

( B,"=513642
B,"=135264 ' p'=561234 | B,1=135264
8,"=351426

{ a,"=652134
¢"=615423 ! B5=526413
| a."=2653841.

t Hessr tigy v te, hogy azok a Pascar-egyenesek, melyek a BT B,IT B,I1
L-egyenesekhez rendelt Kirkman-pontokon mennek keresztiil, egymédstol
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E szerint a
11 II 11 11 II 11 I o II II
Y B B BT 2 Ay Ay oM e ey

Pascar-egyenesek mindegyikén' harom Kirkman-pont fekszik, és e
Kirkman-pontok mindegyikén harom Pascar-egyenes megy keresztiil.
E tiz Pascar-egyenes tehat egymast a kovetkez tiz

PII Blll BZII B311 Alll A2II A3II I‘llI I‘2II I‘3II

Kirkman-pontban metszi s igy egy DEsarcues-configuratiot (10,, 10,)
képez, melynek minden egyenese Pascar-egyenes és minden pontja
Kirkman-pont.

9. Induljunk ki egy masik Pascar-hatszoghdl, pl. az 163 25 4-
bél, melynek p!' Pascar-egyenese az elébbi tiztél kiilonbozik, s mely
tehat ismét még uj kilencz Pascar-egyenest hataroz meg. Ugyanigy
lehet a p™ ™ n¥ %' Pascar-egyenesekkel kapesolatos kilencz-kilencz
Pascar-egyeneset is meghatdrozni, vagyis az 0sszes Pascar-egyene-
seket tizesével hat csoportba osztani, mint azt az 1. tablazat a
120-ik oldalon mutatja.

E tablazatban a Pascar-egyenesek akkép vannak hat csoportba
osztva, hogy, ha barmely csoport els6 Pascar-egyenesét collineatio-
tengelynek tekintjiik, akkor a kivetkez6 harom Pascar-egyenes vetitd-
sugara ama perspectivas haromszégek szogpontjainak, a melyeknek
oldalait a kovetkezé harom-harom Pascar-egyenes képezi.

Kimondhatjuk tehat a kovetkez6 tételt: ZHgy teljes Pascar-
hatszégnek hatvan Pascai-egyenesébdl (v) és hatvan Kirk-

-pontjab 1 (V) 4&llé [Vv]-configuratio hat ' DEsarGuEs-
configuratidra (10,, 10;)-ra oszlik.

10. Minden Srexer-ellenpontpiron keresztilil mend. hat
-egyenes egy-egy Drsarcurs-configuraticho tartozik.

Ez kittinik a 121-ik oldalon kovetkez6 II. tablazatbol, melyet
a 4. pont értelmében az I. tablazatbol képeztiink.

kiilonbozék (Crerie 's Journal, Jahrg. 1868, p. 193), a miért is nem tal4lhatta
meg azt a hat Desarcurs-configuratiét, a melyre a hatvan Pascav-egyenes
felbomlik.
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5. A Cayley-egyenesekrol.

11. Az el6bbiek meggydzhettek arrol,hogy a hatvan Pascavr-egyenes
hiarmasdaval a hisz StriNner-ponton és hatvan Kirkman-ponton megy
kereszttl, tovabbd hogy a hatvan Kirkman-pont harmasaval a hat-

| 1.
p'—163254 T 123456 p=143652
0,'=12643b B, 136425 'Ym 135426
o,'=135642 T 14263H 1.""'=132645
o, =134265 T 135264 ‘{m 164235H
b,'=142563 T 145326 =156432
b,"=152634 T 164523 III—16')34:2
b,’=125364 T 154236 a,""=126543
c,'=165423 T 126534 bm—152364
¢,'=1b54326 T 125643 b,  =142536
c..=1645H32 T 156342 b, "=145263
IV. V. VI,
TV=163452 wv=1236b04 T1=143256
a,’"=14623H a,’'=13b246 a,'=136245
b,V=132465b b,Y=162435 b,*=135462
V=13b5624 c,'=134625H 1-124635H
., V=16b243 2,'=154362 0,"'=146532
BV =162534 | B,Y=125463 | B,"=156324
WV=152346 | v, =124536 | v,"=145623
,V=124563 0,'=156234 a,"'=125346
B,Y=145362 B,¥'=146523 B,"'=152436
V_154632 | 1,'=165324 | 1,"=162543
(I téblazat.)

van  ascar-egyenesen fekszik. Vizsgaljuk most meg, v ijjon a hat-
van KirkMAN- ont nem fekszik-e szintén harmasdval még
mas Inisz cgyenesen?



A PASCAL-HATSZOG CONFIGURATIOJA. 21

A P Stemwer-pontban egymast metsz6 p', p™, p™* Pascar-egye-
nesekhez rendelt P%, P, P™ Kirkmax-pontok metszpontjai a kovetkezd
PascaL-egyeneseknek :

a'=126435 3,"=136425 - 1,""=13b5426
%'=13H5642 {3211 142635 1, "=132645

,'=134265H =135264 ;' =164235.
STEINER- \a rajtuk keresztll mend STEINER- |a rajtuk keresztil mend
pontok, PASCAL-egyenesek pontok, PASCAL-egyenesek
P pI, pII’ pIII I TEIV, ﬂv’ AL
A, a,", a,", A, A A
P’l bIIv, blln bll Bl ln, §1VI
C1 C1IV’ el cln I‘l YIIII Ylv’ YIVI
A, a", a,", a™ A, 0‘21, ¥, o'
Bz b2v’ b III, b.I B2 §2V1’ ?’ZIV
CZ ¥ CZI, R I‘2 Y III 1 VI, Y2Iv
As 93VI a Il g 1 A3 O(3Iv, “3v
83 b.YL b, bSI 33 B3v
Gy A R Ty y Y5y Ya'

(I1. tablazat.)

I II IIX IR II 111 I jus IIX
R N N CR T Al b

haromszégekrél bebizonyithatjuk, hogy azok paronkint perspectivasak.

De az

Ugyanis
az (‘oz]I B, (oe! @211) szbgpontokat dsszekots egyenes a C, V' PASCAL-egyenes
a (B 1™ (B.™ 1™ R » N a,"!
a (1™e’)  (va™ ) » s » b, T

mert ezek az egyenesek a megfelel6 (51, 64), (35, 42), illetéleg (13,
42), (b1, 26) és (83b, 26), (13, 64) Pascar-pontokon mennek
keresztil.

Minthogy az utobbi Pascar-egyenesek egymast abban a IV
KirkmaN-pontban metszik, mely a ©"* Pascar-egyeneshez van ren-
delve: az a," 3, v,™, o," B," 1" haromszogek megfelelé oldalainak
metsz6pontjai, azaz a
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PI — (“11 “21 as I), PII — (6111 3211 Ba III)’ PIII — (Y1 II1 YZIII Ya III)
Kirkman-pontok ugyanegy p egyenesen fekszenek.
Ebbél folyélag a kovetkezd tételhez -jutunk:

Egy SrENER- keresztiil mend harom Pascar-egye-
neshez rendelt hdrom Kirkman- egy egyenesen fekszik,
melyet a SteNer-ponthoz rendelt Ca -egyenesnek neveznek!

Minthogy a teljes Pascair-szig hisz SteiNer-pontot hatdroz meg,
a Caviev-egvenesek szama szintén husz. E szerint:

A  hatvan Kirkmax-g hiarmasaval a hisz Caviev-
egyenesen fekszik.

Jegyzet. Mi a kovetkez6kben a Caviev-egyeneseket ugyanazon,
de kis bettikkel jeloljitk, mint a Steiver-pontokat, a melyekhez ren-
delve vannak, és azokat a CavLev-egyeneseket, melyek egy-egy STEINER-
ellenpontparhoz rendelvék, Caviev-ellenegyenesek- k nevezzik.

12. Az elébbiekbdl kovetkezik, hogy az o' B," 1™, o' Ba™ 2™
oy Bs™ ;™" haromszogek paronként a

p — (PI PII PIII)
CavLev-egyenesre, mint collineatio-tengelyre vonatkozélag paronként
perspectivasak ; a vetitd sugarak az a,™" b,"V ¢,*V, a,V b,V ¢, ¥, a3V by VeVt
Pascar-egyenesek ; a harom collineatio-kézéppont a © CavLEv-egye-
nesen tekvd

IIIV — (aIIV bIIV CIIV>, HV o (aZV b2V C2V)’ HVI: (a3VI bsVI 03VI)

KirkmaNn-pont.

Ennéllogva :

Ama kilencz Pascav-egyenes, mely egy Cavinv-egyene-
sen fekvd harom Kirkman ponton megy kereszitidl, harom,
pironként perspectivis hiromszoégnek oldalait szolgéltatja.
I hiiromszigek szogpontjait vetité kilencz sugdr Pascar-

cgyenes;  liirom collineatio-kozéppont KIRKMAN- ; a raj-
tnuk keresztdl mend egyenes az a -egyenes, mely a

-coyenessel egyiitt egy ellenegyenespart képez.

iguratio egy Caviev-ellenegyenesparbdl, hat Kirxman-

ponth | es tizennyolez Pascav-egyenesbdl dll. A teljes PascaL-hatszog
tralyen oszlik; minden Pascat-egyenes hédrom ilyen

1 Journul, XLIL
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configuratiéban fordul el6; ellenben két ily configurationak négy
koz0s Pascav-egyenese van. (Lasd a Il tablazatot.)

13. Minden Caviev-egyenes keresztiil megy azon a
SrteiNer-ponton, mely a Caviev-egyeneshez rendelt STriNEr-
pontnak STEINER-

a rajtuk fekv§ KIRKMAN-pontok

CAYLEY-
ogyenesek

p PI — (all agI 0531) PII PIII (Y 11 Y Y III)
al A v — (azlv aSIV TCIV) AlII — (CZII C3II Bln) Allll — (b 11X bIII ,Y III)
a2 sz — (a3V alv TCV) A211 — (0311 0111 ‘321]) A III (b 111 b III III)
3-3 A3 VI — (“IVI aZIV TCVI) ASII — (Clll 0211 @311) A I __ (b 111 b IIx III)
bl BIIV — ({321\7 BgIV TCIV) Bllll — (a2III aSIII YlIII) Bll — (Cg 03 a]_I)

b2 B v RZIII — (aslll allll YleI) le — (031 CLI aﬂl)

b3 R VI __ (ﬁ VI @ VI VI) BSIII: (aIIII aQIII CgIII) B3I — (ClI 021 a31)

¢ |GV ="V 1V w) | CGF = by byt oy t) G —(ax™ ag™ By™)
02 v __ (.r Ylv V) C I (b31 b I a2l) N II _ (asll aIII ﬁzll) I

Cy C:’,VI — (Y VI s T:VI) (b I b I asl) C311 _ (aln azn @311)

© || T2V (3. v b v 02V) JIALS =(33VI b3VI CSVI)
o A =(by e, p) =@ ") [ATV=0"r"a")
% A21 — (bZI CZI pl) (B Vi Y1 VIg VI) A21v :<B31V Yslv alIV)

as A3I — (b31 CSI pl) A3IV: (BZIV Y2Iv allv) A3V _ (Blv Y1V agV)
Bl BIII — (CIII aIII pII) BIV :<Y3 Va3 Vb2V) B1VI_(Y2VI a2VI b3VI)
B2 lel — (CQII azll pII) B VI (Y VI VI b VI) 2IV — (YSIV a3IV bIIV)
ﬁs BgII — (0311 agII pII) B v __ (Y v a IV b IV) B3V _ (Ylv alv b2V)
Yl I‘llII — (aIIII b1HI pIII) I‘ v — (a3V BS Cg I‘IVI _ (a2VI Bzvl C3VI)
YZ FgIII — (a2III b2111 pIII) I‘ZVI _ (aIVI BIVI ng) I‘2IV — (“SIV B3IV cllv)
YS PSIH — (aSIII bSIII pIII) I‘31V _ (a21V ﬁzlv CIIV) F3v — (alv Blv C2V)

(UL tablazat.)

Vagy, a mi ugyanaz:

A Caviev-ellenegyenesparok vialtakozva keresztiil men-
nek a hozzidjuk rendelt Srteiner-ellen kon.
%
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Ugyanis az
I II IV I II -V
B, By

haromszdgek perspectivas helyzettiek, mert

(0" BIH) (“211 an) =¢;V=12463bH
B2 nY) B"n")=(836, 52) (14, 36)=36
(Vo) (n¥ a)=(34, 12) (56, 12)=12;

a megfelel§ oldalak metszdpontjai tehat egy egyenesben fekszenek.
Ennélfogva a II=(n"V n'©"") SteNer-pont a P'=(o;" oty" ;") és P =
(B,™ B.™ Bs™) Kirkman-pontokat dsszekotd Cavrev-egyenesen p-n fekszik.

Ebbél még az is kittinik, hogy a 12. pontban leirt configura-
tick barmelyike valamennyi Stemver-ellenpontpart magaban foglalja,
t. i. egy Stener-ellenpontpar a Caviev-ellenegyenesparon, a tobbi
kilencz par pedig a configuratiéban szerepl§ tizennyolcz Pascar-
egyenesen fekszik.

14. Vizsgdljuk mar most meg, hogy egy P StriNer-pont és a
hozza rendelt p CaviEv-egyenes nem polus és polaris-e a Pascar-
hatszog koril irt kipszeletre nézve ?

Ha kimutathato, hogy van egy a P-hez kapcsolt polus, mely
a p egyenesen kivill fekszik, akkor a p egyenes nem lehet polarisa
a P pontnak, mert a p polarisa az osszes P-hez kapesolt polusokat
tartalmazza.

A P ponton keresztiil men6 p™—123456 Pascar-egyenesnek
polusa (m, n) metszépontjn a p™-6én fekvé (12, 45), (23, 56) pon-
tok polarisainak, m-nek ¢s n-nek, mely (m, n) pont a P-hez
kapesolt polus. Az m, n polarisok azonban az 1245, 2356 négy-
szogek révén az (15, 24), (1 4, 25), illetve (25, 36), (35, 26) ponto-
kon mennek keresztiil.

Ha az (m, n) pont &  egyenesen fekiidnék, akkor az

(14, 25), (25, 36), P =(8,™B," B,
(15, 24), (80, 26), PU=(y," Ty, y,")

szogpontd haromszogek perspectivasak volnanak, mert az elsd,
mésodik és harmadik oszlophan felirt pontok az m, n, p egyeneseken
vannak.

Amde e haromszogek megfelel§ oldalainak,
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a 25 és b,Y =153426 metszdpontja a (25, b,")
af,"=135264 és v, "=164235 » a(3b, 64)
aB.7=136425 és y,""=135H5426 » a(l13, 42).

E pontok koztil a két utols6 az a.v=135246 egyenesen,
ellenben az els6 az a," egyenesen Kkiviil fekszik, mert b,Y a (25,
16) ponton nem megy keresztiil.

Ama két haromszog tehat nem perspectivas, és a P ponthoz
kapesolt polus (m, n) nem fekszik a  egyenesen. A p egyenes
tehat nem polarisa a P pontnak, s ugyanazon oknal fogva
a © egyenes nem polarisa a 1l pontnak.

Vizsgaljuk még meg, hogy a , = CavrEv-egyenesek nem kap-
csolt polarisok-e a Pascar-hatszog kortl irt kupszeletre vonat-
kozolag ?

Ha . wm kapcsolt polarispar volna, akkor a p-nek polusa
P’, mely az el6ébbiek szerint a P ponttal nem esik egybe, a = egye-
nesen fekiidnék. Ekkor azonban, minthogy II, P és II, P (5. és 6.
pont) kapcsolt polus, a II pont polarisa a PP =x egyenes volna,
a mi az el6bbi tétellel ellenkezik. E szerint

A Caviev-ellenegyenes arok nem kapcsolt polarisok a
Pascav-hatszog koridl irt kipszeletre vonatkozdlag.t

6. A Steiner-egyenesekrdl,

15. A 4. pontban kimutattuk, hogy az

12 34 56
45 61 23
36 25 14
oldald haromszogek a Il co ineatio-k6zéppontra vonatkozélag per-

spectivasak ; a vetitd sugarak és a collineatio-tengelyek a =¥ n¥ =V,

illetve p' p™ p™ Pascar-egyenesek, mely utébbiak egymast a P Striver-
pontban metszik.

Ugyanigy kimutathattuk volna, a mi kiilonben az el6bbinek
kiovetkezménye, hogy az

12 45 36
34 61 25
56 23 14

1 V. 6. Ve onese-uck a 101. oldalon id. m. 27. old.
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oldali héromszdgek a P collineatio-kdzéppontra perspectivasak; a
pp P, ® ' n'' Pascar-egyenesek kozil az els6 harom vetitg-
sugar, a tobbi collineatio-tengely, mely egymast a II pontban metszi.

Ha akar az egyik, akdr a masik csoport haromszogeit tekint-

jik, azt latjuk, hogy

az 12, 61, 14 meg nem felel6 oldalak metszépontja az 1 pont,

az 12, 23, 25
a 34,23, 36
a 34, 45,14
az b6, 45, 2
az b6, 61. 36

a
a
a
az
a

ellenben a megfelel6 cldalak metsz6pontjai a collineatio-tengelyeken
fekiisznek, melyek ugyanegy ponton mennek keresztil.

Ennélfogva mondhatjuk :

»Ha két hiaromszog akkép van egymasra vonatkoztatva, hogy

az egyik hdromszdg minden

oldalanak a masik két harom-
sz0g egy-egy oldala felel meg,
és a meg nem felel6 oldalak
metszépontjai egy Pascar-hat-
sz0gnek szogpontjai, akkor a
haromszégek ugyanegy colli-
neatio-k6ézéppontra vonatkozo-
lag perspectivasak, s igy a meg-
felel6 oldalak metsz6pontjai ha-
rom, ugyanegy ponton kereszttil
mend egyenesen fekszeneke.

szogpontjanak a masik két ha-
romszognek egy-egy szdgpontja
felel meg, és a meg nem felel§
szogpontok hat egyenesen fek-
szenek, melyek egy kiipszeletnek
érint6i (egy Briancuon-hatoldalt
képeznek), akkor a haromszogek
ugyanegy collineatio - tengelyre
vonatkozolag perspectivasak, s
igy a megfelel6 szogpontok is
harmasaval oly egyeneseken fek-
szenek, melyek egymast harma-
saval egy egyenes harom pont-
jaban metszik<.

Ha ama két csoportban felirt haromsziogeket tekintjiik, azt
latjuk, hogy az els6, illetve masodik csoportban levé haromszogek
oldalai az 135 pontok Gsszekét egyenesei a 246, 462, 624,
illetve 264, 642, 426 pontokkal. Tovdabba mindegyik haromszog-
nek oldalain rajta fekszenek a Pascar-hatszégnek szogpontjai,






