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ELOSZO.

A mid6n e konyvet a nyilvanossdgnak atadom, szélanom kell
annak vonatkozasarodl, a tizenegy évvel ezel6tt megjelent ,,Projektiv
Geometria Elemei“ czimli konyvemhez, és be kell szamolnom annak
foglalatarol.

A Projektiv Geometria Elemeinek f6targya: az ugyanegy sik-
ban fekvd elsé fokozatu alapalakzatoknak projektiv vonatkozésa és
képz6dménye, a kupszelet. Ezeknek ismeretébdl indultam ki jelen
konyvem megirasakor.

Megkezdem pedig a targyaldst az I. fejezetben, a siksornak
maés sorokra valo projektiv vonatkozasaval.

Ezt koveti a II. és 11, fejezetben az els6 fokozatu alapalakzatok
két térbeli képzodményének, a masodrendil kupnak és a sugarsereg-
nek targyalésa.

A sugarsereg tanulmanyozasa annyi vonalgeometriai anyagot
olelt f6l, hogy azzal konnyen targyalhattam a IV. fejezetben a
linearis komplexust és a linearis kongruencziat.

Az V. fejezetben behatéan foglalkozom a masodfokozatu
alapalakzatok projektiv vonatkozasaival. Végre a VI. fejezet, két
kollinear sugarnyaldb képz6dményérol, a harmadrendd térgorbé-
16l szol. : .

Arra torekedtem e konyv megirasakor, hogy a felvett anyagot
a mennyire lehet, kimeritGen dolgozzam fel, s azért konyvemben
sok Ujatis talal az olvasé. Foloslegesnek tartom ezeket a szakember-
nek kiilon megjeldlni, a ki pedig e konyvbdl tanulja el§szor a tar-
gyat, arra nézve Ugyis kozombos, hogy mely részek szarmaznak
télem.

Mint a Projektiv Geometria Elemei czim(i konyvem, ugy ez is
csak a Magyar Tudomanyos Akadémianak jelentékeny anyagitamo-
gatdsaval jelenhetett meg. Fogadja a M. T, Akadémia belém helye-
zett bizalmaért halds koszonetemet. Amde az iré hélaja csekély
ahoz képest, melyet a magyar ifjusagnak kell éreznie és érez is,
hogy anyanyelvén sajatithatja el e szép tudoményt, melynek nem-



csak nalunk, hanem mas orszdgban is kevés a mtivelGje, mert meg-
alkotéi elhaltak, kozetlen kovetdi pedig mar eloregedtek,

Vajha akadna a magyar ifjak koz6tt is olyan, Ki teljes erejét e
targy tanulmanyozasara s 6nalldo muivelésére szentelné és oly nim-
bust szerezhetne annak, a milyen azt a mult szdzad els6 felében
ovezte.

Ha kényvem hozzajarul e czél elémozditdsahoz, tigy faradoza-
som dus jutalmaét latja.

Kolozsvartt, az 1903. év méajus havéaban.

Klug Lip6t.



I. FEJEZET.

Az elso6 fokozata alapalakzatoknak projektiv
vonatkozasa ¢és képzédményel.

" 1. §. A siksornak projektiv vonatkozédsa a pont-, sugér-

és siksorra.

1. Az egyenes pontjai, mint ismeretes, pontsort, a pont sugarai
a sikban sugarsort képeznek, A pontsor pontjainak és a sugarsor
sugarainak szama egyszeresen végtelen sok (oo').

Valamely s egyenesen keresztiil mend tsszes sikoknak, az s
egyenes sikjainak, szdma szintén oc!; e sikok siksort képeznek,
melynek tengelye az s egyenes.

A pontsort, a sugarsort és a siksort alapalakzaloknak, és az
ezekben levé pontokat, sugarakat és sikokat az alakzat clemeinek
nevezziik.

Az alapalakzatok egymasra projektiv vonatkoztathatok. A pont-
és sugarsorok projektiv vonatkozdsa mar az olvasé elGtt ismeretes.

A siksor projektiv vonatkozasa a pont- vagy sugdrsorra leg-
konnyebben megérthetd, ha azoknak perspektiv helyzetébdl indu-
lunk ki.

Az s siksor «2y . . . sikjai a ¢ egyenest a ¢ pontsor ABC. ..
pontjaiban metszik, Minden % siknak az s siksorban megfelel egy
X pont a t pontsorban, melyben t. i. a ¢ sik a pontsor ¢ tart6jat
metszi, s viszont a £ pontsor minden Y pontjanak megfelel egy = sik
az s siksorban, mely t. i. az Y pontot az s tengelyb8l projiczidlja.
Az s siksor projektiv van vonatkozlatva a t pontsorra, és e vonatka-
zéasban a siksor minden sikjanak az a pont felel meg a pontsorban,
melyben az illet6 sik a pontsornak £ tartojat metszi. A siksor a
mellett hogy projektiv vonatkozdsi, még perspektiv helyzetii a pont-
sorral, mert a siksor minden sikja a pontsorban, a neki megfeleld
ponton megy keresztiil.

Klug : Projektiy Geomefria. 1
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Mozditsuk el a pontsort és a siksort e perspektiv helyzetbél.
A siksor minden sikja x%y%Z% . . . ekkor mar nem megy keresztiil
azokon az ABCXY ... pontokon, melyek ama sikoknak a projektiv
vonatkozdsban megfeleltek. A siksor és pontsor perspektiv hely-
zete megsziint, de megmaradt azoknak projektiv vonatkozasa, mely
a perspektiv helyzetbdl szarmazott.

Hasonloképen, ha az s siksort egy t sikkal metsziik, egy
(7,7) sugérsort nyeriink a metszdsikban t-ban, melynek 7' kozép-
pontja a siksor s tengelyének metszGpontja, és melynek abc. . .
sugarai a siksor =%y ... sikjainak metszGvonalai a i sikkal. Az 2@y . ..
siksor az abe . . . sugarsorral perspekltiv helyzelit és projektiv vonat-
kozasti. E vonatkozdsban a siksor minden % sikjinak az az x sugar
felel meg a (7)%) sugarsorban, melyben a % a7 sikot melsz, és a
sugarsor minden y sugardanak az a =z sik felel meg a siksorban, mely
az y sugarat az s tengelybdl projiczidlja.

Elmozditvan a sugér- és siksort e helyzetébdl, megsziintetjiik
a két sornak perspektiv helyzetét, de megmarad azoknak projektiv
vonatkozasa, mely az s siksor minden sikjdhoz egy sugarat rendel
a (T, 1) sugarsorban, mint ama siknak megfelelot.

2. Két sugarsor, mely kiilombozo sikban van és ugyanegy
ponisorval perspekliv, lehat egymdssal és a pontsorral projekliv,
egyszersmind perspekliv és projekliv ugyanegy siksorral. A siksor
tengelye a két sugarsor kozéppontjainak osszekotd egyenese, a
siksor sikjai pedig a sugarsor megfelel6 sugarain mennek keresztiil,

Két projekliv sugarsor, melynek kozos kozéppontja, egy meg-
Sfeleld kizos sugara és két kiilombozd sikja van, szintén perspektiv
és igy projektiv ngyanegy siksorral.

Ugyanis egy tetszésszerinti ¢ sik a két sugarsort (7),17) és
(T, 7,)-et, két perspektiv pontsorban metszi, mert ezek a megfelelé
kozos sugarban egy megfeleld kozos ponttal birnak, Minthogy e
pontsorokkal perspektiv (S, ¢) sugérsor a felvett (7, 1) és (7, ¢,)
sugarsorokkal szintén perspektiv, azért az a siksor, mely az
(S, 5)-val és a felvett sugéarsorok egyikével perspektiv, a masikkal
is az lesz.

A két tétel ekkép meg is fordithato :

Kél tetszésszerinti siknak melszése minden siksorval két pro-
Jektiv sugarsor.

Ugyvanis, ha a két metszdsik i, T, nem megy keresztill a siksor
tengelyének ugyanegy pontjan, akkor a két kimetszett sugarsor
perspektiv, tehat projektiv azzal a pontsorral, melyben a 7, T, sikok-
nak ¥, metszévonala a siksort metszi. Ha ellenben a i, 7, sikok a
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siksor tengelyének ugyanegy 7' pontjan mennek Keresztiil, akkor
minden ¢ sik, melyben nem fekszik a 7' pont, a siksort a i, i, sikok
altal kimetszett sugdrsorokkal perspektiv sugarsorban metszi, mib6l
mar kovetkezik, hogy a t és 1,-ben levd sugarsorok projektivek.

Az el6bbi tételnek kovetkezménye, hogy : fefszésszerinti egye-
neseknek ¢és sikoknak metszései minden siksorval projektiv sorok
lesznek. Mert ha pl. a £, #, egyenesektdl kimetszett pontsorokra
gondolunk, akkor ezeknek £, ¢, tart6in keresztiil fektetett i, 7, sikok
a siksort két projektiv sugarsorban metszik, melyek a pontsorokkal
perspektivek, tehat a pontsorok projektivek.

Két siksorr6l, mely ugyanegy sugarsorral perspektiv, azt
mondjuk, hogy egymaéssal is perspektiv helyzetli és projektiv vo-
natkozasu; e vonatkozdsban azok a sikok felelnek meg egymaés-
nak, melyek a sugdrsornak ugyanegy sugaran mennek keresztiil.
A két siksornak van egy kozos megfelel6 sikja, ebben van a két
siksornak két tengelye. Ez értelmezésbsl kovetkezik, hogy két sik-
sor perspektiv, ha ugyanegy pontsorral perspektiv és tengelyei
egymast metszik ; mert a két siksor perspektiv azzal a sugarsorral,
mely a pontsort a tengelyek metszépontjabdl projiczialja. Ellenben :
két siksor, mely ugyanegy pontsorral perspektiv, de melynek ten-
gelyei nem metszik egymast, projektiv vonatkozasu ugyan, de nem
perspektiv helyzeti. Ugyanis ebben az esetben nincsen oly sugar-
sor, mely mindkét siksorral perspektiv, mert az ily sugarsor kozép-
pontjanak mindkét siksor tengelyében kellene lenni, de a tengelyek
nek a foltétel szerint nincsen k6zos pontjuk. A két siksor azonban
projektiv vonatkozasu, mert metszései minden sikkal vagy egye-
nessel projektiv sorok lesznek azzal a pontsorral, melylyel a sik-
sorok perspektivek. Ebb6l kovetkezik :

Ha két siksort projektiv akarunk egymésra vonatkoztatni,
akkor az egyik siksor harom sikjanak, «{y-nak, megfelel6 sikjait,
%, 9,7, -et, a masik siksorban tetszésszerint vehetjik fel. Az aa,, 52,
vy, megfelel6 sikparoknak metszOvonalaihoz vezetett ¢ szelé e
metszdvonalakat, tehat ama sikparokat az ABC pontokban metszi.
A siksoroknak minden sikparja, mely ¢ egyenes pontjahoz vezethets
mar megfelel6 lesz a két projektiv siksorban.

3. A siksor tengelyére merdleges sik a siksort egy sugarsorban
metszi; e sugarsor két-két sugaranak hajlasszoge méri a siksorban
a rajtuk keresztiil mend sikoknak hajlasszogét.

Messe a siksor #fYd . . . sikjait egy annak tengelyére merd-
leges & sik az a,b,c,d, . .. sugarsorban, a tetszésszerinti @ sik az
abed . . . sugarsorban, a £ egyenes pedig az ABCD . .. pontsorban,

1>
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és jeloljiik a siksor «%, «v, ... sikjainak hajlasszogeit («£), (27),
. . .-vel, mely szogek az értelmezés folytan egyenlSk az (a,b,), (a,c,),
.. . szogekkel.

Minthogy az ABCD ... pontsor az el6bbiek szerint projektiv
az abcd . . . és az a,b,c,d, .. .sugarsorral, azért az ABCD, abcd,
a,b,c,d, és aPyd pontnégyesnek, sugarnégyesnek és siknégyesnek
kettésviszonyai egyenldk, azaz :

AC AD  siwlac) | sim(ad) _ sin(a.c,) | sin(a,d,)
BC° BD = simbc) ~ -sin(bd)  sinlbe,) ~ sin(bd,)
_ siu(ry) | sin(«d)

— sin@y) T sin(By)

vagy szimbolikus jeloléssel :
(ABCD) = (abcd) = (a,b,c,d;) = (@B70).

Ezt pedig szavakban ekkép fejezhetjiik ki :

A siksor barmely siknegyesének kettosviszonya egyenlé annak
a sugar- vagy pontnégyesuck kettésviszonydval, melyben ama sik-
néegyes egy letszésszerinti sikot, vagy egyenest metsz.

Ebbdl folydlag a perspektiv helyzettsl fliggetlentl fejezziik ki
az alapalakzatok projektiv vonatkozasit, ha azt mondjuk: Két
egymasra vonatkoztalott alapalakzat projektiv, ha az egyik alakzat-
ban barmely négyesnek kettosviszonya egyenlé a mdsik alakzatban
neki megfeleld négyesnek kettbsviszonyaval.

Ebbol ismét kovetkezik: ha két alapalakzatot projektiv aka-
runk egymadsra vonatkoztatni, akkor az egyik alakzatnak harom
eleméhez a megfeleld harom elemet a masikban tetszés szerint
véalaszthatjuk ; minden elem az elsé alakzatban a felvett hdrommal
egy négyest képez, melynek kettGsviszonya ugyanannyi, mint a
milyent a negyedik elemnek megfeleld elem a masodik alakzatban
az ebben felvett harommal képez. Tovabba: ha két kiilonnemi
projektiv alapalakzat oly helyzet(i, hogy az egyik alakzatnak kett6-
nél tobb eleme fekszik a masik alakzatnak megfelel6 elemében,
vagy keresztlil megy annak megfeleld elemén, akkor ez minden
megfelel6 elemparra nézve bekovetkezik, és igy az alakzatok pers-
pektiv helyzetiek. Ha tehat két projektiv alapalakzat nem pers-
pektiv, akkor az egyiknek csak két eleme lehet a méasiknak meg-
felel6 elemében; tovabba: két kozos tengelyi projektiv siksornak
csak ket megfelels kozos sikja, tgynevezett keltéssikja van.

Két projektiv siksorban vannak oly sikparok, - melyek ép oly
szogeket képeznek egymaéssal, mint a nekik megfeleld sikparok
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tovabb4a van egy vagy végtelen sok egymadsra meréleges sikpar,
melynek a megfelel6 sikparja vagy sikparjai szintén merGlegesek
egymasra, Ugyanis ha a siksorokat az egyiknek és a mésiknak ten-
gelyére merdleges sikkal metsziik, akkor a kimetszett projektiv sugér-
sorok egyikében végtelen sok oly sugarpér van, melynek hajlasszoge
egyenld a neki megfelel6 sugarparnak hajlasszigével ; tovabba az
elsG sugarsorban egy vagy végtelen sok oly derékszigl sugarpar
van, melynek megfelelé sugarparja vagy sugdrparjai a masikban
szintén derékszogliek. Tekintve, hogy a kimetszett sugarsorok
sugarainak hajldasszogei mérik a siksorok sikjainak hajlasszogeit:
e tulajdonsagok a projektiv siksorokban is megvannak.,

Ha =z és =5, a két projektiv siksor derékszogli megfelels sik-
parja, #z,, 5%, . . . pedig mds megfelel sikparok, akkor a

ig (27). 1g (2y5,) = 1€ (&7). 1g (Bye) = . . .

szorzat képezi a projektiv siksorok hatvanydt, és ha a yy,, 1/
megfeleld sikparok azok, melyekre nézve a

(=)= (re)) = (=) = (eata)

szogek egyenlSk, akkor ezek a yy,7y, sikok a projektiv siksoroknak
hatvanysikjai.

4, Két kozos tengelyl projektiv siksor #mvoluczids helyzelit
(involucziés), ha azoknak barmilyen metszése sikkal vagy egye-
nessel involuczids sor. llyen lesz pedig a siksoroknak minden met-
szése sikkal vagy egyenessel, ha a siksor egy « (&,) sikjanak, mint
az elsd, illetve a masodikhoz tartozonak megfelels =,, illetve § sikjai
a masik sorban, egybeesnek. A két siksor ekkor egy involucziés
siksort, vagy involucziot képez, melyben az el6bbi megfeleld sikok,
mint #(%,) és «,(%) kapcsolt- vagy larssikoknak neveztetnek, A szerint,
a mint az involucziés siksor két par tarssikja el van vilasztva, vagy
nincsen elvalasztva egymastél, tehat az involuczids siksor elliptikus
vagy hyperbolikus, annak két képzetes, illetve két valds kettOssikja
van, melyekben két-két tarssik egyesiil. Ezek a kettossikok pedig
harmonikusan valasztjak el az involuczios siksornak Osszes tars-
sikjait gy, mikép a masik két involucziés alapalakzatnak kettOs-
elemei harmonikusan vélasztjdk el azoknak osszes tarselemeit. —
Az oly involuczids siksort, melynek kettissikjai egymasra merdle-
gesek, egyenoldalian hyperbolikusnak, vagy tijabban szimmetrikies-
involuczids siksornak nevezziik, mert tarssikjai a kettGssikok iré-
nyaban szimmetrikusak,
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Minthogy minden involuczids sugarsorban egy vagy vala-
mennyi tarssugarpar derékszogl, azért az involucziés siksorban is
legalabb egy tarssikpar merdleges egymasra, vagy pedig valamennyi
meroéleges. Ha az involucziés siksornak kettssikjai valosak, akkor
a derékszogl tarssikpar felezi a kettGssikok hajldsszogeit ; ha pedig
az involuczids siksornak nincsenek valés kettGssikjai, akkor van
azokban egy kiilon0s tarssikpar, ,a hatvanysikpar®, melynek
hajlasszogeit szintén felezi a derékszogl tarssikpar. — Az oly
involuczidés siksort, melynek minden tarssikparja derékszogd,
czirkularisnak, vagy ujabban orthogonalis-nak nevezziik; ennek
kett@ssikjai képzetesek, és minden tarssikparja egyszersmind hat-
vanysikpar.

Az olyan siksort, melynek tengelye végtelen tavol van, mely-
nek tehat sikjai parhuzamosak, pdrhuzamos siksornak nevezzik.
A parhuzamos siksornak egyik sikja végtelen tavol van, s metszése
minden sikkal parhuzamos-sugari sor. — Két siksornak, mely
kiilon-kiilon parhuzamos sikokbdl all, egy végtelen tavol fekvd
kozos sikja van. Ha a két sor projektiv van egymadsra vonatkoz-
tatva és a végtelen tavol levd sik megfeleld, akkor a siksorok pers-
pektivek, és igy a megfeleld sikparok metszései parhuzamos sugaru
sort képeznek.

5. Minthogy a projektiv geometridban a harmonikus elemek-
nek kivalé szerepiik van, sziikséges, hogy azoknak harmonikus
helyzetét minden véltozataban egyszerlien kifejezhessiik. Az el6b-
biek szerint, ha négy sik «2yd harmonikus, vagy harmonikus
négyest képez, akkor azoknak minden metszése sikkal vagy egye-
nessel harmonikus sugéarnégyes, illetve harmonikus pontnégyes.
Es ha az of, 9 sikparok tarssikok az «{yd harmonikus négyesben,
akkor azt mondjuk, hogy az egyik tarssikpar, pl. az «{2, harmonikusan
valasztja el a 7y sikot a d siktdl, és a vy siknak minden pontjat és
egyenesét a O siknak minden pontjatél és minden egyenesétdl.
A PQ pontpar tehat harmonikusan van elvalasztva az «f sikpartol,
ha az a két sik, mely a PQ pontpart az « egyenesbdl projiczialja,
harmonikusan van elvalasztva az « sikpart6l. Ep igy: ha a pq
egyenespart az «f sikpar harmonikusan valasztja el, akkor kell, hogy
az «8 sikok s metszévonala messe a p és g-t és az [sp], [sq] sikok
harmonikusan legyenek elvalasztva az «3 sikoktol.




2. §. A siksorokbdl kimetszhetd Kkiilonos sugdrsorok
és pontsorok.

1. Két sik a siksort altalaban kilombéz6 (nem kongruens)
sugarsorban metszi. De ha a két sik parhuzamos, vagy a siksor
tengelyéhez egyenl6 szog alatt hajlik és metszGvonala a siksor ten-
gelyére merdleges, akkor a két sik a siksort kongruens sugar-
sorokban metszi. A parhuzamos siksort minden sik, més siksort
pedig ennek tengelyével parhuzamos sik parhuzamos sugart sorban
metszi. A parhuzamos siksort barmily egyenesek, mas siksort pedig
ennek barmelyik sikjaval parhuzamos egyenesek, vagy egymassal
parhuzamos egyenesek hasonl6an-projektiv pontsorokban metsze-
nek. Parhuzamos egyenesek, melyek egy siksor tengelyét6l egyenld
tavolsagra vannak, e siksort és igy a parhuzamos siksort is egyen-
16en-projektiv pontsorokban metszik. Ugyanigy egyenléen-projek-
tivek (azaz kongruensek) lesznek azok a sorok is, melyekben a
parhuzamos siksort ennek sikjaihoz egyenls szog alatt hajlo egye-
nesek vagy sikok metszik.

Az s siksor és a véle projektiv (1), %) sugdrsor perspektiv hely-
zetbe hozhato, ha a sorok elemei nem parhuzamosak.

Messe a siksor tengelyére merdleges i, sik a siksort a (7', i)
sugarsorban és legyenek a (7', i) és (7}, i,) projektiv sugarsorokban
az egymésnak megfeleld derékszogek szarai pr, illetve p,7,, és egy
megfelel6 sugarpar a és a,.

Az a sugar a pr sugarak egyikével, pl. a p-vel kisebb szoget
képez, mint az a-nak megfelelé a, sugar jelenleg a p-nek megfeleld
p, sugarral. Ezért ha a PA == P, A, vonaldaraboknak végpontjait
akkép helyezziik a pa és p,a, szogek szaraira, hogy PA a p-re és
P, A, a p,-re meréleges legyen, akkor TP > T P,-nél (1. a) abra).
A P, pontb6l a PT' radiussal leirt gomb az s siksornak tengelyét az
S, S, pontokban metszi (1. abra), mig az SP,A4,, S, P4, sikok a
siksor p,a,7, sugarain keresztiil men6 wop sikokat oly harom-harom
sugarban metszik, melyek a par sugarakra borithatok. Ebbdl ko-
vetkezik, hogy ha a (7, t) sugarsornak p, a sugarait az SP,, S4,-re
vagy az S, P,, S;4,-re helyezziik, akkor ezzel a (7,t) sugarsort a
siksorral perspektiv helyzetbe hoztuk.

Ha viszont a p-n keresztiil mend és a i sikra meréleges sikban
a P pontbdl a P, T radiussal kort irunk le, és ehhez a T pontbdl
¢, t, érint6ket vezetlink, a siksornak wzo sikja red helyezhetdk arra
a harom-harom sikra, melyek a £ és ¢, érint6ket a par sugarakkal
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Hsszekotik. Ebbdl kovetkezik, hogy a (7, i) sugarsort a £ és a #,-b6l
projiczialé siksorok kongruensek az adott s siksorral, tehédt ha a

siksor s tengelyét a £ vagy #,-be, a = sikot pedig a p sugaron 4t

1. édbra.

helyezziik, akkor az s siksort a (Z) i)
sugarsorral perspektiv helyzetbe hoztuk.

E szerkesztés mutatja, hogy mikép
kell egy sugarsovnak hdrom sugarat,
abe-t, egy siksornak havom adott sikjaba
%2y-ba, vagy egy harmonikus sugarnégyes
abcd sugarait egy adott harmonikis sik-
négyes alsyd sikjaiba helyezni.

2. Mmden elliptikus vagy hyperboli-
kus involuczids siksor perspektiv. helyzetbe
hozhaté egy megadott elliptikus, illetve
hyperbolikus sugarsorval, ha a sorok
elemei nem parhuzamosak.

Vegylink fel elGszor az elliptikus
involuczids siksorban egy «z, tarssikpart,
a sugarsorban pedig egy aa, tarssugar-
part és legyen a siksorban [f,, a sugar-
sorban &b, az a tarssikpar, illetve tars-
sugarpar, mely amazokat harmonikusan

elvalasztja. Ha az el6bbi szerkesztés szerint az aa,bb, és ox 2,
harmonikus sugér- és siknégyeseket perspektiv helyzetbe hoztuk,
akkor ezzel az adott sugar- és sikinvolucziés sorok is perspektiv
helyzetbe jutottak, azaz a sugarsornak minden tarssugarparja a sik-
sornak egy tarssikparjan lesz. —

A feladatnak végtelen sok meg- 1 £ k=

old4sa van, mert az aa, tarssugar-

parhoz az oz, tarssikpart tetszés- |p d 3

szerint valaszthatjuk a siksorban. r /
Ha masodszor a sugarsor és g

siksor involuczi6ja hyperbolikus,

és ezeknek kettds elemei mn és pv,

akkor csak az mmn sugarakat a p.v la. dbra.

sikokra kell helyezni, hogy a sugar-

sort és a siksort perspektiv helyzetbe hozzuk, mert ekkor a sugar-
sornak minden tarssugarparja a siksornak tarssugarparjan lesz.
E feladatnak szintén végtelen sok megolddsa van, mert az mmn
szognek szarai végtelen sokfélekép helyezhet6k a uv lapszognek

szdraira.
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E feladatoknak specialis esetei :

1. Elliptikus involuczids sugavsovon ovthogonalis siksort dt-
helyezni; 2. hyperbolikus involuczids sugavsovon szimmetvikis-
involuczios siksort atfektetni.

Legyen aa,, bb, az elliptikus involuczidés sugarsornak két tars-
sugarparja. Oly s egyenest kell keresnink, melyb6l ama aa,, bb,
sugarparok derékszogli sikparokkal projiczialtatnak, Ha az a sik-
sor sikjaira az a,-b6l meréleges sikokat bocsatunk, akkor e merd-
leges sikok amazokat egy kiilonos kupnak (ugynevezett orthogo-
nalis kiipnak) alkotéiban metszik, mely alkotokbél az aa, sugarpar
derékszogU sikparral projiczialtatik. Ugyanigy a & siksor sikjaira a
b,-b6l merdGlegesen bocsatolt sikok amazokat egy masik orthogo-
nalis kupnak alkot6iban metszik. A két orthogonalis kup két k6zos
alkotdjabol s és s,-b6l mar az aa, és bb, tarssugarparok, tehat az
adott involucziés sugédrsornak ©sszes tarssugarparjai orthogonalis
sikparokkal projiczialtatnak, és igy az s és s, egyenesek lesznek a
keresett orthogonalis siksoroknak tengelyei.

A szerkesztés kivitele egyszer(isbiil, ha a két feivett tarssugar-
par a derékszog( tarssugarpar »7, és az a gg, tarssugarpar (hatvany-
sugarpar), mely az 7»,-et harmonikusan valasztja el, tehat az »7,-hez
egyenlé sz0g alatt hajlik, mert ekkor az 77,-b6l szarmazé orthogo-
nalis kiip abba a sikparba pp,-be korcsosul el, mely az 77,-en ke-
resztiil megy és merGleges a sugarsor sikjara, a gg,-bdl szarmazo
orthogonalis kup pedig a ¢ és g, irAinyaban 6nmagaval szimmetrikus
lesz. Ha tehat a gg, sugarak az 7-rel kisebb szogeket képeznek,
mint az 7,-gyel, és a g egyenes G pontjabdl az »-re bocsitott mero-
leges talppontja R, és mi a sugarsor 7' kozéppontjabol s és s, érin-
t6ket hiizunk ahhoz a korhez, mely az R pontbél a ¢ sikban az RG
radius hosszéval leirhatd, akkor ezekbdl az s és s, érint6kbdl mar a
g¢, sugarpar, valamint az »7, sugdrpar derékszogi sikparral proji-
czialhat6. Az s és s, egyenesek lesznek tehat tengelyei azoknak a
siksoroknak, melyekb6l az adott elliptikus involucziés sugarsor
orthogonalis siksorral projiczidlhatd.

Ha méasodszor az adott involucziés sugarsor hyperbolikus és
annak kett6ssugarai mmn, akkor azok az s egyenesek, melyekbdl az
s sugarpar derékszogl sikparokkal, tehat az adott sugérsor
szimmetrikus-involucziés siksorral, projiczialhaté egy orthogonalis
kupnak alkotdi. Ezért ha az m kettGssugaron keresztiil barmilyen
sikot, az n kettGssugaron keresztiil pedig erre merdleges sikot fek-
tetiink, Ugy e két sik metszdvonala s mar tengelye egy oly sik-
sornak, mely az adott sugérsort szimmetrikus involucziés siksorral
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projiczidlja. A masodik feladatnak tehat ‘végtelen sok meg-
oldésa van,

A két feladat forditottja :

1. Elliptikus involucziés siksort orthogonalis sugdrsorban
melszeni ; 2. hyperbolikus involuczios siksort szimmelrikus-
involuczids sugarsorban metszeni.

Ha =z, és 55, egy elliptikus involucziés siksornak két tarssik-
parja, akkor oly s sikot kell keresniink, mely azokat derékszogil
sugarparokban metszi. Végtelen sok sikot lehet taldlni, mely a sik-
sor s tengelyének egy S pontjan megy keresztiil és az axz, sikpart
derékszogben metszi ; ezek ismét egy kiilonds kupot burkolnak, .
melylyel alabb foglalkozni fogunk és melyet parabolikus kiipnak
neveziink. Ep igy parabolikus kipot burkolnak azok az S-n keresz-
tiil mend sikok, melyek a 2%, sikpart derékszogben metszik, A Kkét
kupnak kozos érintGsikja mar orthogonalis sugéarsorban metszi a
felvett siksort.

A szerkesztés egyszer(isbill, ha az zz, sikpar az involuczios
siksornak derékszog( sikparja gg,, a 2%, sikpar pedig annak a zz,-hez
egyenl szogek alatt hajlé tarssikparja (hatvanysikparja) vy, : mert
ekkor az els6 kup azza a két egyenessé rr,-gyé Korcsosul el, mely-
ben az S ponton keresztlil mend és a siksor tengelyére merdleges
i sik a op, sikpart metszi; a masodik kip pedig szimmetrikus a 7,
hatvanysikok irdnyaban. Ha tehat a v kisebb hegyes szoget képez
a g-val, mint a p,-gyel, és mi az » egyenesnek R pontjabol az RS
radiussal kort irunk le, melynek sikja merlleges az r-re, azkor e
kor a v sikot két pontban, C C,-ben tigy metszi, hogy a CSR, C,SR
szogek 45°%uak. A [Cr], [C,r| sikok a gg,, v, sikparokat, és igy az
adott involucziés siksornak minden tarssikparjat derékszogl sugar-
parokban metszik, tehat a kivant tulajdonsaggal birnak.

Ha mésodszor pv az adott hyberbolikus involucziés siksornak
kettOssikjai, akkor e siksor s tengelyének S pontjan keresztiil o sik
fektethetd, mely uv sikpart derékszégben metszi; e sikok, melyck
egy parabolikus kupot burkolnak, mar oly tulajdonsaguak, hogy az
adott siksort szimmetrikus-involuczios sugarsorban metszik. Jelen-
leg tehat szintén végtelen sok sikot lehet egy ponton keresztiil
vezetni, mely valamely hyberbolikus involucziés siksort szimme-
trikus-involuczids sugarsorban metsz.

3. Minthogy minden pontsor perspektiv helyzetbe hozhaté
egy véle projektiv sugdrsorral, azért a pontsor egyszersmind per-
spektiv helyzetbe hozhat6 egy véle projektiv siksorral is. Egy erre
vonatkozoé hatarozott feladat :



wHozzuk a t(ABC...) pontsort akképen perspektiv hely-
zetbe a véle projektiv s (z(y . . .) siksorral, hogy annak ¢ tartéja az
adott P ponton menjen keresztiil.“

A P pontbdl a siksor tengelyére merélegesen bocsatott sik a
siksor afy . .. sikjait az S (abc . ..) sugarsorban metszi (2. abra),
A t(ABC . ..) pontsort akkép he-
lyezziik (Proj. Geom. E. 46.) az a
sugarra, hogy a C pontja az S-be
jusson és ekkor az AB pontok az
a sugar A’'B’ pontjaban vannak.
A B' ponton keresztiil mené és a
c-vel parhuzamos sugara b-t a B’
pontban, mig az A'B’ egyenes
a c-t a C" pontban metszi. A P-n
atmené és az A'B” egyenessel
parhuzamos sugar az abc sugara-
kat az 4,B,C, pontokban metszi.
Ha az 4,B,C, pontokon keresztiil
a siksor tengelyével a,b,c, par-
huzamosakat vezetiink, és az 4,
pontbdl az [a,b,c,] sikban az AD
radiussal leirt kornek B',, B,
metszépontjait a b, egyenessel, az
A, ponttal 6sszekotjiik, akkor a
keresett £, £, egyenesek mar az
A,B',, A B’y egyenesekkel lesz-
nek parhuzamosak. 2. dbra.

Ugyanis ha a 7, #, egyene-
sek a siksornak «{y ... sikjait az 4,B,C, ..., 4,B,C; .. . pon-
tokban metszik, akkor

SeBy . o) IWiS(abe i) N A (ABS T v ) N
(B 5 Y R (AgBeCy o) ISy 5 )
A (AeBiCys v ) D (A B O )5
és mert
AB = A,B';, = 4,B's — A,B, — A;B;

azért a 1(ABC . . .) pontsor kongruens a f#,(4,B,C, .. .) és a
t,(4;B,C, . . .) pontsorral,



Meg akarjuk még itt jegyezni, hogy:

két projektiv siksor, melynek két projektiv pontsor, melynek
tengelyei egymast nem metszik, tartoi nincsenek ugyanegy sik-
oc! pontsorral lehet perspektiv. ban, o' tengelybdl projiczial-
Minden egyenes, mely harom hat6 a pontsorokkal perspektiv
megfelel6 sikparnak «x, 3, és siksorokkal. Minden egyenes,
vv,-nek metszdvonalait metszi, mely hdrom megfelel6 pontnak
tartéja egy ily pontsornak. AA,, BB, és CC,-nek 6sszekotd
egyeneseit metszi, tengelye egy
ily siksornak.

3. §. Az alapalakzatok képzGdmeényei.

1. Ismeretes, hogy a sikban fennforgé dualitasi elv alapjan a
pontnak az egyenes, tehdt a pontsornak a sugérsor a dualisan meg-
felel6 alakzata. A #ér alakzataira vonatkozé dualitasi elv, mely az
elébbit is magéaban foglalja, akkép nyilvanul, hogy a pontnak a sik
képezi dualis alakzatat. E szerint az egyemesuek, mely két ponton
megy keresztill, dualis alakzata az egyemes, mely két sik metszo-
vonala; a sik pontjainak és egyeneseinek a ponton keresztiil mens
sikok és egyenesek ; tovabba a pontsornak a siksor, a sugarsornak
pedig a sugarsor dualis alakzata.

Ugyanegy sikban fekvd két projektiv pontsor képzédménye,
mint ismeretes, vagy két pont, vagy egy Il. osztalyu sugarsor, a
szerint, a mint a pontsorok perspektivek vagy altalanos helyzetiiek.
Es ennek a sikra nézve dualisan megfeleld tétele : ugyanegy sikban
fekvo két projektiv sugarsor képz6dménye, vagy két egyenes, vagy
egy 1II. r. gorbe (kipszelet), a szerint, a mint ismét ama sorok per-
spektivek vagy altalanos helyzetliek.

Vizsgaljuk most meg, hogy wmily dualis képzédmények szdr-
maznak, ha a harom alapalakzat: a pontsor, a sugarsor és a sik-
sor koziil két-két, akar egymemit, akdr kiilonnewd, de projekliv vo-
natkozasban allo sovt haszndlunk fel 1tj alakzatok képzéséve 2

Ha tekintetbe vessziik, hogy projektiv sorok képzGdményének
elemei a sorok megfeleld elemeit6l meghatarozott, azaz rajtuk ke-
resztiil men6é vagy benniik fekvd pont, sugar vagy sik, akkor ko-
vetkezG projektiv soroknak nincsenek képzGdményei :

Két sugédrsornak, melynek sikja és kézéppontja killombo6zo6 €s
mely nem perspektiv helyzet(i; tovabba a pontsornak és siksornak,
mely szintén nem perspektiv helyzet(.

O



Oly projektiv sorok pedig, melyek méar ismert alakzatot ké-

peznek:

a pontsor és a sugarsor, ha
amannak f tartéja ennek i sik-
jaban van, vagy pedig { nem
fekszik a sugdrsor sikjaban, de
T kozéppontjdn megy keresz-
tiil. Az elsé esetben a sorok
sikképzodménye hatérozatlan,
vagy pedig a sugédrsornak ¥
sikja lesz, a szerint, a minta
sorok perspektivek, vagy nem
azok ; a masodik esetben a kép-
z6dmény a ¢ siksor.

a siksor és a sugarsor, ha aman-
nak s tengelye ennek 7' kozép-
pontjin megy keresztiil, vagy
pedig ha s nem megy a sugar-
sor kOzéppontjan Kkeresztiil, de
ennek i sikjaban van. Az elsé
esetben a sorok pontképzid-
ménye hatérozatlan, vagy pedig
a sugarsornak 7' kdzéppontja,
a szerint, a mint a sorok per-
spektivek vagy nem azok; a
masodik esetben a képzGdmény

az s pontsor.

Ugyancsak ismert alakzat a sugarsor és a véle projektiv sik-
sor képzGdménye azoknak dltaldnos helyzetében, t. i. a kipszelet.

Az itt felsorolt eseteken Kivill a projektiv alapalakzatok uj
alakzatokat képeznek.

2. Ha két projektiv sugarsornak (7, 7) és (7, 1,)-nek ugyanegy
T kdzéppontja, de kiilombozs (i ést,) sikja van, akkor azoknak
képzGdményére nézve két esetet kiilomboztethetiink meg.

Az els6 esetben a sugdrsorok sikjainak metsz6vonala p = p,
megfelelGen kozos sugdr a két sugarsorban. A sugarsorok ekkor
perspektivek, és a megfelelé sugarakat Gsszekotd sikok egy s egye-
nesen mennek keresztiil, tehat egy kézonséges, azaz I. o. siksorl,
s-et, képeznek. De azonkivill még azt a siksort is a képz6dményhez
tartozonak tekintjiik, melynek sikjai ama megfeleloen kozos suga-
ron, p-n, mennek Keresztiil.

A masodik esetben a sugdrsorok sikjainak metszévonala nem
megfelelen kozos, a metszOvonalnak tehat, mint az egyik vagy
masik sorhoz tartozonak, mas sugir felel meg a masik sorban, azaz
a sugarsorok nem perspektivek. E konczentrikus, de nem perspek-
tiv sugdrsoroknak sikképz6dménye (a megfelels sugarparokat dssze-
koto sikoknak Osszessége) egy II. o. siksor. E 1I. o. siksornak
metszése barmely « sikkal, mely nem megy a sugarsoroknak kozos
kozéppontjan keresztiil egy Il. o. sugdrsor, mert a ¢ a két sugéarsort
két altalanos helyzetli projektiv pontsorban metszi, melynek
képzGdménye ama IL o. siksornak metszése a s sikkal. — Ebbdl
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lathat6, hogy a Il. o. siksor azoknak a sikoknak Osszessége, me-
lyek egy II. 0. sugarsor sugarait, sikjan Kkiviil fekvé pontb6l proji-
czialjak.

A 1I. o. siksort6l beburkolt feliiletet II. o. kupfeliiletnek, vagy
roviden I1. o. kiipnak nevezzilkk; a Il. o. siksor egyes sikjai a kup-
nak érintdsikjai; minden érintosiknak metszése a szomszéd érint0-
sikkal az elsonek érintd-alkoléja a kuppal. A kipot magit, ép ugy,
mint a 1I. o. siksort, melynek sikjai a kiupot beburkoljik, a felvett
két projektiv sugarsor képzGdményének tekintjiik.

Kénnyen belathaté, hogy ha a két konczentrikus projektiv
sugarsor helyett egy sugdrsort és egy véle projektiv pontsort
vesziink fel, mely utébbinak tartéja sem nem megy Kkeresztiil a
sugarsor kozéppontjin, sem nem fekszik annak sikjaban, akkor
azoknak sikképz6dménye (a megfelelé sugarat és pontot 6sszekotod
sikok Osszessége) vagy egy I. o. vagy egy II. o. siksor a szerint, a
mint a pontsor tartéjanak és a sugarsor sikjdnak metszGpontja, e
metszGpontnak megfelel6 sugaron van, vagy azon Kiviil van.

3. Két projektiv siksor s és s,, melynek tengelyei ugyanegy
M ponton mennek keresztiil, vagy perspektiv helyzet(i, vagy nem.

Az elso esetben a siksorok ss, tengelyein keresztiil mené sik
= = =, megfelelden kozos, a tébbi megfeleld sikpar pedig egymast
egy (MM, ) sugédrsorban metszi, és ekkor e = sikot, valamint az
(ML) sugarsort és ennek © sikjat a két siksor képz6dményének
tekintjik.

A masodik esetben, a midén a siksorok nem perspektivek,
tehat megfeleléen kozos sikkal nem birnak, azoknak képzédménye
egy 1L r. kupfeliilet vagy rovidebben II. ». kip. A siksoroknak
megfelelé sikjai egymast e 1. r. Kupnak alkoféiban metszik, és
mindez alkotok, melyekhez a siksoroknak ss, tengelyei is tartoz-
nak az M = (ss,) pontban, a kipnak csicsaban vagy kozéppont-
Jjaban metszik egymast.

A IL r. kiipnak minden sikmetszése, melynek sikja nem megy
a kup cstcsdn keresztill, egy kipszelet (11, r. grbe), mert a kipaot
képez6 keét projektiv siksornak metszése (nyoma) a metszdsikon két
projektiv sugérsor, melynek kupszelet a képzGdménye. E kipszelet
pontjaiban két megfelelé sugdr jut metszéshez, tehat e kupszelet
minden pontja nyoma egy kupalkoténak a metszdsikon.

Minthogy minden £® kipszelet (*-szor) két projektiv sugar-
sor l_gépzédménye, ugyszintén a % kipszeletet burkolé 11, 0. sugér-
sor &% (=<*-szor) két projektiv pontsor képzGdménye, ama projek-
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tiv sugarsorokat a kupszelet sikjan kiviil fekvé M pontbodl projiczialo
siksorok, és ama pontsorokat az M-bdl projiczialo sugarsorok pro-
jektivek. Es mert e siksoroknak és sugarsoroknak képz&dménye a
k2 kupszeletet, illetve a %2 sugédrsort az M pontbél projiczialo
IL r. kup, illetve IL. o. siksor, azért a II. o. siksort6l beburkolt II. o.
kup szintén IL r. kdp. A IL r. és I o. kup tehat nem kiilombozik
egymastol.

Meg akarjuk még e helyen jegyezni, hogy ha a két projektiv
siksor nem perspektiv, de tengelyei parhuzamosak, akkor kép-
z6dményiik egy kiilonds JI. r. kip, melyet I1. r. hengernek neve-
zlink. A hengernek alkot6i mind parhuzamosak egymassal.

4. Két projektiv siksornak képzédménye, ha azoknak tengelyei
nem metszik egymast, egy sugarsereg. Minthogy a siksoroknak
egyes megfeleld elemei folytonosan kovetkeznek egymadsra, azért a
sugarseregnek egyes sugarai is folytonosan fognak egymaésra Kko-
vetkezni, és igy egy fellileten lesznek, melyet egydgi hyperboloidnak,
vagy rovidebben, mert ebben az egész konyvben csak az egyagu
hyperboloidrél szélunk, csak hyperboloidnak nevezilink. Magét a
sugarsereget kozelebbrdél meghatarozva, altaldban hyperboloidikus
sugarseregnek mondjuk, de ha annak egy sugara végtelen tavol
van, akkor a sugarsereget paraboloidikusnak, a feliiletet pedig,
melyen e sugarsereg rajta van. hyperbolikus paraboloid-nak szokés
nevezni. A sugarseregnek egyes sugarai, a rajtuk Kkeresztlil mend
hyperboloidnak, vagy hyperbolikus paraboloidnak alkotdi.

A sugarseregr6l, ugyanoly moédon, mint az a II. r. kup eseté-
ben tortént, kimutathaté, hogy annak metszése minden oly sikkal,
mely a sugarsereget képez6 két siksor egyikének tengelyén sem
megy keresztiil — szintén kupszelet.

Hatra volna végre oly két projektiv pontsornak ¢ és ,-nek,
sugarképz6dményét megismerni, mely pontsoroknak tartéi egymast
nem metszik. De konnyen belathatd, hogy a szarmazé képz6dmény
ismét egy sugarsereg lesz, mert a ¢ pontsornak pontjait a 7, egye-
nesbdl projiczial6 siksor projektiv, a £, pontsornak pontjait a £ egye-
nesb0l projiczialé siksorral és e siksorok megfelelé sikjainak
metszévonalai, egyszersmind 0Osszekot6 egyenesei ama pontsorok
megfelel6 pontjainak,

5. Ezek szerint a harom alapalakzat: a pontsor, a sugarsor és
a siksor koziil kettG-kettGnek, mely projektiv vonatkozasd, de
nem perspektiv helyzet(i, kovetkez6 dualisan megfeleld képzdd-
ménye van :



1. A kapszelet (IL. r. gorbe),
melvnek pontjai két ugyanegy -
sikban fekvd és altalanos hely-
zetll projektiv sugdrsor meg-
felel6 elemeinek, vagy egy sik-
sor és egy vele projektiv és
altalanos helyzetli sugéarsor
megfelel6 elemeinek metsz6-
pontjai.

3. A IL . kip; ennek alko-
toi oly két projektiv vonatko-
z4su és nem perspektiv hely-
zetl siksor megfelel6 sikjainak
metszévonalai, mely siksorok
tengelyei ugyanegy ponton
mennek keresztil.

5. A sugarsereg (valamint
feliilet), melynek sugarai vagy alk
pontsor megfelel6 pontjain
mennek  Keresztiil, melynek

2. A II o. siksor (és az attél
beburkolt II. r. kip), melynek
sikjai két ugyanegy kozéppontu,
de altalanos helyzetl projektiv
sugarsor megfelel6 elemein,
vagy egy pontsor és egy vele
projektiv és altalanos helyzet(
sugarsor megfelel6 elemein
mennek keresztil.

4, A II. o. sugdrsor (és az
attél beburkolt kupszelet), mely-
nek sugarai két ugyanegy sik-
ban fekvdé projektiv vonatko-
zéasud, de nem perspektiv hely-
zetl pontsor megfelels elemein
mennek keresztil.

az azokto6l képezett hyperboloid
otodi oly két projektiv
siksor  megfelel6  sikjainak
metsz6vonalai, melynek ten-

tart6éi egymast nem metszik. | gelyei egymést nem metszik.

Staudt e nyolcz alakzatot: a pontsort és a kupszeletet, mint
pontok sokasagat, az I. és II. o. sugarsort, a Il. r. kupot és a sugar-
sereget, mint sugarak sokasagat, végre az 1. és a II. o. siksort, mint
sikok sokasagat, mely sokasagok mindannyian egyszeresen vég-
telenek (oot): elemi alapalakzatoknak nevezte. Ezen elemi alap-
alakzatok koziil barmely kett6 egymasra projektiv vonatkoztathaté
és igy uj alakzatok képzésére alkalmazhato.

Ha felveszsziik, hogy az elemi alapalakzatok elemeinek szama
ool akkor a sikban o* pont és «<* egyenes van; mert a SUgArsor
(e=?) sugarainak (=c!) pontjai betdltik az egész sikot pontokkal,
tovabba pontsor (e!) pontjaib6l kisugarz6 (o) sugarak ugyanegy
sikban teljesen betdltik ezt a sikot sugarakkal (egyenesekkel).

A térben =® pont és o® sik van. Ugyanis valamely a sikon
kiviil fekv6é 4 pontbél az a sik «? pontjahoz * sugar vezethets és
az ezeken lev6 (oc!) pontok betoltik az egész tért pontokkal;
tovabba valamely sik o? egyenesének ! sikja van és mindezek
betoltik a tért sikokkal.

A lérben «* egyemes wvanm, mert pl. az o sik oo® pontjabél a
£ sik o pontjahoz vezetett egyenesek betoltik az egész tért egye-
nesekkel.




II. FEJEZET.

A miasodrendt kap.

4. §. A masodrend{i kiip szdrmaztatdsa és poldris-
tulajdonségai.

1. Lattuk az el6bbiekben, hogy a IL r. kip alkotoi oly két
projektiv siksor megfelelé sikjainak kozos sugarai, melynek ten-
gelyei ugyanegy, egymasnak meg nem felel§ sikban fekiisznek ;
tovakb4, hogy a Il. o. kip érintGsikjai oly két projektiv sugarsor
megfelel6 sugarainak 0Osszekot6 sikjai, melynek kozos kozép-
pontja, de kiillomb6z6 sikja van és e sikoknak metsz6egyenese
nem megfeleldleg kozos sugar a két sugarsorban. A Il r. és a II. o.
kuip e szarmazasanal fogva minden sikt6], mely nem megy keresz-
tiil a képz6 siksorok tengelyeinek metszGpontjan, illetve a sugar-
soroknak kozos kozéppontjan, egy kupszeletben metszetik, és ezért
a Il r. és a IL. 0. kip nem kiillombozik egymastdl. E szerint:

A 1I. v, kitp alkotdi és érintbsikjai, projicziald sugarai, illetve
projiczialé sikjai egy kipszelet pontjainak és évintdinek a Ripszelct
sikjan kiviil fekvé pontbol.

A IL r. kiipnak e tulajdonsaga arra alkalmas, hogy a kupszelet
ismert projektiv tulajdonsagait, azaz oly tulajdonsagokat, melyek
projiczialas éltal nem vesznek el, a IL. r. kipra atvihessiik. E pro-
jektiv tulajdonsagok kovetkez6 tételekbsl szarmaznak :

projektiv pontsorokat és sugar- projektiv siksorokbél és sugar- :
sorokat pontokbol vagy tenge- sorokbol egyenesek vagy sikok
lyekbdl projiczidlé sugarsorok altal kimetszett pontsorok vagy
és siksorok projektivek. | sugarsorok projektivek.

2. Ismeretes a kupszeletekr6l a kovetkez6 két alaptétel: a
kupszelet pontjait annak tetszés szerinti két pontjabodl projiczialé
sugarsorok projektivek, és a kupszelet érintéi annak két tetszés-
szerinti érint6jét projektiv pontsorokban metszik. Ezekbdla I r.

kupra vonatkozodlag szarmazik :

Azok a siksorok, melyek egy Azok a sugarsorok, melyek-

II. r. kdp alkotéit, annak két | ben egy IL r. kip érintGsikjai
tetszésszerinti alkot6jabol pro- annak két tetszésszerinti érintd-
jiczidljak, projektivek, | sikjat meiszik, projektivek.

Klug : Projektiv Geometria. 2
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Ugyancsak e tételb6l szarmazik a II. r. kupra alkalmazott
Pascal-tétel és Brianchon-tétel, mely ekképen sz0l:

A 1L r. kiipba beirt hatél at- A 1L r. kap korllirt hatlap
ellenes lapjainak metszévonalai atellenes éleit 0sszekotd sikok
ugyanegy sikban fekiisznek. (a hatlap féatlésikjai) egymast

| ugyanegy egyenesben metszik.

Minthogy a valos kupszeletnek polaris tulajdonsagai a fon-
nebbi alaptételbdl szarmaztathatok le, a valés II. r. kiipnak ugy-
nevezett poldris tulajdonségai is a fonnebbi tételekbdl vezethetSk
le. De hogy e tulajdonsagokro6l, melyek 4ltaldban fliggetlenek attdl,
hogy a II, r. kip valés vagy képzetes-e, szolhassunk, induljunk ki
egy sikbeli polaris-rendszerbsl (P. G. E. 15. §.), melyet e konyv-
ben poldrismezének akarunk nevezni.

A polarismez6 tudvalevéleg oly vonatkozasa a sik o* szamu
pontjainak, azaz a pontmezének, és o* szamu egyeneseinek vagy
sugarainak, azaz a sugdrmezének, hogy minden ¢ pontsor pontjai-
nak egy T sugérsor sugarai felelnek meg, s mely megfelel6 sorok
egymads iranyaban involucziés fekvéstiek. Ily kiilonnemi soroknak
involuczids fekvése azt jelenti, hogy a ¢ pontsort a 7' k6zéppontbol
projiczialé sugérsor a 7'sugarsorral involuczios, vagy a mi ugyanaz,
a ¢ pontsor tart6ja a T sugarsort egy a ¢ pontsorral involuczids
pontsorban metszi. A megfelel6 pontot és sugarat, mint a milyen a
polarismez6ben a T és tis, pdlus és polarisnak, minden O pontot,
mely egy P pont polarisan, p-n, fekszik a F-hez kapcsolt p6lusnak,
és minden ¢ sugarat, mely a p sugar pélusan, P-n, megy keresztiil
a p-hez kapcsolt poldrisnak nevezziik. A polarismezének pedig az a
tulajdonsaga van, hogyha valamely pont a polarisan fekszik, tehat
a pont kapcsolt pdlusaval, és igy egyszersmind a pontnak polarisa
kapcsolt polarisdval egyestil, akkor a polarismez6ben végtelen sok
ily pont és sugar van; e pontok egy kupszeleten fekiisznek, a su-
garak pedig ennek a kupszeletnek érint6i. E kupszeletet a polaris-
mez8 rendigorbéjének vagy vezeté Ripszeletének (direktrixjének)
nevezziik. Ha ellenben a polarismez&ben nincsen olyan pont, mely
polérisan fekszik, akkor a polarismez6 rendigorbéjérél azt mondjuk,
hogy az képzetes kupszelet. De e képzetes kupszelet, mely nem
képz6dménye két valés sugarakbol allé projektiv sugarsornak,
mindama polaris tulajdonsagokban megegyezik a valés kuipszelettel,
melyek nem vonatkoznak a kupszeletek pontjainak vagy érintGinek
valds vagy képzetes minemtiségére.

3. Ezeket el6re bocsatva, legyen az ¢ sikban egy poldrismezé
megadva és projiczidljuk az ¢ sikban fekv0 pontmezdt és sugar-




mez6t egy a sikon kiviil fekvé M pontbdl sugarakkal és sikokkal.
E projiczial6é sugarakat (szdmra o*) sugdrmyalabnak és e proji-
czi4lé sikokat (eo®) sikuyalabnak, az M pontot pedig a nyaldb
rozéppontjdnak nevezziik. A pontmezl, a sugarmezl, a sugér-
nyaldb és a siknyaldb, minthogy kétszeresen végtelen sok {o<*)
pontot, sugarat, illetve sikot vagy éltalanosan oo* elemet foglal ma-
géban, madsodfokozatii alapalakzat, mig a pontsor, a sugérsor és a
siksor, mert elemeinek sokasaga oo! ¢lséfokozatii alapalakzat.

A térben fennforgé dualitasi elv szerint a pontmezdének a sik-
nyalab, a sugdrmez6nek a sugarnyaldb, a pontmez6 egy pontsora-
nak a siknyaldb egy siksora, a sugarmezé egy sugarsoranak a
sugarnyalab egy sugarsora a dualis alakzata, Ugy mikép a pont-
és sugarmez6ben megvan a dualitdsi elv, mely szerint a pontnak
az egyenes (sugar) felel meg a sikban, tgy megvan e dualitési elv
a sugar- és siknyaldbban is, mely szerint a nyaldb egy sugaranak
egy sik felel meg a nyaldbban,

Az M sugarnyalabnak és siknyalabnak oly elemeit, melyek az
¢ polarismezbnek polus és polarisait projicziadljak, polarvissugdarnak
és polarissiknak nevezziikk, E szerint, ha a T pontnak az ¢ poléris-
mez0ben polarisa a ¢’ egyenes, akkor az M nyaldbban az MT = ¢
sugarnak polarissikja az [M ¢’ =~ sik és a = siknak polarissugara a
t sugar. A t sugaron keresztiil mend sikoknak polarissugarai f-nek
polarissikjaban, =-ban, egy sugarsort képeznek, mely ama siksor
irdnyaban involuczids fekvésl. Ez pedig annyit jelent, hogy e
sugarsort a £-bol projicziald siksor involucziés az elébbi siksorral,
vagy a mi ugyanazt fejezi ki: a siksor nyoma a = sikon a sugar-
sorral involucziés sugarsort képez. — A sugarnyaldbot és a sik-
nyalabot ebben a kolcsonos helyzetben, melyet elfoglalnak, egytitt-
véve polarisnyaldabnak, minden » sugarat a nyaldbban, mely a
nyalab p sugaranak polarissikjaban fekszik a p-hez kapcsolt poldris-
sugdrnak, és minden p sikot, mely egy = sik p polarissugaran megy
keresztiil, a = sikhoz kapcsolt poldrissiknak nevezziik. E szerint:
a polarisnyalab minden sikjaban a kapcsolt polarvissugarak invo-
lucziés sugarsort, és minden sugavanak kapcsolt poldrissikjai invo-
luczids siksort képeznek.

Minthogy az ¢ polarismez6 egybees6 kapcsolt polusai és
egybeesé kapcsolt poldrisai a polarismezé vezetd kipszeletének
pontjai és érint6i: a polarismez6t az M pontb6l projiczidld polaris-
nyalabban az egybees6 kapcsolt polarissugarak és polarissikok egy
IL r. kipnak alkotdi, illetve érintGsikjai. Ezt a polarisnyalabtél meg-
hatarozott 11, r. kupot a nyaldb rendi- vagy wvezelé Riupjanak
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(direktrixjének) nevezzilk s a szerint, a mint az ¢ polarismezé
vezetd kupszelete valés vagy képzetes volt, a poldrisnyaldbnak
vezet6 kupja is ugyanilyen lesz.

4. Ha a polarisnyaldb meghatarozasahoz sziikséges adatok
ismeretesek, melyek olyanok, mintha a polarisrendszer meghataro-
zésara szolgalé adatok egy pontbol projiczialtatnak, akkor azok
meghatarozzak a polarisnyalab vezeté kupjat. Viszont minden
IL. r. kip meghataroz egy polarisnyalabot, melynek a kup vezetd
kipja, s melyrél azt mondjuk, hogy a kup altal indukaltatik.

Akkép, mint a II. r. kip, minden sikot, mely nem megy kozép-
pontjan keresztll, kipszelet szerint metsz: a poldrisnyalab is, legyen
annak vezeté kupja valds vagy képzetes egy tetszésszerinti sikot,
mely nem megy kozéppontjan Kkeresztiil, polarismez6ben metsz.
Ugyanis az M polarisnyalabnak egy tetszésszerinti siksora #(«2y...)
és e sor poldris sugaraitél képezett (M, <) sugarsora involuczios
fekvésli lévén, minden ¢ sikot involuczi6s fekvésl sugarsorban,
illetve pontsorban metsz, s ezért a polarisnyalabnak metszése az
¢ sikkal egy polarismezs lesz. Ugy, mikép a polarismez6 tulajdon-
sagai a vezet6 kupszeletének polaris tulajdonsagai: a polaris-
nyaldbnak tulajdonségai, a vezetd kupjanak, tehat a IL r. kipnak
polaris tulajdonsagai. Ezért oly tételekben, melyek a II. r, kipnak
polaris tulajdonsagaira vonatkoznak, egyarant hasznalhatjuk a po-
larisnyalab vagy 1L r. kup kifejezést.

Allitsuk most 6ssze a kupszeletek polaris tulajdonsagaibol (P.
G. E. 11. §) folyo, és IL r. kiipra kézvetlen atvihetd polaris tulaj-
donséagokat,

Ha a I r. kip csucsan keresztiil mené

¢t sugarnak polarissikja =, akkor
a t-n keresztiil fektetett sikok a
kipot oly alkotoparok szerint
metszik, melyek a ¢ és =-tél
harmonikusan vannak elva-
lasztva. Ez alkotoparok a kip
tetszésszerinti alkotdjaboél invo-
lucziés siksorral projiczialtat-
nak; s mindez involuczios sik-
sorok a = sikot ugyanegy invo-
lucziés sugarsorban metszik,
melynek tarssugarai kapcsolt
poldrissugarak a kupra vonat-
kozdlag.

= siknak polarissugara ¢, akkor
a kupnak oly érintGsikparja,
mely egymast a v-ban metszi, a
7 és #-t61 harmoénikusan van
elvalasztva. E sikparok a kup-
nak tetszésszerinti érintdsikjat
involuczidés sugarsorban met-
szik; s minden érintésikon az
ekkép kimetszett sugarsorok a
¢t sugarb6l ugyanegy involu-
czios siksorral projiczialtatnak,
melynek tarssikjai kapcsolt po-
larissikok a kupra vonatko-
zdlag.
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Minden a =-val parhuzamos ¢ sik a kiipot és a t6le indukalt po-
larisnyalabot oly kipszeletben (vagy polarismeziben) metszi, mely-
nek kozéppontja és kapcsolt Atmérbparjai a = polarissugarnak, #-nek,
illetve a #-n keresztill men6 kapcsolt polarissikoknak metszései az
: sikkal, E kimetszett kapcsolt atméréparok tehat parhuzamosak a
=-ban fekv6 kapcsolt polarissugarakkal. A kimetszett kupszelet
ellipsis, hyperbola vagy parabola, a szerint, a mint a kapcsolt polaris-
sikok, vagy a mi ugyanaz, a =-ban fekv0 kapcsolt poldrissugarak
elliptikus, hyperbolikus, vagy parabolikus involuczios sort képez-
nek, vagy még mas széval kifejezve: a szerint, a mint a = sik a
kupot két képzetes, két valos vagy végre két egybeesd alkotd
szerint metszi. Minden pont kézéppontja egy, a Il r. kipbdl (és a
tole indukalt poldrisnyaldbbdl) kimetszhet6 Kkupszeletre (poléris-
mezdre) nézve; a sik dllasa megegyezik azon sikkal, mely a felvett
ponton és a kup csucsan keresztill mend sugarnak polarissikja, —
Minden ¢ egyenesen keresztiil lehet oly sikot fektetni, hogy annak
metszése a kdppal (a polarisnyalabbal) egy oly kupszelet (polaris-
mez0), melynek atmérGje a ¢ egyenes. A kupnak M csucsan ke-
resztil mend és a g-vel parhuzamos p sugarnak poldrissikja = a
g-tegy O pontban metszi, mely a Kkeresett kupszeletnek kozép-
pontja; ennek sikja pedig az OM sugéar polarissikjaval parhuzamos.

5. Minden oly haromélet a poldrisnyaldbban, vagy all r,
kupra vonatkozélag, melynek minden éle a szemben fekvé lapnak
poldrissugara (s mely tehdt a polirismezs vagy kipszelet polaris-
naromszogének felel meg a nyaldbban), a polarisnyalab vagy a
IL r. kip polarishdromélénck nevezzilk. A polarisnyaldb polaris-
haroméleinek szama o%,

A valés IL r. kip polarishdromélének egyik lapjan fekvd
kapcsolt polarissugarak és igy az evvel szemben fekvé élen keresz-
tiil mend Kkapcsolt polarissikok elliptikus, mig a tobbi két lapon
fekvd, illetve a tobbi két élen atmend kapcsolt elemparok hyper-
bolikus involuczios sort képeznek. A polarisharomélnek két lapja
tehat a kdpot valés alkot6parokban metszi, és két élébsl valds
érintGsikparok fektethetGk a kuphoz.

Minthogy a poldrismez6 két polarisharomszogének szogpont-
jai kupszeleten fekiisznek, és e polarisharomszigek oldalai egy
masik kupszeletnek érintdi, azért a polarisnyalab két polarisharom-
élének élei egy II r, kipnak alkotdi, és lapjai egy masik IL. r, kiip-
nak érintdsikjai.

Tekintve, hogy egy ABC haromszog szogpontjainak polarisai
a polarismezGben, az ABC-vel perspektiv haromszognek oldalai
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kovetkezik : Ha a polarisnyalabban levé abc haromél éleinek polaris-
sikjai «fy, ugy e sikokt6l képezett hdromél az abc-vel perspektiv
helyzetli a nyaldbban, azaz: az a, 2y; b, vx; c, «f éleket 6sszekotd
sikok ugyanegy o egyenesen mennek Keresztiil, és az «, bc; {3, ca;
v, ab sikparoknak metszegyenesei egy o sikban fekiisznek, mely
az o sugéarnok polarissikja a nyalabban.

Minthogy a polarismez6 sikjdban fekvé minden kupszelet
pontjainak és érintéinek poldrisai és poélusai egy masik kupszelet-
nek érint6i és pontjai, azért: Egy polédrisnyaldb azon sugarainak és
sikjainak polarissikjai és polarissugarai, melyek egy Il r. kiipnak
alkot6i és érintdsikjai,egy maésik II. r. kipnak érintGsikjai és alkotoi.
A két kuprol azt mondjuk, hogy az egyik a masiknak poldrisalakzata
a polarisnyalabban.

6. A kupszeletre (polarismezdre) vonatkozé HESSE-tételek a
polérisnyalabra alkalmazva, ekkép fejezhetdk ki :

Ha az aa,, bb, sugarparok
kapcsolt polarissugarak egy
polarisnyaldbban, akkor az

Ha az ax,, 28, sikparok kap-

csolt polarissikok egy polaris-
nyaldbban, akkor az («8), (#,5,)

[ab), [a,b,] és az [ab,], [a,D]
sikparok ¢, ¢, metsz0 egyene-
sei, azaz az abca,b,c, négy-
lapnak szemben fekvé élei aa,,
bb,, cc, kapcsolt polarissugarak
a polarnyalabban.

Egy olyan négylapot a pola-
risnyalabban, melynek szemben
fekvé élei kapcsolt polarissuga-

és az («f,), («,%) sugarparokat
Osszekotd sikok v, v,, azaz az
alyx, By, négyélnek szemben
fekvé lapjai aay,, BB YYi
kapcsolt polarissikok a polaris-
nyalabban.

Egy olyan négyélet a polaris-
nyaldbban, melynek szemben
fekvé lapjai kapcsolt polaris-

rak: polarvisnégylapnak ne-
veziink.

sikok : polarisnégyélnek ne-
veziink,

Minthogy az a és a b sugarak mindegyikét ~*-szor vehetjiik
fel a nyalabban és az a és b-hez oo! szamu kapcsolt polarissugar
van, azért egy polarisnyaldb polarisnégylapjainak és polarisnégy-
éleinek szdma of,

A polarisnégyélnek harom élét, abc-t, tetszésszerint vehetjiik
fel a polarisnyaldbban M-ben; ez éleknek afy polarissikjai az
M (abc)-vel perspektiv haromélnek lapjai. Ha a megfelel6 éleket
0sszekoté sikok metszOegyenese a d, és a megfeleld lapoknak
metszSegyenesei a 0 sikban fekiisznek, akkor az M(abcd) poléris-
négyél és az M(22yd) polarisnégylap az M nyaldbban. Ebbél is
lathato, minthogy a felvett abc élek mindegyikének o2 helyzetct
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adhatunk a nyaldbban, hogy a poldrisnégyélnek szama a poldris-
nyalabban oe,

Egy polarisharomél és egy tetszésszerinti sugar (sik) a polaris-
nyaldbban polarisnégyélet (polarisnégylapot) képez. Mert mind a
harom sik, mely a polarisharomél éleit a felvett sugérral 6sszekoti
kapcsolt polérissikja a polarisharomél egyes lapjainak.

7. A polarisnégyélekr6l és polarisnégylapokr6l REYE szerint
a kovetkezG dualis tételeket allithatjuk fel:

Ha a polarisnyalab két

polarisnégyélének Kkét Kkozos polarisnégylapjanak két kozos

éle van, akkor azoknak Osszes lapja van, akkor azoknak 0sszes

élei egy II. r. kupon fekiisznek. lapjai egy II. r. kipnak érint6-
| sikjai.

Ugyanis, ha az M(abcd), M(abc’d’) polarisnégyélek abcdc'd’
éleinek polarissikjai «2ydy'd', akkor, tekintve, hogy egy siksor
polarissugaraival involuczids fekveés( :

a(cdc'd’) )\ a(ydy'd’) )\ b(ded'c’) /\ b(cdc'd’),
mert az ay, 23 stb. sugarak megfelelSleg a bd, bc stb. sikokban
fekiisznek. Minthogy ezek szerint az a és a b élbdl a cdc’d’ élek
projektiv siknégyesekkel projiczialhatok : az abcdc'd' élek egy 1. r.
kuipnak alkotoi.

E tételnek kovetkezménye :
Ha a polarisnyalab egy polarisharomélének és egy

polarisnégyélének egy éle polarisnégylapjanak egy kozos
kozos, akkor az Osszes élek lapja van, akkor az 6sszes lapok
egy 1L r. kipnak alkotoi, | egy IL r. kipnak érintGsikjai.

Két kozos kozépponti (konczentrikus) polarisnyalabnak oot
kozos polarisnégyéle és polarisnégylapja van. Az ily polarisnégy-
élnek két szemben fekvé lapjat «, (-t, tetszésszerint vehetjiik fel a
nyaldbban. Az o és (b siknak polarissugarait a nyalabokban Gssze-
kotd «,, illetve [, sik, kapcsolt polarissikja =, illetve #-nak mindkét
nyaldbban és igy a kozos polarisnégyélnek élei, az «f, a5, «,5, 2,5,
sugarak, Ily k6zos polarisnégyélek és lapokrol kimutathat6, hogy :

Ha két konczentrikus polarisnyalab két k6zos

polarisnégyélének egy élekdzos, | polarisnégylapjanak egy lapja
akkor ez az €l a tobbi hat sza- | koz0s, akkor ez a lap és a tobbi
bad éllel egytitt egy IL r. kiipon ) hat szabad lap ugyanegy IL r.
fekszik, | kupnak érintdsikja.

Legyenek a két polarisnégyélnek élei abed, ab'c'd’; azok az
élek, melyek az abb' haromélt az egyes nyalabokban polarisnégy-
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élekké egészitik ki p és p'. Az elGbbi tétel szerint az abb’p, abed ;
abb'p’, abed ; abl'p, ab'c'd’ ; abb'y’, ab'c'd’ polarisnégyélek élei egy-
egy Il r. kipon fekilsznek. De a két elsé kiupnak abcdb’ 6t k6zos
alkot6ja lévén, egybeesik; ugyszintén a két utébbi kip, mely az
ab'c'd’b éleken megy keresztiil. Amde a p, p' élek mindkét kipnak
alkotdi, tehét a kipoknak szintén abb'pp' 6t kozos alkotéjuk van;
miért is az abedb'c'd’ élek ugyanegy Il r. kiipnak alkotéi.

8. Két polarismezinek (kupszeletnek), mely ugyanegy sikban
fekszik, tudvalevlleg altaldban csak egy kozos polarisharomszoge
van, s csak abban az esetben lesz a két polarismezének o* k$zis
poldrisharomszoge, ha egy sugdrsor Osszes sugarainak polusai a
két mezGben ugyanegy pontsornak pontjai, vagy a mi ugyanazt
fejezi ki, ha a polarismezOknek vezeto kupszeletei kettosérintéstiek.
Hasonlokép két konczentrikus polarisnyalabnak dltalaban egy, s a
nyalabok kiilonds helyzeténél o* kozis polaris haroméle van.

Hogy két konczentrikus, de kiilomben altaldnos helyzet(, po-
larisnyalabnak, Mp, Mp'-nek, melynek k&zéppontja az M pont,
kozos polarisharomélét megtalaljuk, analogusan jarunk el, mint két
kupszelet kézos polarisharomszdgének meghatirozasanal. A nyala-
bok egy o sikjaban fekvé (MM, s) sugarsor x sugarainak % és '
poldrissikjai az (M, s) sugarsorral és igy egymadssal is projektiv
s és s’ siksort alkotnak, E két projektiv siksor képzGdménye egy
5, 11, r. kip, melynek alkotéi az (M, ) sugdarsor x sugaraihoz
kapcsolt poldrissugarak mindkét polarisnyalabban Mp-ben és
J[p‘-ben.

A két konczentrikus polarisnyaldb tehat Steiner-féle rokon-
sagot (Projek. Geom. Elemei. 148. p.) 1étesit az M nyalibban ; ebben
a nyaldb minden x sugardnak az a %%’ sugir felel meg, mely az
a-hez kapcsolt poldrissugdar mindkét polarisnyaldbra nézve; és a
nyalab minden ¢ sikjdban fekv6é sugdrsordnak egy 4, IL r. kup
alkotéi felelnek meg. Az M nyalab egy masik sikjanak, =-nak, tehat
e Steiner-féle rokonsagban megfelel egy masik I, r. kup =,2,

A 6,7, ™ kipoknak egy kozos alkotdja a s sikok metszd-
vonaldhoz kapcsolt polarissugar ; e kupoknak tehat van még hdarom
kozos alkotéjuk abe. Minden ilyen alkotd, pl. az a, mindkét nyalab-
ban a s és a = sik egy-egy sugardhoz kapcsolt polarissugar, tehat a
rajtuk keresztill mend z siknak polarissugara, Ugyanigy a b és a ¢
sugarnak a két polarnyaldbban ugyanegy [, illetve v sik polaris-
sikja van. Az abc élektdl és az z@y sikoktol képezett haromélek
azonban egybeesnek. Mert az z sikban fekvé kapcsolt polarissuga-
rak az egyes nyalabokban egy-egy involuczios sort alkotnak, me-
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lyeknek egy kozos elemparja az a-val egylitt egy kozos polaris-
haromélnek éleit képezi. Ugyanigy a [ és y sikokban a kozos kap-
csolt polarissugarparok a b és ¢ sugérral egy-egy kozos polaris-
haromélnek élei. De a két polarisnyalabnak egynél tobb kozos
polarisharoméle nem lehet, mert mar két poldrishdromél, melynek
nincs kozos éle, egyfélekép hatdroz meg egy polarisnyalabot. Ebbgl
kovetkezik, hogy a bc, ca, ac élek megfelelSleg az «, 5, v sikokban
fekiisznek, azaz az M(abc) = M(x2y) hdromélek a két poldris-
nyalabnak kozos polarvisharomélét képezik.

Visszatérve az (DM, s) sugarsor sugarainak polarissikjait6l
képezett s és s' projektiv siksorokhoz, megtorténhetik, hogy azok
perspektiv helyzet(ek, tehat egy megfelelSleg kozos o sikkal birnak,
mely a tetsz6legesen felvett ¢ sik egy J sugaranak polarissikja a
két polarisnyalabban. Ugyanigy a tetszésszerinti = sikban is van egy
d, sugar, melynek polarissikjai a nyalabokban, egy 9, sikkal esnek
egybe. A d, d, sugaraknak 9, d, polarissikjai egymast egy p sugar-
ban, a dd, = = siknak poldrissugaraban metszik, s mert a 9, J,
sikok nem mennek a d,, illetve d sugaron Kkeresztiil, azért a = sik
minden sugaranak a polarisnyaldbokban ko6z0s polarissikjai a p
egyenesen mennek keresztiil. A két polarisnyaldbnak ebben a hely-
zetben végtelen sok k6zos polarisharoméle van, melyeknek egy éle
p és az ezzel szemben fekv( lapja = kozos. Ebben az esetben tehat
a két polarisnyalab vezet6 kupjai akar valosak, akar képzetesek,
egymast két alkotdban, azaz ketiésen ¢rvintik, mely érintési alkotok
a = sikban fekvé és mindkét poldrisnyaldbra vonatkozé kapcsolt
polarissugarakbdl all6 involucziés sornak kettéssugarai.

9. A polarisnyalabok kozott legegyszerlibb az ugynevezett
orthogonalis poldrisnyalab vagy csak orthogonalis nyalab, melynek
minden sugara mer6leges polarissikjara, tehat minden sugardn
atmend kapcsolt polarissikok és minden sikjaban fekvd kapcsolt
polarissugarak orthogonalis (involucziés) sort képeznek. Az ortho-
gonalis nyaldb minden polarisharoméle orthogonalis, azaz e hdrom-
élnek minden élszége és lapszoge derékszog; minden polaris-
négyélének szemben fekvé lapjai és minden poldrisnégylapjanak
szemben fekv( élei derékszoget képeznek. Az orthogonalis nyalab
vezetd kupja képzetes, mert a nyaldbban nincsen olyan valds
sugér, mely poldrissikjaban fekiidnék. Minden sik az orthogonalis
nyalabot képzetes korben metszi; e kornek valos kozéppontja a
nyalab M kozéppontjab6l a metszsikra bocsatott merdlegesnek
talppontja O, s e kor radiusinak négyzete: —MO?, Valamennyi
orthogonalis nyalab (%), a végtelen tavol fekvdé sikot ugyanegy
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polarismez&ben metszi, melynek vezetd kire képzetes s melyet a #r
végtelen tdvol fekvs képzetes korémek neveziink. Az orthogonalis
sugérsor a sikban analogonja az orthogonalis nyaldbnak a térben ;
amaz a sik végtelen tavol fekvé egyenesét involucziés pontsorban
metszi, melynek kettGspontjai a képzetes korpontok a sikban; ez a
tér végtelen tavol fekvs sikjat polarismezében metszi, melynek
vezetd kipszelete a végtelen tavol fekvo képzetes kor. Ugy, mikép
az orthogonalis sor meg van hatarozva kozéppontja éltal, az ortho-
gonalis nyalabot is meghatarozza annak kozéppontja.

Minden kupnak polaris alakzata az orthogonalis nyalabban
egy masik kup, melynek alkot6éi és érintdsikjai, amannak érint(-
sikjaira és alkotéira merSlegesek. Két kupot, mely egymasnak
polaris alakzata egy orthogonalis nyaldbban, wecziprokus kipnak
neveziink. Az egyik kip minden polarisharomélének, poldrisnégy-
¢élének és polarisnégylapjanak polaris alakzata az orthogonalis nya-
labban: polarisharoméle, polarisnégylapja, illetve polarisnégyéle a
recziprokus kupnak, stb. ~

5. §. A polarisnyaldb f6tengelyei és f6sikjai.

1. Ismeretes, hogy a polarismezé6 (kupszelet) sikjaban vannak
oly pontok ¢s sugarak, mint a kézéppont, a gyujtépontok, a tenge-
lyek, a végtelen tavol fekvs egyenes, melyek a tobbiektdl kiilonos
tulajdonsagaiknal fogva kivalnak. Ily kiilonds sugarakat és sikokat
a poldrisnyaldbban és vezet6 kipja iranyaban is taldlunk, ezek :
a polérisnyalab f6tengelyei, f0sikjai, fokalis sugarai és cziklikus sikjai.

A polarisnyalabban oly 6sszetartoz6 polarissugarat és polaris -
sikot, mely egymasra merdleges, a polarisnyalab folengelyének és
Jfosikjanak, a polarisnyalabban eléfordulé orthogonalis polarisharom-
élét pedig a nyalab f6-polarisharomélének nevezziik. Az orthogonalis
nyaldbban minden sugar és minden sik fGtengely, illetve f@sik.
Az altalanos ponlarisnyaldbnak a vele k6zos kozépponti orthogonalis
nyalabbal egy kozOs polarisharoméle van ; e k6z6s polarisharom-
élnek élei és lapjai képezik az altalanos polarisnyalabnak f6tengelyeit
és fosikjait.

Az éltalénos eljaras szerint (4. §, 8. p.) az altalanos M polaris-
nyalabnak és a véle konczentrikus orthogonalis nyaldbnak Kkozos
polarisharomélét, tehat ama polarisnyalabnak f6tengelyeit kovet-
kezOképen szerkesztjiik :

Az M polarisnyalab két tetszésszerinti ¢ és = sikjaban fekvé
(M, 5), (M, =) sugarsoroknak polarissikjai az s és ¢ siksorok ; ugyan-
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csak az (M, 5) és (M, =) sugarsorok sugaraira mer6leges sikok az
s’ és ¢’ siksorok.

Az s és s', valamint a ¢ és ¢’ siksorok projektivek 1évén, kép-
z6dményiika 6,?, illetve a 7, IL r. kup, ése kiipoknak egyik kiozos
m, alkotéjuk a ¢ T = m sugar polarissikjdban fekvé és a 6w = m-re
merdleges egyenes. A ¢,?)) 7, kipoknak e kozos valds alkot6jan
m,-en kiviil van még legalabb egy kozos valos alkotéjuk a. Az a-nak
polérissikjdban, «-ban, a kapcsolt polarissugarak kozott van legalabb
egy par valos be, mely mindig meréleges egymasra; ezek és az a
sugér képezik az M polarisnyaldbnak mindenkor valds f6tengelyeit ;
e fOtengelyeket paronként Osszekotb bc =u«, ca =§, ab= 1~
sikok pedig annak fésikjait.

De ha a polarisnyalab « sikjaban a kapcsolt poldrisok orthogo-
nalis sort képeznek, akkor e sikban végtelen sok fGtengely van.
Az ily specziélis polarisnyaldbot votatérikusnak vagy fovgasi pold-
risnyalabnak, annak a fGtengelyét forgastengelynek, a nyalab
vezetd kupjat, mely valés vagy képzetes lehet, forgaskipnak
nevezziik.

Ha végre a polarisnyalabban két sik, « és %, merdleges polaris-
sugarara, a-ra és b-re, és azonkiviilaz = és 3-ban a kapcsolt polaris-
sugarak orthogonalis sort képeznek, akkor a nyalab egy tetszéssze-
rinti 5 sikjanak polarissugara s, mint az «s és a s sugarakra merd-
legesen all6 és az a-n, illetve a b-n keresztiil mend sikoknak metszé-
vonala, merdleges a s-ra. A polarisnyalab tehat ebben az esetben
orthogonalis nyalab.

2. A polarisnyalab és vezetd kupja fétengelyeinek stereomet-
riai szerkesztését az elGbbiekben kifejtettiik. E szerkesztés megen-
gedi, hogy a nyalabban két sikot ¢ és =-t tetszésszerint vehessiink
fel és azért lassuk, hogy a szabadon valaszthat6 ¢ és 7 sik czélszerd
felvétele mikép egyszerusiti a szerkesztést. Oldjuk meg tehét a
gyakorlati czélnak megfelelleg a kovetkez6képen fogalmazott
feladatot :

Adva wvan az ¢ sikban a k@ kiipszelet (pl. ellipsis) és e-nak
stkyan kiviil az M pont, melynek M’ deréksz0gii projekczidja e-va és
r tavolsaga az ¢ siktol ismereles ; szerkeszlendok amnak az M.E>
kitpnak fétengelyei, mely a k® kiipszeletet az M pontbol proji-
czialja (3. abra.).

A feladat 1ényegében nem mas, mint a 2 kupszeletre vonat-
kozblag egy oly ABC polarisharomszoget szerkeszteni, mely az M
pontbélorthogonalis (derékszog(i) haroméllel M(abc)-vel projiczidlhato.
Vagy pedig: a k2 kupszeletnek és annak a képzetes kornek, #/* -nek
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kozos polarisharomszogét szerkeszteni, melynek kézéppontja az M’
és radiusanak négyzete —»?, azaz mely k@ képzetes korben az M
kozépponti orthogonalis nyalab az ¢ sikot metszi. E szerint két
adott polarismez6nek kozos polarisharomszogét, A BC-t, kell meg-
hatérozni. :

A k?, k@ gorbék 2 k> Steiner-féle rokonsagot éllapitanak
meg az ¢ sikban ; ennél minden P pontnak az a P, felel meg, melyben
a P-nek a k® és k;®-re vonatkozd polarisai egymast metszik, mely
tehat a P-hez kapcsolt pélus a k®-re és a %/ -re nézve. Minden s
egyenesnek az ABC haromszog korul irt oly s, kupszelet felel
meg, mely az s pontjaihoz a k®- és %;?-re vonatkozo kapcsolt polu-
sokat tartja. Az s-n és az s,® -en a megfeleld pontok projektiv soro-
kat képeznek s ezért minden az s-n fekvd involuczios sornak invo-
luczids sor felel megazs,® kupszeleten. Ha a £ egyenes az s,® kup-
szeletet a JK pontokban metszi, akkor a #-nek megfelels £,® kup-
szelet is metszeni fogja az s egyenest a JK-nak megfelel6 o, K,
pontokban. A ¢ egyenesen fekvé és az s, -re vonatkozolag kapcsolt
polusoknak, melyek tehat a JK pontpart harmoénikusan valasztjak
el és involucziét képeznek, egy involuczié fog megfelelnia #* kup-
szeleten, melynek tarspontjai a JJ, K, pontokat valasztjak el harmo-
nikusan, Ugyanigy az s egyenesen fekv6 #® -re vonatkozé kap-
csolt pélusoknak, melyek a J, K, pontpart valasztjak el harmoénikusan
és igy szintén involucziét képeznek, az az involuczié fog megfelelni
az s, kupszeleten, melynek tarspontjai a JK pontokat valasztjak
el harmonikusan.

Ez utébbi allitds altalanosabban kifejezve (azaz ha a JKJ, K,
pontok nem valdsak, tehat a £és s nem metszi az s,® és £, -et valos
pontokban), szintén igaz marad t. i.:

,Ha az s és a f egyenesnek a k' k;® Steiner-féle rokonsagban
az s, és t,® kupszeletek felelnek meg, akkor a f egyenesen az
S, -Te vonatkozoé kapcsolt polusoktol képezett involuczionak a 7,
kupszeleten oly involuczié felel meg, melynek involuczi6-tengelye
az s egyenes, és az segyenesen a #,®-re vonatkoz6 kapcsolt polu-
soktdél képezett involucziénak az s, kupszeleten oly involuczi6
felel meg, melynek involuczié-tengelye a ¢ egyenes.“

Ugyanis a ¢ egyenes valamely P pontjabdl kisugarzé sugarak-
nak a k® k> Steiner-féle rokonsagban oly kupszeletsor felel meg,
melynek alappontjai az ABC polarisharomszognek szogpontjai és
a P-nek megfelel6 P, pont. Ama sugirsor sugarai, koztiik a ¢ is,
az s,@-et az I involuczidban, a megfeleld kipszeletsor pedig,
melynek egyik eleme a #,® kupszelet, az s egyenest egy, annak
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megfelel§ I; involucziéban metszi. 'A P pontnak az s,®-re vonat-
koz6 polarisa keresztiil megy a f-nek s,P-re vonatkozé T pélusin
és az s,®-et, haa JK pontpar (a £ és az 5, metszGpont parja) nem
volt valds, az L, N, valos pontparban metszi, mely az I, involuczio-
nak kettéspontparja. A L,N,-nek megfelel6 pontpar LN a k@ %
Steiner-féle rokonsagban I involucziénak kettGspontpérja, tehat a
¢,» -re vonatkozoélag kapcsolt poluspar.

Ha most a P-t tovamozgatjuk a ¢-n, akkor evvel az L, IV, sugar
a T'koril forogés az L, N, pontparok is valtoznak az s,*)-en és az
LN pontparok az s-en. Ez utébbik, mint a ¢ ®-re kapcsolt
polusok involucziét képeznek az s-en és a nekik megfelel6 kapcsolt
pélusok involucziét képeznek az s, -en ; de ennek az involuczidnak
involuczié-tengelye a 7' pontnak az s,® -re vonatkozé polarisa ¢ —
és ezt fejezi ki a , “-ben foglalt tétel.

A tétel természetesen még abban a kiilonds esetben is igaz
marad, ha az s és ¢ egyenesek és igy az s,® és £, kupszeletek
egybeesnek. Tehat :

JHa a &9k Steiner-féle rokonsdgban az s egyenesnek az
s,® kupszelet felel meg, akkor az s-enlevé és az s, -re vonatkozé
kapcsolt pélusoktél képezett involuczibnak a k® % @ Steiner-féle
rokonsagban oly involuczi6 felel meg az s, ®-en, melynek involuczi6-
tengelye az s egyenes és igy pdlusa az s-nek az s, -re vonatkozé6
poélusa.

3. Nézziik most, hogy alkalmazhatdk e tételek a 2 kupszelet
és az M ponttal adott M.2® kup f6tengelyeinek egyszerli meg-
hatarozédsara. (3. abra.)

Azesik végtelen tavol fekvd e egyenesének a k% & Steiner-
féle rokonsdgban az e, egyenoldali hyperbola felel meg.
Ugyanis ha a k@ tengelyeinek végtelen tavol fekvo pontjait JK-val
jeloljiik, akkor e pontoknak a k*-re és a &,*) -re vonatkoz6 polarisai
egymast a K, illetve a J pontban metszik, melyek aze,® kipszelet-
nek végtelen tavol fekv6 pontjai; azaz az ¢,® kupszelet egyenoldalu
hyperbola. Az ¢,® a k@ kornek M’ kozéppontjan és a k® ellipsisnek
O kozéppontjan megy keresztiil ; mert ha a k® -nek az M'O egye-
nesre mer6leges atmérGje és az M’'O-hoz kapcsolt atmérdje az e ~
egyenest az 0, és M,’ pontokban metszi, akkor az O,,M,’ pontoknak
k? és k® -re vonatkozo polarisai az O, M’ pontokban taldlkoznak, Ha
az MO egyenesnek végtelen tavol fekvl pontja a G, akkor a G-nek
a k' és k2 -re vonatkozé6 M'O,, OM', polarisai egymast az ¢,®
hyperbolanak @, pontjaban metszik. Ha az e,® hyperbolaban irt
O'G\M’ haromszog oldalainak felez&pontjain Kkeresztiil egyenesc-



B B S

ket hiizunk, melyek az illeté oldalakat a JK pontoktél harméniku-
san vélasztjak el, azaz a k' ellipsis tengelyeivel ugyanoly 6sszegeket
képeznek, mint az illeté oldalak, akkor ezek az egyenesek egymaést
az ¢,'” -nek E kozéppontjaban metszik, mert ama haromszog olda-
lakhoz, mint hyperbola-hirokhoz kapcsolt 4&tmérdk. (E kdzéppontot
a masodik speczidlis tételre alapitva akkép is megkaphatjuk, ha
azoknak az O,M’,G pontoknak keressiik a ¥®k® Steiner-féle
rokonségban a megfelel5 pontjait OM,G,-et, melyek az O,M'G
pontokat a JK-t6l harménikusan elvdlasztjik; az 00, M'M, G,G

egyenesek egymast az e~-nek e, -re vonatkozé pélusiaban, F-ben
metszik., )

Az ¢,® egyenoldall hyperbola mar a keresett ABC harom-
szbg koriil van irva. De az ABC haromszdg koril még egy
A® kort is irhatunk. Hogy azt az f egyenest megtaldljuk,
melynek a k®k/® Steiner-féle rokonsdgban az f,® kor felel
meg, gondoljunk az el6bbi dltalanos tételre: az e..-n fekvo és
az f,® -re vonatkoz6 kapcsolt pélusoktdl képezett involuczids sornak
a & k/®-ben, az e, -en fekvé oly involucziés sor felel meg,
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melynek involuczié-tengelye az f egyenes. De minden orthogo-
nalis sor az e~ egyenest az f,® kornek kapcsolt pélusaiban metszi ;
ebben a sorban tarspontok JK és GO,. A JK-nak ésa GO,-nek
a k@ k@ Steiner-féle rokonsagban a KJ és a G,0 pontok felel-
nek meg az ¢,¥-en; a KJ és G,0 egyenesek metszGpontjanak
M’,-nek az e,®-re vonatkozo poldrisa tehdt az f egyenes. De e
polaris az ¢, -nek E kozéppontjén, az OG, vonaldarabnak felez6-
pontjan megy keresztiil és igy a k®-nek tengelyeivel ugyanolyan
szoget képez, mint az OG,.

Vegylink fel ezutdn az f egyenesen oly pontpart, mely az
¢, -re vonatkozolag kapcsolt poluspar és Kkeressiik meg az ennek
megfelelé pontparjat a & k;* Steiner-féle rokonsagban. E pont-
par az f,® kordn van €és a pontparnak 0Osszek0t6 egyenese az exc
egyenesnek az f,®-re vonatkozé poélusan, azaz az f,'® Kkornek
kozéppontjan megy keresztiil.

Valaszszuk e czélbdl az f egyenesnek végtelen tavol fekvs
P == (fe-) pontjat és az F pontot. Ezeknek a k® és k;®-re vonat-
kozé polarisai egymast a P, és E, pontokban metszik, melyek koziil
a P, még az ¢@® hyperbolan is rajta van. (M'EP, | EP,
P.E = EM'; az L pontnak a k;»-re vonatkoz6 polarisa az UE,,
ha UE, | EM', EM'M'U=1+* U az EM’ egyenesen van
és M’ elvalasztja az K, U pontokat; az FE-nek k®-ra vonatkozo
polarisa I, U-t az I%, pontban metszi.)

Az FE,P, vonaldarab az f;® kornek atmérGje, annak felez6
pontja az f,®-nek koézéppontja, Ezzel az f* = ABCP,E, kor,
és az e® = ABCM'G,0P; egyenoldali hyperbola meg van
rajzolva, melyeknek ABC metszpontjai az M . £ 1I. r. kup f6ten-
gelyeinek, abc-nek, nyomai az ¢ sikon.

4. Czélszerlien lehet még az ABC pontok szerkesztésére
egy a k™ ellipsishez hasonl6 %, ellipsist félhasznalni.

A 1, ellipsis kapcsolt atméréi a hasonlésag folytan parhuza-
mosak % -nek kapcsolt &tmérGivel, tehat azok a pontparok, melyek-
ben a k®-nek kapcsolt atmérdparjai az e~ metszik, kapcsolt polu-
sok a 1,® -re.Ily két kapcsolt péluspar a JK és a GM',, melynek
a k® ki* Steiner-féle rokonsagban a KJ és G, M’ pontparok felel-
nek meg az e,-en; a KJ és a G,M' egyenesek O, metszGpontja-
nak az ¢, -re vonatkoz6 poléarisa, mely az E pontot a G, M’ vonal-
darab felezGpontjaval osszekoti, lesz tehat az a . egyenes, melynek
a Steiner-féle rokonsagban a & -vel hasonlé 7, ellipsis felel meg.
A I egyenes végtelen tavol fekvé Q = (hew) pontja és az E pont
kapcsolt pélus az e,@-re, az B és Q-nak a k® £ -ben megfeleld



pontja az E, és (Q,. Az I, pontnak meghatarozasar6l mar el6bb
szo6lottunk ; a @ és O, kapcsolt polus az e,® hyperbolara (mert az
JK pontpartél harménikusan van elvalasztva), tehat az O,Q pon-
toknak megfelel6 pontjai a k™ &;® Steiner-féle rokonsagban az ¢,
egyik atmérdjének végpontjai; a @, pont tehat az OF egyenesen
fekszik és KO = Q, .. Az E,Q, vonaldarab és annak felez6-
pontja a i, @ ellipsisnek atmérGje és kozéppontja. Ez az E, Q, atmér6
a I, @ ellipsis meghatarozasahoz elégséges, mert a %,® hasonl6 a
k@ -val. A h,? ellipsis az f;® kort az I, ponton Kkiviil a keresett
ABC pontokban metszi. Ezeket a metszGpontokat a 72, megraj-
zolasa nélkiil a 2® segélyével kovetkez6kép nverjiik :

A nh,?hasonlé 1évén a k> -val, a hasonlésagi pontot S-et meg-
kapjuk, ha a ¥®-nek az F, Q,-gyel parhuzamos E,,Q,, atmérGje.
E,,0,, végpontjait az F,Q, pontokkal &sszekotjik; az Osszekotd
egyenesek I, E,,, 0,0, ,-nak metszdpontja az S pont.

E hasonlésagban az f;® kornek egy f;,? kor felel meg, mely
a k¥-t az A4,B,C,E,, pontokban metszi; s ha ezeket az S-bél
ismét visszaviszsziik az f,® korre, Ugy megkapjuk az ABCE,
pontokat.

5. Foglaljuk most réviden 0ssze az egész szerkesztést : Ha az
M@ 1L r. kipnak vezet6 vonala a &2 ellipsis és M csucsanak de-
rékszogl projekczidja a k% sikjaraaz M’ pont, végre az ellipsis kozép-
pontja az 0, akkor az O M’-hez kapcsolt ellipsisatmér$ és az O M'-re
az M’ pontban meréleges egyenes egymast a @, pontban metszi.
Ha az M'OG, derékszogli haromszdg oldalainak felezGpontjain
keresztiil egyeneseket huzunk, melyek a %®-nak tengelyeivel
ugyanoly szogeket képeznek, mint az M’'OG,-nek illet6 oldalai,
akkor ezek egymast egy FE pontban metszik. A @, pont az EO
egyenesen a P, és U pont az EM’ egyenesen akkép van megha-
tarozva, hogy Q,F = EO, P.E = EM', EM'.UM' = —M'M?,
és az E-nek a k®-ra vonatkozd polarisa az EM'U-ra az U pont-
ban emelt merSlegest az I, pontban metszi. A k®-hoz hasonlé és
hasonl6 fekvésti ellipsis, melynek atmérSjea Q, E,, és az a kor, melynek
atmérGje a P, I, az B, ABC pontokban metszi egymast. Ugyancsak
az ABC pontokon és a P,Q,G,M'O ponton megy keresztiil még
egy egyenoldali hyperbola is, melynek kozéppontja az E pont, és
asymtotai a k™ -nek tengelyeivel parhuzamosak. Az ABC hérom-
sz0g szogpontjai az M. k® kip fétengelyeinek metszépontjai a k)
sikjaval, az A BC haromszog magassagpontja pedig az M’ pont.*)

*) L. Wiener C.: Darstellende Geomelrie ; 11. kotet 17. oldal.
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6. Minthogy a 1I. r. valés-kip minden polarisharomélének két
lapjén a kapcsolt poldrissugarak hyperbolikus involucziét, a har-
madik lapon elliptikus involucziét képeznek, azért ily tulajdonsagu
az M(abc) fopolarisharomél is. Jeloljiik azt a lapjat e polarisharom-
élnek, melyben a kapcsolt poldrissugarak elliptikus involuczidt ké-
peznek z==[bc]-vel, és nevezzilkk az erre merdleges fGtengelyt,
a-t, a kip elliptikus tengelyének, a masik két tengelyt, b és c-t, a
kitp hyperbolikus tengelyének.

Az a-ra meréleges sikok a kupot ellipsisek szerint metszik
(4. ébra), melyeknek kozéppontjai az a-n vannak és tengelyei a
b, ¢-vel parhuzamosak, s a b
vagy a c-re merbleges sikok
a kipot hyperboldk szerint
metszik, melyeknek kozép-
pontjai a b, illetve a c-n fe-
kiisznek és tengelyei az ac,
illetve cb fGtengelyekkel pér-
huzamosak. Ebbél kivetke-
zik: A IL r. kiip alkotéi tigy a
Jfotengelyek, mint a fosikok
iranydban symmelyikus fek-
véstiek.

Nevezziik a kdp pola-
risnyalabja tetszéleges ¢ sik-
janak poldris sugarat e-nek ;
¢-nak metsziegyeneseit a bc,
ca, ab fosikokkal z, y, z-nek ; 4. dbra.

e sugarak ea, eb, ec po-
larissikjainak metszGvonalait ama fGsikokkal, azaz az z, p, z-nek
kapcsolt polarissugarait a f6sikokban 2/, 3’, z"-nek.

Ha barmily M(abc) héaromél lapjait az M nyalab ¢ sikja az z,
v z-ben metszi és a nyaldb barmily e sugaran ‘keresztiil mend ea,
eb, ec sikok ama lapokat az ', 3, 2’ sugarakban metszik, akkor

sin (az). sin (bx). sin (cy) = sin (ay). sin (bz). sin (cx)
sin (az’). sin (bx’). sin (cy’) = — sii (ay’). sin (b2'). sin (cx’)
a mibdél
(abz2'). (bexa'). (cayy’) — —1.

De mert, az elGbbi esetre visszatérve, az M (abc) haromél
orthogonalis, a két elobbi relaczié kivetkezOképen egyszeriisbill :

Klug : Projoktiv Geometria. 3
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ig (az). 1g (bx). g (cy) = 1
ig (az'). tg (bx'). Ig (¢z) = — 1
Ez utébbi egyenletek baloldalainak szorzata harom tényezore
oszthaté, melyek a fésikokban fekvs kapcsolt polérissugaraktol
képezett involucziknak hatvdnyai, a jobb oldalak szorzata nega-
tiv, t. i.

1 (az) 1g (a=). 1g (bx) 1g (%), 18 (c3) 1 (cy) — — 1,

s ezért: A polarisnyalab fésikjaiban a kapcsolt poldrissugarak ké-
pezte involuczidk pératlan szdmban elliptikusak, tehat vagy mind
a harom elliptikus, vagy csak egy, a szerint, a mint a nyalab vezeto
kipja képzetes vagy valds.

Ha a polérisnyalab vezet§ kupja valos, és e kup tetszéssze-
rinti P pontjanak tavolsiga a [bc), [ca), [ab] sikoktdl z, ¥, 2, tovabba
az [ab)] és a [ca] sikokban fekvé s;s,, 7,7, kipalkoték az a elliptikus
tengelylyel ¢, # szoget képeznek, akkor a P ponton keresztiil mend
és az a-ra merGleges siknak metszése a kuppal oly ellipsis, melynek
féltengelyei x g ¢, x ig ©. Ez ellipsis P pontjdnak tavolsiga tenge-
lyeitdl v, z, tehat:

22
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vagy maskép irva:
¥ cotg® ¥ 4 2* cotg® & =23,

Ez az egyenlet a II. ». kiipnak egyenlete vonatkoztatva annak
fétengelyeire, mint koordinata-rendszer tengelyekre.

6. §. A poldrisnyaldb fokalis sugarai és cziklikus sikjai.

1. Az orthogondlis nyaldb minden sugaran keresztiill mend
kapcsolt poldrissikok és minden sikjdban fekvé kapcsolt polaris-
sugarak orthogonalis sort képeznek. De lattuk el6bb, hogy a rotaté-
rikus poldrisnyaldbban is van egy oly sugdr, a forgéastengely, a
melyen keresztill mend kapcsolt polarissikok orthogonalis siksort
alkotnak és e forgéstengelyre merdleges fGsikban a kapcsolt poléris-
sugaraktol képezett sugarsor orthogondlis természetil.

Azzal a kérdéssel akarunk most foglalkozni, hogy vai-e az dlia-
lanos polarisuyalabban oly sugdr, a melyen kereszliil mend, és oly sik,
a melyben fekvé kapesolt elemparok orthogonadlis sort képeznek ?

E czélbdl ugyanazt az cljariast kovetjilk, mint a kipszeletek
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gyujtopontjainak megallapitisakor, mert e sugarak és sikok a polaris-
nyaldbban tényleg analogusok a kupszelet gyujtépontjaival a polaris-
mezdben.

Lattuk, hogy az M polarisnyalab egy ¢ sikjanak x sugaraira
meréleges kapcsolt polarissugarak egy 6, I1. 7. kipnak x, alkotodi,
mely a polarisnyaldbnak f6-polarisharoméle, M(abc), koriil van
irva ; azx sugarak az (M, ) sorban és az x, alkotok a ¢,® kiipon pro-
jektivek. Ennek dualisan megfelel: a polarisnyalab egy s sugaran
keresztiil mend % sikokra meréleges kapcsolt polarissikok Z,egy 1L
7. kipnak érintSsikjai, mely az M (abc) haromélbe be van irva, tehat
a &, sikok egy s,? II. o. siksort képeznek; a & sikok az s siksorban
és a ¢, sikok az s, II, o. siksorban projektivek. :

A 6@ II. r. kipon fekvé fétengelyek barmelyikébdl, pl. a
b-b0l, az x és x, projektiv sugarak involuczids siksorral projiczial-
haték, mert ha az x a bc f6sikban van, akkor az », az a f6tengely
és ha az x az ac f6sikban van, akkor az v, a ¢ fGtengely. A bc, ba
sikok tehat felcserélhetGen felelnek meg egymasnak azokbanaprojek-
tiv siksorokban, melyek az (M, 6) sugéarsornak és as,® kipnak meg-
felel6 x és x, sugarait a b tengelybdl projiczialjak. Ugyanigy azs,® 11,
o. siksorhoz tartoz6 barmelyik f8sik, pl. az ac,a Z és ¢, projektiv sikok
sorat involuczids sugarsorban metszi, mert ha a &= as, akkor
¢, = bc és haa £ = cs, akkor &, == ac; az a, ¢ sugarak tehat fel-
cserélhetGen felelnek meg egymasnak azokban a projektiv sorokban,
melyben az ac sik, az s és 5! . és 1. o. siksort metszi. Ennélfogva :

A polarisnyalab tetszésszerinti

sugaran keresztiil mend sikok | sikjaban fekvG sugarak és az
és az ezekre merdleges kap- ezekre merdleges kapcsolt po-
csolt polarissikok a fosikok bar- larissugarak barmelyik fGten-
melyikét involucziés sugérsor- gelybdl involucziés siksorral
ban metszik, projiczialtatnak.

Messtik ezutan a polarisnyaldbot a nyaldbon kiviil fekvé ¢ sik-
kal, mely az s tengelyii siksor % sikjara és a red meréleges kapesolt
polarissikra, ¢,-re, merdleges. Ez az ¢ sik a nyalabnak harom f6sik-
jat ab, be, ca-t hegyesszogli haromszogben, a 2%, sikokat pedig ama
haromszog magassagpontjan keresztiil mené két egyenesben metszi.
E két egymasra merdleges egyenes ama hegyesszogl haromszognek
csak egyik oldalat metszheti a szogpontoktél hatarolt vonaldarabo-
kon (oldalokon) beliil. Esha a haromszognek ez az oldala az ab
fosikban van, akkor a & és £, 1. és II. osztalyu siksorok az ab fGsikot
hyperbolikus involucziés sugarsorban, a masik két fdsikot, be-t és
ac-t pedig elliptikus involuczids sugarsorban metszik. A hyperbolikus

O
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involucziés sugéarsornak kettdssugarait f, f;-gyel jelolvén, lathato,
hogy az f-en (és hasonlokép az f-en) keresztil mend kapcsolt
polarissikok koziil két par mersleges egymasra: t.i. az sf==%¢ésa
hozzétartoz6 &, a II. o. siksorbdl, valamint az fc és ab. Ennélfogva
a polarisnyalab f sugaran, valamint f; sugaran keresztlii mené
kapcsolt polérissikok orthogonalis siksort képeznek.

Az ff, sugarak annak az involucziénak KettGssugarai, mely
szerint a &, &, L. és II. o, siksor az ab fésikot metszi. Ha ez utobbi
siksorok helyett mas ily vonatkozasu I. és II. o. siksort =, »,-t valasz-
tunk, melyek koziil az els6nek tengelye a ¢ sugar, akkor ezek az ab
fésikot szintén egy uj involuczids sugarsorban metszik. A két invo-
luczi6s sugéarsorban azonban egyrészt az a b sugarak tarssugarak,
masrészt az st siknak és az erre mer6leges kapcsolt polarissiknak
metszései az ab fOsikkal szintén tarssugarak; a két involuczids
sugarsor tehat egybeesik és igy az =, n, siksorok nem vezetnek uj
1, f1 kettéssugarakhoz. E vizsgdlédasnak eredményét és a dualisan
megfelel6 eredményt ekkép foglalhatjuk egybe :

A polarisnyaldbnak valamennyi egymasra mer&leges kapcsolt

polérissikparja annak a harom polarissugérparja annak a ha-
fésikjat involucziéban metszi; rom fGtengelyébdl involuczids
ezek Kkoziil ketté elliptikus, a siksorral projiczidltatik ; ezek
harmadik hyperbolikus, mely- koziil ketts elliptikus, a harma-
nek f, f, kettGssugarai a nya- dik hyperbolikus, melynek %, %,
labnak ugynevezett fokdlis su- kettdssikjai a nyalabnak tugy-
ZaraiBarmelyik fokalissugédron nevezett cziklikus sikjai. Bar-
keresztiilmend kapcsolt polaris- melyik cziklikus sikban a kap-
sikok orthogonalis sort képez- csolt polarissugarak orthogona-
nek és barmelyik fokalissugarra lis sort képeznek ; és barmelyik
merdleges sik a nyalabot oly cziklikus sikkal parhuzamos sik
polarismez6ben (kupszeletben) a nyalabot oly polarisrendszer-
metszi, melynek egyik gyujto- ben metszi, melynek vezet6
pontja (fékusa) az illeté fokalis | kupszelete valos vagy képze-
sugarnak nyoma a metszdsikon. I tes kor.

2. Ha a II. r. kup ab, ac f6sikjai a kiipot az s, s,, 7,7, alkoték sze-
rintmetszik és azs, s, alkotOknak hegyesszogii hajlasszoge baz a f6ten-
gelyhez nagyobb, mint az 7,7, alkotoknaky hegyesszogl hajlasszoge
az a fétengelyhez, akkor az f, f, fokalis sugarak az ab fGsikban
fekiisznek és », , cziklikus sikok a b f6tengelyen mennek keresztiil.

Ugyanis nevezziik a kipnak érintésikjait az s,7, alkotok men-
tén 6,, o,-nek; az a-n Keresztiil mend és az s,7, sikra merdleges
sikot =-nak. A = sik az s,7,-nek polarissugarat ¢,p,-et az s,-t6l nem
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valasztja el, ellenben az r,-t6l elvilasztja ; ennélfogva a s,p,-b6l
az s,r, sikra bocsdtott meréleges siknak =‘-nek metszGvonala az
ab fosikkal az a-t az s,-t0l elvilasztja ; ellenben ='-nek metszdvonala
az ac fGsikkal az a-t az 7,-t6] nem valasztja el. igy tehat az egy-
masra merdleges kapcsolt polarissikpdrok, koztilk a =/, s,7, sikpar is,
azab fosikot hyberbolikus involucziéban metszik ; az ab sikban lesz-
nek tehat a fokalis sugarak.

Masrészt az s,r, kipalkoték hajlasszogeinek felezGi g, h, egy-
masra merdleges kapesolt polarissugarak. Es ha az a fGtengelyre
merdleges ¢ sik az s,7,gh sugarakat az S, R, GII pontokban metszi,
akkor R, sziikségképen a G H vonaldarabon van, mert MR, < MS,,
Ebbél folyo6lag a ba, be f6sikok a bg, bl sikoktdél nincsenek elva-
lasztva, ellenben a ca, cb sikok a cg, ch sikoktél el vannak va-
lasztva ; az egymasra merdleges kapcsolt polarissugarak tehat a &
fétengelybdl hyperbolikus involucziés siksorral, a ¢ tengelybdl pedig
elliptikus involuczios siksorral projiczidltatnak, s ezért a kup cziklikus
sikjai a b fétengelyen mennek keresztiil.

A Il r. kup », valamint =, cziklikus sikjaival parhuzamos sikok,
mint lattuk, a kipot koérok szerint metszik ; a Il. r. kiipon tehat co!;
kor van, melynek sikja a » sikkal és ! koér van, melynek sikja z,
sikkal parhuzamos. Allitom, hogy a IL ». kiipon oly kél kir k¥ és
k™ anelynek két sikja nem parhuzamos, mindig egy gombim fekszik.

A kipnak ac fosikja merbleges a &), k,'*) korok sikjaira és a
kupot, valamint e koroket is szimmetrikus részekre osztja. Ezért az
ac fésik, mely a kupot az »,r, alkotokban metszi, a k® -t és a %, -et
egy-egy kor atmérbnek AB és A, B, végpontjaiban metszi. Az
ABB, A, négyszibgnek szigpontjai egy &, kordn vannak, mert az
AB, A, B, egyenesek az AA, = r,, BB, = r, alkotokhoz egyenlé sz6-
gek alatt hajlanak és nem parhuzamosak, A &, kirnek 0, kozép-
pontjabdl az AB és A, B, hirokra és igy a £ és &, korok sikjaira
bocsatott merdlegesek 0és 0, talppontjaia ™ és &, ® kéroknek kozép-
pontjai, s mert az 0, pont egyenlé tavolsidgra van az AB és A,D,
pontokt6l, azért egyenl tavolsigra van egyszersmind a £® és &,'¥
koroknek Osszes pontjaitél. Az O, pont tehat kézéppontja annak a
gombnek, mely a ¥®'és &, korokon keresztiill megy. Ha forditva egy
22 koron egy gombot és egy Il. r. kipot fektetlink keresztiil, akkor
azok egymast még egy korben k,'®-ben metszik. Vagy egy gombdn
levs két tetszésszerinti koron mindig lehet 1. r. kupot keresztiil fek-
tetni (és pedig altalaban két kupot).

A fokalis sugarak és a cziklikus sikok szarmazédsuknal fogva,
mint mar emlitettiik, a kupszeletek gyujtépontjaival analogus tulaj-
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donsaguak. A polarisnyalab barmelyik fokalis sugaran keresztiil men6
kapcsolt polarissikok és barmelyik cziklikus sikban fekvd kapcsolt
polérissugarak orthogonalis sort képeznek, uigy mikép a poldrismezd
gyujtépontjaib6l kisugarzé kapcsolt polarissugarak. De ebbdl a tulaj-
donsagbdl leszarmaztathatok a fokalis sugaraknak és a cziklikus
sikoknak masnem( vonatkozésai a polarisnyaldb vezet$ kupjahoz,
mint azt a kovetkez6kben latni fogjuk.

3. Nevezziik a I r. kdp ¢ és 4, alkotdinak érintGsikjait = és
7,-nek, ezeknek metszGvonalat p-nek. A =7, sikok hajlasszogeinek
felez6sikjai egymasra meréGleges kapcsolt polarissikok, tehat az f, £,
fokalissugaraktol harmoénikusan vannak elvalasztva és mert egy-
masra merdlegesek, azért a pf, pf, sikok hajlasszogeit is felezik.
Ennélfogva :

A 1L r. kup két érintGsik-
janak metszGvonalat a fokalis til mend tetszésszerinti sik a
sugarakkal 0Osszekots sikok a cziklikus sikokat oly sugarak-
két érintSsikhoz egyenld szogek 1 ban metszi, melyek a metszs6-

]

A 1Lr. kip csticsan keresz-

alatt hajlanak. sikban fekvé kipalkotékhoz

egyenl$ szogek alatt hajlanak,

Ennek kiilonos esete all el6, ha a két érint6sik, illetve a két
kimetszett alkot6 egyesiil :

A IL r.kdp minden érint6- | A IL r. kup barmely alko-
sikja felezi ama sikoknak egyik t6ja felezi azoknak a sugarak-
hajlasszogét, mely sikok az nak egyik szogét, melyben az
érintGsik érintbalkotéjat a foka- alkoté érintGsikja a cziklikus
lis sugarakkal 0sszekotik. sikokat metszi.

E két tétel alapjan a II. r. kdpnak érintGsikjait és azoknak
érintGalkot6it megszerkeszthetjiik, ha annak a két fokalis sugara f,
/1 és egy érintdsikja =, illetve a két cziklikus sikja x, z, és egy alko-
téja ¢ ismeretes.

Az f-nek a ~-ra vonatkoz6 tiikorképét g-t az f,-gyel 6sszekotd
gf, sik, a = sikot a £ érintGalkotéban metszi, mert az f%, f,¢ sikok a
=-hoz egyenl6 szogek alatt hajlanak. A = sikban, a kip M csucsan
keresztiil egy p egyenest vezetiink és p-n Kkeresztiil oly =, sikot fek-
tetlink, hogy a =, a pf, pf, sikokkal ugyanoly szogeket képezzen,
mint a 7 érintSsik képez a pf,, pf sikokkal. E =, sik szintén érintdsikja
a kupnak és ha az f-nek at,-re vonatkoz6 tiikorképe ¢,, akkor g, f,
sik a 7,-t ennek érintSalkotéjaban, £,-ben, metszi, E szerint a p egye-
nesnek valtoztatasaval az (M, =) sugarsorban a kupnak ésszes érintG-
sikjat és azoknak érintGalkotéjat megszerkeszthetjiik.
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Minthogy a g¢, tiikkorképek a p-hez oly szog alatt hajlanak,
mint az f, és
€ (g}, [p£1) = (fip); [8));
azért az M(gpf,), M(g,pf,) haromélek symmetrikusak, tehat

I (&) = (&) = () + )
2o A (gl [fip)) = (pfid, [/,

vagy szavakba foglalva :

1. A 1L r. kup egyik fokalis
sugaranak tiikorképei az érint6-
sikokra vonatkozolag a masik
fokalis sugarhoz egyenld szogek
alatt hajlanak, tehat oly forgas-
kupnak alkot6i, melynek for-
gastengelye ez utébbi fokalis
sugar.

2. A kup két alkotdjat egy
fokalis sugarral 0sszeko6t6 sikok
egyik hajlasszogének felezs-
sikja Kkeresztil megy ama Kkét
alkotd Kkét érintésikjanak met-
szOvonalan.

Az 1. tétel kovetkezménye :

Azoknak az (f2), (f,t) szo-
geknek Osszege, valamint Kii-
Iombsége, melyet egy valtozo
kupalkoto6 #, a fokalis sugarakkal
f, fi-gyel képez édlland6 és
egyenl6 a fokalis sugarakkal
ugyanegy f6sikban fekvo s;s,
alkotok egyik vagy masik haj-
lasszogével.,

|

Ha a II. r. kup egyik
cziklikussikjaban az egyes alko-
tokra merdGleges sugarakat alli-
tunk, melyek egymast a kup
csucsaban metszik, akkor e su-
garakon keresztiil mend sikok,
melyek az alkotokkal ugyan-
oly szogeket képeznek, mint a
cziklikus sik, egy forgaskipnak
érint6sikjai ; ennek forgastenge-
lye merdleges a masik cziklikus
sikra.

Két kupalkotén Keresztiil
mend sik metszése egy cziklikus
sikkal, felezSje ama szognek,
melyet akét kiipalkoto érintGsik-
janak metsz0 vonalai ama czik-
likus sikkal képeznek.

Azoknak a (»7), (#,7) sz0-
geknek Osszege, valamint Kii-
16mbsége, melyet a kup egy val-
toz6 érintbsikja =, a cziklikus
sikokkal #,%,-gyel képez dlland6
és egyenly a cziklikus sikok
metszGvonalan keresztiil mend
0., . €rintdsikok egyik vagy
masik hajlasszogével.

Ugyanis lattuk el6bb, hogy az (/%) (f,?) szogek Osszege éllando ;
de ha a ¢ alkot6 az ab f6sikban fekvé s;s, alkotok egyike, akkor

()4 (1) = (fs) 4 (f181) = (fs) - ($2/) = (5254)-
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Es ha az (f%) + (fit) = (ss5,) kifejezésben (fif) szég helyett
1800—( f*,#) szbget irunk, hol az f/; félsugéraz f-nek a kup csticsan
tl hosszabbitott részét jelenti, akkor

() — (f'st) = (s:8,) — 180°

(f'st) — () = 180°— (s35,) = (ss51),
hol s’ az s,-nek szintén a kup csucsan tul hosszabbitott részét
jelenti.

A dualisan megfelelG tételre vonatkozdlag kovetkezbket jegyez-
ziik meg: A be f6sik a kupot, annak érintésikjait és a %, %, cziklikus
sikokat két részre osztja; vegylik e részek egyikét tekintetbe.
A kupnak = érintGsikja és a két cziklikus sik két haromélet képez ; az
egyik a félkupot magdba zarja, a masik kizarja; ez utébbi haromél
ama két szogének (»7), (#,7)-nak osszege, melyet az érintdsik a czik-
likus sikokkal képez 4llandd és egyenls, a b fGtengelyen atmend g,
0, érintGsikok hajlasszogének kiegészitGszogével, vagyis

(#7) 4 (#7) = 180° — (g30,)-
Ha pedig az egyik cziklikus siknak, pl. a %,-nek, a bc f6sikon

tulhosszabbitott felét ;-nek nevezziik, tehat (z,7) = 180° — (»/,7),
akkor

vagy

(47) - (%) = (#7) - 180° — (#,7) = 180° — (s2,)

(#17) — (%) = (ps01). —

Az el6bbi 2. tétel altalanosithatd, hogy ha egy harmadik val-
tozo6 7, érintdsikot vesziink fel, mely a = =, 4llandé érintGsikokat a
valtozo p,, p sugarakban metszi ésa~ =, 7, sikoknak érintSalkotéi £ £, £,.

és

Ugyanis

(1], e D=Upf] LD, () Lp)D) =2/, [/4])
tehat

(2 f ) D) = (). L)+ (o) D) = 5 (7, [A4),
és igy:

A IL r. kipnak egy val- ’
tozé érintGsikja annak Kkét &l-

Egy valtozo kupalkoténak
6sszekot sikjai két allando kup-

land6 érintdsikjat oly sugarak-
ban metszi, melyek az egyik
vagy masik fokalis sugarbol al-
land6 lapszogek alatt projiczial-
tatnak.

alkotéval barmelyik cziklikus
siktél oly sugarak szerint met-
szetnek, melyeknek hajlasszogei
allandok.
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E tételek egyszersmind arra tanitanak, hogy mikép lehet

oly tengelyt talalni, melybdl két két projektiv “siksort, melynek
konczentrikus, de kiilémboz6 tengelyei egymdast metszik,
sikban fekvé projektiv sugéarsor egyenlben-projektiv sugarsorok
egyenlben - projekliv  siksorok- szerint metszeni.

kal projiczialtatik. |

4. Jeloljlik a IL r. kup a elliptikus tengelyének hajlasszogét az ab
fosikban fekvé f, f, fokalissugarakhoz s-mal, a b f6tengelyen keresz-
tiil mend =z, %, cziklikus sikokhoz &’-mal, az ab és ac fésikokban
fekvd s;s,, 7,7, alkotdkhoz U, J-val, végre jeloljiilk a kup csucsat
M-mel.

Az M(afr,) haromélnek az a élnél levs lapszoge derékszog,

: @f;=¢ (nf)=(as) =4, (rna)=?
tehat

Lo o i e SEass e SgnS i co 6t iens Y.

Mésrészt az s, alkot6 érint6sikjat c,-nek nevezvén, a b, c,
| 6,2 | =e élekkel bird M (bce) haromélnek (bc) oldala, azaz a (bc)
's20g derékszog ;

2 (be), %) =90"—¢, < ((be), 7)) = 90°—
A (#3,) = [(#5)) 4 (40,)] = 180° — 5 (180° — 29) — 90°4-9;
tehat
cos (90°+3) = — cos (90°—¢’). cos (90° — 1)
végre

D v M RS s e e (ST,

Ha a II r. kipot annak elliptikus tengelyére meréleges sikkal
metsziik, mely a kipnak M csucsatdl 7 tdvolsdgra van és a kimet-
szett ellipsis tengelyeit és excentriczitasat 2a, 2b, 2c¢-vel, a fokalis
sugarak metszépontjainak és a cziklikus sikok metsz6vonalainak
tavolsagat 2d, illetve 20-val jeldljiik, akkor az el6bbi 1. és 2. egyen-
letekbdl és az

38.. . a=higl, b= higd, d = hige, = hige, ® = a>—0b?
egyenletekbdl kovetkezik :
L5 o o BN W

VT—FJIF’ Prog ¢

E két egyenlet alapjan a IL r. kupnak fokalis sugarai és
cziklikus sikjai konnyen szerkeszthetSk, ha ismeretes a kupnak ellip-
tikus tengelyére merGleges metszése, mely egy 2a, 2b tengelyti ellip-

R et P L 22—
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sis és ismeretes csucsdnak 7 tavolsaga az ellipsis sikjatol, mely csucs
az ellipsis kozéppontjaban annak sikjara emelt merdlegesen fekszik.

5. Allitsunk a II. r. kip f fokalis sugaréara egy merdleges sikot,
mely a kupot a 2® kupszeletben, az f-et és ennek o polarissikjat a
k® gyujtépontjaban F"-ben és az ehhez tartozd vezérlé vonalban
7’-ben metszi. Ha a k® kupszelet egy valtozé P pontjabél mer6le-
geseket bocsatunk a o sikra és az f” egyenesre és ezeknek talppontja
0, illetve R, akkor a #® minden P pontjara vonatkozélag

PIF’: PR = élland6
és a 2% sikjanak minden P pontjara vonatkozdlag
PR: PQ = allando,
tehat a £* kupszelet minden P pontjara vonatkozolag
PF': PQ = allandé.
Minthogy ez az allandé véltozatlan marad, ha a P pont a kup-
nak egy alkotéjat befutja, kovetkezik :
A II. 7. kip pontjainak a kitp bavmelyik fokalis sugaratil és
az ehhez tartozé poldrissiktol mért tdavolsagai allandé viszonyban
vannak. Vagy mas széval Kifejezve :

A I r. kip tetszGleges A IL r. kip tetszéleges
alkotéjanak hajlasszoge egy fo- érintésikjanak hajlasszoge egy
kalis sugarhoz és annak polaris- cziklikus sikhoz és annak pola-
sikjahoz, oly két szog, melynek rissugarahoz, oly kétszog, mely-
sinusa élland6 viszonyt ad. | nek sinusa alland6 viszonyt ad.

Hogy ezeket az allandbkat, X és A'-t, a kupnak ¢, ¢ allandoi-
val (¥ > ¥) kifejezhessiik, nevezziik a kup f fokalis sugaranak és e
sugar polarissikjanak hajlasszogét a kup a elliptikus tengelyéhez
s-nak, illetve z-nak.
A fokalis sugér és polarissikja harmoénikusan valasztja el az
ab fosikban fekvo s,s, kupalkotokat, tehat
ig% — igs. g7,
masrészt talaltuk, hogy
cos Y = cos ¢. cos &
végre az elébbi proporcziobdl kovetkezik, ha P az s, vagy S,-n van
sin (Y—¢)

sin (v—19)

E harom egyenletbél a =, = értékeket kikiiszobolvén :

A=V 141g*d — tg*¥ cotg®l.




ot e

A )\ allandé értéket, mely a jobb oldalon all6 tételre vonatko-
zik, a dualisan megfeleld

__ sin (£'—9)
osin (—7)

¢ 182Y =1ige!. tg7/, sin & = sin ¢, sin {

egyenletekb6l hatdrozhatjuk meg ekképen :

N = V 14-cotg®) — colg®l g%y,

ha a két kikiiszobolt szog ¢’ és 7/, a kup egyik cziklikus sikjanak és
e sik polarissugaranak hajlasszoge a kup elliptikus tengelyéhez.

A harom egyenlet koziil az els6t ekkép vezethetjiik le kozvet-
len: A kup egyik =z cziklikus sikjanak a kupra vonatkoz6 polaris-
sugarat jeloljik k-val, a kip csucsat és egyik érintésikjat M és =-vel,
azt a kort, melyben a z-val parhuzamos sik a kupot metszi 2 -vel,
végre ennek a k-n fekvd kozéppontjat O-val, radiusat pedig »-rel.

Az O pontbdl = sikra bocsatott merSleges hossza 7, sin (wz) és
OM . sin (=k), tehat
L OM sin (wx)

NS e
v sin (zk);

¢s ha a = sik az ac f6sikban fekvs 7, 7, alkotok egyikének érint6-
sikja, akkor
st sin (e—)
(sim y—='),

6. A kupszelet ama tulajdonsaganak analogonja, hogy gyujto-
pontjaibol az érintékre bocsatott merdlegeseknek szorzata allando, a
II. r. kupon is felismerhetd.

Ha aIl. r. kup ¢ alkotdja = érintGsikjanak hajlasszogét a ¢f
sikhoz, s igy egyszersmind aiff, sikhoz w-val jel6ljiik, akkor az
M( ff,t) haromélbdl kovetkezik, mert < (ff,) = 2,

cos 2z = cos (tf) cos (Lfy) — sin (tf) sin (1f,) cos 2w ==
cos (tf) cos (t1,) — sin (tf) sin (ft,) 2 sin (Lf) sin w. sin (tf;) sin o,
s mert
sin (vf) = sin (if). sin o, sin (zf}) = sin (tf,) sin o
, (i) + () = 24,
azert

sin(tf).sin (2f,)=1 (cos 2c — cos 24) = sin (V-}-¢) sin ({—e)= alland6
= £g%9 cos?



Ennélfogva :

A IL r. kip fokalis sugarai A II. r. kup alkotéi a
a kup érintGsikjaihoz oly szogek cziklikus sikokhoz oly szogek
alatt hajlanak, mely szogek si- alatt hajlanak, mely szogek
nusdnak szorzata 4allandd. (E | sinusdnak szorzata dllando. (E
szorzat a kup Allandéival kife- ! szorzat a kup allandédival kife-
jezve = tg*} cos?y.) | jezve = sin*¥ cotg?}.)

7. Ismeretes, hogy a kupszelet gyujtopontjaibél annak érintbire
bocsatott merblegeseknek talppontjai egy koron fekiisznek, melynek
atmérGje a kupszelet fétengelye. Kérdés, mikép nyilvanul e tulajdon-
sag a IL. r. kipon, azaz: ha a IL. r. kup fokalis sugarait derékszog
alatt a kupnak érintGsikjaira projiczialjuk, mi lesz e projekczidknak
geometriai helye?

Messe egy az f fokalis sugarra merdleges v sik a kipot és az
f-et a k® kuipszeletben és az F pontban ; F' a k®-nek egyik gyujto-
pontja,

Az F” pontbdl a £® kupszelet ¢ érintGjére bocsatott merdle-
gesnek talppontja rajta fekszik azon egyenesen, melyben az f-en
keresztul mené és az Mt érintGsikra meréleges sik az Mi' érintG-
sikot metszi; s mert a # érinté valtozasaval ama talppontok egy /
koron feklisznek, melynek atmérdje a k2 fGtengelye, azértaz ffoka-
lis sugarnak derékszogli projekeziéi az M.k® kup érintGsikjaira egy
M .11L r. kipnak alkotoi.

Az M.l kip az M.k Kkupot azokban az s;s, alkotékban
érinti, melyek ez utébbi kup ff; fokalis sugarain keresztiil
mend ab fésikban fekiisznek. Ebbgl kovetkezik, hogy a két kipnak
a be fétengelyei és fGsikjai kozosek, s mert az M, I kipnak egyik
cziklikus sikja az eredeti kiipnak f fokalis sugarara meréleges, azért
a masik cziklikus sikja a masik f; fokalis sugarra is merdleges lesz,
s igy az f,-nek derékszogl projekczioi az M . kP kup érintdsikjaira
szintén az M . I kipon fekiisznek.

Az M. I-nek cziklikus sikjai egymadst a ¢ fétengelyben metszik,
e kupnak tehét vagy az a, vagy a b az elliptikus f&tengelye. Hogy
megtudjuk, melyik a Kett6 kozil az elliptikus fGtengely, s hogy
mily nagyok e kupnak allandoi, nevezziik az M, k> kup ab és ac
fosikjaiban fekvo alkotéknak, az ff; fokalis sugaraknak és a cziklikus
sikoknak hajlasszogeit az M . k® kup « elliptikus tengelyéhez, mint
el6bb U, 3, ¢, e~vel,és az M. kipra vonatkozdlag ugyanezeknek az
egyeneseknek és sikoknak hajlasszogeit az a tengelyhez U, W, ¢,
¢’-sel.




Az elGbbiek folytan &; — ¥, &' = 90° — ¢ ; de mint minden II.
r. ktipra vonatkozodlag, ugy az M.l-re is sin %1 = sin e'. sin
tehat jelenleg sin & = cos . sin Y, mib6l

sin Y
cos ¢

sin Yy == = g ¥ cos ¥

és

g
o

e e
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Ez egyenlet szerint a y; valos vagy képzetes a szerint, a mint
1 - £g%¥ nagyobb vagy kisebb, mint £g*); ez eseteknek megfelels-
leg lesz az avagy a b az M .1 kupnak elliptikus tengelye; s ha
1 -+ g% = #g2), akkor az M .1 kip egy sikparrd fajulel. Az M.}
kup vagy a sikpar az M. k™ kupot az s,s, alkoték szerint érinti és

az els0 esetben bezarja, a masodikban pedig kizarja azt.
A talalt eredmény egybefoglalva ekkép szol:

A IL. r.kup fokalis suga-
rainak derékszogii projekczioi
annak érintdsikjaira oly II. r, ku-
pon fekiisznek, melynek f6ten-
gelyei az eredetinek f&tenge-
lyeivel egybeesnek, cziklikus
sikjai pedig az eredeti kupnak
fokalis sugaraira merdlegesek ;
a két kip egymast abban a két
alkotéban érinti, mely az ere-
detinek fokalis sugaraival egy
fGsikban fekszik, vagy a mi
ugyanazt fejezi ki,mely a leszar-
maztatott kup cziklikus sikjai-
nak metszGvonaldra meroleges.

Ha az eredeti ktip allandoéi

Y, ¥ (hol ¥ > ¥), akkor a leszar-
maztatott kipnak {,, 9; allandoi
ezekkel ekkép fliggnek Ossze :
’l‘)‘l = ""J

g

V£ (14 18 —i8)

tg by =

Ha a II. r. kup alkotéit a
cziklikus sikoknak az illets alko-
tokra merGleges sugaraival si-
kok altal Osszekotjik, akkor
ezek a sikok oly II. r. kupot bur-
kolnak, melynek sikjai az erede-
tinek sikjaival egybeesnek, fo-
kalis sugarai pedig az eredeti
kupnak cziklikus sikjaira mer6-
legesek; a kétkup egymast ab-
ban a két sikban érinti, mely
az eredeti kup cziklikus sikjai-
nak metszévonalan megy ke-
resztiill, vagy a mi ugyanazt fe-
jezi ki, mely a leszarmaztatott
kup fokalis sugarainak sikjara
merdleges.

Ha az eredeti kup allandoi
U, ¥ (hol Y > ), akkor a leszar-
maztatottkipnak,,, ¥, allando6i
ezekkel ekkép fliggnek Ossze:

‘:Jm = ‘(},
G ool B ST
"\ =(1+Fcotg*l—cotg®y)

cotg ¥



s igy a két kipnak elliptikus s igy a két kupnak elliptikus ten-
tengelyeivagy egybeesnek,vagy gelyei vagy egybeesnek, vagy

kiilombozok, vagy a leszarmaz- kiillombozok, vagy a leszarmaz-
tatott kup egy sikparra fajul el tatottkip egy egyenes parrafajul
a szerint, a mint 1 - £g*3 — g%} el a szerint, amint 1 - cofg*} —
nagyobb,kisebbvagy egyenl6 0. | cofg*} nagyobb, kisebb vagy
Az elsb esetben a leszarmazta- | egyenlé 0. Az elsé esetben a
tott kup az eredetit bezdrja, a | leszarmaztatott kip az eredeti-
masodikban pedig Kkizarja. tol be van zirva, a masodikban
ki van zdrva.

A baloldalon 4ll6 tételt tekintve, az eredeti és a leszarmaztatott
kup oly helyzet(i, mint a jobb oldali tételnél a leszarmaztatott és az
eredeti kup.

A Kkét tétel kovetkezménye :

Ha az f egyenes merdle- Ha a » sik meréleges a
ges a ll. r. kup egyik cziklikus IL. r. kip egyik fokalis sugarara
sikjdra annak csicsaban és egy annak csucsaban és egy derék-
derékszogl lapszoget akkép szoget akkép mozgatunk, hogy
mozgatunk, hogy egyik szara egyik szdra a z-ban maradjon,
az f-en menjen keresztiil, a lap- sikja pedig a kupot érintse,
szog éle pedig a kipon marad- akkor a madsik szar egy Il r.
jon, akkor a derékszog( lapszog kupot ir le, mely a felvett
masik szara egy Il. r. kupot kupot a fokalis sugédron keresz-
burkol, mely a felvett ktipot a tiil mené fosikra merdleges érin-
cziklikus sikban fekvd tengelyre tosik érintGalkotéjaban érinti és
merdleges alkotokban érinti és egyik cziklikus sikja a =.
egyik fokalis sugara az f.

E tételek speczidlis esetérdl alabb fogunk szdlani,

8. Foglalkozzunk most azzal a feladattal : milyen kupot bur-
kolnak mindazok a sikok, melyek az M. 2 kupot derékszigli alkoto-
parokban metszik ? tovabba az ennek dualisan megfelels feladatal :
milyen kupon fekiisznek mindazok a sugarak, melyekbdl az M. &,
II. r. kiphoz vonhat6 érintGsikok egymasra merélegesek. A két fel-
adat egyikével amasik is meg van oldva, merthaaz M.2® és M.k, ™
kupok egymasnak recziprokus kupjai és azt taldljuk, hogy az
M . 2® kipot derékszogl alkoték szerint metsz6 sikok az M, c'™
II. r. kipot burkoljik, akkor e kip recziprokus kupjanak, M . ¢, -nek,
minden alkotéjabol az M . k,*)-hez vonhaté érintdsikok egymasra
merélegesek és az M. ¢,'¥ szintén II. r. kup.

Messiik az M. k® kipot és recziprokus kupjat M. kY-t az
elsOnek az egyik cziklikus sikjaval parhuzamos v sikkal a X&' kor-
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ben, illetve a &, kupszeletben (5. dbra). Az M csticsnak M derék-
szogl projekezibja a p. sikra a &, -nek egyik gyujtépontja, mig az
M .k™ kapnak egyik fokalis sugara az MM,

Az M. ¥ kip MP alkotéjara azok az MQ, MR alkoték merd-
legesek, melyekben az M . k™ kiipnak az MP-re merbleges érints-
sikja az M. #® kipot metszi. Es feladatunk : az M(PQR) haromél
MPQ, MPR lapjaitél burkolt kiipnak rendjét megallapitani, ha a

5. abra.

haromélnek MP éle az M .k® kipnak alkotéja és MQR lapja az
M. @ kipnak MP-re merdleges érintdsikja.

Bocsassunk az MM’ egyenesen keresztiil az M{PQR) haromél
MQR, MPQ és MPR lapjaira merdleges sikokat, melyek ezeket az
MP,, MD, ME egyenesekben metszik s nevezzik ezeknek az egye-
neseknek, valamint a haromél éleinek metszGpontjait a v sikkal
P,DEPQR-nek és a ¥ kor K kdzéppontjabol a PQ és PR-re bocsa-
tott merdlegeseknek talppontjait ), és E-nek.

Tekintve a #* korbe beirt PO haromszoget, melynek az M
pont a PP, magassagan fekszik és melynek PQ, PR oldalaira
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az M'D, M'E egyenesek merslegesek, s tekintve tovabbd a
PM'E~PRP,, PM'D~PQP, haromszogeket :

PM.PP, _ PD.PQ

251 Z—°% — PD.PD, — PE.FE,

A DD, EE, pontok tehat oly ¢® kordn fekiisznek, melynek
kozéppontja az MK vonaldarab felez6pontja C. E ¢® kor » radiusa-
nak négyzete :

2o
s — PC* — PE.PE, = pr — 2P
és mert a PC az M'PK haromszognek kozépvonala, azért

__ PK* 4 PM*—2M'C* — PM'. PP,
el o = L

PK? — PM''M'P, — 2 M'C? PK?—MM**
5 2 S 2
s igy az r fuggetlen a 2® kornek P pontjatol.
Ennélfogva az MM’ sugarnak MD, ME derékszogl projek-
czi6i az M(PQR) haromél MPQ, MPR lapjaira az M.¢® 1. r. kip-
nak alkotdi, s ezért a haromélnek MR(Q, MPR lapjai oly IL r. kip-
nak M.c®-nek érintGsikjai, melynek egyik fokalis sugara az MM’.
E vizsgalatok alapjan folirhatjuk a kovetkezG dualis tételeket :

—2M'C?,

Azok a sikok, melyek a II. r,
kipot egymasra merGleges al-
kotok szerint metszik oly II. r.
kipnak érintGsikjai, melynek
fokalis sugarai az eredeti kup
cziklikus sikjaira merélegesek,
és igy a két kup f6tengelyei
ugyanazok.

Azok a sugarak, melyekbol
a I, r. kiphoz huzhaté érint6-
sikok egymasra merdlegesek,
oly IL r. kupon fekiisznek,
melynek cziklikus sikjai az
eredeti kup fokalis sugaraira
merblegesek és igy a két kup
fétengelyei ugyanazok,

Jegyzet. Szamitas utjan kimutathat6, hogy ha az eredeti K®
kup f6sikjaiban fekvé alkoték a kup elliptikus tengelyével x-szel Y
és & szoget () > ¥) képeznek, tehat a kup egyenlete a fotenge-

lyekre vonatkoztatva :

yPcotg*l + z2cotg®y = A2,

akkor annak a K,® kipnak egyenlete, melynek érintGsikjai az ere-
deti kupot derékszog( alkotok szerint metszik

yz

12

wgy—1) T

tg*(tg*—1)

187 +-18%
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és annak a K,® kupnak egyenlete, melynek alkot6ibol az eredeti-
hez vonhaté érintGsikparok merélegesek

SA(1—1g29) + 221 —1g%) — 2(1g% -+ 1g2)).
Ezekbdl az egyenletekbdl pedig kovetkezik, hogy ha

Ugyanakkor

v & l
K,® K.®
: valés kup, rhelynek
| <45% | < 45° képzetes kup elliptikus fétengelye
-‘ az x
= s két, a z f6tengelyen
| - 458 | <498 az [xy] fGsik keresztiil me§6 ysik

| valés kup, melynek | valds kip, melynek
> 45" | < 45" | elliptikus fétengelye | elliptikus tengelye az
az y fétengely

\ ay _. | két egyenes az [xz ¥
- SR (2 %’%sikban [#2] az y f6tengely

valos kup, melynek

| > 458" | > 45° | elliptikus f6tengelye képzetes kup
' az x
45° | 450 az x fOtengely az [yz] fOsik.

7. §. Kulonos masodrendii kapok.

1. Az altalanos IL r. kipon Kkiviil megismerkedtiink mar az
elobbiekben kiilonds kupokkal. Ilyen volt el§szor is az a IL. r. kup,
melynek csticsa végtelen tavol van, és melyet II. . hengernek ne-
veztiink. Maga a II. r. henger pedig a végtelen tavol fekvo alkotoit
tekintve: elliptikus (vagy kiilonds esetben forgashenger), para-
bolikus vagy hyperbolikus henger lehet a szerint, a mint annak 0,
1 vagy 2 wvalds alkotbja van végtelen tavol, tehat minden sikmet-
szése, mely nem parhuzamos a henger alkotéival: ellipsis, parabola,

Klug : Projektiv Geometria. 4
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illetve hyperbola, Az elliptikus és hyperbolikus hengernek két f6-
sikja és egy azok metszGvonaldban levd fétengelye, valamint a két
val6s fokalis sugara van véges tavolsagban ; a parabolikus henger-
nek csak egy fosikja és egy fokalis sugara van véges tavolsagban, a
tobbi f6sikok és fétengelyek végtelen tavol vannak.

A kup f6tengelyeit tekintve, szintén megkiilomboztettiink két
kiilénos kupot. Az els6 olyan volt, hogy polaris nyaldbjaban minden
sugarat és sikot fétengelynek, illetve f@siknak lehetett tekinteni.
E kup polarisnyalabja az orthogonalis nyalab, alkotdi pedig képze-
tesek és a végtelen tavol fekvs képzetes kort projiczialjak.

A masodik kiilonos kup, melyrél elébb szintén szélottunk, a
Sorgaskip ; ennek <! f6tengelye és koztilk egy, a tobbiekre mer6-
leges kiilonos fétengelye van, melyet forgastengelynek neveztiink,
E forgéastengelyen, a-n, keresztiil mend kapcsolt polarissikok ortho-
gonalis siksort, a forgastengelyre merdleges f6sikban, «-ban, fekvé
kapcsolt polarissugarak pedig orthogonalis sugarsort képeznek.
E sugarsornak minden sugara fétengelye, ama a siksornak pedig
minden sikja fGsikja a forgasktipnak.

Ugy mikép az altalanos II. r. kip, a forgaskup is a fétengelyek
és a f@sikok irdnyaban szimmetrikus. Ha tehata g egyenes a forgas-
kipnak egyik alkot6ja, akkor a g-nek tiikorképei az a forgastengely-
nek Osszes sikjaira vonatkozoblag, szintén alkotéi annak a kupnak.
S mert a g egyenes a tiikroz6 sikban fekvd g koriil a tiikdrképébe
forgathato, azért az egész forgaskupot ugy irhatjuk le, hogy tetszés-
szerinti ¢ alkotéjat az a forgastengely koriil addig forgatjuk, mig
eredeti helyzetébe vissza nem tér. A Kkupnak e szarmaztatasi méd-
jat tekintve nevezziik azt forgaskupnak. — A forgaskupnak minden
alkot6ja és minden érintésikja ugy annak forgéstengelyéhez, mint
az arra merGleges f6sikhoz egyenl$ szOg alatt hajlik.

Az M forgaskipnak az M orthogonalis poldrisnyalab képzetes
vezetd kupja irant az a kiilonos helyzete van, hogy az a forgas-
tengelynek kapcsolt polarissikjai, és az a polarissikjaban, az « f6-
sikban, levG kapcsolt polarissugarak, melyek orthogonalis siksort,
illetve sugarsort képeznek, mindkét kipra nézve ugyanazok. A két
kupnak tehat az « f6&sikban két kozos alkotdja van, mely ama
orthogonalis sugarsornak két képzetes kettOssugara, és melynek
érintdsikjai, az a forgastengely orthogonalis siksoraban levé képze-
tes kettossikok.

A forgaskiip tehdt a csiicsahoz tavtozo orthogonalis nyaldb-
nak vezetd kipjat, a forvgastengelyve mevoleges fosik két képzetes
alkotojaban, azaz kettbsen évinti.

il
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Es forditva: Minden IL r. kip, mely az orthogonalis nyalab
vezet6 kupjat kettGsen érinti: forgaskup.

Tekintve, hogy a végtelen tavol levé képzetes kor rajta van
minden orthogonalis nyaldbnak vezet6 kupjan, azért: minden
forgdskiipot és (ha annak csiicsa végtelen tavol van) minden forgas-
hengert olyannak tekinthetiink, mely a végtelen tdvol fekvo képzetes
kort kettbsen érinti.

Mas kiilonos kupokat akkép nyeriink, hogy a kup fokalis
sugarainak, vagy cziklikus sikjainak adunk el6re kiilonos helyzetet,
vagy pedig azoknak egyes alkotéit vagy érintGsikjait kiilonos kol-
csonos helyzetben vessziik fel. Ily kupokkal és azoknak tulajdon-
sagaival akarunk a kovetkezdkben foglalkozni.

2. A parabolikus kup. A 11. r. kipnak f7; fokalis sugarait és
ezeknek sikjaban levé s;s, kupalkotokat tetszésszerint vehetjiik fel,
hacsak az ff,, s,s, egyenesparoknak szogfelezdi, melyek a kupnak
fotengelyei lesznek, egybeesnek. Vélasszuk tehat az ff;, s;s, egye-
nesparokat akképen, hogy f | s, és f, | s, legyen; az s;s, alkoto-
parok ekkor a kupnak elliptikus tengelyével, x-szel, 45°-nal nagyobb
szoget képeznek.

A fokalis sugaraknak amaz altalanos tulajdonsaganal fogva,
hogy barmelyik fokalis sugarra mer6leges sik a kiipot oly ktpsze-
letben metszi, melynek gyujtépontja ama fokalis sugarnak talpa a
metszOsikon kovetkezik: hogy az ilyen kupot, barmelyik fokalis
sugarara merdleges sik parabola szerint metsz.

Messiik tehat az ilyen kupot, melynek cstcsa az M, az f
fokalis sugarra meréleges ¢ sikkal a p® parabolaban, és nevezziik
az f-nek metszGpontjat az c-mal, mely a p® gyujtépontja, F-nek;
a masik fokalis sugarra f,-re meréleges s, alkoténak és s, érintdsik-
janak metszését az e-mal S, illetve s-nek; az f-re merGleges s,
alkotonak az s-mal parhuzamos érintdsikjat s,-nek; a kup érint6-
sikjat egy tetszésszerinti 7/ alkot6 mentén =-nak; végre az (s, 7)
metsz6pontot 7"-nek és az 7 metszdvonalat £-nek.

A p® parabolanak #' érint6je merGleges az F'T” egyenesre és
az MI'T" = p sikra, tehat a #'-sel parhuzamos 75, = M egyenes
is mer6leges a ¢ sikra és ennek MT’ = 76, egyenesére, és azon-
kiviil a p sik is merdleges a t-ra. Ennélfogva:

Ha egy valtozatlan csiicscsal M bivé (T'MQ) derékszog akkép
mozog, hogy szarai (T'M és MQ) két szilavd sikon (6,65-0n) marad-
nak, akkor a derékszog sikja (v) egy IL. v. kitpot burkol, mely az
elébbivel megegyezd.

Tovéabba: Ha egy derékszogii sikpar (e7) akkép mozog, hogy
2
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egyik sikja (0) egy szilarvd f egyenesen megy keresztiil, metszévonala
(p7) pedig egy szilard sikon (sy-en) mavad, akkor a devéksz6gii sik-
parnak wmdsik sikja (=) egy az elébbivel megegyezd kivpol burkol,
wmelynek a szilarvd f egyenes egyik fokalis sugara.

A kupnak ez utébbi szarmaztatdsa a paraboldra emlékeztet,
melyet tudvalevlleg egy derékszognek egyik szara burkol, ha a
masik szara egy szilard ponton megy keresztiil és a csicsa egyene-
sen mozog. A targyalt kiipot ez oknal fogva parabolikus kipnak
akarjuk nevezni.

A parabolikus kupnak a parabolara emlékeztet6 még mas
tulajdonsaga is van. Hogy ezt lassuk, nevezziikk az elGbbbi M. p®
parabolikus kiipnak, az [s,s,]
fésikjahoz egyenl6 szogek
alatt hajlo két tetszésszerinti
érintGsikjat =, és 7,-nek, egy
valtoz6 érint6 sikjat t-nak,
mely sikok a kupot a %7t
alkotokban érintik. E sikok-
nak és alkotoknak metszései
-a p® parabola sikjaval le-
gyenek (6. abra) a ' 4,1
egyenesek és a 1\ 7,T pon-
tok, és a #,'t',#' haromoldal
szogpontjai legyenek:

N, = @#t), Ny=(tty), I= (', 1)

Minthogy a T, FI, IFT, haromszogek egyenszariak és kon-
gruensek, a 7\MI, IMT, haromszogek is azok lesznek, és mert a
p® parabola egyik tulajdonsaga folytan T, N, — IN,, azért

T,MN, & = IMN, <

Ennélfogva: A parabolikus kitpnak egy vallozé évintésikja a
kitpnak barmily két, a fokalis sugarvain kevesztiil mend fésikhoz
egyenlt szogek alatt hajlé évintésikjat egyemlben-projektiv sugar-
sorokban metszi.

Vagy: Két egyenlben-projektiv (kongruens) sugavsornak
képzédménye, ha kozds kozéppontiiak, kiilombozé sikban fekviek, de
nem pevspektiv helyzetiiek, parvabolikus kiip; ennck egyik fosikja
Sfelezi a sugdrsorok sikjainak =, ©y-nek, egyik hajlasszogét. E fosik-
ban fekvd s, s, alkotok o,, 6, évintbésikjai a sugdrsovok sikjainak
=Ty metszbvonalahoz egyenld szig alatt hajlo megfelelé sugarakon

6. dbra,




mennek keresztiil és ezekre az érintbsikokra a kip fokalis sugarai
merolegesek.

A parabolardl tudjuk, hogy az két dltalanos helyzet{, egyen-
16en-projektiv pontsornak képzGdménye.

3. A p® parabolanak ¢ sikjaban (7, dbra) annak s cstcsérin-
t6jét6l egyenld tdvolsagra
két egyenest, mt, és m,-0Ot ‘ M
vesziink fel. A parabola F ! /"/
gyujtopontjadban annak sik- '
jara emelt merGlegesnek M
pontjat azm, ésm,-vel 6ssze-
kétd  sikok: p, = Mm, és
ve==Mm, Az Mp™ para-
bolikus Kkupnak tetszéssze-
rinti = érintOsikja az 1, m1y
egyeneseket az M,, M, pon-
tokban, a p®™ parabola sikjat
a {' egyenesben, a p, €s u,
sikokat az I, — M, M= ~u,
és Iy = M,M = <p, egyenesckben metszi. Az M,(¥ml,) és
M,(t'm,l,) haromélekbdl kovetkezik :

2

sin(th) __ sin(zp) sin(t'ly)  sin(syy)

Tsin(tm,) sin(ze) ° simimy)  sin(zpy)

de az M, FM,, M, MM, haromszigek egyenliszariak, tehat

(#1,) A == (t'ly) <, és (t'm,) < = (t'my) <.
¢és igy
sin(rpy)  _ sim(ep,) :
Tsinm) | sin(e) o landd.

Tekintve, hogy az m,m, egyenesek a p'® paraboldanak kapcsolt
polérisai, tehat a 1,1, sikok az M p™ kipnak kapcsolt polaris sikjai,
kovetkezik: ama szégek sinusainak viszonya, melyeket a para-
bolikus kiipnak vallozé érvintosikja két, a kip fokalis sugarain ke-
rvesztiil mend fosikra wmerdleges kapcesolt  polarissikkal képez,
allandé,

Es forditva: ha két sik metsz6vonaldnak valamely pontjin
keresztill oly sikokat vezetiink, a melyek hajlasszogeinek sinusa a
két sikhoz dllandé viszonyban van, akkor ezek a viltozo6 sikok egy
parabolikus kupot burkolnak; a két sik a kupnak oly kapcsolt
polarissikparja, mely a fokalis sugarakat tarté fOsikra meréleges.




Ha a parabolikus kupot és fokalis sugarait az elliptikus tenge-
lyére merdleges és a kip cstcsatol 7 tavolsadgra levs sikkal
metszsziik és a kimetszett ellipsis tengelyeit 2a, 2b-vel, a fokalis
sugarak metszépontjainak tavolsagat 2d-vel jeloljik, akkor e kup
fokalis sugarainak ama kiilonds helyzete folytdn, hogy azok a
fokalis sugarak sikjaban levé alkotokra merélegesek :

ad = h?;
s mert az altalanos IL r. kipra nézve (6. §; 4. p; 4. képlete szerint)
hV a*— b2
di— SR
Vo2 + 5

azért e parabolikus kipra nézve
h=Va—b=c
és (6. §. 4. p.; 8. képlete sz.)
tg2) — 1g%) = 1.

4, Az orthogomalis kitp. A parabolikus kipnak recziprokus
kipja szintén egy kiilonos IL. r. kip, melyet Schriter*) — orthogo-
nalis kitpnak nevezett, A

Hogy errél fogalmat szerezziink, induljunk ki a ¢ sikban fekvd
p® parabolabdl (8. dbra), melynek csucsa és csucsérintSje S és s,
gyujtépontja az I, és az
F pontban az s-ra emelt f
merdlegesnek tetszéssze-
M) rinti pontja M. Az Mp®
il s parabolikus kupnak egyik
¢ “{M/ Tl fokalis sugara az f, a masik
N R pedig, mely az ¢ sikot az

/ F, pontban metszi, a kup

; Ms = o, érintésikjara az

M csicsban emelt merd-
i leges f;.

Ha az M.p® kupnak

T érintGsikjara az M pont-

8. dbra. ban merdlegest emeliink,

mely az ¢ sikot a 7' pont-

ban metszi, és v-nak metszévonalat és metszGpontjat az ¢ sikkal és

az s egyenessel ¢ és T"-sel jeloljiik, akkor az

8

>

*) Die Theorie der Oberfliichen zweiter Ordnung. (1880.) 67. oldal,
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viszonylat kovetkeztében 7"SF ~ F,TF, tehat az FIF, < dgy
mikép az FST’ <y, derékszog. Ennélfogva az M. p® kipnak =
valtoz6 érintGsikjara az M pontban emelt merdleges az ¢ sikot olv
T pontban metszi, mely az ¢ sikban az FF, atméré f61é irhat6 %>
koron van. Az M. p@® kupnak recziprokus kipja tehat oly M. k®
kup, melynek jellemz§ tulajdonsadga, hogy az az ¢ sik, mely e
kupot a k® korben metszi és az ezzel parhuzamos cziklikus sikja
» e kupnak f alkotéjara merdleges, és igy a masik cziklikus sikja
z, az f; alkotéra merdleges.

Minthogy egy II. r. kupnak f6tengelyeire, f&sikjaira, fokalis
sugaraira és cziklikus sikjaira a csicsban emelt meréleges sikok és
egyenesek a recziprokus kupnak fGsikjai, fétengelyei, cziklikus
sikjai, illetve fokalis sugarai lesznek ; és mert az egyik kipnak pro-
jektiv-tulajdonsagai a madsik kupra is a sugdr- és siknyaldbban
uralkod6 dualitasi elv szerint atviheték : a parabolikus kipnak a
2. és 3. pontban talalt tulajdonsagai az orthogonalis kipra nézve a
kovetkez6kbe mennek at:

,Ha két egymast metsz6 egyenesen Kkeresztiil egy derékszogi
sikpart fektetlink és azt akkép mozgatjuk, hogy az egyik sik mindig
az egyik egyenesen, a méasik sik pedig a masik egyenesen menjen
keresztill, akkor a sikparnak véltoz6 metszévonala egy orthogonalis
kupot ir le.“

Vagyi: ,Ha két egymast metsz6 egyenest vesziink fel, és az
egyiknek sikjaira a maésik egyenesen keresztiil meréleges sikokat
vezetiink, akkor a meréleges sikparok egymast a két felvett egye-
nesen keresztiil mend orthogonalis kupnak alkotdiban metszik.“

,Ha egy derékszog akkép mozog, hogy egyik szara egy
szilard » sikon marad, sikja pedig valamely egyenes koriil forog,
akkor annak masik széra oly orthogonalis ktipot ir le, melynek a = sik
egyik cziklikus sikja,“

+Két nem perspektiv helyzet(i egyenlGen projektiv (kongruens)
siksornak képz6dménye, ha tengelyei egymast nem metszik, ortho-
gonalis kup.“

,Ha két szilard egyenes metszpontjan keresztiil egyeneseket
vezetiink, melyeknek hajlasszogei a két szilard egyeneshez olyanok,
hogy azok sinusdnak viszonya éllandd, akkor azok a valtoz egye-
nesek egy orthogonalis kupnak alkotéi. A két szilard egyenes
kapcsolt poldrissugdrparja e kupnak és a kup cziklikus sikjaira
mer0leges f6sikban van.“



Vagy forditva:

,Az orthogonalis kup alkot01 a cziklikus sikjaira meréleges
f6’51kban fekvo két kapcsolt polarissugarhoz oly szdgek alatt hajla-
nak, melyeknek sinusa allando.“ '

Az el6bbi és ez a tétel még ekkép is fogalmazhat6 :

,Ama pon-
tok geometriai he-
lye, melyeknek két
metsz6 egyenestsl
mért tavolsagai al-
land6 viszonyt ad-
nak, orthogonalis
kup.“

N

»Az orthogo-
nalis kup pontjai-
nak oly két kap-
csolt polarissugar-
tél mért tavolsagi

o (abra: viszonya, mely két
: polarissugar a kup
cziklikus sikjaira merdleges fosxkban van, — 4llandé.“

Ha az orthogonalis kup elliptikus tengelyére meréleges és a
csucstol 7 tavolsagra levs sik a kupot a 2a és 2b tengely( ellipsis-
ben, a kup cziklikus sikjait pedig két parhuzamos egyenesben
metszi, melyeknek tavolsdga 20, akkor

by = h?;

s mert az altalanos kupra nézve

b \/af“’—f—h2
\/az_bz z

azért az orthogonalis kup esetében
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és (6. §; 4. p.; 3. képlete szerint)

a—b a0 ad—Db?
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cotg® ¢ — cotg*b=1.




5. A Pappus-féle kitp. — Reye *) Pappus-féle kipnak nevez egy
oly kupot, mely valamely v® gombnek egyik & f6korét a gomb
tetszésszerinti M pontjabol projiczidlja (9. abra).

E kipnak szarmaztatdsanél fogva az a tulajdonsaga van, hogy
a kup csucsan és a k% kor O kozéppontjan keresztiil men6 sikok a
kupot derékszogili alkotoparokban metszik.

Minthogy az O kézéppontnak a £® korre vonatkozé polarisa
végtelen tavol van : az MO egyenesnek az M .k® kupra vonatkozé
poléris sikja » parhuzamos a £® sikjaval, azaz: MO polarissugara e
kup = cziklikus sikjanak, A

A k® kor O kozéppontjdban annak sikjara emelt mer6leges a
v® gombot két pontban metszi; ezek koziil legyen K az a metsz6-
pont, melyet a 2 Kkor sikja a kup cstcsatdl elvalaszt. Az MK
egyenesen az M . k® kupnak elliptikus tengelye, mert az MOK sik a
kupot két szimmetrikus részre osztja, és az MK egyenes ama sikban
fekv6 7,7, kupalkotoknak egyik hajlasszogét felezi.

Az M pontbdl a k@ sikjara bocsatott MK, merSleges az MOK
sikban van, és az 7, , 7, alkotokkal ugyanoly szogeket képez, mint
az MO az r,,r,-gyel. Ezért az MK, -nek is az a tulajdonsaga van a
kup irdnyaban, mint az MO-nak, t. i.: az MK, egyenesen Keresztiil
mené sikok az M. k® kupot szintén derékszogli alkotdéparokban
metszik. Az MK, -nek a kipra vonatkozo x, polarissikja a y® gombot
az M pontban érinti, meréleges az MO gombsugarra és a kupnak
masodik cziklikus sikja.

A k® Kkor sikjanak és az MK egyenesnek L metszGpontjan
keresztiil mens és az IMK-ra merbleges sik a kupot ellipsisben
metszi. Minthogy MK felezi az 7,7, derékszogl alkotépar hajlas-
szogét : 2. LM egyenl6 ama ellipsisnek egyik tengelyével ; a masik
tengely pedig a ® kornek az Ol-re meréleges hurja, s mint ilyen
a 2. LDM-nél nagyobb, Az LM tehat a kimetszett ellipsis fél-mellék-
tengelyével egyenld, a mi jellemzetes tulajdonsaga a Pappus-féle
kupnak. Ennélfogva:

Ha wvalamely ellipsis L kozéppontjaban sikjara merolegest
emeliink, és ezen oly M pontot vesziink fel, mely az L kozépponttdl
az ellipsis fél-melléktengelyének tavolsagara van, akkorv az ellipsist
az M pontbdl projiczialé kip, Pappus-féle kiip.

A kitp barmelyik cziklikus sikjdnak polarvissugava merdleges
a mdsik cziklikus sikra, és e poldrissugdaron kevesztiil mené minden
sik a kipot derékszogii alkotépdrokban metszi. Ezért a kitp barmelyik

*) Revs : Die Geometrie der Lage. (1899.) 1. Abth., 260. old.
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cziklikus sikjara mervodleges siknak metszése a kippal egyenoldalit
hyperbola. —

Ha valamely kirnek egyik atmérvije egy egyenoldalit hyper-
bolanak fotengelye és a kor sikja a hyperbola sikjarva meréleges,
akkor a hyperboldt a kor barmelyik pontjabdl projiczidlé kip
Pappus-fele kiip.

Jeloljiik (10. abra) a tételben el6forduld kort 2 -vel, a hyper-
bolat h®-vel, ennek kozéppontjat és cstucsait C, S, S;-gyel, a kor
valamely pontjat M-mel, az M pont érint6jének metszGpontjat az
S, egyenessel O-val ; az O pontban az SS,-re mer§legesen allo ¢

10. dbra.

siknak metszSpontjait a hyperbolaval 4, 4,-gyel, és metszGpont-
jait az MS, MS, egyenesekkel B, B,-gyel.
Az egyenoldalu hyperbolanak tulajdonsaga, hogy
OM = A0 = 04, ;
az MSS, és MBB, derékszdgli haromszogek miatt pedig
OM =- BO = OB,.
Az M. n® kip tehat az ¢ sikot oly korben metszi, melynek
egymasra merGleges atmérdi AOA, és BOB,; az OM = 0OA = OB
egyenlet kovetkeztében pedig ez a kip Pappus-féle. —
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Ha mint el6bb, a Pappus-féle kupot is annak elliptikus tenge-
lyére meréleges és a csucstol % tavolsagra levé sikkal metsziik és
a kimetszett ellipsisnek f6- és melléktengelyei 2a, 2b, excentriczitdsa
2¢, a fokalis sugarak metsz6pontjainak tavolsdga 2d, a cziklikus
sikok metszS&vonalainak tidvolsaga 29, e sikok polarissugarai metszé-
pontjainak tdvolsaga 2%, végre a ¢, ¥ szdgek jelentése ugyanolyan,
mint az altalanos kupnél, akkor

h=b, $=450, {> 45
bc Vi b? b
c ) ”b.\u/_ai—*_ b b} Sl = ¢

AL o =

d: g7l == N T ee———

\/bz—i—bg V2 c ) Va2+b2

6. A Hachette-féle kitp.

Szerkeszsziik meg a Pappus-féle kupnak recziprokus kiipjat.
E végb6l messiik a Pappus-féle kipot az elliptikus f6tengelyére
merdleges ¢ sikkal az e ellipsisben, melynek f6- és melléktengelye
2a és 2b. E kupnak alkot6ira az M csticsban emelt merdleges sikok
az ¢ sikot egy oly ¢'® ellipsis érintGiben metszik, melynek fG- és
melléktengelye 2b és 2b°:a, mert az M pont az ¢ siktél & tavol-
sagra van.

Az M . e Pappus-féle kipnak ama tulajdonsaga miatt, hogy
%, %, cziklikus sikjaira az M pontban merGlegesen allo MK, és MO
egyeneseknek sikjai a kupot derékszogili alkotéparokban metszik,
kovetkezik, hogy az M . e® kupnak M .e'® recziprokus kupja oly
tulajdonsdgu, hogy meréleges érintGsikparjai a z, vagy a », sikban
metszik egymast.

De az MK, MO, egyenesek polarissugarai a z,, z cziklikus
sikoknak az M, e? kipra vonatkozélag, s mert a », %, sikokra
merGlegesek, azért azok az M . ¢/® kipnak fokalis sugarai. M4srészt a
% ,% sikok az DM .e'® kupra vonatkozélag is polérissikjai az
MK, , MO fokalis sugaraknak.

Ha tehat Reve szerint az I, ¢'® kupot, mint a Pappus-félének
recziprokus kupjat, Hacuerte-félének nevezziik, mondhatjuk :

Ha valamely ellipsis kozéppontjaban annak sikjara merolegest
allitunk és erve az ellipsis fél-fotengelyének hosszit a kozépponttol
mérve az M pontig red vissziik, akkor az a kup, mely az ellipsist az
M pontbil projiczidlja, Hachette-féle kitp. E kitpnak az a jellemzetes
tulajdonsaga van, hogy az egymdsra meréleges évintosikparjai egy-
mast a fokalis sugarainak poldrissikjaiban metszik, és e polaris-
sugarak folvaltva merdlegesek a fokalis sugarvakra.

A Hachette-féle kupot a kovetkezGképen is szerkeszthetjlik :
Valamely ellipsis egyik gyujtépontjaban, F-ben, merdlegest allitunk
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annak sikjara és az ellipsist a merGlegesnek abbél az M pontjabol
projiczidljuk, melynek tavolsaga az ellipsis sikjatol egyenlé az ellipsis
fél-melléktengelyével ; a projiczialé kup Hachette-féle.

Ugyanis MI' egyik fokalis sugara a kupnak; a masik fokalis
sugar MO, az ellipsis O k6zéppontjan megy keresztiil, mert az MF,
MO egyenesek a kupnak az MOF' sikban fekvs alkotéihoz egyenld
szogek alatt hajlanak. Az MO fokalis sugarnak polarissikja az ellipsis
sikjaval parhuzamos, tehat a masik fokalis sugarra merdleges és ez
egy jellemzé tulajdonsaga a Hachette-féle kipnak.

E kipra nézve a mar tobbszor hasznalt allandok a kovetkezok :

h—=a, %<45°, Y=45
ac s_baVe ,_ aV/a + 7
it S i B i
c

d=

Va t o c

hol 2d' amaz egyenesparok tavolsidga, melyben a fokalis sugarak
polarissikjai az ellipsis sikjat metszik.

Meg akarjuk még e helyen jegyezni, hogy a 49. oldalon levé
tablazat 2. és 4. soraban jelzett kipok Hachette-, illetve Pappus-félék.

7. Oly kipok, melycknek cziklikus sikjai, vagy fokalissugarai
merolegesek. — Lattuk az 5. pontban, hogy ha egy h® egyenoldali
hyperbolanak SS, f6tengelye egy k2 kiornek atmérdje és a két gorbe
sikja egymasra merGleges, akkor a 7%>-6t a 2 barmely pontjabol
projiczial6 kup Pappus-féle. Nézziik most, hogy mily kiilonos tulaj-
donsaga van egy oly kupnak, mely a k® kort a h® hyperbola egy
tetszésszerinti M pontjabol projiczialja.

Minthogy az egyenoldali hyperbola tulajdonsaga folytin az
M pontbélaz SS,-re bocsatott MM, merSleges az MS, MS, egyene-
sekkel ugyanoly szoget képez, mint az SS, az MS,, MS egyenesekkel,
tehat az M. k> kip MS, MS, alkot6i az M pontbédl az SS, egye-
nesre merGlegesen bocsatott », sikkal ép oly szogeket képeznek,
mint a #® kor sikjaval, vagy az avval parhuzamos » cziklikus sikkal :
Az M. k® kipnak » és », cziklikus sikjai egymdsva merélegesek.

Tekintve, hogy a k® sikjanak és rea merdleges MM, egye-
nesnek M, metszGpontjab6l a k® kérhez huzott érinté az MM,
vonaldarabbal egyenls, kovetkezik :

Ha valamely kir sikjanak tetszésszevinti M, pontjaban a sikva
merdlegest allitunk, és ezen oly M pontot vesziink fel, melynek a kér
sikjatol mért tavolsagra MM,, egyenlé az M, pontbél a korhez huz-
haté érinté hosszdval, akkor a kort az M pontbél projiczidlé kipnak
cziklikus sikjai mevélegesek egymdsra.




Vagy végre : Ha valamely pont derékszogii projekczidja egy »
radiussal bir6 kor sikjara a kor kozéppontjatél d tavolsagra van, és
négyzete a pont tavolsagdnak a kor sikjatél (»2—d?*), akkor az a
kup, mely a kort a felvett pontbél projiczidlja vagy Pappus-féle, vagy
olyan, melynek cziklikus sikjai mer6legesek egymaésra, a szerint, a
mint » > d, vagy r < d. —

Szerkeszsziik most meg az el6bbi M . £® kupnak recziprokus
kupjat, melynek tehdt fokalis sugarai mer6legesek egymaésra.
Az M. k® kip érint6sikjaira az M pontban emelt merélegesek a
£ kor sikjat oly »'® hyperbolaban metszik, melynek S'S', csucs-
pontjai az M . #® kip MS, MS, alkotdinak érintGsikjaira emelt merd-
legeseknek metszGpontjai az SS,-gyel; kozéppontja O, az S‘S',
felez6pontja ; egyik gyujtopontja M,, az M pontbél a 22 sikjara
bocsétott merélegesnek talpa. De mert az M pont a h'® egyenoldali
hyperbolan van, azértaz MSS,, MS',S' és az MS,M,, MS‘M, harom-
szogparok kongruensek, tehat MM, egyenlS a 2'® hyperbola fél-
melléktengelyével.

Ebbdl folybélag a merdleges fokalis sugarakkal birdé kup kovet-
kezOkép szerkeszthets : Valamely hyperbola egyik gyujtopontjaban
annak sikjara mer&legest emeliink, és erre a talpponttél mérve rea
vissziik a hyperbola fél-melléktengelyét az M pontig ; a hyperbolat az
M pontbdl projiczial6 kuipnak egyik fokalis sugara merdleges a hyper-
bola sikjara, a masik pedig azzal a sikkal parhuzamos, tehat a kip
két fokalis sugara merdleges egymasra. E16bb azt taldltuk, hogy ha
e szerkesztésben a hyperbolat ellipsissel helyettesitjiik, akkor a kup
Hachette-féle.

8. Az egyenoldali kup és annak vecziprokus kipja.

Két, kozos csucscsal bird orthogonalis haromélnek
élei, alkot6i egy I r. kipnak. | lapjai, érintGsikjai egy I r.

| kupnak,

Ugyanis ha a két orthogonalis haromél M (a,a,a;) és M (b,b,bs),
akkor a kovetkezé egymasra merdleges sikparoknak

aa; | ba;, aay | bay
aby | byby, ab; | bb,
metszGvonalai az a,b, élekkel egylitt egy orthogonalis kupon
fekiisznek. Ennélfogva
a, (a,a5b,0;) N by (a3a50,b,),
s mert altalaban
by (a3a3b3b.) i_‘;}’;&(ﬂ‘:“:sbzba);

N

——
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azért
ay (aya3b,by) A by (@3a30.b5),

mely viszonylat, a II. r. kipok altalanos tulajdonsigat tekintve, a
baloldali tételt igazolja. Ebbdl pedig az kovetkezik, hogy a jobboldali
tétel is helyes, mert a masodik kip az elsének recziprokus kuipja.

A baloldalon levé tétellel értelmezett kiipot SCHROTER egyen-
oldalti kitpnak nevezi; a jobboldali tétellel értelmezett kup tehat az
egyenoldalii kiipnak recziprokus kipja.

Ha az elGbbi M (a,a.a,b,b:b,) egyenoldali kipon egy tetszés-
szerinti ¢, alkotét vesziink fel, és a kupot a ¢,-re a csicsban merd-
legesen allé v, sikkal a c,c; alkotokban metsziik, akkor ezek az
alkotok is merGlegesek egymadsra gy, hogy az M (¢,cyc;) hdromél
is orthogonalis,

Ugyanis a ll. r. kdpra atvitt Desarcues-féle tétel szerint a v, sik
az M(c,a,a,a;) négyélnek szemben fekvs lapjait és a kupot
involucziéban metszi. Ez az involuczié azonban orthogonalis, mert
a v, sik az M(c,a,a;a,) négyélnek szemben fekvé merdleges
sikparjait

cay | aa,, ca, | aa-et
meréleges sugérparokban metszi; tehat a ¢, is meréleges a c,-ra.

Minthogy e bizonyitdsban nem hasznaltuk fel az M (b,5.5,)
orthogonalis haromélet, azért :

Minden IL r. kip, mely egy orthogonalis haromél

élein megy keresztiil, egyszer- i lapjait érinti, egyszersmind oe!
smind végtelen sok (=<') ortho- orthogonalis haromélnek lapjait
gonalis haromél élein is keresz- érinti. A kiipnak minden érintG-
tiil megy. A kupnak minden sikja, lapja egy ily orthogonalis
alkotéja, éle egy ily orthogona- haromélnek. Egy orthogonalis
lis haromélnek. Egy orthogona- haromélbe beirt II. r. kip tehat
lis haromél koriil irt IL r. kip | recziprokus kipja az egyen-
tehéit egyenoldalu kup, | oldali kupnak.
Ebbdl kévetkezik :
Az egyenoldalii kiip barme- Az egyenoldali kup reczipro-

lyik alkot6jara merdleges sik a kus kupjanak barmelyik érint6-
kipot egyenoldali hyperbola- sikjaval parhuzamos sik a ku-
ban metszi, pot oly paraboldban metszi,
| melynek vezérlé vonala keresz-
tiil megy a kip csticsdnak a
metszdsikon levé orthogonalis
projekcziojan.




—_— B3 —

Ugyanis az M egyenoldalu kup tetszésszerinti @, alkotdja, éle
e kupba oeirt M (a,a.a,) orthogonalis haromélnek. Tehat minden az
a,-re merdleges ¢ sik parhuzamos a kupnak a,a, derékszogl alko-
téival és ezért a kiipot oly egyenoldalt hyperboldban metszi, melynek
asymptétai parhuzamosak az a.a,-mal,

A jobb oldali tételben jelzett M kipnak tetszésszerinti z,
érintOsikja egy a kup koril irt M(=x,x,2,) orthogonalis haromélnek
lapja. Tehéat minden az #,-gyel parhuzamos ¢ sik e kipot parabolaban,
annak z,z, derékszigl érintGsikparjat pedig a parabola derékszogl
érintparjaban, ez, és cz,-ban, metszi. A parabola derékszogi érint6-
parjai annak vezérlé vonaldban taldlkoznak, tehét az z,z, ¢ sikoknak
metszopontja, mely az M cstcsnak derékszogl projekczidja az s
sikra, a parabola vezérlé vonalan van.

De forditva is kovetkezik :

Ha valamely egyenoldali Ha valamely parabola sik-
hyperbola sikjara a hyperbola jdra e parabola vezérvonalanak
egyik pontjaban a, merdlegest egyik pontjaban a, merdlegest
allitunk, akkor az a kup, mely allitunk, akkor az a kiip, mely
az egyenoldalii hyperboldt e a parabolit e merélegesnek
merdlegesnek barmely M pont- barmely M pontjabol projiczi-
jabél projiczialja, egyenoldaltl. dlja az egyenoldalinak reczi-

Ugyanisaza, egyenesen és az prokus kipja.
M ponton keresztiil az egyen- Ugyanis a projiczidlo kup-
oldali hyperbola asymptoétaival nak a parabola sikjaval parhu-
parhuzamosan vezetett a.a, zamos z, érintdsikja, és aza,-en
egyenesek, alkotéi ama proji- keresztiill men§ zy2, érintOsik-
czialdo kupnak; a kup tehat az sikjai egy M{(=,2,7;) orthogo-

M(a,a,a;) orthogonalis ha- nalis haromélnek lapjai; ezért
romél koriil van irva, és ezért a projiczialé kup, recziprokusa
egyenoldali, egy egyenoldalu kupnak.

9. Ismeretes, hogy az cgyenoldalu hyperbolaba beirt tetszés-
szerinti haromszognek magassagpontja szintén rajta van az egyen-
oldali hyperbolan. Ezzel analogus tétel az egyenoldali kupra
vonatkozoélag ekkép szol :

Az egyenoldali kupba beirt Az egyenoldald kip reczi-
tetszésszerinti haromélnek ma- | prokus kupja korill irt tetszés-
gassagvonala alkotéja ama ' szerinti haromélnek magassag-
egyenoldali kupnak. sikja érintosikja ama reczipro-

| kus kupnak,

Ha az M(l,1,,) haromél 1,1,l, élein keresztiil a szemben fekvo
Jys hsy g lapokra ., p, s merdleges sikokat dllitunk, ugy ezek egymast
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egy egyenesben, a hdromél magassdgvonalaban, metszik. Ugyanis,ha
a v, sikok metszévonala az /, akkor az [l-re az M pontban mer6le-
gesen 4ll6 ¢ sik az M(l,1,1,l) négyélet othogonalis involucziéban
metszi, mert a Ay, , vy derékszogl sikparoknak metszévonalai
a p, 6s pyre merSleges ¢ sikkal, derékszogl egyenesparok.
Azl,l,=), és ll, sik tehat szintén derékszogl egyenesparban metszi
az ¢ sikot; s mert az ll, sik merGleges azc sikra, azért az /I sik
mer6leges az l,1, = ), sikra is, mib6l mar kovetkezik, hogy az/l, sik
azonos a p., sikkal. — Az M(l,l,l,]) négyélnek minden szemben
fekvs lapparja 1,1, lly; Ll, Il L1, 1,1, derékszogl 1évén, annak
minden éle magassagvonala a masik harom élt6l képezett
haromélnek,

Eddigelé csak azt igazoltuk, hogy a haromél élein keresztlil a
szemben fekvs lapokra bocsatott merdleges sikok egymast ugyan-
egy egyenesben, a haromél magassagvonaiaban metszik.

Irjunk ezutan az M(l,l,l,) haromél koriil egy egyenoldali
ktpot ; ezt az M kupot az /,-re az M-ben merdlegesen 4ll6 = sik az
asa, derékszogli alkotoparban metszi, Nevezziik a kupnak azt az
alkotéjat, melyben az M(l,2,l,) haromél 1, é1éb6l a szemben fekvs
L,l; lapra bocsatott v, mer6leges sik a kupot metszi /-nek. A= sik a
kipba beirt M(1,,1,1) négyélnek szemben fekvs lapparjait és a kipot
involucziés sugarparokban metszi; ez az involuczié azonban
orthogondlis, mert a = sik a ktpot az a,a; derékszog( alkotéparok-
ban, az I, I,l; derékszogli lapparokat (minthogy = _| /) szintén
derékszogli egyenesparokban metszi. A = sik tehat az L,l, 1,1, és az
L1, 1,1, lappéarokat szintén derékszogl egyenesparokban metszi, és
mert az /,/, és I/, lapok merdGlegesek a =-re, azért ama lapparok
derékszogliek és igy az I magassagvonala az M(l,1,l,) haromélnek.
Ezzel a baloldalon 4ll6 tétel igazolva van.

A jobb oldalon 4ll6 tétel a masiknak dualis tétele, csak tudnunk
kell, hogy mit értiink egy hadromél magassagsikjdin. A magassagsik
a magassagvonalnak dualis alakzata a nyalabban, azaz polarissikja
amagassagvonalnak abban az orthogonalis nyaldbban, melynek a fel-
vett haroméllel k6zos csicsa van. A haromél magassagvonala harom
siknak metsz6vonala, mely az egyes éleken keresztiil megy merdlege-
sen a szemben fekvd lapokra. A haromél magasséagsikja tehat harom
egyenesen megy keresztiil, melyek egyenkint a haromél egyes
lapjaiban vannak és mer6legesek ama lapokkal szemben fekvd
élekre, E szerint: a haromél éleire a csticsban merdlegesen 4llo
sikok a szemben fekvd lapokat harom egyenesben metszik, melyek
a haromél magassagsikjaban vannak.
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10. Fektessiink most valamely %® ellipsisen keresztiil, melynek
tengelyei 2a, 2b, az egyenoldali kuppal recziprokus kupot, melynek
M csucsa az ellipsis O
kozéppontjaban  annak
sikjara emelt merdlege-
sen legyen és szamitsuk
ki, hogy milyen % téavol-
sagra van az M csics az
ellipsis sikjatol.

Irjunk e végbdl (11,
abra) az ellipsis koriil az
ellipsist magaba zard
PTT, egyenszari harom-
szoget, melynek P csticsa
a f6tengelyen van, T7T),
alapja pedig az ellipsist a f6tengelyen lev6 S csticsban érinti.
Messe a fétengely masik cstcsanak, S‘-nek, érintSje a PT egye-
nest a T pontban és legyen

11, abra,

PS=1 ST=T,S=mun, S'T'=un
Az ellipsisnek tulajdonsaga folytan

un' = b?
tehat

n: — b2 nw—n' 2a

n? n l
Dehaa P1'T,-nek magassagpontja az ellipsisnek kozéppontja, akkor
n? = al,
mibdl tekintettel az el6bbi egyenletre :
n?—b*=2g? vagy n*— a*= a*4-b%

Ha végre azt kivanjuk, hogy a P T'T, haromszoget az M pont-
bol projiczialo haromél orthogonalis, tehat az ellipsist projiczialé kip
az egyenoldaluval recziprokus legyen, akkor az M pontnak tavolsidga
az 0-tol:

h=V n*—a* =V a2

Ha ismét az ellipsis f6- és melléktengelyének csticspontjait
projiczialé kupalkotdk a kiip MO elliptikus tengelyével ¢ és & szo-
get képeznek, tehat
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a—=htgl, b= htgd
akkor azutolsé egyenlet folytan az egyenoldaliival vecziprokus kupra
Riesve 1838 1?3 = 1.
Ebbdl kovetkezik, hogy az egyenoldalu kipra vonatkozolag :
cotg®y -+ cotg® = 1.

Es ha ez egyenoldalti kip az el6bbinek recziprokus kiipja, akkor
ez, az el6bbi ellipsisnek sikjat egy oly ellipsisben metszi, melynek
2a, 2b tengelyei az MO = h vonaldarabbal ekkép fliggnek Ossze

11. Sz6lani akarunk végre még azokrdl a pontokrdl, a melyek-
bol egy megadott kupszelet forgaskuppal projiczidltatik.

12. abra.

Két kupszeletet fokalis kupszeletnek neveziink, ha azoknak
sikjai egymasra merdlegesek, és az egyiknek, tehat barmelyiknek,
gyujtépontjai, a masiknak a fétengelyen levé csicspontjai. Fokalis
kupszeletek pedig csak ebben a kapcsolatban lehetségesek : ellipsis
és hyperbola, vagy két kongruens parabola.
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A fokalis kipszeleteknek az a tulajdonsaguk van, hogy az
egyiknek pontjaibol a masik kipszelet forgaskippal projiczidltatik.

Hogy ezt kimutassuk, vegyiink fel a ¥® %,® fokalis kiip-
szeletek egyikén, pl. a 2, -en egy M pontot és projiczidljuk ebbdl
a k® -6t az M.k® kippal (12. és 12a. dbra). Ennek egyik fésikja
a k,® -nek sikja, és ebben az elliptikus fétengely £, a %, -nek érin-
t6je az M pontban, a mely az
M-hez fut6 MS, MS, vonoé- \11
sugaraknak egyik hajlasszogét . 8
felezi. \

Az MSS, haromszogbe
irhaté koroknek egyike /@, a
k®-nek S§; fétengelyét ennek
I gyujtépontjaban érinti (mert
az M és F pontokhoz tartozé
MS, MS, és FS, FS, vonob-
sugaraknak Osszege vagy Kki-
lombsége alland6 a szerint,
a mint a & ® ellipsis vagy hy-
perbola) ; az MS, MS, oldalakat
pedig az I® kor az S, S’ pon-
tokban érinti.

Az S'S’;-en  Kkeresztiil 12a. ‘dbra;
mend és az MSS, sikra merd-
leges = sik az M.k® kupot és ¢ tengelyét a ¢ kupszeletben és
ennek C kozéppontjaban, a k®-nek sikjat az f egyenesben, végre
az S8, és MF egyeneseket a G és I pontokban metszi.

A @ pont pllusa az MF-nek az I® korre, és igy az f egyenes
polarisa az F' pontnak a ¢® -re nézve. Ha tehat az f~en a PP, egy
kapcsolt pélusparja a k@ -nek és igy egyszersmind a ¢®-nek, akkor a

PG .PG=GF=0GS5..68,—G0.GF

viszonylatnak két szélsé egyenl@ségébdl kovetkezik, hogy a ¢ kup-
szelet kor. Minthogy pedig a ¢® kérnek sikja az M .%k® kupnak ¢
tengelyére merdleges, azért az M. k@ kip forgaskup.
¥
* *

A 68. és 69. oldalon levé tablazatban egybe vannak foglalva
a targyalt kiilonos kipok allandodinak Osszefliggései egymassal.
A kupot, annak elliptikus tengelyére merdleges és a csticstol

B
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A kip neve vagy tulajdonsiga h a
c‘&
A parabolikus kup 2 =
o ab &
Az orthogonalis kup . B Vi
. 2
A Pappus-féle kip b C\g
féle ku a et
A Hacuerre-féle kup . V @
61 iklikus sikokkal bird ku _n aV'2
Meréleges cziklikus sikokkal bir6 kip . Vi op 5
Merbleges fokalis sugarakkal bir6 kip . || V a®*—28* | V/ a*—20p?
S ~ 24 e
Az egyenoldalu kip . . . . . Vais |2z T7
AL ne
p . 4os 31 72 C\ a_+b
Az egyenoldaltiinak recziprokus kipja . || V a®4b / AT
Meréleges fokalis sugarakkal és merd- a=2b .
leges cziklikus sikokkal biré kip . . | h—b/2 | 4=8V2
A Paprus-féle parabolikus kup b=c WTZ
A HacuerTe-féle orthogonalis kip a=b/2 ?%ﬁ
z W tetszés
Az éltalanos forgaskup . Sreritt 0
A Pappus- és HacuerTe-féle forgaskuip . a=1b 0
Az egyenoldalu forgaskup . 5\2/-% 0
Az egyenoldaltival recziprokus forgaskup a\V/ 2 0
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A U és 9 kKozZott A kup egyenlete tengelyeire,
) olaszib mint koordinata tengelyekre
vonatkoztatva
— u
V 2a2—p° oy e 2 22 e
a*b . _
&2 cotg? ¥—cotg? b = 1 Y22 (1) = ka2
2| 52 2
b\/“c"‘b §— 459, §>450 %—{-z? — 2, E>1
“bg/—z b — 459, 9<450 P2 b — x, h>1
ab s Wi
Vo | 0 t2c0igy=1]  mTpy ¥ B
2 222
25052
ajb \/ ZTI%ZQ cotg® $—cotg? b=1 [ 222 (B2—1)=k242 k>1
5 R 2 22
V2t gy — 1 =, 1k
¢
. g y2
by 2 tgy=—cotg$ =V 2 5+ 22 =4
V3 | 9=—=45 tgl—V/2 S
20 b=45% cotg &=\ 2 222 — g?
| oo b=1 9242t = k% 42
oo V= ¢=45° P22t =22
2 2
~ | y—tgs Y2 Ppa=
LS cotg b= cotg $ — V22 P4 =242
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h tavolsagra levs sikkal képzeljiik metszve ; a kimetszett ellipsisnek
f6- és melléktengelye 2a, 2b, kétszeres excentriczitisa 2¢. A kup
fokalis sugarainak metsz6pontjai, és cziklikus sikjainak metsz6-
vonalai az ellipsis sikjaval 2d, illetve 23 tavolsagra vannak ; az ellipsis
f6- és melléktengelyének csuicsain keresztiil mend kupalkotok
hajlasszoge 20, 29 ; végre a kup alabbi egyenletében, mely annak ten-
gelyeire van vonatkoztatva, a & szdm allando.

8. §. A masodrendli kupok szerkesztése.

1. A IL r. kip meg van hatarozva, ha ismeretes annak M csticsa
és egy a kupon fekvd kupszelet, vagy oly adatok, melyek e kip-
szelet meghatarozasahoz elégségesek. Ebbdl folydlag a II. r. kup
meg van hatdrozva, ha ismeretes pl. annak 0t alkotdja, vagy ot
érint6-sikja, stb.

A II. rendd kup meghatarozasa annak nyolcz altalanos hely-
zetd pontjabél e helyen nem targyalhaté, De targyalhaté a kup
meghatarozasa ezekbll az adatokbdl azokban az esetekben, a
melyekben a nyolcz pont koziil

a) Ot egy sikban, a tobbi harom pedig e sikon kiviil van;

b) négy pont és a masik négy pont egy-egy sikban van;

¢) harom pont egy egvenesen és a tobbi 6t pedig az egye-
nesen Kkiviil 4ltalanos helyzetben van.

Lassuk egyenként e feladatok megoldésait :

a) Nevezziik az 6t pontonkeresztiil fektetett kipszeletet 2(?-nek,
a tobbi harom pontot, mely nincsen ugyanegy egyenesben, A5 (C-nek.
Az ABCsik a k® kupszelet sikjat a ¢ egyenesben, a 2@ kupszeletet
pedig a JK pontokban metszi, melyek vagy képzetesek, vagy valo-
sak és ez utobbi esetben egybees6k is lehetnek a ¢ egyenesen.
Mind a harom esetben lehet az ABC és a JK pontokon keresztiil
fektetni egy %,® kupszeletet.

A tovabbi feladatunk oly pontot taldlni, melyb6l a 2® &, @ kup-
szeletek és igy a t6lilk meghatarozott polarismezk egyike a masikba
projiczidlhat6. Kossiik e végbol ossze a t egyenesnek a 22 és a k,@-re
vonatkoz6 T és T, pélusat a 1'7T, egyenes altal. A T'T egyenesen és
a k@ kupszeletnek egy valés D pontjan keresztiil fektetett sik a
k-t még az F valds pontban, a k,®-6ta D, i, pontokban a £ egyenest
pedig az N pontban metszi. Ha a D, E, pontok képzetesek, akkor a
nyolcz adott ponton keresztiil nem fektethetd valés kup. Ha ellen-
ben a D, E, pontok is, gy mint a DE pontok valésak, akkor a
DED,E, négyszog DE, D,E, ; DD,, EE, és DE,, D,E szemben
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fekv§ oldalai egymast a négyszog atlosharomszogének N, M, M,
szogpontjaiban metszik. S mert a DE pontpar az NT-t6l, a D, E,
pontpar pedig a N 7',-t61 harménikusan van elvélasztva, azérta T'7,
pontok ama négyszognek M M, atlojan vannak. A T'7T, egyenesnek
ugy az M, mint az M, pontja mar csucsa a keresett kipnak, mert
pl.az MTT,J, MTT, K sikokataz MJ, MK egyenesekben érintd és
az MDD, egyenesen keresztill mend, és igy ez adatokkal meg-
hatarozott II. r, kup, keresztiil megy a 2® és %, kupszeleteken is,
mert ezeknek sikja az M kupot oly két kupszeletben metszi,
melyek koziil az els6 a D ponton megy Kkeresztiil és a TJ, TK
egyeneseket a J, K pontokban érinti, tehat a 2® ; a masodik pedig a
D, ponton megy keresztiil és a T',J, T, K egyeneseket a J, K pontok-
ban érinti, tehat a %,®,

Ha azonban a JK pontok és igy ezekkel a T'T, pontok is
egybeesnek a ¢ egyenesen, akkor a #egyenes harom pontjabol a £®),
k,® kupszeletekhez egy-egy érint6t vezethetiink, Két-két ily érint6,
mely a #-nek egy pontjaban talalkozik, meghataroz egy sikot és a
harom sik egymast a keresett kupszeleteken keresztil mend IL r.
kupnak csucsaban metszi,

A feladatnak tehat O, 1 vagy 2 megolddsa van, a mennyiben a
k&z€ps6 esetben az egyik kip abba a sikparba korcsosul el, mely a
k? és k@ kupszeleteken megy keresztiil,

A targyalt szerkesztésbdl kovetkezik :

Két, kiilomboz6 sikban levd
és egymast két(valds vagy kép-
zetes) pontban metsz6 kup-
szeleten keét valos 1. r. kup fek-
tethetd keresztiil, ha a két kip-
szelet sikjai metsz6vonaldnak
egy tetszésszerinti pontjabol
mindkét kupszelethez valds,
vagy mindkét kupszelethez kép-
zetes érint6k vezetheték. A két
kup csucsa a kupszeletek sikja-
t6l harmonikusan van elva-
lasztva.

Ha a két kupszeletkét metszs-
pontja egybeesik, akkor a kup-
szeleteken csak egy IL r. kup
fektethetd keresztiil; a masik
kup, a két kupszelet sikparjava
korcsosul el. ¢

Két IL r. kup, melynek két
kiilomboz6 csdcsa és két (valos
vagy képzetes) k6z0s érintd-
sikja van, egymast két valos
kupszeletben metszi, ha a két
csics  Osszekotd  egyenesén
keresztiil men6 tetszésszerinti
sik mindkét kupot valés, vagy
mindkét kupot képzetes alko-
tékban metszi. A két Kkup-

szelet sikja a kiipok csticsaitol

harménikusan van elvalasztva.

Ha a két kupnak két érintd-
sikja egybeesik, akkor azok
egymast csak egy kupszelet-
ben metszik; a masik kup-
szelet a két kup csucsava kor-
csosul el.
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b) A mésodik feladat, melynek megoldasat magunx elé tiiztiik,
ez volt: nyolcz ponton’ keresztiil II. r. kupot fektetni, ha' koziilok
négy és a masik négy egy-egy sikon van.

A feladat az el6bbire vezethetd vissza, ha sikeriil a négy els6
ponton, ABCD-n, és a négy utébbi ponton, 4,B,C,D,-en, oly
két kupszeletet keresztiil vezetni, mely egymast két pontban metszi,

Az ABCD és az A,DB,C,D, pontokon Kkeresztiil mené ktip-
szeletek ama pontok sikjainak metszévonalat egy-egy involucziéban
metszik. E két involucziénak van egy kozos tarspontparja, J K, mely
vagy valos, vagy képzetes, vagy egybees6 (azaz egy kozos kettds-
pont). Az ABCDJK és A, B,C,D,JK pontokon keresztiil vezetett
kupszeletek mar olyanok, hogy a rajtuk keresztiil mend II. r. kiipok
a feladat megoldasai.

¢) A harmadik feladat azt kivanja, hogy egy Il. r. kup vezettes-
sék 4t hdrom ponton, mely egy ¢ egyenesen van, azaz ezen a g-n és
még mas 6t ponton, 4 BCD F-n,

Ha az F ponton oly » egyenest vezetiink keresztiil, mely
metszi a g-t és a mellett

u(ABCD) A g (ABCD),

akkor az u és g metszGpontja M, mar csucsa lesz a keresett IL. r,
kupnak, mert az #g kipalkotékbdl az A BCD pontokon Kkeresztiil
mend kupalkotok projektiv négyesekkel projiczidltatnak.

Az ED egyenesen keresztiil oly = sikot vezetiink, hogy az
EDA, EDB. EDC és ~ sikok a g(4.BCD)-vel projektiv sik-
négyest képezzenek. Azutan megszerkesztjiik azt a K II. r. kipot,
melynek alkotéi EA, IIB, £C, ED és a melynek érintGsikja az 1.1
alkot6ban a = sik. E K® kipnak minden alkot6jabél az A 5 CD pon-
tok a g(AB CD)-vel projektiv négyesekkel projiczialtatnak. A g
egyenes a K@ kupnak két alkotojat, u-# és v-t, az U és V pontokban
metszi, Ezek az U és V pontok lesznek a kivant II. r. kuipoknak
csucsai. A feladatnak tehat O, 1, vagy 2 valés megolddsa van, a
szerint, a mint a g egyenes a K@) kupot nem metszi valés pontok-
ban, érinti, vagy két valdés pontban metszi.

2. A kiilonos 11, r. kipok koziil csak a forgaskup szerkesztését
akarjuk targyalni, és pedig abban az esetben, ha annak harom alko-
téja van adva.

A forgaskup meg van hatarozva, ha ismeretes annak harom
alkot6ja a,a,a,, mely egy tetszésszerinti M(a,asa,) hdromélnek harom
éle lehet. A forgaskupot azért hatarozza meg mar alkotoja (vagy
harom érintdsikja), mert a forgaskip az M orthogonélis nyalab
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vezetd kupjat, M/ -, kettGsen érinti és ez a foltétel két alkotéval
egyenértékii.

Hataroszuk meg tehat annak a forgaskiipnak forgdstengelyét,
mely az M(a,a.ay) haromél kiviil van irva.

Ha az M(a,a,a,) haromél (a.a,), (a.a,) élszigeinek s, m, fele-
zbin keresztill az a,ay, illetve a,a, lapokra 1., ., merileges sikokat alli-
tunk, akkor ezeknek p,u,={ metszGvonala a haromél éleinez
egyenlé szigek alatt hajlik, s mint ilyen tengelyét képezi a haromél
koriil irhat6 forgaskupnak.

Ha az M(a,a,a;) haromél (a.ay), (asa,) élszigei mellékszogei-
nek felez6i m',, m’,, és az ezeken keresztiil mend és az a,a,, a,a,
lapokra merélegesen 4ll6 sikok u'y, »‘y, akkor ezeknek és az elGbbi
4, s Sikoknak kovetkez6 metszévonalai v/ v, =1, ww's=1,
w' 'y == Iy szintén egyenlG szbgek alatt hajlanak a haromél éleihez, te-
hét szintén tengelyei a haromél koriil irhaté forgaskipoknak. E sze-
rint minden haromél koviil négy forgaskip irhaio.

E forgaskupokat azonban most abbdl a foltételbdl akarjuk
szerkeszteni, hogy azok az M orthogondlis nyalab M{® vezetd kup-
jatkettGsen érintik. A feladat 1ényegében megegyezik a kupszeletekre
vonatkozé kovetkezo feladattal : valamely haromszdg korill oly kup-
szeletet irni, mely egy adott kuapszeletet kettdsen érint. (P.G.E. 134.
oldal.)

Ha kétll. r. kup M, M,'® egymasta gh alkot6kban, tehat ketts-
sen érinti, akkor a ktpok kozos M csticsan keresztil mend gh=s
siknak mindkét kupra vonatkozdlag ugyanegy s polarissugara van s
ugy a o sikban levé kapcsolt polarissugarak, mint az s siksorban levo
kapcsolt polarissikok mindkét kupra vonatkozélag ugyanazok.
Az M nyalab tetszésszerinti x sugaranak pedig kapcsolt poldris-
sugara mindkét kupra vonatkozoélag az sx siknak a ¢ sikban fekvo
polarissugara z,.

Ha tehat az M(a,a.a,) haromél be van irva az M kupba és az
mym’, momy’, mym’y sugarparok harmonikusan vilasztjak el az
a.ay, a,a,, a,a, élparokat és a mellett kapesolt polarisok az M,™
kupra vonatkozolag, akkor azok harmanként egy-egy sikban, az

M e ==, M iy =T, I I gy == T, M Ty =Ty
sikban fekiisznek ésaz M®, M, kupoknak két érintGalkotéja e sikok
egyikében van, Az M(=z7,7;) négylapnak atlés hiroméle az
M (a,a.aq) haromél, tehat amannak barmely két lapja és a mésik ket

lapja, ennek egy élétdl és az avval szemben fekvd laptol harmoéni- -
kusan van elvalasztva.
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E mellett, ha az M(a,a.a,) haromélnek a,a,= =, lapja az M,*
kupot az 1,2, alkotékban, az a,a; = «, lapja pedig az M, kupot az
1,1l alkotokban metszi, akkor az M(l,l',l,1’;) négyélnek L'y élei,
melyek az mym', sugarpartol, és az I;l'; élei, melyek az m,m’; sugar-
partél harménikusan vannak elvalasztva, oly helyzetiiek, hogy az
mmam'y =15, mym',my =1, sikpdrok és az m'imom;=r~,
m'ym'ym's =~ sikparok harménikusan vélasztjak el az L', V0,
lapoknak I, metsz6vonalat, az I, I'sl'; lapoknak [/, metsz6-
vonalatol.

Ezekazl,l', egyenesekmégazlyl',=a,a =z, és lyl';= a,a,=2,
sikokt6l is harménikusan vannak elvalasztva; tovabba az q,
polarissugara az /,/’, siknak, mig az /,/', egyenesek kapcsolt polaris-
sugarak az M,® kipra vonatkozodlag. :

Ezt tekintetbe véve, kovetkez6kép szerkeszthetjilk meg az
M(a,a.ay) haromél koriilirt azt a II. r. kipot, mely az M orthogonalis
nyalab M;® vezeté kupjat kettGsen érinti, mely tehat forgaskuip.

Az a,a, sugaraknak m,m', szogfelez6i, és az a,a, sugaraknak
mym', szogfelezbi, kapcsolt polarissugarak az a,a, és az a,a, alkotd-
parokon Kkeresztiill mené minden II. r. kupra nézve, de kapcsolt .
polarisok az M orthogonalis nyaldbban is. Az M(a,a.a,) haromél
kortil irt II. r. kdp tehat az M@ kipot az

mimly=~, m'im,=r7,, mmy,="1, MM;=-T,

sikban fekvé alkotokban érintheti kettGsen.

Minthogy a =, 7,, 7,, 73 sikoknak polarissugarai %, ¢, #,, £, mind-
két kupra nézve ugyanazok, azért e polarissugarak merdlegesek ama
sikokra. A ¢, t,, t,, t, egyenesek tehat fGtengelyei, a =, 7, 7., 7, sikok
pedig f6sikjai a kivant kupoknak. De e, =, ... sikokban fekvs kap-
csolt polarissugarak az M;® kupra nézve orthogonalis sugarsort
képeznek, s mert e kapcsolt polarisok az egyes szerkesztend6
kipokra nézve is kapcsolt polarisok, azért a kivant kupok forgas-
kupok és azoknak forgéstengelyei a {4, #,, £, és {, egyenesek.

Hogy ezek a forgaskupok azelGbb szerkesztettekkelegybeesnek,
onnan kovetkezik, hogy e 4, ¢, £,, t, forgdstengelyek ugyanazok, mint
az el6bb talalt forgastengelyek. Ugyanis az el6bbi u, és p, sikok
olyanok, hogy v, _| m', v, | m'y; tehat a p,, v, sikoknak metsz5-
vonala mer6leges az m',m’', =~ sikra és igy mindkét esetben egybe-
esik a f-vel., Ugyanez 4ll a tobbi #; egyenesekre nézve is.

3. Szerkessziik meg az M(a,a.a;) havomél kériil ivhaté forgas-
kipnak forgastengelyét, ha a hdavomél a,a, élei kapcsolt-képze-
tesek.
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Az M(a,aya,) haromél a, éle valds, a,a, €lei pedig az (M, «,)
sugarsorban adott 7 elliptikus involuczionak képzetes kettGssugarai.
Az I involuczidnak mm', derékszogl tarssugarai harmoénikusan
valasztjak el az a,a, kettGssugarakat, tehat kapcsolt polarissugarai
a keresett M® kipnak, valamint az M orthogonalis nyalab M;®
vezetd kupjanak,

Az el6bbi A4ltalanos szerkesztés szerint ezen az m-en és
m';-en mennek keresztiil azok a =; sikok, melyekben az M® és
M@ kett6s érintést kupoknak érinté alkotdi vannak.

A valés a, élnek az M;® kipra vonatkoz6 P, polarissikjaban
(% | @) most oly [/, sugarpért kell taldlni, mely harmoénikusan
valasztja el az M(a,a,a,) haromél a,a, = 2,, a,a,= 2, Kapcsolt-
képzetes lapparjait és az M;®-re vonatkozolag kapcsolt polérispar.
Ha tehat az I sugérinvoluczi6t az @, élbél a %, sikra projiczidljuk,
ugy e projekezié I' ismét egy elliptikus sugéarinvoluczié lesz és
ennek egymasra merdleges tarssugarai a keresett /,/', sugarak.

Ezutan megszerkesztjiik az m’,-en Keresztiil azt a ==, sikpart
és az m,-en keresztiil azt a 7,7, sikpart, mely harménikusan valasztja
el az 1,}', sugarpart és egyszersmind az a,, sugarat és sikot. Ha az
a,, a,my, a;m'; sikok a B, sikot a b, ¢,, ¢/, sugarakban metszik,
akkor a =7, keresztiil megy azokon a sugarakon, melyek az /,/’,, b,c’,
sugarparokat, és 7,7, keresztiil megy azokon a sugarakon, melyek
az l,l', és b,c, sugarparokat harménikusan vélasztjak el.

Minthogy #z,m', tarssugérparja az I involucziénak, tehat ¢,c’,
tarssugarparja az I’ involuczionak, és az /', ez utobbi elliptikus
involucziohoz tartozik, azért az /,l';, ¢c¢’, sugdrparok el vannak
valasztva.

Barhol legyen is e sugdrparok sordban a b, sugar, az I/’
sugarpar vagy a b,c,, vagy a b,c’, sugarpart vélasztja el; a mibdl
az kovetkezik, hogy megfeleléen vagy a =,7; sikpar, vagy a =7, sik-
par képzetes lesz.

A =%, (vagy T,7;) sikokban vannak azok az alkotéparok,
melyekben az M(a,aqa,) korul irt II, r. kip az M@ kuipot kettGsen
érinti; a =7, (vagy =,7,) sikok tehat fGsikjai, és az M nyalabban az
ezekre merdlegesen allé #, (vagy #f;) sugarak forgastengelyei, a
keresett forgaskupnak.

Mindezekbdl azt latjuk, hogy az M(a,a,a,) harvomél koviil csak
két valds forgdskip irhatd, ha a haromélnek egyik éle valos, a masik
ketlé pedig kapcsolt képzetes.

E megoldasban az «, sikban adott I elliptikus involuczié egy-
masra meréleges me,m’, tarssugarainak egyikén vagy maésikan
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keresztiil oly két sikot =7, -et, illetve =,7,-t kellett keresztiil vezetni,
mely az élet és a vele szemben fekvs lapot és ezenkiviil az I' invo-
luczidénak egymésra meréleges /,/', tarssugarparjat harmonikusan
valasztja el. De megtorténhetik, hogy az I', mely az I involuczi6-
nak projekcziéja az a, élbdl, az a,-re merlleges {3, sikra, az M
nyaldbban orthogonalis involuczi6é. Ekkor az I' involucziénak nem-
csak egy merdleges tarssugarparja (/,/',) van, hanem végtelen sok,
és ekkor a targyalt megoldas nem vezet czélhoz.

De ett6l eltekintve, még akkor sem lehet a feladatot az elGbbi
eljaras szerint megoldani, ha az «, és [, sik egymadst az , vagy /',
egyenesben metszi
és e metszGegye-
nes (b,) egybeesik
az m, vagy w',
egyenessel,

4. A kovetke-
z6kben oly megol-
dasat adjuk a Kki-
tizott  feladatnak,
mely ezekben az
esetekben is alkal-
mazhato lesz.

Erre fo6lhasz-
naljuk Staup1-nak a
kovetkezG tételét és

szerkesztését :
,Ha valamely
13. abra. k@ kupszelet sikja-

ban egy tetszéssze-
rinti elliptikus sugarinvoluczié I van adva, Ugy mindig lehet két
egyenest talalni, mely az I-t oly pontinvolucziékban metszi, hogy
annak tarspontjai kapcsolt polusok a £®-re nézve.* (Beitr. z. Geom.
d. Lage 165. pont.)

Legyen az I involuczio kozéppontjanak, a T pontnak, a 2 -re
vonatkoz6 polarisa a #, tovabba legyen az I-nek egy tetszésszerinti
tarssugarparja a bb’, az a tarssugarparja pedig, mely egyszersmind
kapcsolt polarisparja a £®-nek, az aa’ (13. dbra). Az aa't tehat polaris-
haromszoge a k®-nek.

A b sugéron viéltozé P pontnak polarisai a #% vonatkozolag a
b’ sugarat a P pontsorral projektiv P’ pontsorban metszik ; e projek-
tiv pontsoroknak megfelelé pontjai tehat kapcsolt pélusok a k3 .re
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nézve és képzédményiik a ¢® kuipszeletet burkolé II. r. sugérsor.
A bb' egyenesek, mint ama pontsorok tartoi, ériniéi a c®-nek és
pedig a (tb) és (#) pontokban, melyek a (bb') = T pontnak az
egyik és masik pontsorban megfelelnek. Az aa’, bb’ sugarpiarok el
lévén vilasztva az [ sorban, el lesznek egyszersmind a (fa) (fa’) és
(tb) (1¥’) pontpérok is valasztva a / egyenesen; s mert az utobbi
pontpér a ¢® kupszeleten van, azért a (la), (ta’) pontok koziil az
egyik (fa'), a ¢ -n belill, a masik pedig (a), azon kiviil van, és csak
ez utdbbibol vezethetok valds érintdk a ¢'¥-hez,

Ebbé! a (fa) pontbdl a ¢ @-hez vezetett g,, g, érintbk mar a
kivant tulajdonsaggal birnak, mert egyrészt mint érintéi a ¢®-nek a
bb' sugarpéart, a k™-nek kapcsolt pélusaiban metszik, masrészt
az aa’ sugarpart is a ¥ -nek kapcsolt pélusaiban metszik, minthogy
a (ta) pontnak polarisa a ¥ -re nézve az a'.

A kivitel alkalmaval nem sziikség a ¢® kupszeletet megrajzol-
nunk, mert miutan a ¢®-nek &', g,g, érint6i harmoénikus fekvés(
érint6k, minden mas érintéje a ¢®-nek azokat harménikus pont-
négyesekben metszi; a g,¢, érinték tehat harmonikusan valasztjak
el a b-n és b’-On levo projektiv pontsorok minden megfelelé pont-
parjat PP-t, valamint a T pontot és a / egyenest.

Ezek szerint a g, ¢, egyenespart kovetkezOkép szerkesztjiik :

Miutan felkerestiik az I involucziéban azt az aa’ tarssugéarpart,
mely kapcsolt poléris a k% -re nézve, és a sugdrsor 7' kozéppontja-
nak a k@ -re vonatkoz polarisat /-t, egy bb’ tarssugarpart vesziink
fel az I-ben és a b sugér valamely P pontjanak a ¥* -re vonatkozé
poléarisat metsziik a b'-sel a P’ pontban. A keresett g,¢, egyenesek,
vagy az (af) vagy az (a’t) ponton mennek keresztiil és harménikusan
vilasztjak el a PP’ pontpart és egyszersmind a T pontot és a ¢
egyenest.

Ezek utan mar attérhetiink a kitlizott feladathoz, mely ekkép
sz0l :

Irjunk az M(a,a.a,) haromél koriil forgaskipot, ha annak a,
éle valos, az a,a, élei pedig egy az =, sikban levé I elliptikus invo-
lucziénak kettossugarai.

Megoldas”): Az M pontb6l egy v gémbdt irunk le, mely az
a,-et az A, A', pontokban, az %, sikot a ¥® kdrben metszi.

Felkeressiik azt a két egyenest g,-t és g,-0t, melyek az I sugér-
involucziét oly I, és I, pontinvolucziokban metszik, melyeknek

*) HOFFMANN F.: Die Construction doppell beriikrender Kegelschmille.
(Teubner, 1886; 30. és 90. oldal))
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tarspontjai kapcsolt polusok a & korre nézve. Az M pontbdl az
A, g, sikra bocsatott #, meréleges és az A,g, sikra bocsatott 7,
merdleges mar forgastengelyét képezi a keresett forgaskipoknak.

Ugyanis az 4,g, sik a y® gémbot egy az.4, ponton keresztiil
mend k@ korben metszi, tehat a £ és k,* korok egy II. r. kipon van-
nak és igy egymast a g, egyenesnek két pontjadban metszik. A k® kor
a g,-etaz I, involucziénak képzeies kettGspontjaiban metszi, ezeken a
kettGspontokon fog tehat a %, kor is keresztiil menni, azaz: az I,
pontinvolucziénak tarspontjai kapcsolt polusok a #£® Kkorre
nézve,

Ebbdl kovetkezik, hogy az I, pontinvolucziét az M pontbol
projiczidlé sugarinvoluczié, mely az eredeti /involuczio, oly tulajdon-
sagu, hogy tarssugarai kapcsolt polarissugarak arra az M. k,® kipra
vonatkozolag, mely a %,® kort az M pontbol projiczialja; azaz :
az M . k,®kap az M(a,asa,) hdromél kériil van irva. De az M.k, @
kip forgaskup, mert az M pontbol a %@ koérnek A,g, sikjara
bocsatott £, meréleges, a k,® kornek kozéppontjan megy keresztiil.

Ep igy kimutathaté, hogy az az M . k,? kip, mely az Ag,
siknak és a y® gombnek metszését, a ky,® kort, az M pontb6l proji-
czidlja, szintén az M(a,a.a,) haromél koriil irt forgaskip, melynek
forgastengelye az M pontbdl az A,g, sikra bocsatott #, merdleges
egyenes.

5. Irjunk az M(a,asa;) haromél koril forgaskiupot, ha a
haromélnek két éle a,a, egy M® II. r. kipnak két egybeess
alkotdja a.

Ily forgaskupot kettot lehet talalni,

Allitsunk az aa, sikra vy, vy merbleges sikokat, melyek aa,
egyeneseknek m,, m', szogfelez6in mennek keresztiil. Allitsunk
tovabba az M® kup érintésikjara az a alkot6 mentén, merGleges
sikot «-t, mely az a-n megy keresztiil ; ezaz M® kip a alkotbjanak
normalis sikja. A p,p’, sikok az z normalis sikot a kivant forgas-
kupok #, forgastengelyeiben metszik. —

Oldjuk meg végre ezt a feladatot, ha a haromélnek a, éle
szintén az M® kupnak a alkotdjaban van. Azaz:

Szerkesszitk meg azokat a forgaskipokat, melyek az M® 1I. 7.
kipot annak a alkotéjaban kétszevesen évintik (oskulldljak).

Az M® kipnak normalissikja « az a alkoté mentén az a-hoz
szomszédos alkoté normalis sikjat egy ¢ egyenesben metszi,
mely az egyik Kkeresett forgaskupnak forgastengelye. A masik
forgaskupnak forgastengelye #, szintén az « normalis sikban van és
merdleges az M csucsban az elGbbi / tengelyre.




A t forgastengelyt akkép szerkeszthetjlik,hogy az M® kupot egy
s sikkal a #® kupszeletben metsziik ; és ennek (as) pontjadban meg-
szerkesztjiik a gorbiileti kor kozéppontjat N-et, mely a 2® kupszelet
két szomszéd normalisanak metszGpontja ; a ¢ forgastengelyen ezen
az IN ponton megy Keresztiil.

6. Micl6tt e fejezetet bevégezndk, még ennek targyara vonat-
koz6 szamlalo geometriai részrdl is akarunk szélani.

Minden sikban annyi a sugarsor, a mennyi a pont, azaz oo
mert minden pont lehet egy sugarsor kozéppontja.

A térben levé sugarvsovok szama tehat ~°, a pontsorok és a
siksorok szama pedig csak -=*, mert ennyi a pontsorok tartéja és a
siksorok tengelye.

Minden g egyenesnek o* metsz6 egyenese van, és minden g
egyenesre o= egyenes meréleges, mert az elsé esetben a ¢ egyenes
minden pontjabél «? egyenes sugarzik ki. A masodik esetre gon-
dolva pedig a ¢ egyenesre minden egyenes merdleges, mely a g-re
meroéleges o<! szamu sikban van.

A térben % altalanos helyzetii és o mer6leges egvenpar van ;
tovabba o7 egymast metsz6 és o egymast metszé és merdleges
egyenespar van, mert minden sugarsorban van o? egymast metsz6 és
ool mer@leges sugarpar.

Minden sor o’ -félekép vonatkoztathaté projektiv egy mas
adott sorra, mert az elsé sor harom eleméhez a masodikban harom
elemet oo®-félekép valaszthatunk ki, mely amazoknak megfelel.

E szerint minden pont-, sugar- vagy siksor oc’-félekép lehet
projektivazdsszes pont- vagy siksorokkal és «8-félekép lehet projektiv
az Osszes sugarsorokkal. Van tehat dsszesen c<!! projektiv pontsorpar
ésugyanannyi siksorpar, végre o<!? projektiv sugarsorpar. Konczentri-
kus és hasonloképen konplanar (ugyanegy sikban fekvd) projektiv
sugarsorpar van o<1° és ugyanennyi projektiv pontsorpar és siksor-
par, melynek tartéi, illetve tengelyei egymast metszik.

Az egyenesen vagy a kupszeleten Ot pontot o<5-féleképen,
ellenben a sikban 6t pontot «1°-féleképen lehet felvenni, s mert a kuip-
szelet meghatarozasahoz 6t pont sziikséges, azért minden sikban
o5 kupszelet van. Egy megadott sik 1, 2, 3, 4, 5 adott pontjan
at(vagy ugyanennyi egyenest érintleg) oct, oc¥, o2, oot és 1" kup-
szelet fektethetd. A sikban tehat o* parabola és «? kor van. A tér
kupszeleteinek szama o3, ezek k6zott van 7 parabola és % kor.
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Valamely sik kupszeleteit a sikon Kkiviill fekvé pontokbdl
projiczialo kupok a tér dsszes Il r. kipjai. E szerint:

A térben =8 11, r. kitp van.

Az orthogondlis és a parabolikus kitpok szama o7, mert minden
metsz0 egyenespar meghataroz egy orthogondlis kupot, melynek
ama egyenespar oly két alkotéja, hogy ez alkotok egyikére vagy
masikara merdleges sikok a kupnak cziklikus sikjai. Es mert a
parabolikus kup az orthogonalisnak dualisan megfelel, azért amazok-
nak szama szintén o7,

A Pappus-féle és a Hachette-féle kiipok szama =<',

Ugyanis a térben " kor van ; minden kor egy gomb félkoré-
nek tekinthetd, melynek ~* pontjaibol a felvett kdr o* Pappus-féle
kuppal projiczialhat6, Volna tehat Gsszesen «<*+ * Pappus-féle kup,
ha minden ily kupon, csak egy kor fekiidnék. Minthogy azonban a
Pappus-féle kiipon <! kér van, azért e kipok szama csak =<7,

T az oly kiipoknak szama, melyeknek fokalis sugarai, vagy
cziklikus sikjai merdlegesek.

A két fokalis sugar a II. r. kip két par érintésikjaval egyenld
értékii, mert minden fokalis sugarbdl két, a fokalis sugarral megadott
képzetes érintdsik vezethets a kiiphoz. Van tehat «! oly kup, mely-
nek ugyanegy a fokalis sugarparja. De ha mind a ~*lehetséges derék-
szogll és egymast metsz6 egyenespart tekintjiik fokalis sugarparnak,
akkor az ezekkel meghatarozott kipok szdma oo’

Az egyenoldali kiipoknak és ezek recziprokus kiipjainak szama
szinlén o<,

Ugyanis a térben ~* derékszog(l és egymast metszi egyenes-
par és igy egyszersmind <«® orthogondlis haromél van. Minden
haromélen o* II. r, kiip megy keresztill, de minden ily kipban
<! derékszigl haromél irhaté be; ezért az egyenoldali kiupok
szama «’,

A forgaskipoknak, a Hachette-féle orthogondlis kipoknak, a
Pappus-féle parabolikus kiipoknak (melyek amazoknak vecziprokus
kupjai) szama b,

Minden egyenes o* forgaskup tengelye, és a térben «* egyenes
van, Ezért a forgaskupok szama o

Adott sikban % az egész térben pedig az~" kongruens ellipsis
van. Minden ily ellipsist csak véges szamu (t.i.két) pontbél projiczial-
hatjuk Hachette-féle orthogonalis kuppal, vagy annak recziprokus
kupjaval, a Pappus-féle parabolikus kuppal. Ezért §sszesen " ily
kiiléngs kup lehetséges. Vagy: ha az orthogondlis kipnak az az
alkoté parja, melyre a cziklikus sikok merélegesek, olyan, hogy a fél




hajlasszognek, cotangense = |/ 2, akkor az orthogonalis kup
egyszersmind Hachette-féle. De minden szig a térben o<® szamban
fordul eld s ezért a Hachette-féle orthogonalis kipok szdma, melyek
killomben mind kongruensek, ~<°.

Az egyenoldalt forgaskipoknak, ezek vecziprokus kupjainak, a
Pappus- és Hachelle-féle forgaskiipoknak szdama ~°; mind e «<® kiip
kiilon-kitlon egymassal kongruens, — Végre az orthogonalis nyaldb
képzeles vezelo Riipjainak szdma csak o3,

I, FEJEZET.

A hyperboloid.

9. §. A hyperboloidon fekv§ sugdrseregek.

1. A 3. §-bol tudjuk, hogy két projektiv pontsornak, a
£(4,B,C, .. )nek és a g,(4,B,C,...)-nek, melyeknek g, ,g,
tartoi nincsenek ugyanegy sikban, képzGdménye hyperboloid, és
két projektiv siksornak, a g,[«,5,v, . . .]-nek és a gy[xfavs . . .]-nek,
melyeknek tengelyei egymast nem metszik, képz6dménye szintén
hyperboloid. Ha a gi|#%Ys .. .] siksor a g,(4,B,C,...) pont-
sorral, a g,[#,5Y, . ..] siksor pedig a g£.(4,B,C....) pontsorral
perspektiv, akkor a két pontsornak és a két siksornak képz6dménye
ugyanegy hyperboloid, mert az A,4,, B,B,, C,C, ... pontoknak
sszekotd egyenesei egyszersmind az %y, 5%, Y;7s - . . Sikoknak
metsziegyenesei i, h,, Ity . . . — A hyperboloidot alkoté It Jigh, . . .
sugarakat egylittvéve sugdrseregnek, killon-kiilsn pedig a hyper-
boloid alkotéinak, vagy a sugarsereg sugarainak, a hyperboloidot
pedig a sugarsereg farléjanak nevezzik (14, abra). A hhgh, . . .
sugarseregrél azt mondjuk, hogy a (4,B8,C, ...) és (4,B,C,...)
pontsorral, valamint az (¢,£,y, .. .), és (%Y. ...) siksorral per-
spektiv, mert sugarai amazoknak pontjain mennek keresztiil, illetve
ezeknek sikjaiban fekiisznek. A sugarsereg sugarainak szama o',

A sugdrseregnek jellemzé tulajdonsdga, hogy ha egy egyenes
annak harom sugarvat meltszi, akkor az annak valamennyi sugavdit
Jfogja metszeni. Ugyanis ha ahyhoh, . . . sugarserega g,(4,B,C,...),
24(A,B,C, . . ) projektiv pontsoroknak képzGdménye és a g¢; egye-
nes a hhghi, sugarakat metszi, akkor annak a két projektiv
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siksornak, mely a g;-bél a két felvett projektiv pontsort projiczidlja,
hérom, tehat minden megfeleld sikja kézos. A két projektiv pont-
sornak tehat minden megfelelé pontparja a g;-vel ugyanegy sikban
van, s igy a I, Jih, . . . sugdrseregnek minden sugara metszi a gi-t.

De forditva is kbvetkezik, hogy mindazok a sugarak, melyek
harom egymdst nem melszi egyenest, g, 8.¢,-mat, metszenek, sugayr-
sereget képeznek. Ugyanis az a siksor, melynek tengelye a harom
felvett g egyenes egyike, a méasik két ¢ egyenest projektiv pont-
sorokban metszi, s e projektiv pontsorok képzGdménye egy
sugérsereg, mely mind a hdrom ¢ egyenest metszi. Ugyanezt a
sugarsereget nyerjilk, ha a
harom g egyenes egyikének
pontjait a masik két g egye-
nesbdl sikokkal projiczidl-
juk; e sikok két projektiv
siksort adnak, melynek kép-
z0dménye a harom g egye-
nest metszo sugarsereg.

Ebbdl ismét az kovet-
kezik, hogy mindazon g, su-
garak, melyek egy k; sugar-
seregnek harom, tehat vala-
mennyi sugarat metszik, egy
uj sugdrsereget képeznek ;
¢ két sugdrsereg koziil min-
denik a masiknak wezeld,
vagy tamaszlé serege, s mind-
két sugarsereg ugyanegy hy-
perboloidon fekszik, mely
mindkét sugdrseregnek tar-
téja. E szerint :

A hyperboloidon két sugarsereg vam, melyek koziil egyik a
mdsiknak vezeld serege. E kél sugarseveg barmelyikének sugarai, a
vezels sugdrseregnek sugaraitél projektiv pontsorokban wmetszenek,
és e vezeld seregnek sugarail ama pontsorokkal ésigy egymas kozitt
is projektiv siksorokkal projiczidljak.

A sugdrsereg sugarait a timaszto sugarsereg sugaraibol proji-
cz14l6 =<' projektiv siksorokrél azt mondjuk, hogy azok egy siksor -
seregel képeznek, azok a ~* projektiv pontsorok pedig, melyekben a
sugdrsereg a tdmaszt0 sugdrseregnek sugarait metszi, egy ponisor-
sereget alkotnak.

14. dbra




Minthogy hdrom egyenest a térben oo!?-féleképen, a sugar-
seregben pedig o<*-féleképen vehetjiik fel, azért a hyperboloidok és a
sugarsevegek szama o=°.

2. Minden ¢ sik, mely egy ¢ sugarseregnek egyik sugaran,
gi-n, keresztiil megy, e sugarsereg vezet seregének, /z-nak, is tartal-
mazza egyik sugarat; mert az ¢ sik a g-nek minden sugarat metszi
és e metszépontok a . sugarseregnek egy sugaran, mondjuk a /,-en,
fekiisznek. Az ¢ = [gih, | sikban fekv6 minden ¢ egyenes a g és &
sugarseregeket tartd H® hyperboloidot két pont metszi, t. i. a (£g;) és
a (th,) pontban. E metsz6pontok egybeesnek, ha a £ egyenes a
(gih,) ponton megy keresztiil és az < sikban van, és akkor a £ egye-
nes érintdje a hyperboloidnak. Minden a (g#,) ponton keresztiil mend
és az ¢ sikban fekvé egyenes, mert a hyperboloidot két egybees6
pontban metszi, érintéje a hyperboloidnak, mig minden a (gi#,)
ponton keresztiil mend s egyenes, mely nem fekszik az ¢ sikban a
hyperboloidot még egy, a (g:/,)-t6l kiilomb6z6 pontban metszi, mivel a
| gis] sik még tart egy h, alkotdt a iz seregbdl, melynek (sh,) metszo-
pontja az s-sel, az s-nek mésodik metsz&pontja a hyperboloiddal.
A [gih,] sikot azon tulajdonsaganal fogva, hogy minden benne fekvo
és a (gih,) ponton Kkeresztiil mend ¢ egyenes a H® hyperboloidot a
(g:h,) pontban érinti, a hyperboloid érintésikjanak nevezzik, és
a (g:h,) pont e [ g;h,| siknak érintépontja.

E szerint: a hyperboloid minden pontjanak érintésikja az
illet6 ponton atvonuld két alkoton megy keresztiil; az alkoté kulom-
b6z6 pontjainak kiilombozs érintdsikja van, s minden sik, mely egy
alkoton keresztlil megy, érintésikja a hyperboloidnak ez alkotd egy
pontjdban ; végre a hyperboloid valamely alkotojan kevesztiil mend
evintésikok és azoknak érintépontjai egymdssal projekiiv sorokat
adnak.

Minden s egyenes, mely nem alkotéja a hyperboloidnak, azt
két pontban metszi, és minden ily s egyenesen Keresztiil két érint6-
sik vezethet§ a hyperboloidhoz ; a szerint, a mint az s-nek metsz6-
pontjai hyperboloiddal valésak, képzetesek vagy egybeesdk, az s-en
keresztll mend ¢érintésikok is ugyanily természetliek lesznek.
Tekintsiik ugyanis a hyperboloidot két projektiv siksor képz&dmé-
nyének. Az s egyenes e két siksort két projektiv pontsorban metszi,
melynek két kettGspontja a hyperboloidnak metsz6pontja az s-sel.
Ha e kett6spontok valdsak és azokat a rajtuk keresztiil mend és a
hyperboloidon fekvé alkotokkal ekkép jeloljik (g%, (gih;), akkor az
s-en Kkeresztil mend érintGsikok |[gifj], [gihi]. Ha ama projektiv
pontsorok kettGspontjai egybeesnek, tehat az s-nek csak egy (gil:)
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kozos pontja van a hyperboloiddal, akkor az s a [gik) érintGsikban
fekszik és az s-en keresztiil nem vezethet6 mas érint6sik a hyper-
boloidhoz.

Az egyenes és a hyperboloid metszépontjainak szerkesztése
tehat 1ényegében megegyezik a kovetkez6 GERGONNE-tOl szdrmazd
masodfoku feladattal :

Adva van négy altalanos helyzetii egyemes h hyh,s; szevkesz-
tendok oly egyemesek, melyek ezeket metszik.

Ugyanis ha a i, h,h, egyeneseket egy 7 sugarsereg harom suga-
ranak, tehat e sugarseregen keresztiil mené H® hyperboloid harom
alkot6janak tekintjiik, akkor e hyperboloid és az s egyenes két
valds, képzetes vagy egybees6 metszGpontjan keresztiil mend g
alkotok a hhyh,s egyeneseknek metszé egyenesei (transversalisai,
vagy szeldi) lesznek. A feladatot pedig STEINER szerint kivetkezd-
képen oldjuk meg: A i, pontjait a ., és h,-b6l az s-re projiczialjuk :
ekkép az s-en a /i, pontsorral projektiv pontsorokat nyeriink. A két
projektiv pontsor egyik kett6spontjat J-et, a %, és a h,-vel Ossze-
kot6 [hJ], [hyJ] sikoknak metszGegyenese gj, az s-nek J pontjan
megy keresztiil és a .,-mat metszi, mivel ama sikok a /,-nak ugyan-
egy pontjat projiczialjak ; végre a h,, ho-t is metszik, mert azokkal
egy-egy sikban fekiisznek,

A feladatnak altalaban 2, 1, 0 szamu valés megoldasa van, s
csak akkor lesz a feladatnak végtelen sok megoldasa, ha az s-en
létesitett két projektiv pontsornak kett6nél tobb, tehat végtelen sok
megfelel6 pontja esik egybe, vagyis ha az s egyenes a J,/,/,-mal
ugyanegy hyperboloidon fekszik. S ezért: ha négy egymadast nem
metsz6 egyenesnek kettonél tobb szelje van, akkor a négy egyenes
egy hyperboloidon fekszik, azaz hyperboloidikus fekvésii. Altalaban
négy egyenesrdl akkor mondjuk, hogy hyperboloidikus fekvésti, ha
azok koziil barmely haromnak minden transversalisa egyszersmind
a negyedik egyenesnek is transversalisa. Ebben az egyenesek
kiilonos helyzeteire vonatkozo értelmezés is benn foglaltatik.

Minthogy a térben «? hyperboloid és minden hyperboloidon
oo* hyperboloidikus fekvésl egyenes van, azért a hyperboloidikus
Sekvésii egyenes-négyesek szama o<t?,

A kovetkez6 §-ban tobb érdekes példaban fogunk bemutatni
hyperboloidikus fekvési egyeneseket. Itt azonban még megemlitjiik,
hogy ha négy egyenes & hyh,h, hyperboloidikus fekvéstl, akkor
azoknak végtelen sok transversalisuk van, és ezek mindenikén a
négy egyenes projektiv pontnégyeseket metsz ki. Ha azonban a
négy egyenes #uem hyperboloidikus fekvési, akkor azoknak két
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transversalisén, # és v-n, a négy egyenes oly pontnégyeseket metsz
ki, melyek nem projektivek. Ha a Ik, egyeneseknek egyik
transversalisuk az #, és az a pontnégyes, melyben # a négy
egyenest metszi, és az a siknégyes, mely az u-bél a négy egyenest
projiczidlja, projektiv, akkor a négy egyenesnek vagy nincs tébb
transversalisa, vagy pedig végtelen sok van tehdt hyperboloidikus
fekvés(, a szerint, a mint az adott egyenesek hédrménak barmelyik
transversalisa a negyediket nem metszi, vagy pedig metszi.

3. Az elGbbiekben Kkifejtettilk, hogy a sugarsereg valamely
sugaran keresztiil mend barmely sik a sereg sugaraitél egy egye-
nesen fekvé pontsorban metszetik, tovabba, hogy a sugarsereg vala-
mely sugaran fekvé bédrmely pontbdl a sereg sugarai egy (I. o.)
siksorral projiczidltatnak. De konnyen belathaté, hogy a sugar-
sereg iranyaban 4altalanos helyzet(i ¢ sik a sugdrsereg sugarait egy
kupszelet pontjaiban metszi, és minden éltalanos helyzet( £ pontbdl
a sugdrsereg sugarai egy ll. o, siksorral projiczidltatnak,

Ugyanis ha a sugarsereg sugarait két projektiv siksor képzdd-
ményének tekintjiik, akkor azok az ¢ metszdsikot két altaldnos hely-
zet(i sugarsorban metszik, melyeknek képzédménye a sugérsereg
metszése az = sikkal. Es ha masodszor a sugarsereget két projektiv
pontsor képzbédményének tekintjiik, akkor e két projektiv pontsort
az I’ pontbdl projiczidlo sugdrsorok képzodménye II. o. siksor,
melynek egyes sikjai a sugérsereg sugarait az E pontbél projiczidl-
jak. — Minthogv minden sik, mely a sugarsereg valamely sugardn
keresztill megy, a sugdrsereget tarté hyperboloidnak érintdsikja,
azért a hyperboloidnak, egy a feliileten kiviil fekvé ponlon keresztiil
mend évintosikjai egy I1. r. kitpol buvkolnak, s a hyperboloidnak
metszése egy oly sikkal, mely nem tartalmaz alkotokat, egy kiipszelet.

Fektessiink a hyperboloid hdrom érint6sikjanak, a [g, /1, ], gk ],
| &7, |-nak, érintGpontjain, (¢, 4, ), (g.01,), (g,),)-mon keresztill az  sikot
és nevezziik a harom érintGsik metszGpontjat E-nek. A hyperboloid-
nak az F ponton keresztiil mend Usszes érintésikjai egy IL o. siksort
képeznek, tehdt ezen érintGsikok barmelyikében, pl. a [gk;]-ben
fekvl gjh; alkotok az F ponton keresztiil mend tobbi érintGsikoktol,
[gihi}-t0], projektiv pontsorokban metszetnek. Ennélfogva a
gilhshy . . . W), hi(8,8:8, . . . &) pontsorok és a glhhh, . .. hil,
hilg, 2.8, . . . &i] siksorok projektivek.

Az = sik az egymast tamasztd g£,2.98; ... &, hahy ... i
sugarseregeket ugyanegy ** kupszeleten fekvé G,G.G, ... Gy
H H,H, ... H; pontsorokban metszi, melyek, mert az elGbbi
hilg,gs...), &lhh,...] siksorok projektivek voltak, egyméssal
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projektivek lesznek. De e pontsoroknak harom megfelelbleg kozos
pontjuk G, = H, = (g,h,), G, — H, = (g:h,), Gy=— H, =(g;h,) van,
tehat minden megfelelé pontjuk, Gy, H;is egybeesik, sigy az
ponton Keresztiil mend [£h;] érintSsikoknak (g;#,) érintGpontjai is a
k% kupszeleten lesznek. Ezért :

A hyperboloidon kiviil levo Egy sik és egy hyperboloid
pontbél a hyperboloidhoz fek- kozds pontjainak érintosikjai
tethets érintosikok évintopontjai egy II. r. Fkitpot burkolnak,
egy kiipszeleten vannak. tehat cgy pomton mennek ke-

resztiil.

A baloldali tételbdl kovetkezik, hogy egy M pontbdl a hyper-
boloidhoz huzhaté érintSk egy Il. r. kupnak alkotéi, mert ezek az M
pontbdl a hyperboloidhoz vezetett érintGsikok érintGpontjain mennek
keresztiil, melyek 4ltalaiban egy kupszeleten fekiisznek. Az a Il r.
kip, melynek alkotéi egy pontbél a hyperboloidhoz huzhaté érintok,
az illet pontnak a hyperboloidhoz tartozé érintékiipja.

4. A hyperboloid barmelyik sugarseregének sugarai a masikat
projektiv pontsorokban metszik. Ha tehat a két egymadst tamaszto
sugarsereg egy-egy sugardn, a g;-n,-és a Ji-n, egy-egy projektiv
pontsort vesziink fel, és a megfelelé pontokon keresztiil mend suga-
rakat a masik seregb0l megfelel6knek tekintjiltk, akkor a két sugar-
sereget egymasra projektiv vonatkoztattuk,

Az egymast tdmaszté projektiv sugdrseregeknek pontképzdGd-
ménye egy kupszelet, sikképzGdménye pedig egy II. o. siksor.
Ugyanis hdrom megfelelé sugarpar metszépontjan (g,k,), (g.lts),
(g;hy)-mon keresztiil mend sik a hyperboloidot egy ktipszeletben
metszi; ezen a sugarseregek megfelel6 sugarainak nyomai oly
projektiv pontsorokat képeznek, melyeknek hdrom, tehat minden
megfelel6 pontjuk kozos.

A sugarsereg sugarait involucziésan parositjuk, ha a sugar-
sereget tartdé hyperboloidot egy ¢ sikkal metsziik és a kimetszett
kupszeleten (vagy ha az = érintdsik, tehét a kimetszett kiipszelet a
sugdrseregnek és az ezt vezet6 sugarseregnek egy-egy sugaravéa
fajul, ez utébbin) involucziés pontsort vesziink fel ; a sugarseregnek
az involuczids pontsor tarspontjain keresztiil mené sugarai képezik
involuczidsan parositott sugarseregnek tirssugarait. A szerint,a mint
ama felvett pontsor elliptikus vagy hyperbolikus involucziot képezett,
a sugdrsereg is ilyen involucziét fog képezni. A hyperbolikus invo-
lucziés sugdrsereg tarssugarai nem valasztjak el egymast a hyper-
boloidon és kettGssugarai a seregnek valds sugarai. Az elliptikus
involucziés sugdrsereg tarssugarai egymast a hyperboloidon elva-




lasztjak, tehat kettGssugarai képzetesek. A képzetes sugarak abban
killomboznek egy elliptikus involuczids sugarsor képzetes kett6s-
sugaraitél, hogy ezeknek e¢gy valds pomtjuk wvan, t.i. a sugéarsor
kozéppontja, és ezeken egy valds sik megy keresztiil, t. i. a sugar-
sor sikja. Az elliptikus involucziés sugarsereg kettGssugarainak
nincsen valds pontjuk és azoknak egyikén sem lehet valds sikot
keresztiil fektetni. E végbdl Staupt az elliptikus involucziés sugar-
seregnek kettGssugarait II, faju képzetes egyeneseknek, az elliptikus
involuczids sugarsor képzetes sugarait pedig 1. faju képzetes egyene-
seknek nevezte. (Staupt: Beitr. z. Geom. d. Lage. 7. §.)

A 1L faju kapcsolt képzetes sugarak minden
siktél egy kapcsolt-képzetes pontbdl egy kapcsolt-képzetes
pontparban metszetnek. sikparral projiczidltatnak.

Ha az aa’, bb’ . . . sugarpéarok az involuczids sugarsereg tars-
sugarai, a mely esetben az involuczids sugarsereget ekkép jeloljik:
aa' . bb' . . ., akkor e sugarsereg egyik sugaran, tehat vezet6sugar-
seregének is egyik, pl. a 2 sugaran keresztiil meno ¢ sik a sugarsereget
a h-n fekv6 h(aa'.bb' . ..) involuczids pontsorban metszi; ennek
kettGspontjai az aa’.bb’ ..., involuczi6 sugarsereg (valds vagy
képzetes) kettOssugarainak metszopontjai az ¢ sikkal.

Ha pedig az < sik nem megy Keresztll az aa’. bb’ . . . sugar-
seregnek egy sugaran, akkor az ¢ a sugarsereget egy involuczids
kupszeletben, #®-ben, metszi, melynek tarspontjai, a sugarsereg
tarssugarainak metszdpontjai az ¢ sikkal. A 2®-n lev6 involuczids
pontsor kettGspontjai, mar az involucziés sugarsereg kettGssuga-
rainak metsz6pontjai az ¢ sikkal. Ama involucziés pontsor
involuczi6s tengelye ¢ a k®-t a kettGspontokban metszi; és
ha a k®-n levé involucziés pontsort annak barmely pontjabol
a g-ra projiczialjuk, igy a g-n nyert pontsor szintén involuczi6s
és kettéspontjai egybeesnek a projiczialt pontsor kettSspontjaival.
E szerint minden ¢ sikban lehet egy hatarozott valos egyenesen oly
involuczids pontsort eléallitani, melynek kettGspontjai az adott
aa’ . bb’ . . . involuczibs sugarsereg kettGssugarainak metszGpontjai
az ¢ sikkal. Ep igy lehet a dualis eljards szerint minden K ponton
keresztiil egy hatarozott valdés g egyenest vezetni, mely egy oly
involuczi6s siksornak tengelye, hogy annak kettssikjai az adott
sugarsereg kettéssugarait projiczialjak. —

Négy egyenesnek, abcd-nek, melyek koziil egyik sem metsz
egy masikat a tobbi harom koziil, és melyek nem hyperboloidikus fek-
vésliek, mint lattuk, két valés vagy képzetes, vagy két egybeess valds
szelGje van, a szerint, a mint pl. az abc-n keresztlil mend hyper-
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boloidnak és a d egyenesnek metszOpontjai valosak, képzetesek
vagy egybeesnek. Ha tehat a d-n keresztiil mend tetszésszerinti.sik
az abc hyperboloidot a 2@ kupszeletben metszi, és a 2®-n azt az
involuczids pontsort vessziik fel, melynek involucziés tengelye a d
egyenes, akkor annak tarspontjain keresztiil men6é azon alkotdk a
hyperboloidon, melyek az abc alkotékat metszik, egy. involuczids
sugarsereget képeznek. Ennek valds vagy képzetes kettGssugarai az
abcd egyeneseknek valos vagy II. faju képzetes szelGi.

10. §. Hyperboloidikus fekvési egyenesekrol.

1. A 64. oldalon kimutattuk, hogy ha az _S(abc) haromél
a, b, ¢ élein Keresztlil a szemben fekvé bc, ca, ab lapokra
az a, ), v sikokat merdlegesen fektetjiik, Ugy ezek egymast egy
£ egyenesben, a hdromélnek ugynevezett magassigvonaldban,
metszik. E tételnek egy elemiebb, de az el6bbit6l 1ényegében keve-
set eltér6 bizonyitdsa a kovetkez6: Az of sikoknak g metsz6-
vonalara merdlegesen allo sik, mely nem megy a haromél S csicsan
keresztlil, a hdromél abc éleit az ABC pontokban, a g egyenest
pedig egy G pontban metszi. E G pont az A BC haromszdg magas-_
sagpontja (mert a BC egyenes, mint a bc és ABC sik metsz6vonala
merdleges az « sikra és igy annak AG egyenesére, tovabba a CA
egyenes, mint a ca és ABC sik metszévonala meréleges a (% sikra és
igy annak BG egyenesére), tehat AB merdleges a CG-re és egy-
szersmid az SG = g-re, valamint azoknak ¢sszekoté SCG sikjara,
mely utébbi sik szintén merdleges az SAB=ab sikra. De az SCG
sik, mely a ¢ élen megy keresztiil és merSleges az ab sikra az el6bbi
v sik, és igy az «fy sikok egymast a ¢ egyenesben metszik.

Ezt folhasznalva konnyen bebizonyithat6 SteiNgrnek*) a kdvet-
kez6 tétele:

Minden tetraedernek mugassagai hyperboloidikus fekvésiiek.

Ugyanis ha a tetraeder 4,4,4,4, szogpontjaibdl a szemben
fekvé lapokra bocsatott 7,h,h;h, merblegeseket, a tetraederek
magassagait, figyelembe vessziik, azt latjuk, hogy az A4h,, Ah,,
A,h, sikok, melyek megfeleldleg az A,4,4,, 4,4, 4,, A, A, 4, tetra-
ederlapokra merélegesek, egymast az 4,(A4,4,4,) hdromél g, magas-
sdgvonaldban metszik; a g, magassagvonal tehit a tatraedernek
mind a négy magassagat metszi, Ugyanigy kimutathatd, hogy a

*) Stemer: Gesam., Werke (1881); 454. oldal; 78. pont.
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tetraeder mas harom-hdrom lapjabol képezett A,(A4,4,4,),
Ay (A, A,4,), A, (A, A,4,) haroméleknek g, g5, &, magassagvonalai
szintén metszik a tetraedernek 7,h,h,h, magassagait, tehat ugy e
magassagok, mint a négy haromélnek magassagvonalai (mert ketts-
nél tébb szel6jiilk van) hyperboloidikus fekvésliek. — Az el6bbi
tételt pedig még a kovetkezGvel egészithetjiik Ki: egy fetraedernek
lapjai egyszersmind négy havomélnek lapjai; e négy havomélnek
magassagvonalai hyperboloidikus fekvésiiek.

A hyhyhih, magassagok és a g,9,¢;¢, magassagvonalak ugyan-
egy hyperboloid két sugarseregéhez tartoznak, tehat a négy gi: ma-
gassagvonal mindenik %; magassagot projektiv pontnégyesekben
metszi, és ugyanigy a négy /; magassag mindenik ¢ magassag-
vonalat projektiv pontnégyesekben metszi.

Ha a négy magassdg koziil kettd, pl. a 2, és h, egymast metszi,
akkor azoknak sikja az 4,4, élen megy Kkeresztiil, merdleges az
A, A, élre ésa g,g,is abban a sikban van. Minthogy ekkor az
AA, | A,A,: ahy és h, magassdgok a g,¢, magassagvonalakkal
egyltt szintén egy sikban fekiisznek és igy ezek is metszik egymast.
Es pedig a g,g,,h, egyenesek egymasta [, h,] siknak, a g,8,h,0,
egyenesek pedig egymast a [/,%,] siknak egy-egy pontjaban metszik,
és ekkor a h,h,h,h, magassagokon, valamint a ¢,4,8,9, magassag-
vonalakon Keresztlil mend hyperboloid a [7,%,], [l;h,] sikparrd kor-
csosul el. E sikpar metsz6vonalan vannak a &k, és hyh, egyenes-
paroknak metszépontjai, és ugyanotta g,g, és g,¢, egyenesparoknak
metszOpontjai. Az ilyen négy egyenest, mint a 2, il vagy a g,8,8:5,
ebben a helyzetben kéiszoges fekvésii sugavakmak nevezunk.

A midén a h, a hyh, magassagokat metszi, a )z, egybeesik a
g.-gyel és igy a i, magassagot is metszi. Ebb6l pedig tekintettel az
el6bbire kovetkezik, hogy a &, ,h,h, magassagok kozil barmely kett6
talalkozik, és mert azok nem fekhetnek ugyanegy sikban, azért
ugyanegy ponton mennek keresztiil és mindenik 2 magassag a g;
magassagvonallal egyesiil. A tetraedernek ekkor mind a harom szem-
ben fekv$ élparja merbleges egymasra, és igy egy tetraedernek
0, 1 vagy 3 szemben fekvé élparja lehet meréleges egymasra.

2. A targyalt tételeknek dualisan megfelels tételei a kovetkezOk
lehetnek :

»A tetraeder magassdgainak harmonikus polarissikjai a tetra-
eder azon haroméleire vonatkozoélag, melyeknek csticsain az egyes
magassagok keresztiil mennek, a csicsokkal szemben fekvs lapokat
hyperboloidikus fekvésl egyenesekben metszik.“

4 A tetraederhez tartozé haromélek mégasségvonalainak har-
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moénikus polarissikjai e haromélekre vonatkozolag a csucsokkal
szemben fekv6 lapokat hyperboloidikus fekvésli egyenesekben
metszik.“

Ha a G pontnak harménikus polarisa egy ABC haromszogre
vonatkozoélag a g’ egyenes, és az S a haromszog sikjan kiviil fekvé
pont, akkor az 8¢’ sik harménikus polarvissikja az SG sugarnak az
S(ABC) haromélre vonatkozdlag. Az Sg' sik tehat harmoénikusan
valasztja el az SGA, SGB, SGC sikokat az S(ABC) haromél
élparjaitol.

Tartsuk meg a tetraederre az elGbbi jelolést; legyen tehat
A, A, 4,4, annak négy szogpontja : /,i;h;h, annak négy magassaga;
£,9.9.8, pedig haroméleinek magassagvonala. Jeloljiik e magassagok
és magassagvonalak harmonikus polaris sikjainak metszévonalait a
haromélek csticsaival szemben fekvé tetraederlapokkal 7/, i’ i, -
gyel, illetve g',¢':¢";8",-gyel.

A g.h, sik az A, A, élen megy keresztlil, tehat az a pont, mely
a g,h, sikot a tetraeder A,d, szogpontjaitél harmoénikusan elva-
lasztja, benne van a g, és a I/, egyenesben, és igy ez utdbbiak
egymast az A, A, élnek egy pontjaban metszik. Ugyanigy kimutat-
hatd, ha a g,k és g,h, sikkél indulunk ki, hogy a g’ h’; és g' k',
egyenesek egymast az 4,4, 4,4, éleken metszik. A 1‘, egyenes
pedig az 4,4,4, sikban van, tehata ¢’ egyenes metszia i’ h',h' b,
egyeneseket. Ep ily egyszer(iuton igazolhatd, hogy a ¢',¢'.g*, egye-
nesek is metszik a négy %'; egyenest, tehat ugy a négy /%';, mint a
négy ¢‘; egyenes hyperboloidikus fekvésd. —

Ha tetraedernek A4, 4,, 4,4, szemben fekvs élei egymasra
merdlegesek, tehat h,h, magassagok és a g,¢, magassagvonalak
ugyanegy sikban vannak, akkor az a pont, mely e sikot az 4,4,
pontoktél harménikusan elvélasztja a g’,h’, és a g'5h’, egyenesekben
van, tehat a k' k', és a g’ ¢’, egyenesparok egymast ugyanegy
pontban metszik. Hasonloképen 7,'h,’¢,'s,’ egyenesek is keresztiil
mennek azon a ponton, mely a h;h,g,9, sikotaz A, A, pontoktol
harmoénikusan valasztja el; a hh,g,2,, hyh,g,g, sikoknak metszé-
vonala és a I'\I',g", g'5, W'sh',g',g, pontoknak §sszekots egyenese
pedig, az 4, 4;, A, A, ; A, A, A,A; szemben fekvs élparokt6l van
harmoénikusan elvalasztva.—

Ha a tetraedernek mind a harom szemben fekvs élparja merd-
leges egymasra, tehat a g; magassdgvonalak a /; magassagokkal
egybeesnek és ezek a ,h,hi,h, magassagok egy H.pontban talal-
koznak, a g;* vonalak is egybeesnek a h';-ekkel és ezek egy sikban
fekiisznek, mely a H pontnak harménikus polarissikja a tetraederre
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vonatkozélag. Valamely P pontnak havménikus poldrissikja egy
tetraederve vonatkozdlag, altalanosan szélva, az a = sik, mely har-
moénikusan valasztja el a P pontbdl a tetraeder szemben fekvé
éleihez vezetett transversalisokat az illet6 éleken fekvd szogpont-
paroktél, Viszont a P pont harménikus pélusa a = siknak a tetra-
ederre vonatkozolag.

3. %) Hyperboloidikus fekvésli egyenesekre vonatkozo egy mas
példat mond a kovetkezd tétel, mely altalanositisa a tetraeder
magassagaira vonatkozé tételnek :

Ha valawmely tetraeder lapjairva mint alaplapokva guldkat
allitunk, melyeknek oldallapjai az alaplapokhoz egyenlé szogek alatt
hajlanak és pedig mind a négy gulat az evedeti tetraederen kiviil,
akkor e guldk csicsait az alaplappal szemben fekvd csicscsal
Osszekots egyenesek hyperboloidikus fekvéstiek. (DOHLEMANN.)

Hogy e tételt bebizonyitsuk, induljunk ki egy S (/mmn) harom-
€1b81, melynek az lmn éleknél levé lapszogei dpv. Helyezziink ennek
Im, mn, nl lapjaira az S(lmmn) haromélen kiviil oly lmn‘, mnl,
nlm' haroméleket, hogy ezeknek az I‘m'n’ élekbdl kiindul6 lapjai a
szemben fekvs lapokhoz ¢ szog alatt hajoljanak, és mutassuk meg,
hogy ekkor az /I') mm', nn' sikok egymast egy egyenesben
metszik.

Jeloljiik e harom sik metsz6vonalat az mmn, ill. nl, lm sikokkal
1, m, n,-gyel. Az S(llym), S(Il'm) haroméleknek és az S(lln),
S (/') haroméleknek az / éInél egyenld lapszigei vannak, tehat e
lapszogek sinusa megfeleléleg :

sin (ml)).sin p. __ sin (ml') sin (p. +¢)
sin (1) sin (II°)
sin (nly) sinv __ sin (nl') sin (v o)
“sin (L) sin (I1')
a mibél kovetkezik, mert (m2l') < = (nl') < :
sin (ml) _ sin (n.—-9) sin v 1,

sin (nl,) sin (v @) . Sin .

Ha még a két analogus relacziét felirjuk

s (ns,) - i () sin ) " 1,
sin (lm,) sin (A - o) sin v
ajz:n_(ﬁf,l - sz:n (h 4 0) 9m u. &
sin(mn,) sin (. --0) sin A

*) A 8. és 4, pont az elsd olvasdsnal kihagyhatd.
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és az elGbbivel sorozzuk, akkor az egyenlet jobboldala egyenls
egygyel, azaz:

sin (mly) sin (nm,) (sin (Iﬂ! iy
sin (nd,) sin (bm,) sin (mn,)

(8

amely mar azt mutatja, hogy az /[, I', mm,m’, nnn' sikok egymast
ugyanegy egyenesben metszik.

Vegyiink ezutéan fel egy A BCI) tetraedert és helyezziink ennek
lapjaira a tetraederen Kkivill oly héaromoldalii guldkat A'BCD,
B'CDA, C'DAB, D’ABC-t, hogy ezeknek az A‘, B', C*, D csticsai-
ban taldlkoz6é lapjai az alaplapokhoz mind egyenlé szogek alatt
hajoljanak és mutassuk meg, hogy az AA’, BB, CC’, DI’ egye-
nesek hyperboloidikus fekvéstiek.

Ha a haromélre el6bb levezetett tételt az A(BCD), B(CDA),
C(DAB), D(ABC) haromélekre alkalmazzuk, azt taldljuk, hogy az
ABB', ACC', ADD'; BCC', BDD', BAA'; CDID', CAA', CBB,
végrea DAA', DBB', DCC’ sikharmasak egymast egy-egy egye-
nesben metszik. De ezek az egyenesek az AA‘, BB, CC‘, DD
egyeneseknek transversalisai, tehat igy azok, mint emezek hyper-
boloidikus fekvésiiek és igy a tétel igazolva van.

4. Térjiink vissza az el6bbi S(lmn) haromélhez és annak
lapjaira helyezett S(2‘amm), S(Im'n), S(lmn') haromélekhez. Cseréljiik
fel az S(I'mn) haromélnek /“n lapjat annak az mn sikra vonatkozo
tiikorképével, mely az I'm lapot egy /' egyenesben metszi ugy,
hogy az S(I'mn) haromél helyett egy S(/mn) haromélet nyeriink.
Cseréljiik fel tovabba az S (Imn) haromélnek #:'n lapjat az nl sikra
vonatkozé titkorképével, mely az m‘l lapot egy m' egyenesben
metszi ugy, hogy az S(/m‘n) helyett egy S (!m''n) haromélet nyeriink,
Az S(I"mn), S(lm*n), S(Ilmn’) hdromélek ismét oly tulajdonsaguak,
hogy az "', mum'', nn' sikok egymast egy egyenesben metszik, mert
e haromélekre vonatkozé képleteket az elGbbi 1, és 7, képletekbsl
akkép nyerjiik, hogy ezekben (v~ o) helyett (v—g)-t irunk, se e
cserével a 2. képlet nem viltozik.

Ha tovéabba az S(I'mn), S(Im'n), S(Imn’) haroméleknek tikor-
képei az mn, nl, ml lapokra vonatkozélag az S(I'“‘mun), S(lm'n),
S(lmn'’), masrészt az S(I“mu), S(lm'n), S(lmn') haroméleknek
tiikorképei ugyanazon lapokra vonatkozolag S(1““mmn), S(Im'“n),
S(Imn*), akkor ugy az I, mm'”, un* sikok, mint az '/, mm'",
nn'’ sikok egymast egy-egy egyenesben metszik, mert az elsé
esetben nyert haromélekre vonatkozé képletek az 1., 1,, I, képle-
tekbG! akkép szdrmaznak, hogy azokban (M +4-2), (»+2), (v+9)




helyett (A — @), (-— @), (v —¢)-t irunk, a masodik esetben pedig,
hogy 1,, 1, 1;-ban (A—-9), (- ¢) helyett (A — g), illetve (n.— p)-t
irunk, s mely csere altal a 2. képlet nem szenved valtozast.

Ha tehat az S (lmmn) haromél m és n élén keresztiil két-két sikot
fektetiink, mely az mn laphoz 9 szog alatt hajlik, akkor ezek egy-
mast négy egyenesben 'I”1/I’“-ben metszik, melyek az mmn-nel
egylitt négy haromélnek élei. E haromélek koziil kett6 a masik
kettének az mn sikra vonatkozolag tiikdrképe. Ugyanigy lehet a ¢
szog megtartasaval az nl és az Im lapokra is négy-négy haromélet
helyezni, melyeknek ama lapokon kiviil fekvs élei me/m”m''m’",
nn'n‘n'"". Az el6bbiekbll kovetkezik, hogy az ¥ ... m'.. .,
n' . .. éleket az I, m, n élekkel sszekots tizenkét sik oly helyzetd,
hogy azok egymast harmasaval nyolcz egyenesben metszik.

Ha ezutan ismét az ABCD tetraederre gondolunk, és annak
BCD lapjan lev6é BC, CD, DB élein keresztiil két-két sikot helye-
zink, melyek a BCD lappal ¢ szoget képeznek, akkor ez a hat sik
egymast nyolcz A’ pontban metszi, melyek koziil négy a masik
négynek tikorképe a BCD sikra vonatkozolag, s mely nyolcz pont a
BCD lapon nyugvé tetraedernek cstcsa. Ugyanigy lehet a ¢ szog
megtartasaval a CDA, DAB és ABC lapokra is nyolcz-nyolcz
tetraedert helyezni, melyeknek csucsait 3, Ci, Di-vel akarjuk jelolni.
Ha az A, B, %, D! pontokat az A, B, C, D pontokkal &sszekots
egyeneseket az a', bi, ¢t és di-vel jeloljik, akkor az el6bbiek szerint
e 32 egyenesbdl 64-szer lehet négyet-négyet Ugy Kivalasztani, hogy
azok hyperbolonidikus fekvéstiek legyenek. T.i. egy tetszésszerinti
a' és egy tetszésszerinti b’ egyeneshez, mar egy ezek 4ltal meghata-
rozott ¢f és di egyenes tartozik ugy, hogy az egymastol kiilomboz6
egyenes-négyesek szama § . 8 == 64,

Ha a o szoget derékszognek vessziik fel, akkor az Osszes 47,
Bi, i, Dipontok végtelenbe jutnak, és pedig a tetraedernek 4, B ,C, D
pontjain keresztiil mené magassagok végtelen tavol levé pontjaiba.
Ezért a tetraeder magasséagaira vonatkoz6 Steiner-tétel, az altalanos
tétel speczialis esetének tekinthetd.

Ha ellenben a ¢ szog a zérushoz kozeledik, akkor az A4, B,
Ci, Di pontok az ABCD tetraeder BCD, CDA, DAB ABC lapjaiba,
mint haromszogekbe irhatdé kéroknek ko7eppontja1hoz kozelednek,
és ha ¢ = o, akkor tényleg e kézéppontokba mennek &t.

Jeloljik a BCD haromszogbe beirt korok kozéppontjait
AyA,4,4,-gyel, hol az els6 beirt kor mind a harom oldalnak véges
darabjat, a tobbi harom beirt kor pedig rendre a CD, DB, BC olda-
laknak véges darabjat érinti, Ha ugyanigy a CDA, DAB, ABC

et
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lapokba irt korék kézéppontjait B, B, B, B,, C,C,C, C,, D,D,D,D -mal
jeldljiik, ugy a négy a:= AAi, négy bi= BB, ci= CCj, di= DD;
egyvenes koziil 32-szer lesz négy-négy hyperboloidikus fekvési.
Ezek pedig:

ay by Cy dy @y by, dy a; by ¢ dy a, b, c,d,

aybyc dy aybycydy, agbyc,d; a, b, ¢ d,

aybyc,dy abycd, a,bcod, a b cd,

ag by cydy, ayb e, d; a;boc,dy, a b cd,

aybyc,dy aybycod, ayb,cd, a, b, d,

ay b, e, d, aybyec,d, a;b,c,dy, a,b;cd

aybycody, aybyc,dy ayb,cod, a,b,cds

ayb,c,dy aybycody, a;b e, d a b cad,

5. Hyperboloidikus fekvésii egyenesekre vonatkozo tij példat
latunk a kovetkezd (CuasLes-t6] eredd) tételben kifejezve.

Ha két tetraeder ABCD, A'B'C'D’ oly helyzelii, hogy az AA’,
BB, CC', DD' szsgponipdrokat dsszekits egyenesek hyperboloidikus
Jekvéstiek, akkor e szigponiparokkal szemben fekvé lapparoknak
az', B3, vy, 98 meiszévonalai is hyperboloidikus fekvésiiek. — A két
tetraedert ebben a helyzetben hyperboloidikus fekvésiinek nevezziik.

Jel6ljiik a tételben felirt szogpontparoknak sszekdtd egyeneseit
abed-vel, a lapparok metszdvonalait a,b,c,d,-gyel.

Vegyiik figyelembe az AY(B'C'D"), A(BCD) kozbs csucsu
haroméleket. Ezeknek A'B’, A’B; A'C', A'C; A'D', A'D élparjait
Osszekoto sikok egymast egy @ egyenesben, az A’ pontbdl a foltétel
szerint a BB'=b, C(C'= c és DI) = d-hez vezethetl transversa-
lisban metszik. Ezért ama haromélek perspektivek, és igy az A'C' D',
ACD; A'D'B', A’'DB; A'B'C', A’BC lappiroknak metszGvonalai
ugyanegy sikban fekiisznek. E metszévonalakon vannaka CD, DB,
BC éleknek metszGpontjai az A‘C'D', A'D’'B, A‘B'C’ sikokkal,
tehat amaz élek eme sikokat egy a‘ egyenesen fekvé harom pont-
ban metszik. De metszGpontokon mennek keresztiil az A‘C'D |
ACD; A'D'B', ADB; A'B'C", ABC sikparoknak b,, c,, d, metszi-
vonalai, tehat a BCD sikban fekvd a‘ egyenes metszi a by, ¢,, d,
egyenest, valamint a BCD sikban levd a, egyenest is.

Ugyanigy kimutathatjuk, ha a BY(C‘'D'A’), B(CDA);
C(D'A'B), C(DAB); D'(A'B'C'), D'(ABC) perspektiv hiaromél-
parokbdl indulunk ki, hogy a ¢,d,a,, d,a,b,, a,b,c, egyeneseknek
metszépontjai a CDA, DAB, ABC sikokkal szintén egy-egy %', c',
d' egyenesben vannak, melyek szintén mind a négy egvenest
a,b,c,d,-et metszik, s melylyel aztin a tétel igazolva van.
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Lassuk a kiilonos eseteket !

Tételezziik fel, hogy a tetraederek szogpontjait 6sszekoté abed
egyenesek kéfsziges fekvéstiek, tehat pl. hogy az ab és cd egyene-
sek egymast metszik, és e metszépontok sikjaiknak metsz&vonala-
ban vannak.

Ekkor az AB, A’B' valamint a CD, C'D’ élek is metszik
egymast, tehat az ABC, A'B'C’; ABD, A'B'D’ sikparoknak d,, ¢,
metsz6vonalai az (AB, A‘B’) ponton, és az ACD, A'C'D'; BCD,
B'C'D sikparoknak b,, a, metszGvonalaia (CD, C'D’) ponton mennek
keresztiil.

Az AB és A'B’ élek a |cd| = CC'DD’ sikot az I ésIy’ pontok-
ban metszik, melyek a (cd) ponttal ugyanegy egyenesben vannak,
mert a foltétel szerint az AA’BB' = |ab] sik a (cd) ponton megy
keresztiil. A CDE, C'D’'E‘ haromszogek tehat perspektivek a (cd)
pontra vonatkozolag, miért is megfelelé oldalpérjaiknak: CD, C“D';
DE, D'E', EC, EC-nek metszGpontjai ugyanegy egyenesben van-
nak. De a masodik és harmadik metszGpont az A BC, A'B'(Y, illetve
az ABD, A'B'D" sikparoknak d,, ¢, metsz6vonaldn van, tehat a
[dyc,] sik az a (CD, C'D')= (a,b,) ponton megy keresztiil.

Hasonl6képen kimutathatd, hogy az|a,b, | sik az (A5, A'B’) =
[¢,d, | ponton megy keresztiil, s minthogy ezek szerint az [a,b, ],
le,d,] sikok metsz6vonala egyszersmind az (a,b,), (c,d,) pontok-
nak Osszekoté egyenese: az a,b,c,d, egyenesek is kétszoges
fekvéstiek. E szerint :

Ha két tetraeder szigpontjait, egy bizonyos vendben Ossze-
koto megy egyenes kétsziges fekvésii, akkor az ezekkel szemben fekvo
lapok metszévonalai is kétsziges fekvésiiek. — A két tetraedert ekkor
kétszoges fekvésiinek nevezzik. —

Ha négy hyperboloidikus fekvésii egyenes koziil harom egy-
madst paronként metszi,” akkor a metszGpontok vagy mind egybe-
esnek és a negyedik egyenes is ezen a ponton megy keresztiil, vagy
pedig ama metszépontok kiilomboz6ék, tehat a harom egyenes
ugyanegy sikban van, és ekkor a negyediknek is ebben a sikban
kell lenni, Mert csak ezekben az esetekben lehetséges, hogy a
hiarom els6 egyenesnek minden transversalisa a negyediket is
messe.

Két tetraeder szogpontparjait 0sszekotd egyenesek nem fekhet-
nek ugyanegy sikban, mert akkor a tetraederek is e sikban lenné-
nek. Ennélfogva a szégpontok 6sszekotd egyenesei csak az elébbi
elsG eset ald tartozhatnak, és ekkor a redjuk vonatkozd tétel
igy szol:
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Ha két tetraeder szogpontpdrijait egy bizonyos vemdben ossze-
kot egyenesek egy O pontban taldlkoznak, akkov e szogpontpdrok-
kal szemben fekvo lapparok metszévonalai egy » sikban vannak és a
tetraederek ekkor (czemtrikusan) pevspektiv helyzetiiek.

Ugyanis ha a tetraedereknek oly szogpontjait, melyek az Q
ponttal egy egyenesben vannak, megfelel6 szogpontoknak, és oly
éleit és lapjait, melyek megfelel6 szogpontokon mennek keresz-
tiil, szintén megfelel6knek nevezziik, azt 1atjuk, hogy a hat meg-
felel6 élpar metsz6pontjai harmasaval a négy megfelel6 lappar

15. dbra.

metszévonaldban vannak. De e négy vonal koziil barmily kettd
metszi egymast (egy megfelelé élpar metsz8pontjaban), és mind a
négy nem megy egy ponton Keresztiil, tehat mind a négy metsz6-
vonal egy sikban van.

6. Bemutatunk végre hyperboloidikus fekvésii egyeneseket az
ugynevezett Mibius-féle tetraederekben. Két tetvaedert, melyeknek
barmelyike a mdsikba be van irva és a masik koril van irva,
Mobius-féle tetraedernek neveziink, mert MoBius ismerte fel el6szor,
hogy ily helyzete két tetraedernek lehetséges.

Ha a T'=ABCD tetraederbe és a koriil egy T'=A'B'C'D"
tetraedert akarunk irni, akkor (15. abra) ennek I)' csucsat tetszés-
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szerint vehetjiik fel az ABC = d lapban, és ennek a D'-vel szemben
fekvG o’ lapjat tetszésszerint vezethetjiik a D csiicson keresztiil.
Ezutan a 33’ = d egyenessel metsziik az A BCD'’ négyszog BC,AD';
CA, BD'; AB, CD'szemben fekvé oldalparjait az EE‘, FF', GG
pontparokban, melyek involucziét képeznek. Végre a 4’ sikban egy
A'B’C’ haromszoget vesziink fel ugy, hogy az 4’B'C’D négyszognek
A'D, B'C'; B'D, C'4’; C'D, A'B' szemben fekvé oldalparjai az
EE', FI'', GG’ involucziés pontparokon menjenek keresztiil, — ami
végtelen sokfélekép lehetséges.

Az ABCD, A'B'C'D’ tetraederek mar a kivant helyzetiiek,
mert azoknak csucsai ilyképen vannak azoknak «fyd, «’3'y'd’ lapjai-
ban elhelyezve :

#-ban a BCDA’ a'-ben a B'C'D'A
B- , 5, CDAB Ol /= = DA AR {
e DA e P )
A= S s RO O 5. TAYBICD,

E kiilonos helyzetl nyolcz pont ABCDA‘B‘C'D' a kovetkezd
hyperboloidikus fekvésii egyeneseket szolgaltatja :

AB, CD, A'B', C'D*; AB', BA', D', DC,
AC, BD, A'B', D'B’; AC BD" CA", DB, ik 2)
AD, BC, A'D', B'C'; AD', BC¢', CB', BA',

hol mindenik sorban az elsé négy egyenesnek transversalisa a
masodik négy egyenes. Igy, az els6 sort tekintve, AB' metsziaz AB
és A'B’-t az A és B’ pontban; de metszi a CD és C'D’-t is, mert
ezekkel a {, illetve az o’ sikban van. BA' metszi az AB és A'B'-t a
B és A' pontban, és metszi a CD és C'D’ is, mert ezekkel az «
illetve a 2’ sikban van, stb.

Hogy a Mobius-féle tetraedereknek e tulajdonsagat egy tételbe
foglalva kifejezhesstik, nevezziink azoknak nyolcz csucsa koziil oly
kett6t-kett6t, melynek barmelyike a masikkal szemben fekvd lap-
ban van, megfelel6nek, tovabba két megfelel csticscsal szemben
fekv® lapot szintén megfelel6nek, végre legyen a két tetraedernek
oly két éle megfeleld, melyen megfelel§ csticsok vannak.

E szerint: két Mobius-féle tetraedernek két megfelels éle és az
ezekkel szemben fekvo szintén megfelelé két éle hyperboloidikus
Jfekvésii.

Az ABCDA'B'C'D’ pontok az

ABCD } ABC'D") AB'CD") AB'C'D) 3)

A'B'C'D' A'B'CD § A'BC'D ! J’BCI)’S

Mobius-féle tetraedereknek csucsai.

~]

Klug : Projectiv Geometria.
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Igy pl. a masodik csoportban felirt tetraederek azért Mobius-
félék, mert az elsébnek 4, B, (', D’ cstcsai, a masodiknak
B'CD, CDA’, DA'B, B'CD lapjaiban vannak, és a masodiknak
4, B’, C, D csucsai az elsének BC'D’, C'D'A, D'AB, AB(C' lapjai-
ban vannak, mint ezt az 1) tdbldzat mutatja. Ugyanez mondhat6 a
masik két tetraederparrol is.

De ezek az 4j Mobius-féle tetraederek nem nyujtanak mas
hyperboloidikus fekvésii egyenesnégyeseket, mint a 2) tablazatban
felirtak.

7.%) Ismertetni akarjuk e helyen a Mobius-féle tetraedereknek
még mas érdekes tulajdonsagait.

Jeloljiik a T= ABCD és T'= A'B'C'D Mbbius-féle tetraede-
rek megfelel csucsainak GsszekGtG egyeneseit, a csicstengelye-
ket, és megfeleld lapjainak metszOvonalait, a laptengelycket, ekképen :

AA'=a, BB'=b, CC=c, DD'=d,

ao! =a, Be'=b, Yy =c N'=d,

’

és feleljen meg minden csucstengelynek az a laptengely, melyben
a csucstengelyen levé csucsokkal szemben fekvd lapok egymast
metszik.

Kimutathat6, hogy minden csticstengelybdl a tobbi megfeleld
cstcsparok involuczids sikparokkal projiczidltatnak, tovabba minden
laptengely a megfelel6 lapparokat involuczioés pontparokban metszi.

Igy az a, csucstengelyt a BB, CC’, DD’ pontparokkal ossze-
kot6 sikparok a d laptengelyt a GG’, FF', I'E’ involucziés pont-
parokban metszik, tehat ama sikpérok is involucziésak. Tovabba az
a laptengelyt, mely az ‘

a=A'BCD o'=AB'C'D’

sikok metszGvonala

a f=AB'CD, p'= A’'BC'D’ sikok az (AD',CD), (A'B, ¢'D")

5 (=ABCD, YY=A'B'CD" , . ., (4C,DB), (A'C, D'B’)

»,0=ABCD', ¥=A'B'CD , , (AD'BQ), (A'D, B'C')
pontparokban metszik, melyek az a laptengelyen involucziot képez-
nek, mert e pontparok ugy az A‘BCD négyszog, mint az AB'C'D’
négyszog szemben fekvd oldalainak metszépontjai az a-val.

A tétel azonban még 4ltalanosabban is kifejezhetd, és pedig
ekképen :

*) E §-nak tovibbi részlete a konyv elsé olvasasandl kihagyhato.




ey G0 S

A Mobius-féle tetraedereknek barmelyik

lapjaban fekvl egyenes a tobbi csucsan Keresztiil mend egye-

megfelelé lapparoktdl involu- nesbdl a tobbi megfeleld csucs-

czibs pontparokban metszetik. parok involuczids sikparokkal
projiczialtatnak.

Ugyanis egy a o sikban fekv6 d egyenes az A BCD’ négyszog
BC, D'A; CA, BD'; AB, CD' szemben fekvG oldalparjait ugyan-
azokban a pontparokban metszi, a melyekben az «, 2’; £, &; v, ¥/
megfelels lapparok, és egy a D ponton Keresztiil mend d* egyenes-
b6l, mely pl. a & lapot egy D* pontban metszi, az 4, A’; B, B';
C, " megfelel6 csuicsparok involucziés sikparokkal projiczidltatnak,
mert ezek a sikparok a d egyenest ugyanabban a harom involuczids
pontparban metszik, mint az ABCD* négyszognek szemben fekvd
oldalai. A mit pedig a Mobius-féle tetraederek d lapjardl és I csticsé-
rol kimutattunk, az érvényes a tobbi lapokra és csicsokra nézve is.
8. Vizsgaljuk most meg ama nyolcz egyenes helyzetét, mely-
ben valamely ¢ sik a Mobius-féle tetraederek lapjait metszi. Jeloljiik
¢ végbdl az afydx/3y*d’ lapoknak metsz6vonalait a & sikkal rendre
abedba’b’c’d’-sel, az abcd laptengelyeknek és az a,b,c,d, csucs-
tengelyeknek metszépontjait a ¢ sikkal ABED, A, B, E, D,-gyel.
Kimutathat6, hogy az
abed abe’d’ ab’ch’ ab’c’d
a’b‘c‘b’%% a’b’cd g B, abc’b’g@:" a’bed’ %ED‘J
ab’c’d’ a’‘be’d’ a’b’cd’ a’b’c'd
a’bed %9 ' abld ; B abed ggl abcd” % s

négyoldalparok oly helyzetliek, hogy szogpontparjainak 0Osszekotd
egyenesei koziil hat megy a melléjiik irt pontokon kereszttil.
Igy pl. az
(ab) (¢'2), (be) (a'd), (ac) (6')
(a6") (¢0), (b'c") (ad), (a’c’) (bD)

egyenesek ez U, ponton mennek keresztiil,

Ugyanis az el6bbi tétel folytan, az abc, a’b’c¢’ haromszogek-
nek oldalai a d’ egyenest egy involucziéban metszik, tehat az
(ab) (¢d’), (be) (a’d’) egyeneseknek A, metszEpontjan keresztiil megy
az (ac) (b'd") egyenes.

Ugyanigy
az abd, a’b’d’ haromszogek oldalai a ¢ egyenest involuczidéban metszik,
a bed, be'd’ N SIS AZ i P i

az acb, a’c’d’ o} 42 ‘allh

» » ”
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tehat
az (ac)(b'd’), (bc)(a’d) egyeneseknek A, mimipmjin kereattil megya (cd)(a’d’),
» (ab)(cdY), (ac)(b’) x Bl . . (ab)b'c),
» (bc)(a’d), (ab)(cd’) - 5 3 e (hb)alcl):

és igy mind a hat felirt egyenes az ¥, ponton megy keresztiil.

Hasonlokép mutathaté ki a jelzett tulajdonsdg a tobbi
hét négyoldalpérrél. De hatra van még annak igazolasa, hogy ezek
az %A, B,E,D, pontok az a,b,c,d, cslcstengelyeknek metszGpont-
jai a & sikkal, a mi kovetkezbkép torténik :

16. dabra.

Az A'B, AB, A'C, AC egyenesek a s sikot az (ab’), (cd),
(ac’), (bd) pontokban metszik; ennélfogva az A’AB, A’AC és =
sikoknak metsz6vonalai az AA4’, (ab’)(cd), (ac’)(bd) egyenesek,
tehat az A4’ = a, egyenes keresztiil megy a masik kettdnek 2,
metszGpontjan,

Az ABED, A, B,C,D,, A, B,EC,D, négyszigek olyan helyzetiiek,
hogy szégpontjaik harmasdval tizenhat egyenesen vannak, ezek az
egyenesek pedig:

o A, A, A B, B, 9 G, G, % D, D,
BY, A, B9, B, B 7,6, B G, D,
GG, ¢ D, B, Cu, G, ¢ B, D,
DD, ¥, D6, B, DY, G, DY D,
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Annak kimutatésara, hogy pl. az A%, A, pontok egy egyene-
sen fekiisznek, induljunk ki (16. 4bra.) az

(a0) (') (a’c) (a’b’) (cb) (ab’)

hatszogbdl, melynek harom nem egymasra kovetkez$ szogpontja a
¢ egyenesen van, a masik harom pedig a b’ egyenesen van, mely
tehat Pascal-hatszog. Ezért a szemben fekvé oldalak metszdpontjai
|(ac) (6D, (a’b’) (cd)| =2,
1(62) (%), (cb) (ab)| =1,
(@‘e) (06"}, (aB) (ac) = (aa’) =%
ugyanegy egyenesen vannak.

17. éabra.

Ha pedig az
(ac) (b’d) (¢d) (a’d’)(cd’) (6°D7)
Pascal-hatszogb6l indulunk ki (17. abra), melynek szégpontjai szintén
a cb’ egyenesparon fekiisznek, kovetkezik, hogy a szemben fekvs
oldalaknak metszdpontjai :

(ac) (6), (a’b") (b)) =D,
1(6D) (cb), () (bD)|=(bd") =D
|(cd) (a’b), (bD) (ac)| =2,

szintén ugyanegy egyenesen vannak.

Hasonlokép igazolhatd, hogy a tobbi pontharmasok is egy-
egy egyenesen vannak, — Irjuk most fel a taldlt eredménye-
ket a kovetkezd tételbe :

Egy tetszésszerinti stk két Mobius-féle tetvaeder lapjait
nyolcz egyenesben metszi, mely myolcz négyoldalpdr oldalainak
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tekinthet6. E négyoldalparok wmindegyike olv tulajdonsagi, hogy
a szogpontpdrjaikat Osszekoto egyenesek hataval egy ponton mennek
kevesztiil. Ilyen pomt tehdt nyolcz van, melyek két pontnégyesre
bonthatok; ezeknek egyikeben a megfeleld tetvaederlapok metszé-
vonalai, a laplengelyek, metszik a felvett sikot. Az egyik pont-
négyes pontjait a mdsik poninégyes pontjaival Osszekoté egyenesek
négyesével négy pontban, tehdt egy havmadik poninégyesben taldl-
koznak, mely a csiicstengelyeknek metszése a felvelt sikkal.

A tételben el6fordul6 harom pontnégyesegyikében, ABED-ben
a Mobius-féle tetraederek laptengelyei, a masikban, A, B,E D,-ben,
annak csucstengelyei metszik a felvett sikot. Milyen jelentést adha-
tunk még a harmadik pontnégyesnek, %,8,E,D,-nek ?

Az 9, pontban talalkoznak az

(ab) (¢'d’), (be) (a’d’), (ac) (6D
(a’6) (cd), (b'¢’) (ad), (a’c’) (bD)

egyenesek. Az (ab) pont az ABCD tetraeder 23 = CD élének, a (¢'d’)
pont pedig az A‘B‘C'D’ tetraeder y0'=A’'B’ élének metszd-
pontja a & sikkal. Ugyanigy a tobbi felirt pont ama tetraederek tébbi
éleinek metsz6pontja a ¢ sikkal. E szerint: az ABCD, A'B'C'D’
Méobius-féle tetraederek élei a o sikot tizenkét pontban metszik, ha
az egyik tetraeder éleinek metszOpontjait Gsszekotjiik az ezeknek
megfelels élekkel szemben fekvé éleknek metszopontjaival, akkor
az 0sszekot6 egyenesek egy U, pontban talalkoznak.

Ugyanigy szarmaznak a B,, €,, D, pontok a 3) alatt levé mas
harom Mobius-féle tetraederparb6l. Ezért mondhatjuk :

Ha két Mobius-féle tetraeder éleit egy letszésszevinti sikkal
wmetsziik és az egyik tetraeder hat élének wmetszépontjait, az
egyes élekkel szemben fekvi éleknek megfelels élek metszéponijai-
val egyenesek altal osszekotjiik, 1ngy ez a hat Osszekité egyenes
ugyanegy pontban taldlkozik. Ugyamebben a pontban taldlkozik
az a negy egyenes is, mely a két Mobius-féle letraeder mnégy pdr
megfelelé csiics- és laptengelyének melszépontjait a felvetl sikkal
osszekoti.

Vagy :

Egy tetszésszevinti ¢ sik két Mobius-féle tetraeder megfelels
csiics- és laptengelyeit négy pontpdrban metszi, melyneknégy osszekoté
egyenese egy pontban talalkozik. Ez a o sik a két tetvaeder lapjait oly
két mégyoldal szevint metsz, melynek szégpontjai ama taldlkozdsi
vontbol egymdsba projiczidltatnak.

9. A Mobius-féle tetraedereknek nevezetes tulajdonsdga, hogy a
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négy csucstengelynek és a négy laptengelynek ugyanaz a két
szelGje van,

- Hogy ezt kimutassuk, induljunk ki abbél az EE'. FI", GG’
pontinvolucziob6l, melyben az «2’, B, vy’ megfelel6 lapparok a
3%’ = d tengelyt metszik, és hizzunk annak M;N, kettGspontjaibol
az a, = AA', b, = BB’ csucstengelyekhez az m, n szel6ket (15, abra).

Az a,b,d tengelynek m, n, AB, A'D’ szel6i a d tengelyt az
M;N GG’ harménikus pontnégyesekben metszik, és ezért az a,, b,
tengelyeket is ugyanilyen pontnégyesekben fogjak metszeni, tehat
az AA’', BB’ pontparok az mz, n szel6kt6l harmoénikusan vannak
elvalasztva.

Minthogy az AA’, FF' és a BB, EE’ pontparok az m, n szelok-
t6l harmonikusan vannak elvalasztva, azért gy az AF, A’I", m, n,
mint a BE, B'E’, m, n egyeneseknek minden szelGje az illeté négy
egyenest harmonikus pontnégyesben metszi.

Az a pont tehat, mely az AF, BFE egyeneseknek C metsz6-
pontjat az m, n szel6kt6l harmoénikusan elvalasztja, rajta van az
A'F' és B'L’ egyenesen, s igy ezeknek (' metszGpontja. Az m, n
szel6k tehat a OO’ megfeleld csucsokat is harmoénikusan valasztjak
el és metszik a C(’ = ¢, csucstengelyt.

Hasonloképen az AA’, BE', és BB, I'I" pontparok az m, n
szel6kt6l harmoénikusan lévén elvalasztva: az AE', A'E, m, n
egyeneseknek és a BF', B'F, m, n egyeneseknek minden szelGje az
illeté egyeneseket harmonikus pontnégyesekben metszi.

Az a pont tehat, mely az AE’, BI" egyeneseknek D metsz6-
pontjat az m n szel6kt6l harmonikusan elvalasztja, rajta van az AFE/,
B'F egyeneseken s igy ezeknek ) metszGpontja. Az m n szelok
ezért a DI’ megfeleld csucsokat is harmoénikusan valasztjak el és
metszik a DD'=d, csucstengelyt.

Minthogy végre az AA', B, (C', DD' megfelel6 csucsok
az m, n szel0kt6l harmoénikusan vannak elvélasztva a BCD =u«,
B'CD' =a'; CAD={, CA'D'={, ABD=+, A'B'D'=+' lap-
parok az m, n szel6ktdl szintén harménikusan lesznek elvélasztva,
és ezért az m, n szelbk az xa' =a, Pp'=0>b, vy’ =d laptengelyeket
is metszik. Ehhez képest mondhatjuk :

A Mobius-fele tetvaederek csiics- és laptengelyeinek két koz0s
(valés vagy képzetes) szeléje van, mely gy a megfelelé csicsparo-
kat, mint a megfelelé lapparokat harménikusan valasztja el.

10. Két Mobius-féle tetraeder szerkesztését megkezdhetjiik
annak a két szel6nek, m és n-nek, felvételével, mely az Osszes
csucs- és laptengelyeket metszi. Felvehetjiik azonkiviil még az egyik
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tetraedernek harom csucsat, pl. ABC-t. Ezutan megszerkesztjiik
azokat az A', B, (' pontokat, melyek az A4, B, C-t az m, n egyenes-
partol harmonikusan elvalasztjak. Az ABC, A’B'(’ sikok egymast a
d laptengelyben, az AB'C’, BC'A’, CA'B‘, ABC sikok egymast a
D' pontban, végre az A'BC, B'CA, C'AD, A'B'C’ sikok egymaést a
D pontban metszik, és ABCD, A'B‘C'D’ a két Mobius-féle tetra-
eder. — Ha az n egyenes az m-re merdleges siknak végtelen tavol
fekvé egyenese, akkor az el6bbi eljaras szerint az A BC-bdl szer-
kesztett ADBCD, A'B‘C'D’ Mobius-féle tetraederek egymasnak
tiikorképei az m tiikroz6 egyenesre vonatkozolag. (Erdekes volna
azoknak az m egyeneseknek geometriai helyét folkeresni, melyre,
mint tiikroz6 egyenesre vonatkozodlag, egy adott ABCD tetraedernek
tiikorképe az adottal Mobius-féle tetraedert képez!)

A Mobius-féle tetraeder elsé szerkesztése alkalmaval (a 96.
oldalon) egy ABCD' négyszogbdl és egy, annak szemben fekvo
oldalait az EE’, I'I", GG’ pontparokban metsz6 d egyenesbdl indul-
tunk ki, mely d-n keresztiil mené &' sikban egy A'B'C’'D négyszoget
akkép vettiink fel, hogy annak szemben fekv6é oldalai szintén az
FE, I'F', GG’ pontparokon menjenek keresztil. Ha a d egyenest
nem vessziik fel tetszésszerint ama négyszog sikjaban, hanem ugy,
hogy az a D’ pontnak harmoénikus polarisa legyen az ABC harom-
szogre vonatkozolag, tehat az I, I, G’ pontok harménikusan véalasz-
szék el az E, I', G pontokat az I'G, G I, EI' pontparoktdl, akkor a d
egyenes a D) pontnak is harménikus polarisa az A’ B'C' haromszogre
vonatkozoélag. De ekkor nemcsak a 4 laptengelynek van az a tulaj-
donséga, hogy harménikus polarisa a 1), D' pontoknak az A'B‘C,
AB(C haromszogekre vonatkozolag, hanem az a, b, ¢ laptengelyek is
harmoénikus polarisai a megfelel6 a,, b,, ¢, csucstengelyeken fekvd
csucsoknak, a laptengelyeken keresztiil mené lapokban fekvd, és a
tetraedereket hatarlé haromszogek vonatkozolag.

Ugyanis az a laptengely a 3 és'0' lapokat az (4D, BC) = As,
(A4'D, B'C)== Ay pontokban metszi, melyek kozil az As pont az
E=(A'D, BC) pontot a BC pontpartél harménikusan valasztja el;
az Ay pont pedig akkép van elhelyezve, hogy a DEA'As’ pont-
négyes Kettés viszonyanak értéke — — 2. Ebbdl pedig mar az kovet-
kezik *), hogy az a laptengely harmoénikus polarisa az A' pontnak a
BCD haromszogre vonatkozolag, és igy egyszersmind az A pontnak
a B'C'D’ haromszogre vonatkozolag. E szerint:

Ha két Mobius-tetraeder oly kiilonos helyzetii, hogy egyik lap-
tengelye harmonikus poldrisa egy tetraedevcsiicsnak a masik tetra-
edert hatarlé haromszégre vonatkozélag, akkor mind a négy lap-




05 e

tengelynek ugyanez a tulajdonsiga wvam, és a csiicstengelyek
havmoénikus poldrissugarai barmelyik letraeder lapjanak a mdsik
tetraedert hatdarlé harvomélekre vonatkozdlag.

Ily kiilonos Mobius-féle tetraederek csucs- és laptengelyeinek
kozos szel6i mindig képzetesek.

11. §. A hyperboloid poldris tulajdonségai.

1. Egy P pontbol a hyperboloidhoz fektethetd érintésikok
érintépontjain keresztiil mend = sikot (9. §. 3.) @ P pont poldris-
sikjanak, és a P pontot a = sik pélusanak nevezzik. Ez értelmezés
alapjan a hyperboloid valamely P pontjanak polarissikja, a P pont
érintGsikja =, és egy = érintGsiknak polusa, az érintGpont P.

Ebbdl lathat6, hogy oly médon, mint a v sik pontjai és egye-
nesei kozott a u. sikban fekvé barmely kupszelet, és az M nyalab

*) Ha (18. dbra) a POR haromszog P, O, R szégpontjait az O ponttal Gssze-
kots egyenesek a szemben fekvd oldalakat a P, O, R' pontokban metszik és a

18. dbra.

P",0",P" pontok a P!, Q', R' pontokat a OR, RP, PQ pontparoktél harménikusan
vélasztjdk el, akkor a P“Q"R" pontok az O pontnak a POR hdromszogre vonat-
koz6 harménikus poldrisan fekiisznek.Ha a PO, 00, RO egyeneseknek metszépontjai
a P"Q"R" egyenessel P, O, Ry,

Sy (PP'OP,) = (00'00,) = (RR'OR;) = — 2.

Ugyanis az (R"0Q, 0""R) = P, pont a POP'P, egyenesen akkép fekszik, hogy

(P'PP,0) = — 1, (P'P\PP,;) = — 1, tehit (P'PP,P,) = 2,
és igy :
(PP'OP,) =(P'PP,0) = (P'PP\P,) (P'PP,0) =2.— 1= —2.
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sikjai és sugarai kozoétt e nyalabban fekvé barmely II. r. kip, vonat-
kozast, ugynevezett poldris vonatkozdast 1étesit: a tér pontjai és
sikjai kozotl a hyperboloid vonatkozast hoz létre, melyben minden
P poninakegy = sik,a P pontnak a hyperboloidva vonatkozé polaris-
sikja, és minden siknak egy pont, a siknak a hyperboloidra vonat-
kozé pélusa felel meg.

A tér pontjainak és sikjainak e vonatkozasat térbeli polaris
vonatkozéasnak vagy polaritasnak, a polaritas alapjan rendezett tért,
polaris-tévnek vagy polarisrvendszernek, végre azt a hyperboloidot,
mely a polaritdst létesiti, a polaris-tér vezeté- vagy rendifeliiletének
nevezziik.

Vegyiik tekintetbe a P pontnak egy hyperboloidhoz tartozd
érinté kupjat, tehat azt a II. r. kiipot, melynek alkotéi a P pontbdl
a hyperboloidhoz vezethets érintdk. A P ponton keresztiil mené g, sik
ezt az érintdkuipot két valds alkoté szerint, a hyperboloidot egy %,'9
kupszeletben metszi, melynek ama alkotok érint6i. Ebbdl kovetkezik,
hogy a P pontnak a k,'¥ -re vonatkoz6 polarisa, a P pontnak = pola-
rissikjaban van, és igy a P-n Keresztil mend és a 3, sikban
lev6 sugarak metszOpontjai a hyperboloiddal, (melyek tehat a
k,® -en vannak), a P ponttél és a = siktél harménikusan lesznek
elvilasztva,

Ha a g, egy mésik sik, mely a P-n keresztiil megy és a kupot
két valés alkotéban, a hyperboloidot egy &, kupszeletben metszi,
akkor a P-n keresztiil mend és a S, sikban fekv) sugarak metszo-
pontjai a hyperboloiddal, a P-t6l és =-t6l szintén harmoénikusan
vannak elvdlasztva, Ha végre a o, a n keresztill mend tetszés-
szerinti sik, mely ama kipot nem metszi valos alkotok szerint, akkor
a 9.5, €sa p,0, egyeneseknek metszGpontjai a hyperboloiddal a

%0l és =-t61 harménikusan vannak elvalasztva, tehat a (p,%)
egyenes szintén polarisa a P’ pontnak arra a kupszeletre vonat-
kozolag, melyet a p, sik a hyperboloidbél kimetsz. Ennélfogva
altalanosan :

Valamely P’ ponton keresz- | Ha valamely = siknak pont-
tiil mené sikok a hyperboloidot | jaibdl a hyperboloidhoz érints-
kupszeletek szerint metszik ; a ‘ kupokat fektetiink, akkora =
P pontnak e kupszeletekre vo- siknak e II. r. kupokra vonat-

natkoz6 poldrisai a P pontnak | kozé polarissugarai egymadst

a hyperboloidra vonatkozo6 po- egy pontban, a = siknak hyper-

larissikjaban fekiisznek. boloidra vonatkozo poélusaban,
metszik.

Nevezziik a P sik polarissikjanak egy pontjat R-nek. A PR

egyenesen keresztil mend sik a hyperboloidot oly kiipszeletben
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metszi, melyre nézve a PR pontpar kapcsolt polus, s ezért az R-nek
polarisa e kupszeletre vonatkozolag, tehat az R-nek polarissikja a
hyperboloidra vonatkozodlag, a P ponton megy at. E szerint :

A 7 sikban fekvé pontoknak | A P ponton keresztiil mené
polarissikjai a hyperboloidravo- ! sikoknak poélusai a hyperbo-
natkozolag, =-nek pélusan, P-n, | loidra vonatkozoélag, a P pont
mennek keresztiil, t polérissikjaban, =-ben, fekiisz-

| nek.

Ebbél az elébbi tétellel egybevetve kovetkezik :

Ha a P pontnak polarissikja a hyperboloidra vonatkozolag a
= sik, akkor a P nyalab sugarainak metsz&pontjai a hyperboloiddal,
valamint e metszépontok érintésikjai, a P ponttdl és a = siktdl har-
moénikusan vannak elvalasztva.

2. A P pontnak a hyperbo- A = siknak a hyperboloidra
loidra vonatkozé polarissikja- vonatkoz6 P polusan keresztiil
ban, =-ben, minden pontot és mend minden sikot és egyenest,
egyenest a P-hez kapcsolt po- a w-hez kKapcsolt polarissiknak,
lusnak, illetve kapcsolt polarls- illetve kapcsolt polarisnak ne-
nak neveziink. veziink.

Ha az S pont a P és R pontokhoz kapcsolt pdlus, tehat a P
és R pontok = és ¢ polarissikjainak g = =p metsz6vonaldban fekszik,

akkor az S-nek polarissikja 6, a PR pontokon, tehata PR=gq,
egyenesen megy keresztiil ; és forditva : a ¢, -en keresztiil mend sikok
polusai a g-ban fekiisznek. E szerint :

A hyperboloidra vonatkozoélag barmely egyenesen
fekvé pontoknak polarissikjai keresztiil mené sikoknak polu-
egymast egy egyenesben met- sai egy egyenesen fekiisznek.
szik.

Ily két egyenes, mely koziil barmelyik a masikon keresztiil mend
sikok pélusait tartja, egylittvéve polarisparnak, killon-killon pedig
az egyiket a masik poldrisanak nevezziik igy a hyperboloidra vonat-
kozoélag, mint a hyperboloidtél meghatarozott polarisrendszerben.
A polarisrendszerben ~* polarispar van, mert minden egyenesnek
van egy polarisa, mely véle egy part alkot.

Ha a g és g, egyenes polarispar a H® hyperboloidra vonatko-
zolag és a g a hyperboloidot a (g,%,), (¢,,) pontokban metszi, akkor
e pontcknak érint6sikjai [g,7%,], [g5/%,], mint ama metsz6pontoknak
polarissikjai, a ¢, egyenesen mennek Keresztiil. Ez a ¢, egyenes a
hyperboloidot tehat szintén metszi a (¢,%,), (£.%,) valés pontokban,
melyeknek érintSsikjai [¢,/4,], [g:7,] a g-ban taldlkoznak. Ha g és g,
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polarispar koziil a g egyenes a hyperboloid [g,%,] érintésikjaban van
és a (g,h,) érint6ponton megy keresztiil, akkor annak polarisa g,
szintén keresztiil megy a (g,%,) ponton és a [g,h,] sikban fekszik;
s mert a ¢, egyenes benne vana g barmely pontjanak polarissik-
jaban, azért a g,, &, alkotok a g, ¢,-t6l harmonikusan vannak elva-
lasztva. Ha végre a g egyenes ebben a (g4, ] érintGsikban a g, I,
egyenesek egyikével egyestil, akkor a ¢, is egy eslil ugyanazzal az
egyenessel.

Konnyen belathato, hogy két egymast metszé g, 7 egyenesnek
gy, 7, polarisai is metszik egymast, mert a [g7] siknak pélusa, a
g,-ben és az #,-ben fekvé pont. Mindazokat az », egyeneseket.
melyek a ¢ egyenes polarisat, ¢,-et, metszik, a g-hoz kapcsolt pold-
risnak nevezziik, Az egyenes kapcsolt poldrisainak szdma o<®.
A siksor sikjainak pélusai a
pontsor polarissikjai a hyper- hyrerboloidra vonatkozoblag a
boloidra vonatkozdlag a pont- ' siksorral involucziés fekvési
sorral involuczios fekvést sik- | pontsort képeznek.
|

Valamely ¢ egyenesen fekvé

sort képeznek, melynek tenge-
lye ¢,, a g-nak polarisa.

Ugyanis a g-n keresztiil fektetett = sik a hyperboloidot egy %
kupszeletben, a ¢ pontsor polarissikjait pedig e pontsornak a & -re
vonatkozo poldrisaiban metszi, melyek a pontsorral involucziés fek-
vésl sugarsort képeznek.

A hyperboloidra vonatkozolag az (4, ) sugarsor sugarainak
polarisai, a sorral projektiv (B, «) sugéarsort képeznek, melynek B
kozéppontja és « sikja, ama (4, () sor ? sikjanak polusa és 4 kozép-
pontjanak polarissikja.

Ugyanis az a pontsor, melyben az (4, ) sugarsor az af=gq
egyenest metszi, projektiv pontjai polarissikjainak soraval, és igy
egyszersmind azzal a (B, «) sugarsorral, melyben az « sik azt a sik-
sort metszi.

A hyperboloidra vonatkozdlag a kupszelet pontjainak polaris-
sikjai II. o. siksort, és egy sugarsereg (vagy Il. o. sugarsor) sugarai-
nak poldrisai szintén sugarsereget (illetve II. r, kipot) képeznek,

Tekintsiik a kupszeletet két projektiv sugarsor képzédményé-
nek. E sorok polarisai kozds kozéppontu és projektiv sugarsorok
lesznek, melyeknek képzddménye II. o. siksor. Ha pedig a sugar-
sereget két projektiv pontsor képz&dményének tekintjiik, akkor e
két pontsor polarissikjainak képz6dménye, mely szintén sugarsereg,
a felvett sugarsereg polarisaibol all.
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Konnyen belathatd, hogy négy hyperboloidikus fekvési egye-
nesnek a hyperboloidra vonatkozé polarisai szintén hyperbolikus
fekvéstiek.

3. A hyperboloidra vonatkozélag valamely egyenesen

fekvé kapcsolt pélusok a hy- | Kkeresztiil men6 Kkapcsolt pola-

perboloid tetszdleges alkot6ja- ( rissikok a hyperboloid barmely

bél ugyanazzal az involucziés | alkot6jat ugyanabban az invo-

siksorral projiczialtatnak, mint lucziés pontsorban metszik,

az egyenes polarisan fekvo kap- mint az egyenes polarisan ke-

csolt pdlusok. | resztiil mené kapcsolt polaris-
| sikok.

Ugyanis (a jobboldalon 4ll6 tételre gondolva), ha az » egyenes
a hyperboloid egy tetszéleges polarisparjat, g és g,-et, és egy ¢ alko-
téjat metszi, akkor az »-nek polarisa », szintén metszeni fogja a
¢, q; és g-t. Ennélfogva a [gr] és [qr,] kapcsolt polérissikok a ¢
alkotét ugyanabban a pontparban metszik, mint a [g,7] és [g,7,]
kapcsolt polarissikok. Es ha a ¢, g,. és g egyenesek szel6jét, 7-t, val-
toztatjuk, azt latjuk, hogy a g-n s a ¢g,-en keresztiil mend dsszes kap-
csolt polérissikparok a g-t ugyanazokban a pontpiarokban metszik.

Ha a ¢ és ¢, a hyperboloidnak oly polarisparja, mely egymast
nem metszi, akkor a hyperboloidon fekvd barmelyik sugarseregben
azok a sugarak, melyek a g, ¢,-et harmdnikusan elvalasztjak, invo-
luczidésan vannak parositva, s mint ilyenek egy involuczios sugdr-
sereget képeznek. A szerint, a mint a g-nak, és igy egyszersmind a
g,-nek, metszépontjai a hyperboloiddal valésak vagy képzetesek:
a  hyperboloidon meghatarozott mindkét involuczids sugarsereg
hyperbolikus, illetve elliptikus.

Ugyanis azok a pontok, melyek a hyperboloid egy ¢; alkot6ja-
nak pontjait a ¢, ¢,-t6l harmoénikusan elvalasztjak egyrészt a hyper-
boloidon, masrészt egy egyenesen fekiisznek, mely a gi-t nem metszi;
ennélfogva ez utdbbi egyenes a ¢ sugarseregnek egy sugara g;.
A g-n keresztiil mend tetszdleges sik a hyperboloidot a %2 Kkup-
szeletben, a ¢,-et a ) pontban metszi, mely a g-nak a 2® -re vonat-
koz6 polusa. A [g] sikban a @-n keresztil mend sugarak a k® -t
involuczids pontsorban metszik, melynek tarspontjaia g, g, egyene-
" sekt6]l harmoénikusan vannak elvélasztva ; a hyperboloidnak e tars-
pontokon keresztiil mené alkotéi, akarmelyik rendszerhez tartozza-
nak azok, a ¢ és ¢,-t6l szinten harmoénikusan lesznek elvalasztva.
Abban az esetben, a mid6n a ¢ egyenes a hyperboloidot, és igy a 2@
kupszeletet is, valos pontokban metszi, a #%-n meghatarozott involu-
czi6s pontsor és ezzel egyszersmind a hyperboloidon levé két involu-
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czibés sugéarsereg hyperbolikus természetl. E sugérseregeknek két
par kettéssugara egy tetraedernek két par szemben fekvd élpdrja,
melynek harmadik szemben fekvé élparja a gq,.

Ha a [Qqg| sik helyett a g-n Kkeresztlil mas sikot fektetlink,
akkor 2@ kupszelet ugyan valtozni fog, de a két involuczids sugar-
seregnek minden tarssugarpérja ugyanaz marad, mert pl. a gi-t a
q, q,-t61 ¢sak egy sugar g’; valasztja el harménikusan. EbbSl még az is
kovetkezik, hogy ha a g és ¢,-t6l az el6bbiek szerint meghatarozott
involucziés sugarseregeknek tarssugarai gig’;, hilt's, akkor a (gil),
(g'ih's), valamint a (g:h's), (¢'ihi) pontparok 0sszekotd egyenesei a gq,
egyeneseket metszeni fogjak. —

Fliggetleniil a polarispart6l, mint mar el6bb (9. §. 4.) lattuk, tgy
parosithatjuk egy sugérsereg sugarait involucziésan, hogy vagy a
timasztd sugarseregnek egyik sugardn egy involucziés pontsort
vesziink fel ; ennek tarspontjain keresztiil mend sugarpéarok azadott
sugarseregben mar egy involucziés sugarsereget képeznek, Vagy
pedig az adott sugérsereget egy sikkal kupszelet szerint metsziik és
ezen egy involucziés pontsort vesziink fel; ennek tarspontjain
keresztiil mend sugarak az adott seregben mar involucziésan vannak
parositva. A kupszeleten felvett involucziés pontsor involucziés ten-
gelye, s annak a sugarsereget tarté hyperboloidra vonatkozé polarisa,
harménikusan vélasztja el a szerkesztett sugdrsereg tarssugarait.

Ha a hyperboloid két sugarseregének sugarai involuczidsan
vannak parositva és mindkét involuczié hyperbolikus, vagy elliptikus,
akkor ezek a hyperboloidra vonatkozoélag egy polarispart, gg,-et,
hataroznak meg, mely a két involucziés sugarsereg tarssugarait
harménikusan vélasztja el. ‘

A midén ugyanis mindkét involuczié hyperbolikus, a ¢g, annak
a tetraedernek harmadik szemben fekv( élparja, melynek masik két
élparjat ama involuczids sugarseregek kettssugarai képezik.

A midén mindkét involuczidés sugarsereg elliptikus természet,
vegylink fel mindkett6ben két par tarssugarat g,g°,, g,9,=t és h ',
hyh'y-6t, melyek egymast harmoénikusan elvalasztjak (Proj. G. E. 54.).
A (g hy) (g'11') (g5h,) pontokon keresztlil mend sik a hyperboloidot
egy k2 kupszeletben, a sugarseregeket, a k® -n fekvd involucziékban
metszi. Ezekben a (g,/,), (g',/i,) tarspontokat a (g,k,)-t6], a ¢';- és
I'y-ben fekvé pont valasztja el, tehat a ¢’,h', egymast szintén a £*-n
metszi, s mert a két involucziénak két tarspontparja (g,%,) (¢'\h')),
(8uhs) (g'50',) kozos, azért azok csak egy involucziét képeznek a
k®-6n; ennek involuczids tengelye ¢, és g-nak polarisa g,, a két
involuczids sugarseregtél meghatarozott polarispar,
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Ha a hyperboloidon a két sugarsereg koziil egyiknek sugarai
hyperbolikus, a mésikénak sugarai elliptikus involucziét képeznek,
akkor az a polarispar, mely mindkét involucziénak tarssugarait
harmoénikusan valasztja el, 1I. faju képzetes egyenes. —

Egy elliptikus involuczios sugéarseregben mindig van egy tars-
sugarpar, mely a sugarsereget tarté hyperboloidnak egy gg, polaris-
parjat, mely nem metsz6 egyenespar, harménikusan viélasztja el.
Ugyanis azok a sugarparok az adott sugarseregben, melyek a g¢,-et
harmoénikusan vélasztjak el, egy Uj invoiuczidés sugarsereget képez-
nek. Ennek pedig az adott elliptikus sugarsereggel mindig van egy
(vagy ') kozos tarssugarpdarja, mely mar a Keresett sugarpar lesz.

4. Egy oly tetraedert, melynek mindegyik lapja a szemben
fekvé csucsnak poldrissikja, és igy mindegyik éle, a szemben fekvé
élnek polarisa valamely hyperboloidra vonatkozoélag, a hyperboloid,
valamint a t6le meghatarozott poléarisrendszer, polaristetracderének
nevezzik,

A polaristetraederek szama a hyperboloidtél meghatarozott
polarisrendszerben ~°; mert a polaristetraeder egyik csucsat tetszés-
szerint valaszthatjuk a térben; annak tobbi hdrom csicsa egy
tetszésszerinti polarisharomszognek szogpontja arra a kupszeletre
vonatkozélag, mely szerint a felvett pont polarissikja a hyperboloidot
metszi. A hyperboloid polaristetraedere tehat oly tulajdonsagu, hogy
mindegyik

lapjaban fekvé harom éle, po- | cstcsabol kisugarzé haromél,
larisharomsz6g arra a Kkup- polarishdaromél arra a Kkupra
szeletre vonatkozolag, melyben vonatkozoélag, melynek alkotoi
ama lap a hyperboloidot metszi. ama csticsbol a hyperboloidhoz

| huzhato érintok.

A polaristetraeder egyik lapjaban fekvd élek koziil ketté a
hyperboloidot valés, a harmadik képzetes pontparban metszi; az
ezekkel szemben fekvd élek, mint amazoknak polarisai, szintén ily
tulajdonsaguak.

Ha az ABCD tetraedernek két szemben fekvé élpdrja AB, CD;
AC, BD polarispar egy hyperboloidra vonatkozoélag, akkor a har-
madik élpar AD, BC (mert az A és D pontnak polarissikja BCD,
illetve ABC is az lesz, és a tetraeder poléristetraedere a hyper-
boloidnak. —

»Minden tetraedernek altalanos tulajdonsaga, hogy ama pont-
négyes, mely szerint valamely egyenes annak lapjait metszi, projek-
tiv ama siknégyessel, mely a felvett egyenesbdl ama lapokkal szem-
ben fekvé cstcsokat projiczidlja.“ (STAUDT.)
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Messe (19. abra)a p egyenes az ABCD tetraeder ilyképen felirt
csucsaival szemben fekvé lapjait az 4, B, C, D, pontokban és nevez-
ziik az 4,1, O, pontok projekczi6it a ) pontbél a szemben fekvs
lapra A,B,C,nek, a D,C és 4B egyenesek metszGpontjat F-nek.

p(4,B,C, D)) )\ (4,B,C,D,) \ (BAC,F) \D, (BAC,C) \p [BAC,C]
mert a két els6 négyes a D-re, a kovetkez§ kett6 a C pontra perspek-
tiv; amde a[pGC,)] és [pD] sik ugyanegy, tehat

p (4,B,0,D,) A\ p [BADC| 7\ p [ABCD),

E tétel segélyével kimutathato, hogy :
A hypertoloid polaristetraederének

csticsait valamely egyenesbdl lapjait valamely egyenes és
és annak a hyperboloidra vonat- annak a hyperboloidra vonat-
koz6 polarisabol projiczialo sik- koz6 poléarisa projektiv pont-
négyesek projektivek. négyesekben metszi.

Ugyanis ha ABCD egy polaristetraeder, és a g-nak polarisa ¢,
akkor az [Ag| siknak pélusa a BCD siknak és a ¢, egyenesnek met-
e sz6pontja, tehat a g [ABCD)

siknégyes projektiv azzal a
pontnégyessel, melyben a g,
az A, B, O, D-vel szem-
ben fekvé lapokat metszi,
N\ és igy az el6bbi tétel alap-
A 1 jan a ¢,[ABCD] siknégyessel
is. — Minthogy ¢[4BCD)

N\ 4,[ABCD),azért a megfelelS

19. dbra. sikok metsz&vonalai a gg,-gyel

egylitt egy hyperboloidonvagy

IL r. kipon fekiisznek a szerint, a mint a gg, egyenesek egymast
metszik vagy nem metszik. Tehat: egy hyperboloid polaristetraederé-
nek négy cslcsa és egy tetszésszerinti polarispar vagy egy hyper-
boloidon vagy II. r. kipon fekszik. Ezt még ekképen is kifejezhetjiik:

A hyperboloid barmelyik polaristetraederének csucsaibol egy
polérisparjahoz vezetett szel6k hyperboloidikus fekvéstek.

5.%) A hyperboloid polaristetraederének 4 éle a hyperboloidot
nyolcz valés pontban, a mésik két éle négy képzetes pontban metszi ;
a valos pontokon keresztiil mené alkotok az egyik és a masik rend-
szerben harmoénikus négyeseket képeznek.

l_]

*) E §-nak hdtra levd része a konyv els6 olvasasanil kihagyhato.
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Ugyanis az 4,4,A;4, polaristetraedernek A4,4,4, lapja a
hyperboloidot kupszeletben metszi, melyre nézve az 4, 4,4, harom-
szog polarisharomszog. Ha tehat ennek A, 4,, 4,4, oldalai a kup-
szeletet valos pontparokban metszik, akkor ezek a pontparok, és igy
a rajtuk keresztlll mend és barmelyik rendszerhez tartozé alkoto-
parok, harménikusan vannak elvélasztva. Amde ezek az alkot6-
parok a poldristetraedernek az 4,4, A,A;-mal szemben fekvd
Az A4,, A, A, éleit is metszik, mert ezek amazoknak polarisai a hyper-
boloidra vonatkozdlag.

A hyperboloid barmely alkotdja a hyperboloid minden polaris-
tetraederének négy lapjat négy pontban metszi; e metszépontok
kozil az a két par van egymastél elvalasztva, mely a polaris-
tetraedernek a hyperboloidot (valés pontban) nem metsz6 éleiben
taldlkozé lapparokon nyugszik. (Kovetkezménye a 3. pontban levd
tételeknek.)

,Haa g, a hyperboloidnak egy tetszésszerinti alkotdja, akkor a
hyperboloidnak harom ugyanahoz a rendszerhez tartozé g,g,¢, alko-
téja a g,-et a hyperboloid valamely polaristetraederének szemben
fekvo élparjaitél, és a masik rendszerhez tartozé n,hyhih, alkotéja
a g -et, valamint a g,¢.¢,-t, ama tetraeder csucspontjaitél és az
azokkal szemben fekvd lapjaitdl, harmoénikusan vélasztja el.
A 9.8.8:8,, hyhyhyh, alkotoknak 16 metszOpontja a poldristetraeder
lapjaiban fekszik, és ezért a polaristetraeder lapjai ama nyolcz alkotét
oly pontnégyesekben metszik, melyek egymaéssal és a négy ¢, vala-
mint a négy 7 alkotéval projektivek.“ :

A hyperboloid a felvett 4, 4,44, = a,2,2,2, polaristetraeder
egyik lapjat, pl. az «, = A,4,4,-et, a k® kupszeletben a felvett g,
alkotdt pedig az «, lap a k®-nek K, pontjaban metszi. Ha a K,
pontnak projekczi6i az 4,4,4, haromszog igy felirt szégpontjaibol
a k®-re: K,K,K,, tehat a K, K, K, K, négyszognek atlosharomszoge
az A,A;A,, akkor a hyperboloidnak a K, K,K,;K, pontokon keresz-
til mend g,9,8:8,, I i,hih, alkotdéi mar a tételben emlitettek,

Ugyanis g,, a h h,hyh, alkotOkat az o x,2,2, tetraederlapokban
metszi, mert pl.az 4; a |g k| sikban van, és a poldristetraeder tulaj-
donsaga folytin a g,%; alkotok az A; ponttél és az «; lapt6l har-

“moénikusan vannak elvalasztva, tehata (¢ /%;) pont az «; sikban lesz.

Ebbdl kovetkezik, hogy
&y (goymyoty) Nlhohshy N\ k2 (K Ky K KL) N 8185858,
De ez utobbi alkotok barmelyike a ik, h, alkotékat a polaris-

tetraeder lapjaiban metszi, mert ezek a / alkotok megfelel6leg a

Klug : Projektiv Geometria. 8
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& (2a2y,) N\ o (g% 2,%5) N & (22297,) N\ &y (2423%4%,) projektiv
pontnégyesek pontjain mennek keresztiil.

Hogy végre a felirt négy ¢ és négy & alkotok koziil barmely
kett$ a polaristetraeder egy szemben fekvd élparjatél harménikusan
van elvalasztva, onnan kovetkezik, hogy a poldristetraedernek min-
den szemben fekvé élparja a hyperboloid polérisparja, és a K, K,K, K,
négyoldalnak barmely oldala két szemben fekvs élpirt és két g
(vagy két ) alkotot metsz, és a Kimetszett pontparok harmoniku-
san vannak elvilasztva.

Ha a hyperboloidon négy ugyanegy rendszerhez tartozé alkoto
van adva, akkor =* szamu oly poléristetraedert lehet talalni, mely-
nek lapjai azokat az alkotokat projektiv pontnégyesekben metszik.

Ugyanis a kivént poldristetraedernek egyik lapjat (vagy egyik
csucsit) tetszésszerint vehetjilk fel. A négy alkoté metszbpontjai e
lappal egy négyszognek szogpontjai, melynek atloshdromszige mar
a keresett polaristetraedernek egyik hatarlé lapja; e lapnak pélusaa
poldristetraedernek hidnyzé negyedik szégpontja.

6. Valamely haromszdg oldalainak polarisai a hyperboloidra
vonatkozolag egy haromélnek élei; a haromszog oldalai a veliik
szemben fekvd szogpontok poldrissikjait ugyanegy g egyenes
harom pontjaban metszik, s a haromszog szigpontjainak osszekoto
sikjai a szemben fekvé oldalak polérisaival egy ¢, egyenesen mennek
keresztiil, mely a g-nak a hyperboloidra vonatkoz6 polarisa.

Ugyanis a felvett haromszog sikja a hyperboloidot egy kup-
szeletben, a haromél lapjait egy haromszogben metszi, mely az
elébbi haromszognek polaris dbraja a kipszeletre vonatkozolag. lly
két haromszdg azonban perspektiv (Projek. G. E. 97. és 98. oldal);
a kollineaczio-tengely a g egyenes ; a kollineaczi6-kozéppont pedig
g-nak polusa a kiipszeletre vonatkozolag. Minthogy g, ezen péluson
és az el6bbi siknak a hyperboloidra vonatkozo pélusan megy keresz-
tiil, a gq, polarispar a hyperboloidra nézve. —

Valamely A tetraeder 4,4,4,4, csicsainak ¥ (%64, polaris-
sikjai, és =,%,7,%, lapjainak B, B, B, B, polusai a H® hyperboloidra
vonatkozolag ugyanegy I’ tetraedernek lapjai, illetve csucsai; az AB
tetraedereknek, 4;B; csucsait 6sszektd egyenesek, valamint az «/%
lapjainak metszGvonalai, hyperboloidikus fekvéstek.

A tétel elso része egészen vilagos. A masodikra vonatkozélag
az A tetraeder hdrom csucsanak, A,4,A,-nak, polarissikjai egy
B(B,B,B,) hiromélnek lapjai, tehiat az elGbbi tétel szerint az
A,B\B,, A,B,B,, A,B,B, sikok egy d, egyenesen mennek keresz-
til, mely az 4, B,. A,B,, 4,B,, A B, egyeneseket metszi. Ugyanigy
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lehet, ha az A tetraedernek més harom csucsabdl indulunk ki, a
B, B, B, pontokon keresztiil men§ harom- oly egyenest, d,d,d;-mat
talalni, mely a tételben jelzett AiDB; egyeneseket metszi, tehat ezek
az A, By, 4,B,, A;B,, 4,B, egyenesek hyperboloidikus fekvésiek.
Ha végre meggondoljuk, hogy az A;B; egyeneseknek polarisai az
25 egyenesek, és amazok d; szelbinek polarisai az «:%; egyenese-
ket metszik, ugy a tétel utolsé része is igazolva van.

A tételben jelzett kétszer négy egyenes A;B; és o;%; azonban
egyszeriibb kolcsonos helyzettel bir, s igy a rajtuk keresztlil mend
hyperboloid elkorcsosul, ha az eredeti A tetraeder kiilonos hely-
zet(i a hyperboloid iranyaban :

Es pedig :

a)Ha az A= A,4,4;4, tetraedernek egy élparja, pl. az 4, 4.,,
A, A, kapesolt polaris a hyperboloidra nézve, tehat 4, 4,-nek pola-
risa, B, B,, metszi az A;A,-et, és B,B, metszi az 4, A4,-t. Ekkor
ugyanis az A4, B,, A,B, és az A,B,, A, B, egyenesek egy-egy pont-
ban talalkoznak, melyeknek Osszek6té6 egyenese egyszersmind az
A,A,B,B,, A;A,B,B, sikoknak metszévonala, mert csak az ilyen
helyzetben lehet a négy A:DB; egyeneshez ketténél tobb metsz6-
egyenest huzni. Az A;B; egyenesek ekkor kétszogos sugarvakat
képeznek, és ugyanily helyzetliek az x,3; sikparok metsz6vonalai is.
Ha egy oly tetraedert akarunk szerkeszteni, melynek 4,4, 4,4,
élei kapesolt polarisok, akkor annak harom csucsat, pl. az 4,4, 4;-at,
tetszésszerint valasztjuk ; a negyediket, A -et, pedig abban a sik-
ban vessziik fel, mely az 4; pontot az 4,4, oldalnak polarisaval
Osszekoti. Ebbdl a szerkesztésbdl 1athatd, mert az "4, 4,4, pontok
tetszésszerint, az 4, pont pedig egy sikban veheté fel, hogy az ily
tetraederek szama ocll,

b) Ha az A tetraedernek két par szemben fekvs éle kapcsolt
polaris, akkor az 4;B; egyenesek koziil az el6bbi 4,5, 4,B,;
A,B,;, A,B,-en kiviil még mas két par is metszi egymast, tehat mind
a négy egy ponton megy keresztiil. Ez esetben az A tetraedernek
mind a harom szemben fekv élparja kapcsolt polaris és igy mond-
hatjuk :

Ha egy hyperboloidra vonatkozélag egy tetraedernek két par
szemben fekvd éle kapcsolt polaris, akkor a harmadik szemben
fekvd élparja is az lesz.

Ha egy oly tetraedert akarunk szerkeszteni, melynek szemben
fekvé élparjai kapcsolt polarisok, akkor annak harom csucsat
A,4,4,-at tetszésszerint vehetjlik fel és megszerkeszthetjiik azt a
D,(B,B,B,) haromélt, melynek élei az 4,4,4, haromszog oldalai-

S*
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nak polarisai, Az A, 4,4, csicsoknak Osszekdtd sikjai a szemben
fekvo oldalak polarisaival egymast egy g egyenesben metszik, mely-
nek tetszésszerinti A, pontja képezi a keresett A, 4,4.4, tetraeder-
nek negyedik csucsat.

Ugyanis az A, A,, A, A, A4, tetraederélek a szemben fekvo
A A, A4, A A, éleknek B B, B,B, B,B, polarisait metszik,
tehat az A, 4,, A, A,, A, A, éleknek B, B, B.B, B,B, polirisai is
metszeni fogjak az 4,4, A,A,, A A, éleket az A, B, = g egye-
nesnek ¢, poldrisan, és ezért az A, B,, A,B,, A,B, egyenesek a ¢
egyenesnek egy O pontjain mennek keresztiil. Ez az O pont az
A, A,4,4,, B B,B;B, perspektiv tetraederek Kkollineaczié-kozép-
pontja; az O-nak a g,-en keresztill mend poldrissikja pedig a kolli-
nedcziésik w. Az AiB; egyenesek ekkor pontbeli sugarak, mert az
O-n mennek keresztill, az 2;3; egyenesek pedig sikbeli sugarak,
mert az w sikban fekiisznek.

1% szdmu oly tetraeder van, melynek szemben fekvs élei
kapcsolt polarisok valamely hyperboloidra vonatkozolag.

7. Vizsgaljuk meg mikép helyezkednek el a hyperboloidnak
polarisparjai a térben.

Jeloljiik g-vel a H® hyperboloidnak valamely alkotéjat, tovabba
qq*-sel,a H® -nek egy olyan polarisparjat, mely nem metszi a H®-it.

\ Minthogy a gg‘ és g egyenesek minden #; szelGjének polarisa
»i szintén szelGje a g¢’ és g-nek, és az rp’; polarisparok a g-n
fekv6 kapcsolt pélusokon mennek Kkeresztill, azért a gq’ és g-t
metszd »'; polarisparok egy elliptikus involucziés sugérsereget
alkotnak, melynek tartéja az S® hyperboloid. '

Az ri'; sugarséreg minden g; szelGjének poldrisa, ¢’ szin-
tén szelGje e sugarseregnek, tehat, g¢,¢'; polarisparok szintén involu-
czibs sugarsereget alkotnak az S™ hyperboloidon; ennek egyik
tarssugarpéarja a felvett gq’, egyik kettossugara a g, a masik kettds-
sugara pedig a FI®-nek az a g’ alkotdja, mely a g-t a gg'-tdl har-
monikusan vélasztja el

A H®-nek »a; polarisparja a H -6t a gg' alkotokon és a
H® -nek masik rendszeréhez tartozo ;s alkotéin metszi Ugy, hogy
ez az »ir'; polarispar a I fekvé ghig'h’'; négyszognek atloparja.
Masrészt e hilt'; alkotopér polarisparja az S -nek, mert atloparja az
S®-n fekvo grig'r'; négyszognek.

Az S®-n az rp’; sugarparokbdl 4ll6 elliptikus involucziés
sugdrsereg a g-t egy involuczis pontsorban taldlja ; tehat az S¥-nek
hil'; polarisparjai a H ®-n egy elliptikus involuczids sugéarsereget
alkotnak. Ennek két Il faju kapcsolt-képzetes kettGssugara %,
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egyszersmind kettGssugara a 7;7’; sugéarseregnek az S®-n gy, hogy
a H® ésS @ hyperboloidok egymast a gg’7k négyszogben metszik,
és e négyszognek keét atloja, mely szintén II. faju kapcsolt-képzetes
egyenes, polarispar mindkét hyperboloidra vonatkozolag.

A H® masik sugarseregének sugarai szintén oly involuczids
sereget képeznek, melynek gig’i tarssugarai polarisparok az S ®-re
vonatkozolag, és ennek az involuczids sugarseregnek kettGssugara
a gg' valos alkotok lesznek.

E szerint:

Ha a H® hyperboloid egyik (valés) alkotéjan g-n, és egyik
(valés) polarisparjan qq'-on, mely a H -6t nem metszi, hyper-
boloidot fektetiink kevesztiil, akkor ez a hyperboloid S® |, a H®-6t a
g-n kiviil még egy g' alkotéban, és a mdsik sugdrsereghez tartozé
két I1. faji kapcsolt-képzetes alkotoban, jk-ban, metszi.

A gg'jk négyszog oldalain kevesztiil mend H @ és S® hyper-
boloidok helyzete olyan, hogy barmelyik hyperboloidon azok az alkoto-
parok, melyek a gg' (valds) vagy a jk képzetes alkotokat havmoniku-
san valasztjak el,s mint ilyenek involuczics sugarsevegeket képeznek,
polarisparok a mdasik hyperboloidra vonatkozdlag.

Ha a H ® hyperboloid és a gq' polarispar, mely azt nem metszi
valés pontokban, adva van, akkor ezzel a jk kapcsolt képzetes egye-
nespar is meg van adva, mert ez, a gq*‘ polarisparnak és H® hyper-
boloidnak négy képzetes metszépontjan megy keresztiil és a H®
hyperboloidnak egyik vagy masik sugérseregéhez tartozik.

Ha tehat a g¢* polarisparon és a H® hyperboloid g sugar-
seregének egyes sugarain keresztiil S® hyperboloidokat fektetiink,
akkor ez a oc! szamu S® hyperboloid a g¢‘jk négyszog oldalain megy
at és a H®-t a jk-n kiviil a g sugarseregnek azokban a sugarpér-
jaiban metszi, melyek a gg¢’-t6l és a gq‘jk négyszognek j*k* atl6itol
harménikusan vannak elvélasztva. Ezek a gg¢’ sugarparok a I1®-n
egy elliptikus involucziés sugarsereget képeznek, melynek kettos-
sugarai 7*&*. Ep igy, ha a gq¢’ polarisparon és a H® hyperboloid %
sugarseregének egyes sugarain S® hyperboloidokat fektetiink
keresztiil, akkor ez a ! szamu S® hyperboloid a ¢q'/*k* négyszog
oldalain megy at és a -t a jk-n kiviil a /» sugarseregnek azokban
a sugarparjaiban ~ metszi, melyek a gg¢’~tdl és a qq's*k* négyszog jk
4tl6it6] harmoénikusan vannak elvalasztva., Ezek a hh' sugarparok a
H®@.n egy elliptikus involucziés sugarsereget képeznek, melynek
kettGssugarai jk.

Legyen most az »7 olyan polarisparja a H®-nek, mely azt, a
gg' és hh' (valés) alkotékon metszi, tovabba legyen a g, és igy annak
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¢’ polarisa, szelGje az 77'-nek. A g¢'gq’ egyeneseken mar az elGbbi
tulajdonsaggal bir6 S® hyperboloid megy Kkeresztiil; ezen rajta
van a felvett »»’ polarispar is. Ha a ¢-t az (7g) ponton és a ¢’ egye-
nesen keresztiil mend sikban az (»g) pont koriil forgatjuk, akkor
minden Uj helyzetében oly g egyenest nyeriink, mely polarisaval
g'-sel egyiitt metszi a felvett ## polarispart, és mindezek a gg' pola-
risparok a gg’ alkotoparral meghataroznak egy S® hyperboloidot.
E szerint a H® hyperboloidot metszé ##' poldrisparon és a gg
alkotokon, tehat az 77'gg’ négyszogon, Ugyszintén az 7' polaris-
paron és a hh' alkotokon, tehat az »»hih' négyszogon, ' oly S®
hyperboloid megy keresztiil, melyen a H(*-re vonatkozélag polaris-
parok vannak.

Ha végre az r egyenes érinti a //® hyperboloidot a (g/) pont-
ban, tehét az » és annak polarisa 7, a (¢h) ponton megy keresztiil és
ennek [gh]| érintésikjdban van, akkor ama S @ hyperboloidok,
melyek az »»' metsz6 poldrisparokat tartjak, sikparokka fajulnak el.
E sikparoknak egyik sikja mindig a [g%] sik, a masik pedig vagy az
7-n, vagy a 7'-0n megy keresztil,

Ez ut6ébbi eredményeket egybefoglalva mondhatjuk :

Minden q egyenesen és annak a H® hyperboloidva vonatkozé
q' polarisan ~* oly S® hyperboloid megy keresztiil, melynek minden
alkotéjahoz a H®-ve vonatkozo polarisa szintén az S®-n van. Hzek
az S® hyperboloidok két vészre oszlanak, melyek egy-egy négyszog
oldalain mennek at; mindkét négyszignek egy pdr szemben fekvo
oldala a qq’, a masik szemben fekvé oldalparja pedig a H®-nek az
egyik és masik vemdszevhez tarvtozé az a két alkotéja, mely a qq,
polarispdrt metszi. Ez a két négyszog valés, vagy részben képzetes, vagy
végre elkovcsosulva egybeesik, a szerint, a mint a qq' polarvispar a
H®-6t valés vagy képzetes pontokban wmetszi, vagy végre érinti-
Ez utobbi esetben az S® hyperboloidok sikparokkd kovcsosulnak el.

Ezt még kovetkezGkép is kifejezhetjiik : '

Minden hyperboloidnak egy polarisparjahoz o* poldrispar szer-
keszthet6, mely amavval hyperboloidikus fekvésii. Mindezeka hyperbo-
loidikus fekvésii poldrisparok ' hyperboloidon vannak, és azokon
involuczids sugarseregeket képeznek ; e sugarseregeknek vezets sevegei
szinten polarisparokbol dllanak és e polarvispdrok ezekben a sugdr-
Sevegekben szintén involuczids sevegeket alkotnak.

A H® hyperboloidnak o* polarispirja ~* hyperboloidon,
S@-n, van, és ezeknek mindegyikén involuczids sugdrsereget képez;
ezek az S® hyperboloidok a H®-6t alkotdparokban metszik. Minden
egyenesen o', a tér minden pontjan, valamint a HP-nek minden
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alkotéjan o*, végre a H@-nek két ugyanegy rvendszerher tartozé
alkotéjan ~* ily 8@ hyperboloid megy kervesztiil.

Lattuk ugyanis, hogy minden polarisparon ! szamu S@
hyperboloid megy keresztiil és minden S®-n cc! polarispar van.
Ebbél kovetkezik, hogy az S@ hyperboloidok szdma ugyanannyi,
mint a polarisparok szama, azaz : o*,

Egy sugédrnyaldbnak minden sugaran és annak polarisan ool
szamu S @ hyperboloid vonul keresztiil ; ezért a sugarnyalab kozép-
pontjan, azaz egy tetszésszerinti F° ponton, keresztiil mené S®@
hyperboloidok szama =*. Ha ez a P pont a H® hyperboloid g és &
alkotdjanak (gh) metsz6pontjadban van, akkor e P nyalab minden
sugaran atmend S tartalmazza a H ®-nek ¢ vagy % alkotdjat is ;
tehat «* oly S® hyperboloid van, mely a H®-nek g vagy & alkotdjan
megy Kkeresztiil. Ha végre a H® hyperboloid egy g alkot6janak
valamely pontjat egy masik g' alkotéjanak pontjaival Osszekotjiik,
akkor az 6sszekotd egyenesnek mindegyikén oo! S® hyperboloid
megy keresztiil, mely a gg' alkotopart tartalmazza. Ezért a gg' alkoté-
paron keresztiil men6 S® hyperboloidok szaima <2,

12. §. A hyperboloid f6sikjai és tengelyei.

1. Ugy mikép a II. r. kip, a hyperboloid is bizonyos egyenesek
és sikokra vonatkozoélag symmetrikus fekvésl ; ezeknek folkeresése
és a hyperboloidhoz valé helyzeti viszonyanak megéllapitdsa képezi
a kovetkezGknek targyat.

Legyen a H® hyperboloid a &N, alkotékkal megadva.
A végtelen tavol fekvé sik ¢, ezeket a k,h,h, alkotokat hArom vég-
telen tavol fekvo pontbah metszi, melyek vagy ugyanegy egyenesen,
2.-en, fekiisznek és ekkor az ¢ érintsikja a hyperboloidnak,
vagy pedig a k,h,h, egyeneseknek végtelen tdvol levé poutjai nin-
csenek ugyanegy egyenesen, és ekkor az ¢ sik nem érinti, hanem
egy k2 kupszelet szerint metszi a hyperboloidot. Az els6 esetben,
a midoén hhyh,, és igy valamennyi a . rendszerhez tartozé alkotd
végtelen tavol levs pontja a g, egyenesen van, tehat ugy a felvett
harom, mint minden e rendszerhez tartozé % alkot6 egy sikkal par-
huzamos, a feliilet egy kiilénos hyperboloid, melyet hyperbolikus
parvaboloidnak neveziink; mig a masodik, amannal altaldnosabb
esetben, a feliilet a tulajdonképeni (egyagit) hyperboloid.

Az el6bbiekben talalt tételek a hyperboloidra és a hyperbolikus
paraboloidra vonatkozélag egyarant érvényesek; most azonban a
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targyalast a dolog természete folytan ketté valasztjuk, s el6bb a
hyperboloiddal, aztan a hyperbolikus paraboloiddal foglalkozunk, —

A végtelen tavol fekvo ¢, sik polusat a hyperboloidra vonat-
kozblag kozépponinak, minden a kézépponton keresztiil mend egye- *
nest és sikot a hyperboloid diméréiének, illetve dtmérdsikjanak
neveziink.

Hogy a h,hsh, alkotoktél meghatarozott hyperboloidnak M
kozéppontjat megtalaljuk, megszerkesztjuk a k,/, és h, alkotok vég-
telen tdavol fekvd pontjain keresztiil mend érintésikokat; ezeknek
metszépontja, mint az ¢, sik pdlusa, a keresett kozéppont M. A h,
és a h, egyeneseken keresztil mend és a h,-gyel parhuzamos
sikok, egy a h;-gyel parhuzamos és a h, és h,-mat metszé g,
egyenesben taldlkoznak; [¢,/,] sik a hyperbola érint6sikja a &, vég-
telen tavoli pontjdban (g,/,)-ben. Ugyanigy, ha a ¢, egyenes par-
huzamos a h,-vel és metszi a &, és I,-et, tovabbd ha a g, pArhuzamos
a hy-mal és metszi a 1, és h,-0t, Ugy a [goh,], |€;h;] sikok a hyper-
boloid érintdsikjai a k,, h; végtelen tavoli pontjaiban (g,h,) és
(gshy)-ban, és a [g,h,], |80, [g,h;] sikok egymdst a hyperboloidnak
M kozéppontjaban metszik.

Ez az M kozéppont Ugy a g,.,, mint a g,h, és g,h, egyenesektdl
egyenlé tavolsdgra van, mert az M polarissikja végtelen tavol 1évén,
pl. a g/, egyenesek minden egyenesrdl, mely a [g,4,] sikban az M
ponton keresztiil lesz vezetve, oly vonaldarabot metszenek le, mely
az M-ben feleztetik.

A hyperboloidon végtelen tavol levé k2 kupszelet pontjainak
érintésikjai egy IL r. kipot M. 22 -t burkolnak, mely a hyperboloid-
nak asymptotikus kipja. Ennek a kipnak csuicsa az M kozéppont,
alkot6i pedig a hyperboloid egyik és masik rendszerének alkotdival
parhuzamosak és felezik e parhuzamos alkotdktél hatarolt
szalagokat.

Minthogy az asymptdtikus kup a hyperboloidot a k@, kip-
szeletben érinti, a hyperboloidnak és asymptoétikus kipjanak minden
sikmetszése oly két kupszelet, melyeknek végtelen tavoli pontjai és
e pontoknak érint6i kozosek, azaz melyek hasonlék és hasonlé fek-
vésliek. A metszési gorbék tehat egyidejiileg ellipsisek, hyperbolak,
parabolak, vagy ezeknek elkorcsosulasai. Igy pl. ha a metszisik a
hyperboloid M kozéppontjan megy Kkeresztiil, tehat az M.kQ
asymptétikus kupot, két képzetes, két valds, de egybeesl, vagy
két valds, de kiilomboz6 alkotd szerint metszi, ugyanekkor a sik a
hyperboloidot ellipsis, két parhuzamos egyenes, illetve hyberbola
szerint metszi; és ha a metszdsik a hyperboloidnak egy alkot6jan
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megy keresztiil, akkor az a hyperboloidot még -egy alkotéban, az
asymptotikus kupot pedig hyperbola vagy két egybeesd egyenes
(kupalkotd) szerint metszi stb.

2. A hyperboloid asypmtotikus kupja M . 22, mint minden II, r.
kup, polarisnyaldbot indukal. E polarisnyalabban, azaz az M.kY
kupra vonatkozd, minden Osszetartozé polarissugar és polarissik,
kapcsolt polarissugarpar, kapcsolt polarissikpar, és polarishdromél :
a hyperboloidnak atmérGje és az ahhoz kapcsolt atmérdsikja,
illetve kapcsolt atméréparja, kapcsolt atmérdsikparja, és kapcsolt
atmér6-haroméle. E szerint a hyperboloid minden d atmérdjéhez
kapcsolt atmérdsik J, a d 4tmér§ végtelen tavol fekvs pontjanak
polarissikja, és a 0 atmér6sikhoz kapcsolt 4tméré d, a & atmérSsik
végtelen tavol fekvs egyenesének polarisa; tovabba a d 4tmérGhez
kapcsolt minden 4tmérd a 0 sikban, és a d 4tmérdsikhoz kapcsolt
minden sik, mely a d-n megy keresztll; végre minden kapcsolt
atmérdpar d,d, a d sikban, a d-vel egyiitt egy dd,d, kapcsolt atmér6-
haromélnek harom éle.

A d atmérének és a hozzéa kapcsolt d 4tmérésiknak az a tulaj-
donsaga van, hogy minden a d-val parhuzamos sik a hyperboloidot
és annak asymptotikus kupjat hasonlé és hasonlo (vagy perspektiv)
fekvésl és kozos kozéppontu kupszeletekben metszik, mely kozép-
ponta d atmérén van ; tovabba a d 4tmérdvel parhuzamos hiroknak
felezGpontjai, tartozzanak azok a hurok akar a hyperboloidhoz, akar
annak asymptétikus kupjahoz, a d sikban fekiisznek.

A hyperboloid minden kapcsolt atmérd-haromélének harom
lapja s a végtelen tavol fekvd sik, a hyperboloid egy polaristetraede-
rének négy lapjat képezi.

Minthogy a hyperboloid. minden polaristetraederének két par
atellenes éle a hyperboloidot valds, a harmadik pedig képzetes pon-
tokban metszi, azért az MAw B C o polaristetraeder, melynek az
M cstcsa a hyperboloid kdzéppontja, a tébbi harom csticsa pedig a
végtelen tavol fekvGes sikban van, olyan tetraeder, hogy négy éle, pl.
az MB,, MCow, A B, AxCx a hyperboloidot valds, az M4,
és Beo Ueo éle pedig képzetes pontparban metszi. Az MAw Bwo és
MA. Cxr atmérdsik tehat a hyperboloidot egy-egy hyperbolaban,
az MBe O sik pedig ellipsis szerint metszi. Vagy altalanosabban
kifejezve : a hyperboloid minden kapcsolt atmér6-haromélének két
lapja a hyperboloidot hyperbolaban, a harmadik lapja pedig ellipsis-
ben metszi.

3. A hyperboloid asymptétikus kupjanak fétengelyei és fosik-
jai egyszersmind fétengelyei és fésikjai a hyperboloidnak; a f6ten-
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gelyeknek metszdpontjai, és a fésikoknak metsz6vonalai a hyper-

boloiddal, annak csuicsai, illetve fémetszései. A hyperboloid tengelyei
és f6sikjai tehat oly kapcsolt 4tméré-haromélnek élei és lapjai, mely
orthogonalis. E f6sikok a hyperboloid asymptétikus kipjat és ezzel
egylitt magat a hyperboloidot is symmetrikus részekre osztjak.
A hyperboloidnak az asymptoétikus kup elliptikus tengelyére merd-
leges fémetszése ellipsis, mig a hyperbolikus tengelyekre meréleges
fometszések oly hyperbolak, melyeknek asymptotai az asympt6tikus
kupnak a sikokban fekvé alkotoi.
A hyperboloidrél kovetkezGképen szerziink fogalmat: Képze-
liink egy IL r. kipot;
—= ennek [ab] és [ac] f6-
/P sikjaiban fekvs s;s,
A és 7,7, alkot6i a kup-
i nak a elliptikus ten-
gelyével  és ¥ szoget
képeznek. Az a ten-
gelyre merbleges [bc|
fésikban oly 2 el-
lipsist vesziink, mely-
nek tengelyei egybe-
esnek a kipnak b és
¢ tengelyeivel és b, ¢
hosszusaguk pedig a
b.eotg U = ccotg ¥
egyenletnek  eleget
tesz. Ezaz ¢ ellipsis
tehat hasonlé a kiip-
nak elliptikus tenge-
lyére merdleges sik-

metszésével. Az [ab) f6sikban leirunk egy %% hyperbolat, melynek

S»S‘ csticsai egybeesnek az e%-nak két csticsaval és asymptotai
az s;s, kupalkotok, és az [ac| f6sikban leirunk egy 2% hyperbolat,
melynek S.S'. cstcsai egybeesnek az ¢'>-nak masik két csticsaval
és asymptotai az 7,7, kipalkot6k. E hyperbolak tengelyeinek négy-
zetei b2, — b? cotg? |, illetve c? — 2 cotg® . Ha ezutan az ¢ sikjaval
parhuzamos sikokban oly e® ellipsiseket képzeliink, melyeknek
cstcsai a 1, n% hyperboldkon vannak, ugy ezek az ellipsisek le-
irjak azt a hyperboloidot, melyeknek csucsai az SpS'»S:S’. pontok,
melynek f6metszései e &, 1 K% kipszeletek, és melynek asym-
ptotikus kupja a felvett kiip. (20. 4bra.)

20. abra.

e St i St

ISR
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Ha az el6bbi ¢! ellipsis egy pontjanak tavolsagaa hyperboloid
[bc], [cal, [ba] fosikjatol x, v, z, és b cotg § = ccolg % = a, akkor az
ellipsisnek tengelyei bV a® 4 2*:a és ¢V a® + #*: a hosszisa-
guak; az e® ellipsisnek egyenlete pedig vonatkoztatva sajat ten-
gelyeire
92 + a
5@+ ) =@+ 2

E kifejezés, mely ekkép is irhatd
2 32 sl
by, sl

= 1.

és egy Osszefliggést ad a hyperboloid tetszésszerinti pontjanak a
fosikoktol mért x, y, # tavolsagai, és az a, b, c mennyiségek kozott :
a hyperboloidnak egyenlete vonatkoztatva a fétengelyeire.

De ha a hyperboloidot, mint egyenes vonalakat tart6 feliiletet,
tehat, mint a hyperboloidon fekvd két sugérsereg sugarait akarjuk
latni, akkor az el6bbi €% ellipsis egy valtoz6 atmérdjének végpont-
jain keresztiil gig'ihih'; parhuzamosakat vezetiink azokhoz az ;'
kupalkotékhoz, melyekben a felvett atmérén keresztiil mend érintd-
sikok az asymptdtikus kupot érintik. Ama négy egyenes Kkoziil oly
kettd, mely nem parhuzamos és nem metszd, mint ;g% az egyik
sugarsereghez, a masik ketté h'; pedig a masik sugérsereghez
tartozik. —

(A 11. §. 5. pontjabdl kévetkezik: hogy ha egy orthogonalis
haromélet és egy oly g, egyenest vesziink fel, mely sem nem par-
huzamos a haromél lapjaival, sem nem metszi annak éleit, akkor a
g,-nek hy, hy, hy, tikorképei ama haromél lapjaira vonatkozélag, és
h, symmetralisa a hdromél csucsara vonatkozoélag, a g,-gyel egy
hyperboloidon vannak, melynek fGsikjai a haromél lapjai. A i, hyhyh,
egyenesnek még mas harom transversalisuknak, g,¢,¢,-nek, is tiikor-
képei a haromél lapjaira és symmetralisai annak csucsdra nézve
ugy, hogy e nyolcz egyenes g,5,9:8., sl b, egymast négy végtelen
tavol fekvs és tizenkét végesben fekvs pontban metszi, mely utéb-
biak a hyperboloid fGmetszéseibe irt derékszogl négyszogeknek
szbgpontjai. A hyperboloidon ' ily alkoténégyesek talalhatok a két
rendszerben ; a hyperboloidnak S»S’ csucsain és az SeS’, csucsain
keresztiil men§ alkotok ama alkoté-négyesek elkorcsosuldsainak
tekintenddk.) '
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13. §. Kiilonos hyperboloidok.

1. Ha a hyperboloidnak asymptoétikus kupja nem 4ltalanos,
hanem kiilonos kup, akkor maga a hyperboloid is kiilénos tulajdon-
sag altal tiinik ki, amely annak asymptétikus kupjabol szarmazik ;
mint ilyen kiilonds hyperboloidnak nevezhets. Ezek koziil a kiilonds
hyperboloidok kozlii ismertebbek azok, melyeknek asymptotikus
kupja orthogonalis kup, egyenoldali ktp, vagy forgaskup, s mely
hyperboloidokat ezeknek megfeleléleg orthogonalis hyperboloid-
nak, egyenoldaln hyperboloidnak, végre forgashyperboloidnak
neveziink. ;

Ezeknek a kiilonos hyperboloidoknak szama es!-szer annyi,
mint az ugyanily nevii II. r. kipoknak, azaz az illet§ felliletek
asymptoétikus kupjainak szama.

Van tehat «° orthogondlis és ugyanannyi egyenoldalic hyper-
boloid, tovabbd " forgashyperboloid.

Lassuk elgszor mily kulonds tulajdonsidgai vannak az
orthogonalis hyperboloidnak ?

A hyperboloid minden g; alkot6javal parhuzamosan vezethet6
egy g; alkoté annak asymptoétikus kiipjan. Tekintsiika hyperboloidon
fekvG I sugarsereget oly két projektiv siksor képz6dményének, mely-
nek tengelye a g, és a g, ésfektessiink a siksorok sikjaival parhuza-
mosan sikokat a g, , g, kipalkotékon keresztiil. Ez utébbi siksorok
szintén projektivek lesznek és képzOdményiitk a hyperboloid
asymptotikus kupja. A hyperboloidnak minden /; alkot6javal,
melyben a g, és g, siksorok megfelel6 [g,%i] gy sikjai egymast
metszik, parhuzamos az az /; alkoté az asymptdtikus kipon, mely-
ben az el6bbi sikparral parhuzamos [g,7], [Egl,-] sikparok egymast
metszik. Es forditva : ha az /; alkot6 befutja az asymptotikus kupot,
a valtozo [g,li), g, sikparok projektiv sfksorokat irnak le; ag, és
&, hyperboloid-alkot6kon Kkeresztiil mené és ama siksorok sikjaival
parhuzamos [g,%], [g.hi] sikparok szintén projektiv siksorokat
irnak le, melyeknek képz6dménye a hyperboloid.

Induljunk ki ezek utan egy orthogonalis kupbol, melynek
f6sikjaiban fekvé s;s,, 7,7, alkotok a kup elliptikus tengelyével, a-val,
oly U, ¢ szogeket képeznek, hogy

cotg*y — cotg®y =1,

Es ha ez orthogonélis kipnak az a elliptikus tengelyére merdle-
ges metszése az e,® ellipsis, melynek f6- és melléktengelye 2b,, 2¢,,
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akkor e kupra vonatkozélag (7. S 4. p. végén)

x b3— 2 % R
1y =1 c,rxd, tg’ﬂ_—,_‘_blTl.

A kup M csticsan keresztiil mené és az ¢, sikjaval parhuza-
mos sikban egy e ellipsist vesziink fel, mely hasonlé és hasonlé
fekvésii az ¢, -gyel, melynek kozéppontja az M, f6- és mellék-
tengelye 2b és 2¢, végre cstcspontjai ama tengelyeken S&S%, S.S..
Ha ezt az e, ellipsist oly hyperboloid elliptikus fometszésének
tekintjiik, melynek asymptétikus kipja az M. e,”® orthogondlis kip,
akkor a hyperboloid orthogonalis lesz.

E hyperboloid masik két fOmetszésének a Iy™ és Jre'™
hyperbolanak asymptétéi az »,r,, illetve az s;s, kupalkotdk, csucsai
S:8'c és SeS’, végre e hyperbolék tengelyeinek négyzete :

o™ -nél: 6t = ceolg?® =0 b c?
ajny'='-n .a—CLOgt——-bsE’—, c
a i -nél: a® — bicotg"y = z:g.;.’ésbt.

Ebbdl kovetkezik, hogy az orthogonalis Iiyperboloid 2a, 2b,
2¢ fotengelyei kozitl a kovetkezb reldczié van:

1 1 1
= A e ot

c%

hol b és ¢ a hyperboloid elliptikus fometszésének fél {6- és mellék-
tengelye, —a* pedig a hyperboloidnak e fémetszésére meréleges
tengelyén 1évé kapcsolt pélusokbél allé involucziénak hatvdnya.

Jeldljiik a hyperboloid Sy, Si’ cstcsain keresztiil mend s igy az
r,ve-vel parhuzamos alkotékat g, gh-gyel (v [ & | 1,
7y | & || Ba).

Az M.e* kipon valtoz6 I; alkotét az r,r,-vel osszekotd [ryl]
[730i] sikok egymasra merdlegesek, mert a kup orthogondlis (7. §. 4.).
Es haa g,g, alkotékon keresztill az [r,2;), [r:/{] sikokkal parhuzamos
sikokat vezetiink, akkor ezek szintén merdlegesek egymasra és
egymast a hyperboloid valtozé I alkotéjaban metszik, mely az
I kuipalkotéval parhuzamos. E szerint: ha a g,-en keresztil men6
sikokat a g,-bdl redjuk bocsitott merdleges sikokkal metsziik, gy
a metsz6 egyenesek az orthogonalis hyperboloidnak alkotdi, —
Ha forditva, két tetszésszerinti altalinos. helyzet(i egyenesbdl, g, €s
£.-bdl indulunk ki s a g,-en keresztiil mené sikokat, a g,-b6l redjuk
bocsétott merdleges sikokkal metsziik, akkor a metszGegyenesek,
mert a g, ¢, siksorok projektivek, oly hyperboloidnak lesznek alkotdi,
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mely orthogondlis. Ugyanis a g, g, egyenesek normalis transversalisa
a g,g.-t az S, pontokban metszi. Ha az S5, vonaldarab M
felezGpontjan keresztiil a g, és g,-vel parhuzamosan haladé r,r,
egyenesek egyikén keresztiil egy siksort, a masikén egy erre merGle-
ges siksort fektetiink, akkor e két siksor képz6dménye oly orthogo-
nalis kip, mely az elGbbi hyperboloidnak asymptotikus kupja. Ezért
altalanosan mondhatjuk :

Két siksort akképen lehel egymasra projekliv vonatkoziatni,
hogy a megfelelo sikok egymdsra merilegesek legyenck, Ily két sik-
sor képzédménye orthogonalis kitp vagy orthogonalis hyperboloid, a
szerint, amint a siksorok tengelyei egymasi metszik, vagy nem melszik.
Minden sik, mely a siksorok barmelyikének lengelyéve merdleges, az
illeto képzodményt kor sze-
rint metszi,

Ha a két siksor ten-
gelye egymasra merdle-
ges, akkor azoknak kép-
z6dménye két egymasra
merdleges sik; ezek az
egyes tengelyeken keresz-
tiil mendleg a masik ten-
gelyre merdlegesek.

21. ibra. 2. Vegyiink fel az
elobbi M. e, orthogona-
lis kipon két alkotét s és #-t, mely alkotok az |[r,»,] fésik irdnya-
ban symmetrikusok. Taldltuk (7. §. 4.), hogy az orthogonalis kupnak
valtozd I; alkotéit az s és f alkotokkal Osszekotd [sh], [#h] sikok
egyenlben projektiv siksort képeznek. Nevezzilk az elGbbi orthogo-
nalis hyperboloidnak az s és f alkotékkal parhuzamos g alkotoit
&s s grnek. A g, és g; alkotokon keresztill mené és az [sli], [t/
sikokkal parhuzamos sikok egymaést a hyperboloid #; alkotéiban
metszik, s a [gshy], [gdi] sikok sora ugy, mikép az sk, [#;] sikok
sora szintén egyenlGen projektiv. Ezért :

Két egyenloen projektiv siksor képzédménye orthogonalis
kiip vagy orthogonalis hyperboloid, a szerint, a mint azoknak tenge-
lyei egymast melszik vagy nem metszik.

Vegyiink fel folytatolag (21. dbra) az M.e,™ asymptotikus
kipnak az SvMS’, = b fGtengelyére merdleges [r,r,] fOsikjaban
oly két sugarat u, és u,-Gt, melyek az »,», kipalkotokat harmoniku-
san valasztjdk el. Ha az /; a kupnak tetszésszerinti alkotoja, akkor

sin(lm,) : sin(liney) = dllandé = 3.,
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Valasszunk most az SpS'» egyenesen oly két pontot, V, Vit,
hogy ezek az SuS’, pontpart harmonikusan vélasszék el, és az
Sy V, : SpV, viszony absolut értéke legyen egyenlé a i-val. Huz-
zunk a V,, V, pontokon Keresztill az u,, illetve az u,-vel parhuza-
mosakat és jeloljiik ezeket v,, v,-vel. A v, v, egyenespar polarisparja a
hyperboloidnak. Ugyanis a V, pont polarissikja merSleges az SbS’;
fétengelyre és keresztiil megy a ¥V, ponton, tehat egyszersmind a v,
egyenesen. Masrészt a u, egyenesnek polarissikjaaz M.e,® kupra,
tehat egyszersmind az u, és v, egyenes kozos végtelen tavol fekvd
pontjanak polarissikja a hyperboloidra vonatkozolag az SpS'yu,v; sik.
Minthogy a v, egyenes V, pontjanak és a végtelen tavoli pontjanak
polarissikja a hyperboloidra vonatkozdlag a v, egyenesen megy
keresztlll, azért a v, és v, egyenes polarisparja a hyperboloidnak.

A hyperboloid min-
den .; (és minden g;) al- 8, \,
kotoja a v, v, polarisokhoz
oly szogek alatt hajlik,
melyekre nézve sin(h;v,):
sin(hiv,) = A, mert egy-
részt a hi (és g;) parhuza-
mos az M . e,® kupnak
egy I; alkotdjaval, més-
részt u, | vy, 1, | v, ése
kipra nézve sin(lu,) 22. abra.
sin(ling) =\

Folytatélag kimutathaté, hogy a hyperboloid pontjainak a
a v, v, egyenesektSl mért tavolsagai is allando viszonyt adnak, mely
egyenld a 2-val. Mutassuk ki el6szor a hyperboloidnak e tulajdonsa-
gat az M .e,® kupr,7, alkotdival parhuzamos, tehat az SeS’s ponto-
kon keresztiil mend, g, g,h,h, alkotoknak pontjaira.

Huzzuk e végbdl (22. abra) az S, (vagy az S') ponton
keresztiil a v/, és a v’, egyenest akképen, hogy v/, || vy, v/, || v,, €S
bocsassunk a g, (vagy h,, illetbleg g, , h,) tetszésszerinti P pontjabol
av,v' v, ésv’,-re merélegeseket, melyeknek talppontjaa P, , P/, P, és
P,.A PP, P,, PP,P, haromszogek a P, és a P, csicsnal derék-
szogliek, merta P, P, P,I', egyenesek a [v';v', ¢, ] sikra merblegesek ;
tovabba S, V, = P, P,, Sy V3= P, P,.

Masrészt

A= PSssin(g,v’,): PSpsin(g,v';) = PP’ : PP/,
és N==Sp V.S Vs =P P Py Py
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tehat a PP, I, PP,P’, haromszogek hasonlok és igy
PR PR3

azaz: a g, (ésahyg,h,) egyenes barmely pontjanak a v,v, egyenesek-
t61 mért tavolsagi viszonya egyenld -val.

3. Vegylink fel ezutdn (23. abra) egy tetszésszerinti /; alkot6t
a hyperboloidon, mely az el6bbi g,g, alkotékat a P@Q pontokban
metszi és legyen az R pont
a hi-nek egy szabadon va-
lasztott pontja.

Huzzunk a P ponton
keresztiil a v,v,-vel parhu-
zamos v’,v’, egyeneseket és
messtik a v, és v';-et, a P, Q
és R pontokbol azokra bo-
csatott mer6leges sikokkal, a
P és P Q, és @, végre az

"T:E“/{;’./ R, és R'; pontokban ; a v, és
» v's-et,a P,Q és B pontok-

" 2 P
93 tabra. b6l azokra bocsatott merd-

leges sikokkal a P, és P,
Q, és @'y, végre az R, és R’, pontokban.

A 90,9, Q0,0 hiromszogekrdl és az RR,R’,, RR,R’,,
haromszogekr6l kimutatjuk, hogy hasonlok. Ugyanis kozvetlen
latjuk, hogy

PP, 1 @,0, 1 B\ R,, PP, 1t @30, 1 R, R;;
QY | BR', QQ' || BE',
Q0. = PQsin(hv',), RR', = PRsin(h',)
QQ’'y = PQsin(hiv'y), BRR'; — PRsin(hiv'y)

és a PQ pontoknak, valamint a /; alkotonak tulajdonsaga folytan
A=PP,: PP,= Q0Q,: 90,— QQ',: Q@';— RR',: RR/,
A=10:: 9,0,= 00 : 00, = Q0,: 90,
A= R'R;: R',R;— RR/,: RR/,.

tehat
és

Az els6 proporcziébol mar kovetkezik, hogy Q@, @, ~ QQ, 0%,
a méasodikbol pedig, mert b

@: QQll Ql o RIiI1R1a { QQl2Qa e RRI2R27
kovetkezik, hogy BER,R', ~ RR,R',.
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Ennélfogva
»==RR,: RR,,

azaz: a Iy egyenes barmely R pontja tavolanak viszonya a v, , v,
egyenesektol szintén egyenld )-val. E szerint:

Az orthogonalis hyperboloid pontjainak két egyenestol méri
tavolsdgai viszonya allandé (ScuroTer ; Oberfl. zweiter Ord. 26. §).

E két egyenes v,v,, a hyperboloidnak arra a b fGtengelyére
merdleges és e fétengelyt metszG polarisparja, mely [Gtengely
parhuzamos a hyperboloid kdérmetszé sikjaival.

Azonban nem minden a & fGtengelyre merdleges poldrispar-
nak van az a tulajdonsiga, melyet a tétel kifejez, hanem csak annak,
mely a b-t a b-vel ugyanegy sikban fekvd e,®, ™ f6metszések-
nek W, W, , W, W, gyujtopontjaitél hatarolt W, W,, vagy W’, W’,
vonaldarabokon metszik.

Hogy ezt kimutassuk, gondoljunk vissza a hyperboloid
asymptétikus kupjara, M.e®-re. E kip pontjainak az #, ,u,
egyenespartél mért tavolsagai viszonya X dlland6, hol az w,,u,
egyenesek csak annak a foltételnek vannak aldavetve, hogy e kup
7, , 7, alkot6it harmoénikusan vélasztjdk el. Ama 4llandé viszony A
azonban valtozik, a mint az #,-nek mas és mas helyzetet adunk az
[»,7,] fosikban ; és % legkisebb értékét akkor éri el, a midon #, a kup
elliptikus tengelye, «, pedig az [r,r,] fGsikban fekvé masik fGtengely.
E legkisebb értéke A-nak=1gd—=V b*—¢,*: b,, vagy a mi ugyanaz
V8 — ¢c*: b, ha % az r,,r, alkotok hajldsszége a kup elliptikus
tengelyéhez.

Ha az ¢, ellipsis egyik gyujtopontja a W, és az ehez kapcsolt
polus a b= S,S'% tengelyen a W,, akkor a W,a ii/® hyperboldanak

gyujtépontja, mert
3

W M=V p*—c3, WM =Vr—a
tovdbba

AR RS oo —V b2 — %)
IVle=b"—v b’—C’, W,sz vb,__c—s—

tehat DA%
W,Se: WSy =V b*—c2: b,

és igy a W, pontban az e,® fésikra és a W, pontban a h® sikra
merdlegesen allé s, , 1w, egyenespér oly polarispar, melytol mérve a
hyperboloid pontjainak tavolsagai viszonya a legkisebb.

4, Mutassuk ki végre, hogy az a polarispar v,v,, melyt6l mérve
a hyperboloid pontjainak tavolsagai viszonya allando, pl. 2, egyszer-
9

Klug : Projektiv Geometria.



— 130 —

smind oly tulajdonsagu is, hogy barmelyikén keresztiil mené kap-
csolt polarissikok orthogonalis sort képeznek.
Messiik e végbdl a hyperboloidot a v,-en keresztill mens és a
b tengelyre merdleges sikkal a 2@ hyperboldban (24. 4bra). Ennek
kozéppontja a ¥V, pont, egyik atméréje a v, egyenes, az ehhez
kapcsolt atmér6 v’, parhuzamos a v,-vel, végre 7', asymptotai
parhuzamosak a hyperboloid asymptétikus kupjanak, M. e,® -nek,
7,7, alkotéival. Ha a v', atmérének egyik metszpontja a 2 ®
hyperbolaval a P, és h®-nek érint6je a P pontban az 7,7,
asymptotakat az R', R’, pontokban metszi, s ha végre az R’, R’, pon-
tokon Kkeresztiill par-
%/ huzamosakat huzunk
a v',-vel, melyek a
v,-et az L,L, pontok-
ban metszik, akkor e
metszépontok kapcsolt
polusok a h®-re, és
igy a hyperboloidra vo-
natkozolag.
A P pontnak ta-
24, 4bra. volsaga a v,-t6l PV, .
sin(v,v’y), s a v,-t6l
V.V,; s mert a P a hyperboloidon fekszik, azért e tavolsagok
viszonya }, azaz:

PVisin(vvy): ViV, =X

Az 7', asymptéta R'; pontjdnak a v, és v’,-t6] mért tavolsagai
viszonya, az asymptétikus kipnak az 7/, -gyel parhuzamos 7, alkotdja
tulajdonsaga folytan, szintén egyenlé A-val (mert 7, || 7', #, || vy,
uy || vy és sin(r',v,) : sin(r',v'y) = sin(rym,) : sin(ryu,) =>),

Amde az R’,-nek tavolsiga a v,-t6l = PV,sin(v,v';), tehat az
R', pontnak és igy egyszersmind az L, , L, pontoknak tavolsaga a
v’, egyenest6l az el6bbi egyenlet szerint egyenl6 a V,V, vonal-
darabbal. Ebbél az kovetkezik, hogy a v, egyenest a v,-en fekvo
L, L, kapcsolt pélusokkal 6sszekots [v,Ly], [v,L,] sikok, melyek
kapcsolt polarissikok, mer6legesek egymasra.

Egy masik a v,-n keresztiil mend kapcsolt polaris sikpar a V,
pontot és a v,-nek végtelen tavol fekvd pontjat koti ssze a v,-vel, s
igy szintén merGleges egymasra. Ebbél lathatjuk, hogy a v,-n
(s hasonlokép a v,-en) keresztill mend Osszes kapcsolt polarissik-
parok merélegesek egymasra.
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Tehat :

Az orthogonalis hyperboloid oly.poldarvisparjainak, melyektsl
a hyperboloid pontjainak mért tavolsdgai viszonya dllands, az a
tulajdonsdga van, hogy barmelyikén kevesztiil mend kapcsolt poldris-
sikpdrok orthogonalis sort képeznek.

E tételt még a kovetkezGképen is igazolhatjuk :

Messiik az orthogonalis hyperboloidot a [V,v,] vagy [V,v,]
sikok egyikével, pl. az els6vel, a k® kupszeletben, és messe ekkora V,
pontnak v, polérissikja, a mely a ¥, ponton megy keresztiil merSlege-
sena V, V, egyenesre, a k® -6t a PQ pontokban, Ha a #®.neka V, ¥,
tengelyén lev6 csucsai SS', akkor a PSQS' négyszognek PS, QS’ és
PS’, OS szemben fekvé oldalparjai a v, egyenesnek @), , P, pontjai-
ban taldlkoznak. Ezek a Q,P, pontok, a V,-t6l egyenl6 tdvolsagra
levé kapcsolt polusai a @ -nek és az orth. hyperboloidnak, tehat a
[P,v,], [@yv,] kapcsolt polarissikparja a hyperboloidnak.

Ha a &® kupszelet P pontjabél a v, és v, polarisokra bocsatott
mer&legeseknek talppontjai 2, és R,, Ugy azorth. hyperboloidnak a
v,v, polarispar irant vald tulajdonsdgb6l folydlag, és a hasonl6
haromszogek miatt :

PR, - SVy; PU,
PRy SV Pl

Ha tehat a V, ponton keresztiil mené és a PR,-gyel parhuza-
mos egyenes a [I’,v,], [@Qsv,] sikokat a T', U pontokban metszi, ugy
UV,—V,T, és aPR,V,, V,TP, hasonl6 haromszogek, valamint az
el6bbi egyenlet miatt :

_I)V] = PR1 .PRL o PR2—— V1V2'

UV, = V;T= PR,
Ebbél lathatd, hogy a TV, U haromszognek V, szoge derék-
szog, tehat a [P,v,], [Q.v,] sikok, melyek kapcsolt polarissikok,
egymasra merGlegesek. S mert a [ Vyv,] és w, sikok szintén meréleges
kapcsolt polarissikok, azért helyes a fonnebbi tétel,

#
5. Foglalkozzunk ezutan oly hyperboloiddal, melynek asympt6-
- tikus kipja egyenoldalu és melyet tehat egyenoldalii hyperboloidnak

neveziink,
Az egyenoldali kip ¢, Allandéi kozott a kovetkezO

relaczid van:
cotg®y 4 cotg®—1;
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ennélfogva az egyenoldali hyperboloid elliptikus fémetszésének 25
és 2c¢ f6- és melléktengelye és a harmadik f6tengely 2a kozott az

altalanos a = b.colgl, a=c. cotgd relacziot tekintve, ez az tssze-
fliggés van: ¢

1
i

Az egyenoldali kupnak tulajdonsaga, hogy alkotdi végtelen
sok derékszogl haromélnek élei, tehat minden alkotéjara meréleges
két alkot6é, mely azonkiviil egymasra is mer6leges. Minthogy a
hyperboloid egyik és masik rendszerhez tartozé alkotéi az asympto-
tikus kup alkotdival parhuzamosak: az egyenoldali hyperboloid
minden ¢ alkotdjara, és a vele parhuzamos . alkotéra, merdleges
két g és két & alkotd, melyek azonkiviil egymdésra is merélegesek.
Ha az ilyen harom g és harom 7 alkotét a g, ¢,85h, h,hs-mal jeloljiik
(gi || i), akkor ezek egy a hyperboloidon fekvé g,h,g,h,8,h, derék-
szogll hatoldalnak oldalai. E szerint :

Az egyenoldalit hyperboloidon végtelen sok oly hatoldal van,
melynek minden szoge derékszog ; minden alkoté egy ily hatoldal-
nak egyik oldala.

A g.h,g3h, 8,0 hatoldal egymasra kovetkez6 oldalain keresz-
tiil mend [g,h,), [h.8,), ... [h9,] sikok egy derékszog(i parallel-
epipedonnak lapjai; ennek hat csucsa (g,%,) (h,9;). .. (h,g;) egybe-
esik a hatoldal hat szogpontjaval, a tobbi két szemben fekvé csucs
nincs a hyperboloidon, hanem az azokon keresztiil mené harom-

harom parallelepipedon lap [g,4,][g:0ts] (8501, [7:8.] [Bags] [1581]
érintGsikja a hyperboloidnak.

Mindezen oo! parallelepipedon atléinak metsz&pontja a hyper-
boloidnak kozéppontja, mert a szemben fekvé g7, g.hy, £y
élparokon atmend sikok a hyperboloidot az élparok végtelen tavol
fekv6 pontjaban érintik, s igy egymast a hyperboloidnak kdzéppont-
jaban metszik.

,Mindezeknek a parallelepipedonoknak csucsai egy gémbon
fekiisznek, melynek kozéppontja a hyperboloid kozéppontja és
sugaranak négyzete = b* -} ¢ — 4.

Ez allitas els6 részét igazolandd, jeloljikk a hyperboloid két
egymasra merdleges alkotojat g,h,-vel, egy masik par egymésra
meréleges, de kilomben tetszésszerinti alkotdjat g’ h'y-vel, és
mutassuk ki, hogy a (g,/,) (g,h‘s) pontok a hyperboloid kozép-
pontjatél egyenl tavolsagra vannak. ;

A gihsg'\ 'y négyoldalnak (g,7) (840'y) = g, (§11's) (8'41s) = ¢,
atloi poléarisok a hyperboloidra vonatkozolag ; ezeknek @, @, felez-
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pontjait és végtelen tdvoli pontjait Osszekotd egyenesek szintén
polarisok ugy, hogy a Q@ egyenes ez oknal fogva a hyperboloid
kozéppontjan megy keresztlil. Tekintve, hogy a (g,k,), (¢',4',) szogek
derékszogek: a @, pont a g kg’ k', négyoldal minden szégpontjatol
egyenls tavolsagra van, és igy a Q@) egyenes merbleges agegyenesre
és a @0, egyenesnek minden pontja, tehat a hyperboloidnak
kozéppontja is, a (g,/,)(g'1h'); pontoktdl egyenlS tavolsigra van.
Ebbsl azt latjuk, hogy az egymasra merdleges g,/ alkoték
metszépontjai egy gombon fekiisznek, mely a hyperboloiddal
konczentrikus.

Hogy e gomb sugarat meghatarozzuk, vegyiik tekintetbe a
hyperboloidnak azt a fémetszését k.2 -t, melynek sikja merSleges
a ¢ fétengelyre, melynek asypmtoétai az asymptétikus kupnak s, s,
alkot6i, melynek tehat M kozéppontja a hyperboloidnak kozép-
pontja. A hyperboloidnak az s,-re meréleges érintSsikja a hyper-
boloidot a g%, alkotékban az s,s, asymptotakat az L, L, pontokban
metszi és a k. hyperbolat, valamint a hyperboloidot az N = (g,%,)
pontban érinti. A g,/, alkotok egymasra merdlegesek, mert mind-
kett6 merdleges a hyperboloidnak az s,-gyel parhuzamos g, 7%,
alkotéira, melyek a mr tobbszor hasznalt S.S’; pontokon mennek
keresztiil s a /@ sikjatél ¢ tavolsagra vannak.

Az L, felez6pontja a (g,h,) (g,h,) pontokat 0sszekotd vonal-
darabnak, s igy az L, pont a (g,h,)(g;h,) pontokt6l, valamint a
(g,hy) = N ponttdl ¢ tavolsagra van, azaz:

e TN =—=NT,
Tekintve a® hyperbolét: az L, L, M derékszégl haromszog-
nek terlilete ab, s mert az egyik befogdé L,L,= 2c, azért a masik
befogé ML, =‘_Z’3. Azonban ez ut6bbi kifejezés négyzete a hyper-

boloid a, b, ¢ alland6i kozott fenforgd
a*c® Y- b*a® — b*c? =0

relaczi6 alapjan b®—a? tehat a Kkeresett gomb sugardnak

négyzete :
ML 24 L,N*= MN?==0®— a’ |-

6. Térjiink ezek utan a forgdshyperboloidhoz!

Ha két egyméast nem metsz6 és egymasra nem merdleges
egyenes g és ¢ koziil az egyik, pl. a g, a masik koriil egy teljes koriil-
forgast végez, akkor a forgb egyenes egy forgashyperboloidot ir le.
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Ugyanis a g egyenes pontjai, a ¢ koriil torténé forgas alkalma-
val ugyanazokat a koroket irjak le, mint ama pontoknak tiikorképei,
a ¢-n keresztiil mend és a g-vel parhuzamos v sikra, mint tiikorre,
vonatkozolag. Ezért a g-nek tiitkorképe a %, a vsikra vonatkozolag,
ugyanazt a feliiletet irja le, ha a ¢ koriil forog, mint maga a g
egyenes. Minthogy ezek szerint a forgd g egyenes a forg6 h-t minden
helyzetében metszi, tehat a ¢ egyenes harom és még tobb egyenest
mozgasa kozben folyton metsz, azért a ¢ leir egy hyperboloidot.
Minthogy végre e hyperboloidnak és egyszersmind asympto-
tikus kupjanak alkotéi a ¢ forgédstengelyhez egyenlé szog alatt
hajlanak, azért ama kup, forgaskup és a hyperboloid, forgadshyper-
boloid.

E forgashyperboloidnak kozéppontja M az a pont, melyben a
g és t egyeneseknek n merbleges szelGje a ¢ forgastengelyt, melyet
egyszersmind a hyperboloid forgdstengelyének is neveziink, metszi ;
e forgédstengelynek azonkiviil, hogy a hyperboloid alkot6ihoz
egyenld szog alatt hajlik, még az a tulajdonsaga is van, hogy
pontjainak tavolsaga a hyperboloid 6sszes g és % alkotéitdl egyenld,
mert a milyen tdvolsagra volt a #-nek P pontja, pl. a g-nek elsd
helyzetétdl, olyan marad e tavolsag a ¢-nek forgatdsa alkalmaval is.

A t forgastengelyre az M kozéppontban merblegesen 4ll6 T sik
a hyperboloidnak egyik f6sikja ; e sik a hyperboloidot annak #torok-
korében metszi; a tobbi f6sikok, a -nek dsszes sikjai, hyperboloidot
oly hyperboldkban metszik, melyeknek asymptétdi a ¢ forgas-
tengelylyel ugyanoly szogeket képeznek, mint a forgd g egyenes.
E feliiletet és annak asymptétikus kupjat tehat leirhatjuk egy
hyperboldnak egyik é4gaval és egyik asymptétdjaval, ha azokkal
egy teljes korlilforgast végeziink a hyperbolanak / melléktengelye
kortil.

Két egymast nem metszd g, és g, egyenesen <! forgashyper-
boloid fektetheté keresztiil.

Szerezziink magunknak fogalmat ¢ hyperboloidok egyikének
forgastengelyérdl.

Lényegében a feladat abban all, hogy oly # forgastengelyt
talaljunk, mely koriil a g, forgatva a g, helyzetbe jusson.

Vegylink fel e végbdl a g, egyenesen egy 4,5, vonaldarabot,
és a g,-6n az A, B,-gyel egyenlé A4,B, vonaldarabot. Az 4,4, és
B, B, vonaldarabok felez6pontjaiban az illets vonaldarabokra «,
illetve  merdleges sikokat allitunk ; ezeknek metsz6vonala ¢ mar a
kivant tulajdonsagu tengely lesz. Ugyanis a ¢ egyenesnek minden
pontja az 4,4, pontoktél, valamint a B, B, pontoktdl egyenls tdvol-
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sagra van, minthogy a ¢ ama «,?% merbleges sikoknak metszs-
vonala. Ha tehat 4, B, két tetszésszerinti pontja a #-nek, akkor az
A, A, B, DB, tetraedernek minden éle egyenl az 4,4, B, B, tetraeder-
nek egy-egy €lével és igy a két tetraeder vagy kongruens, vagy
pedig az egyik a masiknak tiikorképe.

De a két tetraeder sem az =, sem a 3, sem mas a Kkozos
A,B, =1 élen keresztiil men6 sikra nem lehet egyméasnak tiikor-
képe, mert akkor az 4, B, =g, és A4,B,=g, éleknek egymast
abban a tlikorsikban metszeniok kellene, foltevésiink ellenében. Ama
két tetraeder tehat kongruens €s ezért az egyik a £ koriil a mésikba
forgathatd.

Az A, B, vonaldarabot «'-félekép vehetjiik fel a g, egyenesen,
még pedig kétféle értelemben és ha a szerkesztést az allando
A, B, -gyel és mindezekkel a valtozo 4,B, vonaldarabokkal ugy
mint el6bb elvégezzilk, megkapjuk az Osszes tengelyeket, a melyek
koriil a g,-et a g,-be lehet forgatni. —

Maskép is meghatarozhatjuk ezeket a ¢ tengelyeket.

Vezessiink valamely P ponton keresztlil a g, és gs-vel
parhuzamosakat, s, és s,-t; allitsunk az s,s, egyenesek hajlasszogei-
nek felez6in keresztlil az [s,s,] sikra meréleges o,6' sikokat. E sa'
sikok szintén merGlegesek egymadsra és e sikok barmelyikében fekvs
vagy azokkal parhuzamos egyenes Ugy az s, és s,-hez, mint a velok
parhuzamos g, g, egyenesekhez, egyenlé szog alatt hajlik.

Legyen tehat # egy a ¢ sikban fekvé és a P=(s,s;) ponton
keresztiil mend egyenes, mely nem merdleges az s, és s,-re; ¢ pedig
a t'-re meréleges sik, mely a g g,s,5,t egyeneseket a G,GyS,8,T"
pontokban metszi. Hatarozzuk meg az ¢ sikban a 7’ pontot akképen,
hogy a G,@G,T haromszég hasonlé legyen az S,8,7" egyenszaru
haromszoggel, és vezessiink e 7 ponton keresztiil a #’-sel pArhuzamos
¢t egyenest. .

Minthogy az s, egyenes és annak S; pontja a ¢ koriil az s;-be,
illetve az S,-be forgathat6, és s, || g;, Ss || £o t' || ¢, azért a g;,-nek
nemcsak a G, pontja Keriil a ¢ koriil forgatva a Gy-be, hanem a
g,-nek végtelen tavol fekvé pontja is a g,-nek végtelen tavol fekvd
pontjaba jut, ésigy maga a g; egyenes is a ¢ korlil forgatva, egyszer
a g,-vel egyesiil. Azaz: a g, és g, egyeneseken Keresztiil mend
forgashyperboloidok egyikének forgdstengelye a 2.

Ezek a forgastengelyek mind parhuzamosak oly két sugar-
sornak sugaraival, melyeknek sikjai (¢ és ‘) merGlegesek egymasra.
Azonkiviil pontjainak tdvolségai a g, és g, egyenesektdl egyenlok.
Az ily tulajdonsagu egyenesekr6l alabb (15. §. 3. p. végén) ki fogjuk
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mutatni, hogy azok egy egyenoldalu hyperbolikus paraboloidnak
alkotéi. —

Meg akarjuk még e helyen jegyezni, hogy még a forgés-
hyperboloidok k6z6tt is van egy kiilonds, t. i. az, melynek asympto-
tikus kupja Pappus- és Hachette-féle forgaskip. Ennek minden
metszése az oly sikkal, mely a forgastengelyen megy keresztiil,
egyenoldali hyperbola és minden alkotéja a forgastengelylyel 45°
szoget képez.

14. §. A hyperbolikus paraboloid szdrmaztatdsa,
tengelye és f6sikjai.

1. Mondottuk a 119. oldalon, hogy ha a hyperboloid meghataro-
zéséra szolgal6 harom alkotonak, a ki, h,h,-nak, végtelen tavol fekvé
pontia  H, H, H;.,,
ugyanegy egyenesen,
g»-n, fekszik, azaz a
harom alkoté ugyanegy
sikkal, sz-val, parhuza-
mos, akkor a t6litk meg-
hatéarozott kilonos hy-
perboloidot Zyperbolikus
paraboloidnak, és a rajta
levé két sugarsereget
paraboloidikns sugar-
seregeknek  nevezziik
(25. abra).

Valamely ¢, sikkal
parhuzamos %, 1,1, egye-
neseknek szel6i amazo-
kon hasonléan-projektiv

25. ébra. pontsorokat metszenek

ki, mert egy siksor, mely-

nek tengelye a hy, a hh, egyeneseket oly projektiv pontsorok-

ban metszi, melyeknek végtelen tavol fekvsé H, H,  pontjai meg-

felel6k. Ha azonban a g; egyeneseket két projektiv siksor képz&dmé-

nyének tekintjiik, akkor a %,-mon fekvé pontsort a %, , /i, tengelyek-

bél projiczialé siksorok csak kiilonds helyzetiiek, t. i. hogy egy meg-

felel6 sikparjuk, mely a /7, ponton megy keresztiil, parhuzamos,
de maguk a siksorok dltalanosan projektivek.
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A h.h, alkotokataz 4, B,C, ... H, ,, 4,B,C, . .. H,,, pontsorok-
ban metsz6 g,£.8; ... 9= alkotok, szintén parhuzamosak ugyanegy
sikkal, mert a hasonl6an projektiv vonatkozasbél szarmazo

A0 B.C—A0C: BT,

proporezi6 folytan a C; ponton keresztiil, a g, és g,-vel pArhuzamosan
vezetett sik, a i,-t a C, pontban metszi. Minthogy tovabba a 7/,
alkotok az ¢ sikkal parhuzamosak, ugy ezek a g, g, alkotokrol
szintén aranylagos részeket metszenek le, tehat a /; alkotok a g, ,9;.. ..
alkotékat szintén hasonldan projektiv pontsorok szerint metszik, és
ezért a h; alkot6k kozott is van egy /i alkotd végtelen tavol.

Minthogy minden egyenest ==® egyenes metsz, azért az oly
egyenes-harmasoknak szama, melyek egy miegadott / egyenest
metszenek « %. Az I egyenest a végtelen tavol fekvs sikban o *-szer
vehetjiitk fel; van tehat o' oly egyenes-hdrmas, mely mindig
egy sikkal parhuzamos. De a hyperbolikus paraboloid egy sugar-
seregében o.° egyenes-harmas vehets fel, és ezért a hyperbolikus
pavaboloidok szdma o8,

A végtelen tavol fekvl seo = [goo /1o | sik, mely a hyperbolikus
paraboloidnak a két végtelen tavol fekvé g%, alkotéjan megy
keresztiil, a feliilet érintdsikja az K., = (g=ohw) pontban, s az Ko
pont, mint az ¢ siknak poélusa, a feliiletnek végiclen tdvol levd
kozéppontja.

A g; és a l; alkotokkal parhuzamos, s igy a &, illetve g_
alkot6kon keresztiil mend ¢, ¢ sikokat, a feliilet vezetd sikjainak
nevezziik ; ezeknek s.c;, metsz6vonala a feliilet Fowo kozéppontjan
megy keresztiil.

Minden sik, mely a hyperbolikus paraboloid vezeté sikjainak
¢ge;, metsz6vonalaval parhuzamos, tehat az Fo- ponton megy keresz-
tiil, a feliiletet oly parabola szerint metszi, melynek végtelen tavol
fekv$ pontja az He pont. Ellenben az oly siknak metszése a feliilet-
tel, mely az g5, egyenest a végesben, tehat a gwoheo alkotOkat két
kiillomb6z6 pontban metszi, hyperbola.

2. A hyperbolikus paraboloidon két oly kiilonos alkoto, go %o,
van, mely a vezetd sikoknak sgs; metszGvonalara merdleges.

E goh, alkotokat szerkesztendd, vegyiink fel egy ABCD tér-
négyszoget, és tekintsiilk annak szemben fekvé AB=g,,CD =g, ;
BC=h,, DA = h, oldalait a hyperbolikus paraboloid két kiilombo6zs
rendszerhez tartozo6 alkotdinak ; e két par alkot6 mar meghatarozza
a hyperbolikus paraboloidnak a g, g,, illetve a &, 1, alkotékkal parhuza-
mos &5, vezetd sikjait és magat a hyperbolikus paraboloidot. A ¢
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rendszerhez tartozo6 alkot6k a % rendszer alkotdin, és a & rendszer
alkot6i a g rendszer alkot6éin hasonléan projektiv pontsorokat
metszenek ki, azaz: a ¢ rendszerhez tartoz6 alkotok a BC, AD
vonaldarabokat, és a h rendszerhez tartoz6 alkotok az AB , DC
vonaldarabokat ardnylagos részekre osztjdk és ez alapon meg-
hatarozhatOk. Az g5, egyenesre meréleges sikok ugy a g, ¢, alkotd-
kon, mint a /s, alkotékon szintén hasonléan-projektiv pontsorokat
metszenek ki. Ha tehat az A és B pontokon Keresztiil az sge# egyeneste
merblegesen bocsatott sikok a g,-t a D, , C; pontokban metszik és a
G, oly pont a g, egyenesen, hogy DG, : G,C= D,G: G,C,, akkor
a @, ponton Kkeresztill mend és az sg; egyenesre meréleges sik a
g1l hy alkotokat oly G H, H, pontokban metszi, hogy a G,G,= h,,
H, H, = g, alkot6k mar merblegesek az css; egyenesre.

A hyperbolikus paraboloidnak e kiilonos goh, alkotéi egymast
annak S csicsaban metszik, s ezért a goh, alkotokat csicsalkotok-
nak nevezziik ; az S ponton Keresztiil mend és az egz;-val parhuza-
mos ¢ egyenes pedig a hyperbolikus paraboloid tengelye. A ¢ tengely
metszépontjai a feliilettel S==(golo) és Foo = (grles); € pontok
érint6sikjai, 6 = [g,h,] és cwo = [go s |, egymast c-nek polarisaban
Cw = 6w -ben metszik. A c-n keresztiill mend kapcesolt polarissikok-
tél képezett involuczids siksor kett@ssikjai [cg, =] és [ch,g= |, ezek
parhuzamosak az sgz;, vezeto sikokkal. E sikok hajlasszogeit felez6 «
és © sikok oly egymadsra meréleges kapcsolt poldrissikok, melyek
egyszersmind felezik a gk, és gwhe alkoték hajlasszogeit is.
Minthogy az « és % sikok poélusai, a % és = sikoknak Aw és Beo
metszépontjai a cw egyenessel, és e pontok az «, illetve a
¢ sikra merdleges egyeneseknek végtelen tdvol fekvs pontjai,
azért: a hyperbolikus pavaboloid az =, sikokra vomatkozélag
symmetrikus. Ez okbol az «,( sikokat a fellilet fdsikjainak,
azoknak metszését a feliilettel fOmetszéseknek nevezziik. A ocaf
tetraeder igy felirt lapjainak pdlusai SE_A_ B, ; az els6 két lap
mint érintésik atmegy sajat polusdn, a masik két lap felvaltva
megy at a masik két pdluson; a tetraedernek egyik szemben
fekvé élparja

polérispér, mig az
ac=4a, e, =a., €s fo=2>b, xe,, = boo

szemben fekvé élek kozlil az a és b, a g, alkotoknak,az a_, ésb,,
pedig a g%, alkotéknak hajlasszogeit felezi.
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A hyperbolikus paraboloid fometszései pavabolak, mert sikjuk
a ¢ tengelyen megy keresztiil; e p@, p'® parabolaknak a c-ben
kozos tengelylik, az S-ben koz6s csucsuk van, de pontjaik a &
érint8sik kiilombozé oldalain fekiisznek (26. 4bra). Ugyanis a c-n
keresztiil mend [cgohoe], [chogw] érintésikok az o és {§ f6sikoktdl
harmoénikusan vannak elvalasztva ; tehat egy 7; alkoténak metsz6-
pontjai (hig,) (hig=) (hiz) (ki) ama négy sikkal szintén harméniku-
sak, s igy az elsO6 metszGpont, mely a 6= [g,h,] sikban fekszik, a
harmadik és negyedik metsz&ponttél hatarolt vonaldarabot felezi,
mert a masodik metszGpont végtelen tavol van.

3. A hyperbolikus
paraboloidnak oly %ih' al-
kotoi, melyek a go cstcs-
alkotét az S == (g.h,)
csucsponttél egyenls ta-
volsagban metszik, tehat
az S ponttdl egyenld
tavolsagra vannak, oly
egyenoldaliian hyperboli-
kus involuczibés sort ké-
pezneka 7 alkotok sere-
gében, melynek KkettSs-
sugarai i,he. E sor tars-
sugarparjait, ih'-t,a go-bol
projicziald [goh|[g,h'i] sik-
parok egy involuczios sik-
sort képeznek, melynek
kett6ssikjai [goh] = o, 26. abra.

[gohwo] = [g°c] egymaésra

merdGlegesek. Ennélfogva a [go/;] [goh's] tarssikok egyenlé szogek
alatt hajlanak a ¢ ésa [g,c| sikhoz; és mert a /; és &’; alkot6kon
keresztiill mend és az =5 vezetdsikkal parhuzamos sikok a c-ra mer6-
legesek, azért a hh’; alkotok a 6-hoz, és a [goc] sikhoz, valamint
ezeknek ¢, metszGegyeneséhez és a [goc]-vel parhuzamos ¢, vezets-
sikhoz, egyenlé szogek alatt hajlanak, Ebbdl kovetkezik, hogy az
eg-vel parhuzamos sikok sora a /;, h'; alkotokat egyenlGen projektiv
pontsorokban metszi, tehat:

A hyperbolikus paraboloid csiicsatél egyenlé tavolsagra levé
két ngyanegy vendszevhez tartozé alkoté a mdsik vendszer alkotditol
egyenloen-projektiv pontsovokban metszetik.

4. A hyperbolikus parvaboloid metszési govbei annak tengelyé-
vel és egymassal parhuzamos sikokkal kongruens pavaboldk.




— 140 —

Messe egy a c tengelylyel parhuzamos = sik a feliilet g,¢,
alkotéit a G, G, pontokban, tovabba egy az ¢ sikkal parhuzamos ¢’ sik
ugyanezeket a g, ¢, alkotokat a G, G', pontokban (27. 4bra). A g,-en
ésa g,-6n keresztiil mend és az ¢, vezetSsikkal parhuzamos sikok
az ¢ sikot.a c,c, egyenesekben, az ¢’ sikot pedig a ¢’¢c'; egyene-
sekben metszik. A ¢,c.¢’;c'y egyenesek parhuzamosak a c¢ ten-
gelylyel, a G,G,G',G’, pontokon mennek keresztiil és a ¢,c, egye-
nesek tavolsdga egymadstdl egyenld ac'ic’, egyenesek tavolsagaval.

A szilard g, alkotéon és a valtozd &; alkotén Keresztiil
mené sikok sora az ¢, e’ siko-
kat a (@G,,¢), (Gy,¢') sugar-
sorok szerint metszik, melyek-
nek megfelel6 sugarai parhuza-
mosak ; Ugyszintén a g, szilard
alkotén és a valtozo /; alkoton
keresztiil mend sikok sora az
¢, ¢’ sikokat a (G,,¢), (G's,¢)
sugarsorok szerint metszik, me-
lyekben ismét a megfelel su-
garak parhuzamosak. A (G, ,z),
(G27 s)$ (Gll ) EI) es (Gl2, el) su-
garsorok projektivek, ha oly
sugarak tekintetnek megfele-
16knek, melyek ugyan egy /;
sugarat metszenek. A két elsd,
és hasonlokép a két utébbi su-
garsor képzédménye az a p® |
illetve az a p‘® parabola, mely-

27. 4bra. ben az ¢, illetve az ¢’ sik a hy-
perbolikus paraboloidot metszi.

De minthogy a (G, ,¢) és (G ,¢’), valamint a (G, , €) és (G, , </
sugarsorok megfeleld sugarai parhuzamosak, és a G, G, és a G',G/,
pontokon keresztiil a ¢ tengelylyel parhuzamosan haladé c,c, és ¢/;¢’;
egyenesek egyenl tavolsigra vannak egymastol, azért a p@ és p’®
parabolak kongruensek.*)

*) L. Math. és Phys. Lapok 1894, évfolyam 167. oldal: ,Tételek a
parabolarél és a hyperbolikus paraboloidrél“ czimd czikket, vagy a kdvetkezéket :
Ha a G4G'3, GG, egyenesek (28. 4bra) valamely p@ paraboldnak
pdrhuzamos htrjai, a H; pedig annak egy pontja, akkor azok a G' H', G,H'i
egyenesek, melyek megfeleléleg a G,Hi-vel, illetve a G,Hj-vel parhuzamosak,
egymdst a G,H;G,G'\H'iG'; Pascal-hatszdg miatt a parabola H'; pontjiban
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A hyperbolikus paraboloidot ezek szerint egy mozgé parabola-
val kovetkez6képen irjuk le:

Egy parabolat akkép mozgatunk, hogy sikja és tengelye
parhuzamos maradjon, és a parabola két, sikjan kiviil levl és egy
kozos ponttal bird gi; egyenest messen ; a mozg6 parabola leir egy
oly hyperbolikus paraboloidot, melynek tengelye a mozg6 parabola
tengelyével parhuzamos. Ha a gi#; egyenesek a mozgé parabola-
nak sikjaval és azonkivill annak tengelyével egyenld szoget képez-
nek, akkor a mozg6 parabola csticsa leirja a feliilet egyik f6metszé-
sét és maga a mozgd parabola egyik helyzetében, a midén ama
fometszésnek csucsan megy keresztiil, a masik fémetszés. S ha még
ez utébbi esetben a g;; egyenesek sikja merdleges a mozgbd para-
bola sikjara, akkor a (g;%;) pont a feliilet csicsa lesz.

5. Ha a hyperbolikus paraboloid, mint mar el6bb (a 2. pontban)
a g,h g8, = ABCD, (AB=g,, BC=h;, CD= g,, DA=1h,) tér-
négyszog altal van adva, ugy egy adott ¢ sikkal parhuzamos
érint6sikban fekv6 gil; alkotokat a kovetkezOkép talaljuk meg:
Az A és a B ponton keresztiill mens, és az ¢ sikkal parhuzamos
sikok a g, egyenest a I),, C; pontokban metszik ; a G, pont a g,-6n
akkép van meghatarozva, hogy D@G,: G,C=D,G,: G,C,; a G,
ponton keresztiil mend és az ¢ sikkal parhuzamos sik a g,/ , 7,
egyeneseket G, , H, , H, pontokban, a hyperbolikus paraboloidot, a
keresett G, G, = h;, H H, = g; alkot6kban metszi.

A hyperbolikus paraboloidnak metszése minden ¢ sikkal, mely

metszik, Es mert ama pdrhuzamos hiirok végpontjai a hozzdjuk kapcsolt 4
atmérétol egyenld tdvolsdgra
vannak, azért a GGy és
G',G'y pontokon keresztiil
mené ¢cy s c¢'y¢'y atmérd-
pdrok tavolsdgai egyenlék.
Ha forditva valamely

=(2) paraboldnak G,G, pont- oz
jain keresztiil mené ¢c, dt- 7 [
mérék tdvolsiga egyenlé a / \ / d

veliik parhuzamos c';c'y egye- SR e

nesek tdvolsdgdval, és a Hi SRS c
ont leirja a =(2) parabolit, :
P J P v 67. c!

akkor a ¢'i¢'y egyeneseknek
tetszésszerinti G';G'; pontjain
keresztiill mené és a GH;
G,Hj-vel megfeleldleg parhu-
zamos G' H'i, G'3H'; sugaraknak H't metsz6épontja a =(2)-vel kongruens para-
boldt ir le,

28, dbra.
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a ¢ tengelylyel nem parhuzamos: hyperbola; ennek asymptotai
parhuzamosak az ¢ sikkal paArhuzamos érintésikban fekvé g;h; alkotok-
kal, és kozéppontja a (gihi) ponton keresztill mend és a ¢ tengely-
lyel parhuzamos egyenesnek — a (g;/;) ponthoz tartozdé d diméri-
nek —, metszépontja az ¢ sikkal,

A [gihi] érint6sikkal parhuzamosan mend sszes sikok ateliile-
tet hasonl6 és hasonl6 fekvést hyperbolak szerint metszik ; ezeknek
kapcesolt atmérd rendszerei és asymptoétai egymas kozott parhuzamo-
sak, mert kapcsolt atmér6 rendszerei a d atmér6n keresztiil mend
kapcsolt polarissikoknak, és asymptoétai, a [gid] [;d] sikoknak (melyek
amazokat harménikusan elvalasztjak), metszései az [gh;] érints-
sikkal parhuzamos sikrendszerrel. E parhuzamos sikrendszer két-
két sikja ¢,¢’, mely a [gihi] érintésiktél egyenls tavolsagra van, a
feltiletet komjugalt (kapcsolt) hyperbolakban metszi.

Ugyanis az ¢ sikban fekvé 4® hyperbola egy tetszésszerinti
AB atmér6jének, mely a feliiletet az A B pontokban metszi, polarisa,
az ¢’ sikban fekv6 7'® hyperbolanak egy A'B' atmérGje, mely a
feliiletet az A’B’ pontokban metszi. Ezeknek az A’B’ pontoknak
projekezioi a (gihi) pontbdl, a 22 hyperbolanak az 4b5-hez kapcsolt
atmérdjére, oly kapcsolt polarisok, melyek a /® hyperbola kézép-
pontjatél egyenld, és egymastél A‘B‘ tavolsagra vannak., Ezért:
a hyperbolikus pavaboloid barmely érvintésikjaval pavhuzamos és
attdl egyenld tavolsdgra levd két sik a feliiletet kapcesolt hyperboldk-
ban melszi.

A hyperbolikus paraboloid két tetszésszevinti hyperbolikus
metszésenek devékszogii projekczidja a tengelyére merdleges sikra,
vagy hasonlé és hasonlé fekvésii hyperbola, vagy az egyikhez konjugdlt
hyperbola, hasonlé és hasonlo fekvésii a mdsikhoz.

Ugyanis két hyperbola hasonl6 és hasonl6 fekvési, vagy az
egyikhez konjugélt hyperbola hasonlé és hasonl6 fekvésti a masik-
hoz, ha a hyperbolaknak asymptétai parhuzamosak. Ezt tekintve, a
két adott hyperbola asymptétait a feliilet tengelye iranyaban
projiczial6 sikok a feliilet vezetd sikjaival parhuzamosak, s ezért
metszésiik a tengelyre meréleges sikkal, tehat az asymptotak projek-
czi6i, a feliilet csicsan keresztiil mend goh, alkotokkal parhuzamosak.

6. Az a kérdés, hogy egy hyperbolikus paraboloid metszheté-e
egyenoldalit hyperbola szevint,lényegével megegyezik azzal a kérdés-
sel, vannak-e a hyperbolikus paraboloidon oly / alkoték, melyek a
g alkotok egyikére vagy maésikdra merGlegesek, mert minden sik,
mely parhuzamos két egymasra merGleges gih; alkotoval, a feliiletet
mar egyenoldali hyperbola szerint metszi.
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E kérdést targyalandd, legyen a g; egy alkotéja a hyperbolikus
paraboloidnak, melynek vezetd sikjai ¢, és e A gi-re merdleges sik
az eh-t egy, a gi-re merGleges / egyenes szerint metszi, melyhez
parhuzamos, tehét a gi-re merdleges Ji; alkoté van feliileten ; mert a
gi-n keresztiil mené és az I-lel parhuzamos sik a feliiletet mér a gi-ben
és az erre merdleges /; alkotéban metszi.

Lassuk, mi a geometriai helye azon pontoknak, melyekben az
egymasra merbleges gilt; alkot6k egymast metszik, Legyenek a gk,
és g,h, alkotok egymasra merdlegesek. Ekkor a g,hi,g,h, = ABCD
(AB=g, BC=h, CD=g, DA=h,) térnégyszbg szbdgpontjai
egy oly gobmbdn fekiisznek, melynek kdzéppontja az AC vonaldarab
E felezGpontja, és az E pontot a BD vonaldarab I felezGpontjéval
Osszekotd egyenes merbleges a BD-ae. Az EI egyenes azonban
parhuzamos a feliilet ¢ tengelyével, mert piarhuzamos azzal a két
sikkal, mely a g,¢,, illetve a /1, /i, egyenesekkel parhuzamos. Ha tehat
a g,h, alkotékat, és ezzel a (g h,)= D pontot megtartjuk, a g,h,
alkotokat pedig akként valtoztatjuk a feliileten, hogy azok egymasra
merélegesek maradjanak, akkor a valtozé (g.i)=0D pontot a
szilard 3 ponttal Osszekoté egyenes mindig merdleges marad a
feliilet ¢ tengelyére.

Ebbdsl kévetkezik, hogy a hyperboiikus paraboloid egymadsra
merdleges alkotdinak metszopontjai egy h'™ hyperboldn fekiisznek,
melynek sikja a feliilel lengelyére merdleges. Minden sik, mely a
hyperbolikus paraboloidot egyenoldalte Iyperbola szevint mietszi,
parhuzamos a feliilet oly érintésikjaval, mely a feliilelet ennek a
D hyperbolanak egyik pontjaban érinti.

A ™ hyperbola pontjaiban a feliilethez vonhatd érintésikok
egy M. 19 11, r. kipot burkolnak, melynek M csicsa a feliilet tenge-
lyén a feliilet S csucsatél ép oly tavolsdgra van, mintaz S a h® sik-
jatol, és melynek két fésikja egybeesik a hyperbolikus paraboloid
két fosikjaval, tehat a harmadik fGsikja parhuzamos a &' -nek sikjé-
val. A I®-nek H kozéppontja a hyperbolikus paraboloid ¢
tengelyén, S, és S, csucsa pedig annak egyik fometszésén, a p®
parabolan van (29. dbra).

A feliiletnek goh, cstcsalkotéiaz S, ponton Keresztiil mend,
egymadsra merdleges /1, ¢, alkotoit oly B, = (goh,), I, = (hog,) pontok-
ban metszik, hogy az ME, S, E, pontok egy négyzetnek szogpontjai.
A h® hyperbolédnak {, , f, asymptotai parhuzamosak a ght, csucs-
alkotokkal ; azMFE, , ME, egyenesek pedig ezeket a £, ,, asymptétakat
az S, hyperbola-csticsérintGjének 7' , 7\ pontjaiban metszik tgy, hogy
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S; M= S,T, = S, T,. Végre az MHS, derékszogl haromszog miatt :
MH? = S, M? — S, H?— S, T,®*— S, H*.

Az M .h® kipot az S, ponton keresztil mend és az S,S,
egyenesre, tehat egyszersmind a kiipnak elliptikus tengelyére merd-
leges, és a kup csucsatol S, H tavolsagra levs sik oly ellipsis szerint

metszi, melynek fél-fétenge-
lye S,T,-gyel, és félmellék-
tengelye MH-val egyenl§ ;
ezért az M .h® kip, para:
bolikus kup (54. oldal).

Ennélfogva: A hyper-
bolikus paraboloidnak mind-
azon érintosikjai, melyek a
Seliiletet deréksziogii alkotdk-
ban melszik, oly parabolikus
kipot  burkolmak, wmelynek

' csucsa a feliilet tengelyén
vamn.

Hogy a hyperbolikus
paraboloid S csucsanak ta-
volsagat az el6bbi #® hy-

_ perbola sikjatél és az M, h®
kip M csicsatél megtalal-
hassuk, fejezziik ki annak a
szognek tangensét, melyet a
29. dbra. Zoh, csucsalkotok, vagy (ami
ugyanaz) a vezetd sikok, a
feliilet egyik fésikjaval képeznek, az o és [ f6sikokban fekvd p® és
p'® paraboldk F,F' gyujtopontjainak a csucstél mért FS = p,
F'S — p' tavolsagaival. Messe a feliilet egy ¢ alkotéja a p@ és p'®
parabolékat a P és P’ pontokban; ezek az S csicspontnak ¢ érint6-
sikjatol egyenlS, a c¢ tengelytdl pedig y, illetve 9’ tavolsagra van-
nak. A ¢ egyenesnek derékszogli projekczidja a ¢ sikra par-
huzamos a g, alkotdval, tehat a g,-nak ¢ hajlasszoge a p® sikja-
hoz olyan, hogy

Yy = ytgy.

Minthogy a P és P’ pont a ¢ sikt6l egyenld tavol van, azért a
parabola ismert tulajdonsdga folytan

vi:i=rp'ip,
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mib&l — tekintettel az el6bbi egyenletre — kévetkezik :
TR )
tg*y p .

Azaz: ha a hyperbolikus paraboloid fometszéseinek gyujto-
pontjai annak csiicsatol p ,p’ tdvolsagra vannak, akkor ama Szog
tangensének négyzete, melyet a vezets sikok az elsé fosikkal képez-
nek: = p': p.

Az M. h® kip egyik f6sikjaban fekvs alkotok parhuzamosak
a g.ho-hoz, tehat a kup elliptikus tengelyével ¥ szoget képeznek.
De minthogy az M.h® kup parabolikus, azért a masik fOsikban
fekvs alkotok ¥ hajlasszoge a kup elliptikus tengelyéhez olyan,
hogy : 4

T e e e
1™ = 1g 1 5

Ez utébbi kupalkotok érintik a p® parabolat, ha p’ > p; tehat

M metszOpontjuknak tavolsaga a p® parabola S csticsatol

pig*y =p'—p.

Ugyancsak p'—p tavolsagra van a h® hyperbola sikja is az S
csucstol. Ennélfogva :

»Ha a hyperbolikus paraboloid fGsikjaiban fekvo p®  p‘®
paraboldaknak gyujtopontjai a feliilet csucspontjatol p és p’ tavol-
sagra vannak (p’> p), akkor annak a %® hyperboldnak a sikja,
melynek pontjaiban a feliiletnek egymasra merdleges alkotoi
talalkoznak, a feliilet cstcsatél p’~—p tavolsagra van, meréleges a
feliilet tengelyére és azt a parabolat metszi, melynek gyujtépontja a
csuicshoz kozelebb van,*

7. Vizsgéaljuk most meg, mily pontsorban metszik a hyper-
bolikus paraboloid ugyanegy rendszeréhez tartozé és egymaésra
merdleges alkot6i a masik rendszer alkotoit.

Projiczidljuk e végbdl a feliilet ¢ és & rendszerbeli alkotéit a ¢
alkotok =, vezetOsikjara oly sugarakkal, melyek egy 7, alkotéval
parhuzamosak. A & alkotd projekezidi egy parhuzamos sugart sort,
a ¢ alkotoknak projekczidi pedig egy kézonséges sort képeznek,
melynek cstcsa az (gg,%,) = H, pont. Minthogy két-két ¢ alkot6
ugyanoly szog alatt hajlik egymashoz, mint azoknak projekczidja az
e¢ sikon: az egymasra merdleges g alkotok projekezi6i orthogonalis
sort képeznek. De mert ez az orthogonalis sor a % alkotok projek-
czi6it elliptikus involucziés pontsorban metszi és a /,-b6l ugyanily
siksorral projiczialtatik, mondhatjuk : :
10

Klug : Projektiv Geometria.



— 146 —

A hyperbolikus paraboloidnak barmelyik vendszeréhez tartozd,
egymdsva merdleges alkotoi a masik vendszer alkotoit elliptikus
involucziés pontsovokban metszik és e vendszernck alkot6ibol ellip-
tikus involiczids siksovokkal projiczidllatnak.

Megjegyezhets még, hogy az (s, H, ) sugarsornak az a g, sugara,
mely a % alkotok projekczidira merdleges, a feliilet g, csucsalkotoja-
nak projekczidja lesz, mert az erre merdleges ¢ alkotd (g ), mint a
) alkotok projiczialo sikjainak metszGvonala, végtelen tavol van,
De az (s, H,) sugarsornak errél a g'o sugararol barmily két 7 alkoto-
nak projekczidja kisebb vonaldarabot metsz le, mint az (s¢, M)
sugarsornak mas sugarardl, Ezért :

A hyperbolikus paraboloid egyik sugarvsevege a masik serveg-
nek csiicsalkotéjatol kisebb részeket melsz le, mint ez utobbi sugdr-
seregnek barmelyik sugararol.

8. Ha a hyperbolikus paraboloid minden ¢ alkotdjan keresztiil
a g alkotokkal parhuzamos ¢, vezet&sikra merdleges sikokat bocsa-
tunk, ugy ezek a feliiletet az illet6 g alkotok egy-egy pontjaban érintik.
Ezeknek az érint6pontoknak geometriai helye, mint az cg-re meréle-
ges egyenes végtelen tavol fekvd pontja polarissikjanak metszése a
feliilettel, egy pg® parabola, melynek csicsa és tengelye egybeesik
a feliilet csucsaval és tengelyével és melynek sikja harmoénikusan
valasztja el a g,h, csucsalkotokat az s, sikra merSleges egyenes
végtelen tavol fekv6 pontjatél. Ugyanigy van a feliileten egy pn®
parabola, melynek pontjain keresztiil mend érintGsikok a feliilet
masik vezetOsikjara merGlegesek, és mely a feltilet fésikjait illetGleg
symmetrikusan vaa elhelyezve a p,* parabolahoz. E két parabolat
a g, illetve a I alkotok strikczio-vonalanak (sziikiilé vonalanak)
nevezziik. Ez az elnevezés onnan szarmazik, hogy minden alkoté-
nak a strikezio-vonalon fekv$ pontja a szomszéd alkotohoz kozelebb
van, mint minden mas pontja. Ugyanis ha a g, ¢, szomszéd alkotd-
kat tekintjiik, melyek egymastél 1-s6 rendl végtelen Kkicsiny tavol-
sagra vannak, és a g,-0n keresztiil a g,¢,-vel parhuzamos ¢, sikra
meréleges sikot bocsatunk, ugy ez a g,-6t egy (, pontban metszi, a
feliiletet pedig a g,-nek egy G, pontjaban érinti. A G, G, két 1-s6
rendl végtelen kicsiny tavolsagra fekvé pont, melynek Osszekotd
egyenese a feliilet egy / alkotéja. De ez a G, pont végtelen kozel
van ahhoz a G, ponthoz, melyben a G, pontb6l a g -re bocsatott
merdleges a g,-et metszi. A G,G, egyenes a merdleges szelGje a g,
és g,-nek, és mert a G',G, G, végtelen kicsiny derékszogl harom-
szogben a G’ G, befogo és a G,@G, atfogd egyenld rendd végtelen
kicsinyek, a G', G, G, szog pedig véges, azérta G, a G,-t6l ugyanoly
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rend(l végtelen Kis tavolsadgban van, tehat a hatarra attérve: a @G,
egybeesik G/,-gyel, De G, a p,? strikczié-vonalnak pontja, tehat
£,-nek ez a G, pontja a szomszéd g, alkotohoz legkdzelebb van,

A p/® és p,@ paraboldiknak még egy mas tulajdonsdgat is
fel akarjuk itt emliteni. Legyen a g; és J; két egymasra merbleges
alkotéja a hyperbolikus paraboloidnak, melyeknek (g;/1;) metszé-
pontja, mint lattuk, egy & hyperboldn fekszik. A feliilet g alkotoi
koziil az a g'; alkotd, mely a gi-re meréleges, a Ji-ta pg'® parabolan
metszi. Ugyanis a g; merlleges a Jiy-re és a g'i-re, tehat a [k g%]
sikra is, s ezért a [I;2;] érintGsik merGleges az ¢, vezetGsikra, Ezért
mondhatjuk: Ha egy hyperbolikus paraboloid egymdasra merdleges
alkotéinak metszopontjai a h® hyperbolan fekiisznek, és a g alkoto-
rendszer strikczié-vonala a pg® parabola, akkor azok a g alkolé-
parok, melyek egy-egy h alkotét a h™ és p > gorbéken wmetszik,
egymasra merolegesek. —

(A hyperboloid egyes alkoté rendszerének is van strikczio-
vonala. Ez szintén geometriai helye azoknak a pontoknak, melyek-
nek érintdsikjai merdlegesek az alkotok végtelen tavol fekvd pont-
jainak érintdsikjaira, — ép ugy, mint a hyperbolikus paraboloid
alkotd rendszerének. A hyperboloid minden ¢ és minden & alkotdja
benne fekszik asymptotikus kiipjanak abban az érintésikjaban, mely
a kupot az illetd ¢ és h-val parhuzamos / alkotéban érinti. Ha tehat
az asymptétikus kupnak érintGsikjaira merbleges sikokat dllitunk az
érintsikokban fekvé egyes hyperboloid alkotokon keresztiil, ugy e
meréleges sikoknak érint6pontjai a hyperboloiddal a strikczio-
vonalnak pontjai. A hyperboloidnak két strikczié-vonala azonban
altalaban térgorbe, tehat nem parabola, mint a hyperbolikus para-
boloidnak két strikczio-vonala,)

9. Jelsljiik a hyperbolikus paraboloid valamely P pontjanak
tavolsagat a két {Gsiktol és S csucsanak o érintdsikjatol x, y, z-vel;
tovabba jeloljitk ama fosikokban fekvd p™ , p'™® parabolak gyujto-
pontjainak tavolsagat az S csicstol, mint mar elGbb tettiik, p és p'-sel.
A P ponton keresztiill mené és az elsé fosikkal parhuzamos sik a
hyperbolikus paraboloidot a p®-vel kongruens = parabolaban

L.

metszi, melynek cstcsa a p'™® parabolan a 6-t6l tavolsagravan

‘

ugy, hogy a = sik e cstcsot és a p™ parabolat elvalasztja. De merta
= parabola kongruens a p* -vel, azért az ¥yz mennyiségek kozott
ez az Osszefliggés van:

2 > 4 x!

= * y
¥ =4p(z+ ip ), vagy TR i
10°
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Ez a relaczi6, melyet a hyperbolikus paraboloid fémetszései-
nek p, p’ gyujtéponttavolsaga, és barmely pontjanak a fGsikoktdl és
a csucs érintGsikjatél mért xyz tavolsdga kozott taldltunk: a
hyperbolikus paraboloid egyenlete vonatkoztatva az illeté sikokra,

10. Mint a 2. pont alatt kimutattuk, minden ABCD térnégy-
szog oldalalain keresztiil fektethetd egy hyperbolikus paraboloid ;
a négyszog szemben fekvé oldalai az egyik és a masik alkotd-
rendszerhez tartoznak. A térben egy ABCD pontnégyest ool szer,
a hyperbolikus paraboloidon pedig az egyik és a masik rendszer-
hez tartoz6 Kkét al-
kotopart o*szer ve-
hetiink fel. Ezért a
hyperbolikus parabo-
loidok szama:

L34 8

Az ABCD tér-
négyszog szogpontjai
egy tetraedernek csu-
csai; ennek élei ha-
rom térnégyszognek
lehetnek oldalai, t. i.
az ABCD, ACBD és
ACDDB-nek, senégy-
szognek mindegyikén
egy-egy hyperbolikus
paraboloid fektethetd
keresztlll. A tetrae-
dernek lapjaitél hata-
rolt véges térben e
paraboloidok barme-
lyikének olyan feliilet-darabja van, mely a tetraedert két egyenld
térfogati részre osztja.

Ugyanis az ABCD tetraeder AD és (D éleivel parhuzamos ¢
sikok a tetraeder lapjait parallelogrammaékban, az A BCD négyszogon
keresztiil mené hyperbolikus paraboloidot pedig oly alkotékban
metszik, melyek ama parallelogrammaknak atl6i. (30. abra.) Mint-
hogy ezek az atlok felezik az egyes parallelogrammakat, azért
az ismert Cavarieri-féle elv szerint ama hyperbolikus para-
boloidnak a tetraederben levé feliilet-darabja felezi a tetraedert.
A talalt eredményt ekkép fejezhetjiik Ki: A fetraedernek két par
szemben fekvd élén kevesztiil fekletett hyperbolikus paraboloid, felezi
a tetraeder tevfogatat,

30. dbra,
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15. § Az egyenoldalu hyperbolikus paraboloid.

1. A hyperbolikus paraboloidot egyenoldaliitnak nevezziik, ha
vezets sikjai egymasra merélegesek. E feliiletnek g,/, csucsalkotoi is
merdGlegesek egymasra és ¥ hajlasszogiik az egyik és a masik f6sik-
hoz 45°. Ezért a p®, p’® parabolikus f6metszések gyujtopontjainak
p és p’ tavolsaga az S csticstol az altalanos relacziot (ig*y—p’:p)
figyelembe véve, egyenld, tehét a fémetszések kongruens parabolak.
E feltilet cstcsérintésikja a feliiletet két kongruens részre osztja ugy,
hogy ha a feliiletet a csicsalkotoknak egyik szogfelezGje kortil két
derékszog alatt, aztan a feliilet tengelye korul egy derékszog alatt
forgatjuk, akkor a fémetszések, és a csucsérintGsiktol ketté osztott
feliiletrészek helyet cserélnek.

Az a h'® hyperbola, melynek pontjain keresztiil mend gih; alko-
tok az altalanos hyperbolikus paraboloid esetében egymasra mers-
legesek, az egyenoldalu hyperbolikus paraboloidnal, a midén p' ==p, a
csucsalkotokka, g, és ho-sa korcsosul el ; a feliilet minden 7 alkotéja
merdleges ag¢,-ra, és minden g alkotéja meréleges a ,-ra. A go és
h, csucsalkotok képezik tehat az Osszes /i, illetve a g alkotéknak
merdleges szeldit és a h, illetve ¢ alkotdk strikczio-vonalat, tehat az
altalanos feliiletnek a p@) és p@-vel jelolt parabolait.

A derékszogl és egymast metszd g ko csucsalkotok még nem
hatarozzak meg az egyenoldalu hyperbolikus paraboloidot. De ha
ezeknek egyikere, pl. a g,-ra, egy megadott pontban merdleges egye-
nes & ismeretes, melyen a feliilet keresztlil megy, akkor g%,/ mar
meghatarozza azt. A g, merbleges egyenespart «%-szor, a go-ra
egy adott pontban a -t ocl-szer vehetjiik fel merélegesen. Ezért:
az egyenoldalit hyperbolikus paraboloidok szama 7. —

Két egymast nem metsz6 ¢, ¢, egyenesen fekvé hasonlban
projektiv pontsorok képzédménye csak akkor lesz egyenoldall
hyperbolikus paraboloid, ha a g, g,-nek merdleges szelGje egy meg-
felelé pontparon megy keresztiil; e merbleges szel6 %, a feliiletnek
csucsalkotoja. Ha tehat két egymast nem metsz0 egyenes g,g, és
azoknak egy %, szelGje, mely a g, és g,-re nem merdleges, adva van,
akkor a g I, g, egyeneseken egy meghatarozott egyenoldali hyper-
bolikus paraboloid fektethetd keresztiil; ennek egyik csucsalkotéja
ho, a 8,8, egyeneseknek, a masik csucsalkotdja g, a lioh, egyenesek-
nek merbleges szelGje.

Egy g.hg.h,=ABCD (AB=g,,...) térnégyszogon keresztiil
csak akkor lehet egyenoldali hyperbolikus paraboloidot fektetni, ha
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a szemben fekvé g, ¢, és h,h, oldalaknak /g, meréleges szel6i egy-
maést metszik. — )

Ha két tetszésszerinti egymast nem metsz6 egyenes egyikének
pontjaibél a masikra meréleges szel6ket bocsatunk, ugy ezek egy
egyenoldali hyperbolikus paraboloidnak alkotéi; a két felvett egye-
nesnek merdéleges szelGje az egyik csucsalkotdja, és az az egyenes,
a melyre a meréleges szel6ket bocsatottuk, a masik csucsalkotoja a
feliiletnek.

Ha egy siksor tengelyén a siksorral projektiv pontsort vesziink
fel, és a pontsor minden pontjan keresztiil a megfelelé sikban a ten-
gelyre merGlegest emellink, vagy a siksor minden sikjara a meg-
felel6 ponton keresztiil merdleges egyeneseket emeliink, ugy ezek a
merolegesek egy-egy egyenoldalu hyperbolikus paraboloidot képez-
nek, melynek egyik csucsalkotdja a siksor tengelye. Ugyanis az els6
esetben a merdlegesektdl leirt feliilet képzGdménye az adott pont-
sornak, és a siksor tengelyére merdlegesen allo végtelen tavol fekvd
egyenesen a siksortol kimetszett pontsornak; a masodik esetben a
fellilet az el6bbinek egy derékszog alatt elforgatott helyzete.

Tekintettel arra, hogy a hyperboloidnak, vagy barmely hyper-
bolikus paraboloidnak, egy alkotéjan keresztiil men6 érintGsikok sora
projektiv az érintGpontok soraval, és hogy a feliilet egy érintésikjara
az érint6pontban emelt merSleges a feliilet normadalisa, kivetkezik
az elébbiekbdl, hogy : a hyperboloidnak, vagy a hyperbolikus para-
boloidnak egy alkotéja pontjain kervesztiil mend normalisai, valamint
egy alkoté pontjaiban arva az alkotéra meréleges érvintdi, egy-egy
egyenoldalit hyperbolikus paraboloidnak alkotdi. Mindkét esetben e
Sfeliiletnek egyik csiicsalkotéja a felvett alkotd, csicsa pedig az
alkoténak az a pontja, melyben ez az alkoté az evedeti feliileten a
vendszerchez tartozo strikczié-vonalat metszi.

2. Vegylink fel az egyenoldali hyperbolikus paraboloid egyik
fémetszésén (31. abra) egy A pontot, mely a feliilet 6 = [goh,] csucs-
érintGsikjatol 2p, azaz két oly tavolsagra van, mint a p'» parabolikus
fémetszés gyujtépontjanak tavolsaga az S csucstél. Az A pont ekkor
a felliletnek és a p® parabolanak c tengelyétsl 2py/ 2, és a [cgo]
[cho) sikoktol, melyek a p® sikjahoz 45° alatt hajlanak 2p tavol-
sagra van ugy, hogy az A pontnak tavolsiga a harom paronként
egymasra merdleges siktol, a s, [cg, ], [ ch,)-tOl. egyenld 2p-vel.

Az A pontot és a rajta keresztiil men ¢,k, alkotokat, melyek
a I, illetve g, alkotékra a H, G pontban merélegesek, projiczialjuk
deréksz0gli sugarakkal a [cho| sikra és legyenek ezek a projek-
cziok A, g's, h';. A ¢', = A'H, igy mint a g,, merbleges a i, ra a
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H pontban; a i/, a h,-sal, a g, a ¢’;-gyel 45 szoget képez, tehat
GS= AA'— HA’'— SH=2p.

Jeloljuk a feliilet egy tetszésszerinti %; alkotdéjanak, mely a
£, ¢és g, taz A; és G; pontokban metszi, és az 4; pontnak derék-
szogl projekezidjat a [ch, | sikra, h'; és A’;-vel. Minthogy ekkor

SGi = A;Ad'; = HA's = SH tg (W'ih,) = 2p . 1 (hiho)

kovetkezik :

Annak a szégnek tangense, melyet az egyenoldalit hypevbolikus
pavaboloidnak egy valtozé alkotéja wgyanahhoz a vendszevhez tar-
toz6 csicsalkotoval képez,
aranylagos azzal a vonal-
darabbal, melyet a vdl-
tozo alkolé a masik csics-
alkotordl, a feliilet csii-
csatol mérve, lemetsz.

Vagy: Ha egy de-
réksz0g egyik szara a ma-
sik szar koriil egyenlete-
sen forog, a derékszog
csucsa pedig a szilard
szaron egyenletesen tova
halad és ama forgasi szog
tangense aranylagos a
csucstol  befutott vonal-
darabbal, akkor a mozgo6
szar oly egyenoldald hy- 31 dbra.
perbolikus paraboloidot ir
le, melynek csucsalkotéi a derékszog szarai a mozgas kez-
detén.

Ha az elébbi abraban a &; egyenes egy tetszésszerinti pontja-
nak tavolsagat a s, [cg,), [cho] sikoktdl, z, y, x-szel jeloljik, azt

S, hogy SGi—z, v.1g(he) =2
tehat tekin tettel az utols6 egyenletre
xy= 2pz.
Ez a relaczi6, mely az egyenoldalti hyperbolikus paraboloid

pontjainak a [¢h,), ¢go]. o sikoktél mért x, , z tdvolsaga és a p vonal-
d arab kozott van, a feliilet egyenlete ama harom sikra vonatkoztatva.
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— Az egyenoldald hyperbolikus paraboloid egyenlete a fésikokra
és a csucsérint8sikra vonatkoztatva, mint az altaldnos hyperbolikus
paraboloid egyenletébdl kovetkezik : '

P —P=dpz —

Lattuk az imént, hogy a p® parabola 4 pontja a s, [¢g,], [¢/i0]
sikoktél 2p tavolsagra van. A p@ paraboldn még egy B pont, a
masik f6metszésen, a p'® parabolan pedig még két oly pont C, D
talalhat6, mely ama harom siktél szintén 2p tavolsigra van.
A feliiletnek az A, B pontjan keresztiil mend g h,, g.h, alkot6i egy-
mést a C=(g,h,), D= (g,h,) pontokban metszik, és az ABCD pon-
tok oly szabalyos tetraedernek szogpontjai, melynek élhossza
4p\/ 2.

Ebbdl forditva kovetkezik :

Ha valamely négyszog szogpontjai egy szabalyos tetraedernek
szogpontjai, akkor a négyszog oldalain egy egyenoldali hyperbolikus
paraboloid fektethetd keresztiil ; ennek csucsalkot6i a szemben fekvd
oldalak felez6pontjain mennek keresztiil és a fOmetszések két
gyujtopontjanak tdvolsadga félakkora, mint a négyoldal szemben
fekv( oldalainak tavolsaga.

3. Az egyenoldali hyperbolikus paraboloid minden % alkotéja
merGleges a g, csucsalkotora és minden g alkot6ja merdleges a 7,
csucsalkotoéra. A feliileten tehat végtelen sok oly alkoté-harmasokat
talalunk, melyekben mindenik a masik kettére merdGleges. Ilyen
alkoto-harmasok vannak az egyenoldalu hyperboloidon és az egyen-
oldalti kupon, és ezért e szempontb6l véve: az egyenoldalu hyper-
bolikus paraboloidot az egyenoldalit hyperboloid speczidlitdsanak
tekinthetjiik. De tekinthetjiik az egyenoldalt hyperbolikus paraboloi-
dot az orthogonalis hyperboloid speczidlitdsanak is, mert pontjainak
két egyenest6l mért tavolsagai viszonya allandd, és pedig éppen
az egyseg, azaz: az egyenoldalu hyperbolikus paraboloid pontjai
két egyenestdl egyenld tavolsagra vannak.

Ezt kimutatand6, vegyiink fel az egyenoldali hyperbolikus
paraboloid ¢ tengelyén két pontot, V,, V,-6t az S cstcstdl m tavol-
ségra, mely kisebb, mint a p® és p'® fémetszési parabolak I’ I'”
gyujtopontjainak p tavolsaga az S csucestdl (32. abra). Allitsunk a V,
pontban, mely az SF' vonaldarabon van, a ¢ tengelyre oly meréleges
egyenest, v,-et, hogy az a ¢ szog, melyet a v, a feliilet egyik vezet6
sikjaval, pl. a |cgo]-sal képez, ekképen legyen meghatarozva

pSin2o = m.
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A v, polarisa v, a feliiletet illetSleg, meréleges a c-re,a ¥, pon-
ton megy keresztill, a [cg,] vezetd sikkal szintén ¢ sziget képez
ugy, hogy a v,, v, egyenesek a [cgo], [cho| vezetd sikoktél harmo-
nikusan vannak elvalasztva.

A p™ parabola egy P pontjanak x tavolsagat s csticsérintdjétol,
és y tavolsagat c tengelyétdl az

ya = 4px
relaczi6 koti ossze.

Ha a P pontbél a w1 egyenesre €s a |cvy] sikra bocsétott merd-
Jegeseknek talppontja P, illetve @;, ugy

PP2 = PQ,* 4 P,Q,* = y*cos*(45° — v) — (x — m)*

PP 2= PQ2* 4 P,Q,* = ¥*sin*(45° — 9) + (x4 m)*
E két egyenletbdl, tekintettel az elGbbi kettére, kévetkezik, hogy
PP, =PP,,

azaz: a p'® parabola tetszésszerinti P pontja a v, és v, egyenesektGl
egyenlé tavolsagra van, Ugyanez tton talaljuk, hogy a p'® para-
bolanak is minden pontja
a 7, és v,-t0l egyenld ta-
volsagra van.

A feliilet egy tet-
szésszerinti alkot6ja met-
szi a p'? és p'™ parabola-
kat, tehat a metszépon-
tok egyenlé tavolsagra

vannak v, €s v,-t6l. Mas-
részt a felvett alkoté vagy
a|cg,), vagy a [cho| vezetd
sikkal parhuzamos, s mint
ilyen a v, és v, egyene-
sekhez egyenlé szogek 23. dbra.

alatt hajlik. De ha egy

egyenes mas két egyeneshez egyenlé szog alatt hajlik és két
pontjanak tavolsaga e két egyenestol egyenld, akkor annak min-
den pontja a két egyenestdl egyenld tavolsagra lesz.

Ezt vagy akképen bizonyitjuk, mint az orthogonalis hyperbo-
loid esetében mutattuk, csakhogy joval egyszerlibben, vagy pedig
a kovetkezoképen.

Feltételezvén, hogy a I egyenes a v, és v, egyenesekhez

'.'-‘.i
. tud
L,
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egyenls szogek alatt hajlik és a . egyenesnek P és O pontja a v, és
v,-t6l egyenld tavolsagra van, és e pontokbdl amaz egyenesekre
bocsatott merdlegeseknek talpai P, @, P,Q, ugy

PP,=PP;, QQ, =0, és PlQl = Pzsz-

De mert a PQQ, ’, négyszognek oldalai meg a P,(),-nél levs
szogei megegyezdk a PQQ, P, négyszog oldalaival meg a P,Q,-nél
levé szogekkel, és a P, Q, =v,, P,Q,=v, egyenesek egymast nem
metszik, azért a két négyszog kongruens, és igy a kozos P = & oldal
koriil egymasba forgathatok. Ezért a # egyenesnek minden pontja
egyenld tavolsagra van a v, és v, egyenesektol.

Mindezek utan mondhatjuk: Ha az egyenoldalit hyperbolikis
paraboloid két fomelszésének gyujtopontia a feliilet csiicsatol p tavol-
sagra van és a feliilet tengelyéve merdleges v, egyenes egyik fOsik-
Jahoz b szdg alatt hajlik és a tengelyt a feliilet csiicsatol p cos 24 tdvol-
sagra metszi, akkor a feliilet pontjai a v, egyenestil és annak v,
polarisatol egyenld tavolsagra vannak.

Vagy masképen fogalmazva:

Mindazon pontok, melyek kél egymdst nem metszé és egymas-
hoz 2 szog alatt hajlo egyenestol, v, és v,-t6l, egyenld tavolsagra
vannak, egy egyenoldalii hyperbolikus paraboloidon fekiisznek. Ennek
¢ tengelye a v,, v, egyeneseknek merdleges szelGje, S csucsa a vy,
v, altal a c-r6l lemetszett V,V,=2m vonaldarab felezépontja; a
feliilet egyik fémetszésének, p®-nek, sikja a v,-hez 45° 4 o, a v,-hez
45% — o sz06g alatt hajlik, a masik fGmetszésnek, p’?-nek, sikja pedig
a v;-hez hajlik 45° — ¢ és a v,-hez 45 -+ ¢ sz0g alatt. E fémetszé-
sek gyujtopontjai az S-t6l mz: sin2¢ tavolsagra vannak ugy, hogy
az elsének gyujtépontja és a V, pont, a mdasodiknak gyujtépontja
és a V, pont, az S-t6l nincsen elvalasztva.

Két egyenest, v, és v,-0t, a térben o5-félekép vehetliink fel.
Volna tehat «® oly egyenoldalti hyperbolikus paraboloid, melynek
pontjai e valtozé egyenespar egyeneseitdl egyenls tavolsagra vannak.
Amde ~! oly egyenespar van, melytél ugyanegy egyenoldali hyper-
bolikus paraboloid pontjai egyenld tavolsidgra vannak. Ezért az
egyenoldalt hyperbolikus paraboloid szdma csak o7, mint azt mar
el6bb talaltuk.

4. Mi lesz a geometriai helye azoknak a v,v, polarisparoknak,
melyektdl egy megadott I'®) egyenoldalu hyperbolikus paraboloid
pontjai egyenld tavolsagra vannak ?

Tartsuk meg a v,v, polarisparra az elébbi jeloléseket és legyen
u,m, egy masik ily tulajdonsdgt polarispar mint a v,v,, mely a fel-
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vett I'® egyenoldalui hyperbolikus paraboloid S csucsatél m, tavol-
sagra van, a [cg,| vezetd sikhoz ¢, szog alatt hajlik, melyre nézve
tehat p sin 20, = m,, ugy mikép a V| V, polarisparra vonatkozolag
PpSin2o = .

E két egyenletbol kovetkezik, hogy

m—m, sin2o — sin2q,
mtm, — sin2o -+ sin2o,’

Es ha a jobboldal szamlalojanak és nevezdjének elsd tagjat
(sin*y, -+ cosy,)-gyel, a masodik tagjat pedig (sin*¢p - coso)-vel
szorozzuk, a kett6sszogeket pedig egyszerl szogekkel fejezziik ki,
akkor kénnyen lathatd, hogy

tg;('? t_?l)

wm— my

sin(p — o,)cos(e + 9,)

m~-m, — cos(p — 9,).5in(e+0,) ~ tglo+o0)’

A vvyn, egyenesek merGlegesek az F'® egyenoldalu hyper-
bolikus paraboloid ¢ tengelyére, ezért a rajtuk Keresztiil mend és
t6lik meghatarozott egyenoldali hyperbolikus paraboloidnak, H'?-
nek, egyik csticsalkotdja a ¢ egyenes. De mert a v, és v, hajlasszoge
az u,-hez o — o, és 9+ ¢,, tovabba mert a v, és v,-nek tavolsaga az
u,-t6l m — m, és m-{-m,, azért az utébbi egyenlet miatt, tekintet-
tel a 2. pontban levé tételre, az u, masik csucsalkotéja a H®-nek.
Ezért mondhatjuk :

Ha valamely F'® ecgyenoldalii  hyperbolikus paraboloidnak
pontjai a v,v, polarvispartol egyenld ldavolsagrva vannak, akkor a
v,v,-n kevesztiil mend (o<*) egyenoldalii hyperbolikus pavaboloidok-
nak egyik csiicsalkotoja az F®-nek ¢ tengelye, a tobbi csiicsalkotok
pedig pavonként akkép foglalhaték az F'® polarvisparjaiva egybe,
hogy e polarisparoktdl az F®-nek pontjai szntén egyenls tdvol-
sagra lesznek.

Ezt még maskép is kifejezhetjiik! Az », mint csucsalkotdja a
v vy, -en Keresztiil mené H® hyperboloidnak merdlegesen metszi a
vywyu,-nek minden szel6jét. De ha az u, nincs megadva, akkor azt
akkép talalhatjuk meg, hogy v, és v,-nek egyik szel6jére, x-re, vala-
mint a v, és vy-nek merdleges szelGjére, c-re, merdleges szelGt alli-
tunk, Azaz :

Ha az I'® egyenoldalit hyperbolikus parvaboloid pontjai a v v,
polarispartol egyenlé tavolsagra vannak, akkor az I'®-nek ¢ lenge-
lyére, meg a v, és vy-nek valtozo szeldirve merdleges szelok paronként
akkép foglalhatok polarisparokkd egybe, hogy az I'®-nek pontjai,
18y mikép a v,v,-16l, ezektdl a polarisparokidl is egyenlé tavolsagra
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vannak. E szerint az Gsszes ily tulajdonsagu poldrisparok egy ily
polarisparbél v,v,-bol akkép szerkeszték, hogy a v,-nek egy A pont-
jabol szel6ket vezetiink a v,-hez, és minden ily szelGhez meg a
v,0,-nek ¢ merdleges szelGjéhez a merdleges szel6t meghuzzuk ; ez
a merdleges szeld mar egyik egyenese a polarisparnak.

E polarisparok egy ™ torzfeliiletet képeznek, melynek ama
polarisok alkotdi; e torzfeliilet 2onoida, mivel alkot6i mind parhuza-
mosak egy sikkal, mert merdlegesek egy egyenesre : az egyenoldali
hyperbolikus paraboloidnak ¢ tengelyére. Ez a ¢ tengely kettds vezérli-
vonala a konoidanak, mert c-nek minden pontjan a I1®.nak két
alkot6ja megy Kkeresztiil. Ezen alkoték koziil csak azok valdsak,
melyek a ¢ tengelyt a hyperbolikus paraboloid fometszéseinek FI*
gyujtopontjaitél hatarolt véges vonaldarabon belill metszik.
A konoidanak ezen F'és F' pontokon keresztill mend két egybe-
es6 alkotojar for-
salisalkoténak ne-
vezziik.

A 11® kono-
ida harmadrendd.
mert minden / egyeé-
nes, mely példaul
a v, v, (vagy barmely
mas #,1,) polaris-
part metsz, még egy
alkotot fogmetszeni,
t. i, azt, mely a ¢

tengelynek és az / egyenesnek merdleges szelGje. Ezt még azzal is
igazolhatjuk, hogy kimutatjuk, hogy [1'" konoida barmely # alko-
téjan keresztiil mend sik a feliiletet az n-n kiviill mégegy ellipsisben
metszi.

Legyen a ¢ tengelynek és a I1' konoida v,, #, x alkotéjanak
derékszogli projekczioja a v,-n keresztill mend és a c-re merdlege-
sen allo ¢ sikon a ¢’ pont és a v/, #’, 2 egyenes (33, dbra), Ha az «
alkoténak egyik sikja u. a v, és v, egyenest az A és I3 pontban
metszi, akkor az A egyenes merlleges az n-ra, és annak A'B
derékszogl projekczidja az ¢ sikon, merileges az u'-re; a v ész
metszévonala BD pedig parhuzamos n’-sel. Hasonloképen: ha az
[Ax] =TZsik a v, és v, egyenest az A és C pontban metszi, akkor az
AC egyenes merdleges az x-re, az .1’C’ merdleges az 2'-re;a Z és ¢
metszévonala CI) parhuzamos 2'-sel. Az ¢, u. és 7 sikok metszdpontja

" a D, tehat a p. és 7 sikok metszdvonala az A, és igy az r egyenes

33. ibra,
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a v. sikot abban az X pontban metszi, melynek derékszogl projek-
czibja az ¢ sikon az (¢!, A’D)= X' pont. Amde az A'BD( négyszog
hirnégyszog, tehat
N A'BD =< A'DC = <[ 1800 — 4'X’c'

tehat az X’ pont az A’Bc¢‘ haromszog koriil irt 2% korén van.
Ha a v sik szilard marad, az x alkotokat pedig valtoztatjuk a 11
konoidéan, akkor ezeknek az x alkotoknak X metsz6pontjaia v. sikkal
olyanok, hogy derékszog( projekczidiaz ¢ sikon a k' korbe esnek.
Azaz: a konoida alkotéi, tehat a konoida feliilet maga is az #»
alkot6jan kereszttil mend p. sikot oly £? gorbében, melynek derék-
szogl projekczidja az ¢ sikon egy k‘® kor. Ebbol kovetkezik, hogy a
k® gorbe ellipsis, és a konoida harmadrendd.

Az itt talalt konoidat Maxxurm*) Pliicker-féle konodianak
nevezi, mert PLUckiRr foglalkozott vele elGszor.

E szerint mondhatjuk :

Az egyenoldalit hyperbolikus paraboloidnak ama polarispar-
jai, melytol a feliilet pontjai egyenld tdvolsigra vannak, egy Pliicker-
fele konoiddan fekiisznek. A paraboloid lengelye keltés vezéviévonala,
a paraboloid fomelszéseinek vezérlé vonalai pedig torsalisalkotdi a
konoiddnak. -

A Pliicker-féle konoidat ama tulajdonsagéanal fogva, hogy
egyes alkotoin keresztiil mend sikoknak metszései a feliilettel oly
ellipsisek, melyeknek projekezi6i az alkotokkal parhuzamos sikra ko-
rok, ekkép képezhetjiik : Egy forgashengert egy sikkal a £ ellipsis
szerint metsziink, és kivalasztunk egy ¢ alkotét a hengeren. A c-re
merd6leges sikok a &*-6ta K;K'; pontparokban, a c-t pedig a C; pon-
tokban metszik, és a C;K;, C;K'; egyenesek mar alkotéi egy Pliicker-
féle konoidanak. A £® fGtengelyének végpontjain keresztlil mend f7;
alkotok és a melléktengelyének végpontjain Kkeresztiil mend goh,
alkotok egymasra merdlegesek. A ¢ egyenes tengelye, a g, €s o
csucsalkotéja, a [cf] és [cf;] sik a két fésikja, a (¢f) és (¢f;) pont a
két fémetszés gyujtopontja lesz annak az F'@ egyenoldali hyper-
bolikus paraboloidnak, melynek pontjai e Pliicker-féle konoidan levé
alkotoparoktdl, mint I'®-nek polarisparjaitél, egyenlé tavolsagra
vannak. ;

5. Az I'® egyenoldalii hyperbolikus paraboloiddal kapcsolatos
Pliicker-féle konoida alkotoi oly tulajdonsaguak, hogy a rajtuk
kevesztiil mené és az F'®-ve vonatkozé kapcsolt polarissikok ortho-
gonalis sort képeznek.

*) Mansnsm: Géomélrie cinémalique, (1894 ; 260. oldal.)
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Legyen ismét a c tengelye, a vyv, pedig oly polarisparja az
F'®-nek, melyt6l ennek pontjai egyenld tavolsagra vannak.A V,=
(cv,) pontnak w, polarissikja a v,-en megy keresztiil és merdleges a
c-re. A [cv,| sik az F'®-6t az I parabolaban, az w, sik pedig ezt a
parabolat a P pontokban, a v, egyenest a V,==(cv,) pontban
metszi. A P() egyenes polérisa a V, pontnak az /®-re nézve, tehat
a PQ pontparnak P,Q, derékszogli projekczidja a vy-re, kapcsolt
polusparja az I®-nek és egyszersmind az I'®-nek. A P pontoknak
tavolsaga a v,-t6l olyan, mint a v,-t8l, t. i. PPy= QQ,= V,V,;
ezért a [ Py, |, [ Oqv,] sikok, melyek az I'®-re vonatkozoélag kapcsolt
polarissikok, egymasra merélegesek, Tekintve végre, hogy a [cv,]| és
w, egy masik derékszogli kapcsolt polarissikparja az F®-nek, — a
tétel igazolva van.

IV. FEJEZET.

A linearis komplexus és a linearis
kongruenczia.

16. §. A nullarendszer és a linearis komplexus.

1. Az el6bbiekbdl ismeretes, hogy a sugarsereg a tér pontjai
¢és sikjai, ugyszintén annak egyenesei kozott poldris vonatkozast
létesit, Az egymadsra vonatkoztatott pontok és sikok, valamint az
egyenesparok, melyek a sugarsereget tarté hyperboloidra nézve
polus és polarissikok, illetve polaris egyenesparok, egylittvéve egy
polarisrendszert képeznek a térben.

A sugarsereg azonban még masképen is létesithet vonatkozast
a tér pontjai és sikjai, valamint annak egyenesparjai kozott, Hogy
ezt megismerjiik, parositsuk egy H® hyperboloid egyik sugarsere-
gének sugarait involucziésan. Es pedig legyenek a sugarseregnek
aa',bl’, ... sugérparjai tarssugarai ennek az involuczids sugarsereg-
nek, melyet aa’. bb' . . .-vel fogunk jeldlni.

Valamely = sik a H® hyperboloidot a k® kupszeletben, az
aa'.bb' ... involucids sugarsereget a £®-n fekvé AA'. BB'... pont-
involucziéban metszi. E pontinvoluczié tarspontjainak 6sszekotd
egyenesei a P pontban, az involucziokdzéppontban, taldlkoznak és
ezt a P pontol a = sikhoz vendeljiik. Ebben a =-hez rendelt P pont-
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ban talalkoznak az aa’. bb’. .. involuczios sugarsereg tarssugarainak
a w sikban fekvé szelGi.

Ha viszont egy P pontbo! indulunk ki és ebbdl az aa’, bd’ . . .
sugarsereg tarssugarait az ««’. 52’ . .. sikparokkal projiczialjuk, ugy e
sikparok egy K® II. r. kipot burkolnak és ezen egy involuczids sik-
sort képeznek. Ez involuczids siksor tarssikjainak metsz6vonalai,
melyek egyszersmind a P pontbdl az aa’. bb'. .. involuczids sugar-
sereg tarssugaraihoz huzhaté szel6k, egy = sikban, a siksor involu-
cziésikjaban, vannak. Ezt a = sikot a P ponthoz vendeljiik.

Az adott aa’. bb'. .. sugarsereg segélyével tehat egy = sikhoz
egy P pontot rendeliink, mely P ponthoz viszont a = sik van ren-
delve. Azt a vonatkozast, mely ez alapon rendeli a tér sikjaihoz
annak pontjait és a tér pontjaihoz annak sikjait, a polarisrendszertél
megkiilomboztetéleg MoBius szerint nunllarendszernek nevezzik.
A sikhoz rendelt pont annak nullapontja (vagy pdélusa), a ponthoz
rendelt sik annak nullasikja (vagy polarissikja). A polarisrendszertél
eltérbleg jellemzo a nullavendszerve mézve, hogy minden pontnak
nullasikja az illeté ponton megy kevesztiil, és minden siknak nulla-
pontja az illeté sikban van.

A midén a = sik az aa’. bb',.. sugarseregnek egyik, pl. az a
sugardn megy Kkeresztill, a bb',... tarssugarparoknak a = sikban
fekvé szel6i, a H® hyperboloid masodik sugarseregének a = sikban
fekvG I sugaraban egyestilnek ; az aa' tarssugarparnak pedig ekkor
végtelen sok szel6je van a = sikban, melyek a = siknak és az a‘
sugarnak (ra’) = (ha') metszépontjan mennek keresztiil. E metszs-
pont (wa’) lesz tehat az @ sugar = sikjanak nullapontja. Viszont a
(w=a’) pontnak, tehat az a’ sugar egy tetszésszerinti pontjanak, nulla-
sikja az a = sik, mely a felvett (za’) pontot az a'-nek tarssugaraval, -
a-val, 0sszekoti.

Az aa’.bb' . .. involuczids sugarseregnek jk kettGssugarai valo-
sak, vagy képzetesek lehetnek. Ha a kettGssugarak valdsak, akkor a
P pontnak nullasikja =, a H® hyberboloid (F7), (Pk) érintGsikjainak
érintGpontjain és a P ponton megy keresztiil ; és a = siknak P nulla-
pontja, a (w7), (wk) pontok érintdsijainak és a = siknak metsz6-
pontja. A kettGssugar egy pontjanak nullasikja annak érintdsikja a
H® hyperboloiddal, és a kettGssugar egy sikjanak nullapontja annak
érintGpontja a hyperboloiddal. A felvett aa’,bb’ . .. involuczids sugar-
sereg segélyével tehat a tér minden pontjahoz a nullasikot és minden
sikjahoz a nullapontot megszerkeszthetjiik. A nullarendszernek e
képzése az involuczios sugarseregbdl CuasLes-t61 ered (1839-b6l) és
azért azt, ha arra hivatkozunk, Chasles-féle képzésnek nevezziik.
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2. Vegylink fel a = sikban, melynek nullapontja a P, egy P;
pontot. Ha a nullarendszer meghatarozasara szolgalé involuczi6s
sugarseregnek aa’. bb’' . . -nek Kkettéssugarai képzetesek, akkor a =
sikban a P-n keresztlil vezetett minden egyenes metszi a sugarsereg-
nek egy tarssugarparjat. A PP; egyenes is metszi az aa’. bb’ . . .-nek
egy tarssugarparjat, és ezérta P; pontnak nullasikja =;, a PP; egye-
nesen, tehat egyszersmind a P ponton megy keresztiil. '

Ha ellenben az aa’bb'... sugarseregnek jk KkettGssugarai
val6sak, tehdt a sugarseregnek képzetes tarssugarparjai is
vannak, Ugy a = sikban a P-n keresztiil vezetett sugarak egy
része a valds, a masik része a képzetes tarssugiarparokat metszi.
Mutassuk ki anélkiil, hogy a képzetes tarssugarparokat figyelembe
venndk, hogy akkor is a = sik P; pontjanak =; nullasikja a P ponton
megy keresztiil.

A [Pyj], | P*) sikok a H® hyperboloidot még egy-egy alkoté-
ban &, h,-ben metszik és a (jh) (kh,) pontokban érintik, mely utéb-
biakon és a P;-n keresztiil megy a P; pontnak nullasikja =;. A = sik
a H® hyperboloidot a %® kupszeletben, jkhh, alkotokat pedig a
k@-be irt négyszog szoégpontjaiban metszi ; ennek (=7)(=h,), (=k)(<h,)
oldalparjai a P; pontban, a (%j)(wh,), (=k)(=h) oldalparjai pedig a
PP; egyenesnek egy P;’ pontjaban talalkoznak, mert a (=7)(=k) egye-
nes a PPi-nek a k®-re vonatkoz6 poélusan megy keresztiil. De a
[Pyjh), [Pikh, | érintésikok (jh), (kh,) érintépontjainak Gsszekot6 egye-
nese a [jh, |, [kh] sikoknak metszGvonala, mely utdbbi a = sikot a
PP; egyenes P; pontjaban metszi. Ezért a P; pontnak nullasikja
w; = [Pi(jh)(khi)] keresztiil megy a PP; egyenesen és igy a P pon-
ton is. Egész altalanossagban mondhatjuk tehat :

A nullarendszerben barmely
sik pontjainak nullasikjai a sik | pont sikjainak nullapontjai a
nullapontjan mennek keresztiil. [ pont nullasikjdban vannak.

3. Vegylink fel két tetszésszerinti sikot = és =,-et, melyeknek
metsz6vonala a p, és mely sikok P és P, nullapontjainak 6sszekoto
egyenese a p’. Minden a p‘-6n, tehat a = és i, sikok nullapontjain,
keresztlil vezetett siknak nullapontja a = és =, sikok metszévonalan,
p-n,van és igy forditva is : a p egyenes minden sikjanak nullapontjaa
p’ egyenesen lesz, Ennélfogva : a nullarendszer a tér egyeneseit akkép
egyesiti parokka, hogy wminden egyenespar egyik egyenese pontjainak
nullasikjai és sikjainak nwullapontjai, a masik egyenesnek sikjai,
illetve pontjai. E mellett az egyik egyenes pontjainak és sikjainak
sora perspektiv és igy projektiv a masik egyenesen levé nulla-
pountjainak, illetve azon kevesztiil mend nullasikjainak sovaval.
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Ezeket az egyenesparokat, szamra ~*-t, gy mint a poléris-
rendszerben, egylittvéve poldrisparoknak nevezziik, kiilén-kiilén
pedig azt mondjuk, hogy az egyik egyenes a masiknak polirisa a
nullarendszerben vagy a nullarendszerre vonatkozoélag.

A polarispar egyenesei nem metszhetik egymast, mert a = sik-
ban fekvd p egyeneseknek polarisai a = siknak nullapontjan, P-n,
mennek keresztill és nincsenek a = sikban. Vamnak azonban olyan
egyenesek is, melyek poldrisaikkal egybeesnek: ezek a = sik nulla-
pontjan keresztiil mend és a = sikban levo, tehat a (=,P) sugarsor-
hoz tartoz6 egyenesek. Lattuk ugyanis (a 2. pont alatt), hogy ha a =
sikban, annak P nullapontjan keresztiil egy g egyenest vezetiink,
akkor a g egyenes barmily P; pontjanak nullasikja =;, a PP, = &
egyenesen megy Kkeresztill. — Ezek a =; sikok a P; pontbdl az
aa'. bb'. .. involucziés sugarsereg tarssugaraihoz vezetett szeloket
tartalmazzak. A g-n mozgé F; pontbol az aa' tarssugarparhoz
huzott /; szel6k, a P; pontsorral és a |gl;] siksorral perspektiv sugér-
sereget képeznek, a mibsl mar kovetkezik, hogy jelen esetben is a
P; pontok sora a g-n projektiv nullasikjainak soraval. Ezért altala-
nosan mondhatjuk, akér kiilonvalt, akar egybeesé polarisparrél van
sz0, hogy : a nullarendszerben minden siksor projektiv sikjai nulla-
pontjainak soraval,

Ebbdl kovetkezik: A mnnllavendszerben barmely sugarsor
sugarainak polarisai a sugdrsorral projektiv sort képeznck, és a két
sugarsornak egy megfeleloleg kizos sugara van.

Ugyanis legyen az (A,$8) sugarsor A kozéppontjanak nullasikja
az z, és [ sikjanak nullapontja a B. Az (A, ) sugarsor pgr. .. suga-
rainak p‘g‘»’... polarisai a B-n mennek Kkeresztill és az z sikban
vannak, tehat egy (B, z) sugarsort képeznek. Az elsd, azaz az
A(pgr...) sugarsort az A ponton keresztiil mené és az z sikban
fekvd g, egyenesbdl projiczialé g, (pgr . ..) siksor sikjainak nulla-
pontjai, a p'qg‘r'... sugarsornak metszépontjai a g,-gyel. E nulla-
pontok sora a siksorral projektiv, a mibdl mar kovetkezik, hogy az
(4, 2) (B, =) sugarsorokban a polarisparok oly projektiv sugarsorok
lesznek, melyekben az AB = 28 sugar megfelelbleg kozos.

Minthogy minden %2 kupszelet az « sikban két projektiv sugar-
sor képzédménye és ily két sugdrsornak poldrisai az = siknak 4
nullapontjaban kozis kozépponttal bird és egymassal szintén projek-
tiv sugarsorok lesznek, azért ez utébbiaknak képzGdménye egy II. o.
siksor, Tehat: Egy kipszelet pontjainak nullasikjai és évintdi-
nek polarisai, egy II. r. kiipnak érintésikjai, illetve alkotoi. A kip-
szelettél meghatdarozott poldrismezonek, anullavendszerben oly poldris-

Klug : Projoktly Geometria. 11
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nyalab felel meg, melynek kozéppontja, azaz a kup csicsa, a kiipszelet
sikjanak nullapontja. Ez utébbi rész onnan kovetkezik, hogy a
polarismez6 a kupszeletnek projektiv tulajdonsagaibol szdrmaztat-
hat6 le, a projektiv tulajdonsagok pedig a nullarendszerben véltozat-
lanok maradnak.

Ugyanigy kimutathaté, hogy minden sugarsereg sugarainak
polarisai a nullarendszerben egy masik sugarsereget képeznek. Amaz
két projektiv pontsor képz6dménye, ez pedig a projektiv pontsorok
nullasikjaitél szarmaz6 projektiv siksoroknak képz6dménye.

4. Azokat a kiilonos egyeneseket, melyek a nullarendszerben
polarisaikkal egybeesnek, Staupnt*) (1856.) a nullarendszer vezefd-
sugarvainak nevezte. E sugarak szama % mert minden sikban e
sugarak egy sugarsort képeznek, melynek kozéppontja a sik nulla-
pontja. A térben o* sik van, tehat a nullarendszer vezet6sugarai
ugyanennyi sugarsort adnak: dmde minden vezetOsuglr o' sik-
ban van és ezért a nullarendszer vezetosugarainak szama csak °,

A nullarendszer vezet6sugarairdl azt mondjuk, hogy azok egy
linearis komplexus-t képeznek ; a vezet6sugarak a komplexusnak
komplexussugarai vagy csak réviden sugarai, mig a polarisparokat
a nullarendszerben, a komplexusra vonatkozoélag is polarisparoknak
nevezzilkk. A komplexussugarak a nullarendszerben a hyperboloid
alkot6ival hasonlithatok dssze a hyperboloidtol meghatarozottpolaris-
rendszerben. Amott a komplexussugarak pontjainak nullasikjai az
illet6 sugarakon mennek keresztiil, ugy, mikép a hyperboloid alko-
toin levé pontoknak polérissikjai is azon alkotékon mennek keresz-
tiil. Amde a hyperboloid alkotéinak szdma ~*, a komplexussugaraké
=% ; azok nem toltik be az egész tért, hanem egy feliileten vannak,
mig a nullarendszerben a tér minden pontjan nemcsak egy, hanem
ool komplexussugar megy keresztiil és minden sikjaban o' kom-
plexussugar van. De ha a tért nem pontokkal és sikokkal képzeljiik
betdltve, hanem sugarakkal (egyenesekkel), azaz ha nem a ponttérre
és nem a siktérre, hanem a sugartérre gondolunk, akkor azt latjuk,
hogy a komplexussugarak nem 16ltik be a sugartért. Ugyanis a
sugartér sugarainak szama o* mig a komplexussugarak szama
komplexusban csak «*. A nullarendszer altal meghatarozott vezets-
sugarak vagy komplexussugarak jol megkiilomboztetheték a tér
mas egyeneseitél. A nullarendszer tulajdonsagaiban, amennyiben
ezek a vezetGsugarakra vagy a polarisparokra vonatkoznak, kifeje-
zésre jutnak e vezetGsugaraktél meghatarozott linearis komplexus-

") Beilrage z. Geometrie der Lage. 56. old. 94, p.
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nak tulajdonsagai is. A nullarendszer meghatarozza a linearis kom-
plexust, melynek amaz alapjdt képezi, de a linearis komplexus is,
azaz a komplexus sugarainak Osszesége, meghatarozza az alapjat
képezé nullarendszert, mert egy pontnak nullasikja az e ponton
keresztiil mené komplexussugarak sikja és egy siknak nullapontja,
a sikban levé komplexussugaraknak metsz6pontja.— E magyarazatok
utan a komplexus szot, vagy az altalanosabb nullarendszer kifejezést
félreértés nélkiil hasznalhatjuk.

5. A nullarendszer meghatarozasara szolgalo eredetileg felvett
aa'.bb' ... involucziés sugarseregnek minden tarssugarparja polaris-
parja a nullarendszernek, mert az egyik sugar minden sikjanak
nullapontja, mint lattuk, a tarssugdron van. Ebben az aa’.bbd’ ...
involuczids sugarseregnek 7, k kettOssugarai vezetGsugarak, mert
mindegyikben egy polarispar egyestilt.

Minden g egyenes, mely az aa'. bb’. .. sugarseregnek két tars-
sugarat metszi, a nullarendszernek egy vezetOsugara, és ezekhez
szamitanddk az adott sugdrsereg tdimaszto seregének sugarai is. Mert
az adott értelmezés szerint az aa’ egyenespart metszG ¢ egyenes
valamely P pontjanak nullasikja =, keresztiil megy a P pontbdl az
aa’.bb'. .. sugarsereg tarssugaraihoz vezetett 6sszes szel6kon, melyek
mindannyian vezetdsugarai a nullarendszernek, miutan a P-n mennek
keresztlil és a = sikban fekiisznek.

De minden g egyenes, mely a nullavendszer bavmely pp’ pold-
rispavjanak szelGje, egyszersmind vezetosugara a nullarendszernek,
mert a [pg] sik nullapontja a p’-nek nyoma a [pg| sikon és ez a
nyom a ¢ egyenesen van; a g tehat a [pg] sikban van és annak
(p’g) nullapontjdn megy Keresztlil. — Viszont a nullavendszernek
minden vezetésugara g, mely barmely pp' polarisparijanak egyikét
wmetszi, a masikat is melszeni fogja, mert a ¢ a [pg] siknak nulla-
pontjan tartozik keresztiil menni, mely nullapont a p-nek polarisan,
p'-on fekszik.

Ebbdél kovetkezik, hogy a nullarendszer bavmily két poldris-
paria pp’, qq' hyperboloidikus fekvésii, mert a pp'q’ egyeneseknek
szel6i a nullarendszernek vezetGsugarai és igy ezek a ¢-nak pola-
risat ¢’-t is metszik. — A pp', gq’ polarisparokon keresztiil mend
hyperboloid egyik sugarseregének sugarai tehat mind vezetGsugarak
a nullarendszerben, a mésiknak, azaz a tdmasztd sugarseregnek
sugarai pedig, melyekhez a pp’, gg’ polarisparok is tartoznak, oly
poldrisparok, melyek egy involuczids sugarsereget képeznek, Ugyanis
valamely = sik a pp‘qq’... hyperboloidot kupszeletben, a pp’, ¢’
polarisparokat két-két pontban metszi, és utobbiaknak 0sszekotd

i1’
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egyenesei a = sik nullapontjdban, P-ben, talalkoznak. E P ponton
keresztiil mend Osszes vezetdsugarak ama kupszeletet oly involuczios
pontsorban metszik, melynek tarspontjain keresztiil mend és a pp’qq’
sugérsereghez tartoz6 sugarparok polarisparok a nullarendszerben
és egy involuczios sugarsereget képeznek.

Viszont a nullarendszer harom vezetésugara g¢, és ¢, melyek
koziil egyik sem metszi a masikat, meghataroz egy oly sugarsereget,
melynek minden sugara, ugy mint a gg, ¢s g,, csupa vezetésuga-
rakbol all, mig a tamasztd sugarseregnek sugarai poldrisparokka
egyesiilnek és ezek egy involuczids sugarseregnek tarssugarai. Mind-
ezekbdl lathato, hogy az eredetileg a nullarendszer meghatarozasara
felvett aa’. bb'. .. involucziés sugarsereg barmely mas sugérsereggel,
melynek tarssugarai polarisparok a nullarendszerben, pdétolhatd,
tehat amannak semmi kiilénos szerepe nincsen a nullarendszerben,

A nullarvendszerben < oly involuczios sugarserveget vehetiink fel,
melynek tavssugarai polarisparok a nullavendszerben. Ugyanis két
egyenes py és azoknak p'q’ polarisai mar meghatarozzak a pp’.qq’ ...
involucziés sugarsereget a nullarendszerben. A tér ~* egyenesei
kozil két egyenest o=*i4-szer, a sugarsereg o' egyenesei Kkoziil
kett6t ~'tl-szer vehetlink fel, ezért a nullarendszerben eléfordulé
involuczids sugarseregek szama oo®~?==oc’ Ha ¢ 5zam megallapitasa
végett a vezetGsugarakbol indulunk ki, akkor figyelembe kell ven-
niink, hogy harom vezetdsugar meghatarozza az involuczids sugar-
sereg tamaszto seregét. A nullarendszer o® vezetGsugarabdl harom
sugarat «%3-szor, a sugarseregb6l pedig o<''’-szor valaszthatunk k
és igy a nullarendszerben el6fordul6 oly sugérseregek szama, melyek-
nek sugarai mind vezetGsugarak . o<,

A térben van «” sugdrsereg; mindeniknek sugarai *-félekép
képezhetnek involucziét (mert két sugdrnak megfelel tarssugara
«>-szer vehetjiik fel mindegyik seregben) ; tehat van <!!-en involu-
czi6és sugarsereg. Ezeknek mindenike meghataroz (Chasles-féle
képzés szerint) egy nullarendszert ; de mert a nullarendszerben o
involuczids sugarsereg van, azért a tér dsszes nullavendszeveinek
szama =°.

A térben van <!'® hyperboloidikus sugarnégyes: mindenike
két parra bontva, mint két polarispadr meghataroz egy nullarendszert.
Ebben azonban «%-szor lehet két polarispart kivalasztani; tehat a
nullarendszerek szama ismét o .

6. Ugy, mikép két polarispar, pp’ és qq’, meghatarozza a nulla-
rendszert, meghatarozza azt egyszersmind egy polarispar pp' és egy
egybeesO polarispar, azaz egy vezetdsugar g. A pp'g-n keresztiil-
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mené hyperboloidnak egyik sugarserege csupa vezetSsugarakbos
all, a masik, melyhez a pp‘g sugarak tartoznak, pedig involucziésan
parositott polarisparokbol. Ennek az involuczios sugarseregnek
pedig egyik KettOssugara a g, egy tarssugdrparja a pp’. Az a g,
sugar, mely a g-t a pp’-t6l harmoénikusan valasztja el, tehat a
gg.pp’ ... involuczi6s sugarseregnek masodik kettéssugara, szintén
vezetésugara a nullarendszernek. Ezért mondhatjuk: jazok asuga-
rak, melyek a nullarendszer egy vezetdsugarat, g-t, annak egves
polarisparjait6l harménikusan valasztjdk el, vezetGsugarai a nulla-
rendszernek.“

A nullarendszerben o* polarispar van ; a ¢ vezetOsugarat ezek-
t6l nem oo*, hanem csak «® sugar valasztja el harmoénikusan, mert
ama o' polarisparbdl ! szamu egy-egy involuczids sugarsereget
képez, melyeknek tarssugarait a g-t6l csak egy sugar valasztja el
harmonikusan.

A nullarendszerben o* vezetGsugar van, mely egy p egyenest
metsz és ool vezetGsugar van, mely két egyenest, p-t és ¢-t metsz.
Mert a keresett vezetGsugarak az els6 esetben a p-nek polarisat, a
masodikban a p és g-nek polarisait is metszik. E vezet6sugarak az elsé
esetben egy ugynevezett linearis kongruencziat, a masodikban egy
sugarsereget képeznek. — Barmily sugarseregben két valos vagy kép-
zetes sugar van, mely egy adott nullarendszerhez tartozik. Ugyanis a
sugarsereg vezetdseregében felvett p sugarnak polarisa az adott sugar-
seregnek két valds vagy képzetes sugarat metszi, melyek a nullarend-
szerben vannak.

7. Két kiilomboz6 sikban & és z-ban fekvd, kiillomboz6 kozép-
ponttal A és B-vel, és egy megfeleléleg kozos g sugarral bird
projektiv sugarsor (A,3) és (B ,z), egy elkorcsosult involuczids
sugarseregnek tekinthet6. E sugarsorok { és z sikjai képezik az
involuczids sugarsereget tarté elkorcsosult hyperboloidot, mig a ¥
és = sikban fekvé és B, illetve A kdzépponiu sugarsorok a tdmaszto
sugarseregnek tekinthetdk.

Valamely = sik a 5, = sikokat két egyenesben, az (4, 2), (D, =)
sugarsorokat két perspektiv pontsorban metszi; ezek megfelelé pont-
jainak 0sszekoto egyenesei egy P pontban talalkoznak. Viszontaz a
két siksor, mely egy I’ pontbol a két projektiv sugarsort projiczialja,
perspektiv, tehat a megfelelé sikparok metszGvonalai, melyek a P
pontbdl ama sugarsorok megfelelé sugaraihoz vezetett szeldk, egy
= sikban vannak.

A két sugarsor (4, ¢), (B, »), mint elkorcsosult involuczids
sugarsereg, tehat ép Ugy alkalmas a nullarendszer meghatarozasa-
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hoz, mint az altalinos involucziés sugdrsereg. Minden = siknak
nullapontja az a P pont, melyben a = sikban fekvo és a sugarsorok
megfelel sugarait metsz6 egyenesek, a nullarendszer vezetdsugarai,
taldlkoznak ; viszont minden P pontnak nullasikja az a = sik, mely-
ben P pontbdl a sugarsorok megfelelé sugaraihoz vezetett szelok,
a nullarendszer vezetOsugarai, fekiisznek.

Az (A, %) és (DB, ») sugérsorok A és I kozéppontjainak
nullasikjai az = és % sikok. Az ‘A, 4) és (B, ) projektiv sugdrsorok
megfelelé sugarai polarisparok, mig az (A ,z) és (B, %) sugarsorok
sugarai, vezetGsugarak a nullarendszerben. Hogy a nullarendszerben
egy sugarsor sugarainak polarisai a sugarsorral projektiv sugarsort
képeznek, azt mar el6bb volt alkalmunk latni (a 3. pont alatt). Erre

—- —————

\ 3 T

\

34. dbra.

a tulajdonsagara van dllapitva a nullavendszernck és a linearis
komplexusnak képzése kél projektiv sugarsorbél, mely képzés
SyLvesTer-t6] szarmazik (1861-bol). Es ha csak a nullarendszer
vezetosugaraibol képezte linearis komplexusra gondolunk, mond-
hatjuk :

Mindazok a sugarak, melyek két kiilombozo sikban fekvo kiilom-
boz6 kozéppontlal és cgy megfelelo kozds sugdrrval bivé projekliv
sugarsor wmegfelelé sugarait metszik, egy linearis komplexust
képeznek.

A két projektiv sugarsorbdl, (A, &) és (B, =)-bol, meghataro-
zott nullarendszerben egy p egyenesnek polarisit p’-et kovetkezGkép
szerkesztjiik (34, dbra): A p az (A, ) és a (B, =) sugarsorok két
meg nem felel6 sugarat a és b'-et metszi ; az a p’ sugdr, mely az a




— 187 —

és b-nek megfelel6 a‘ és b sugarakat az |ap] illetve [b'p] sikban
metszi, a keresett p’ polaris. — Ez alapon a linearis komplexus a g
komplexus sugarboél és a pp’ polarisparbol, mely a g-t nem metszi,
ekkép szerkeszthets : A g-n keresztiil két sikot, « és 2-t, fektetiink ; az
(ap), (@p’) és (Bp), (Bp’) pontoknak Osszekotd egyenesei a g-t az « és
% siknak A és B nullapontjaban metszik. Ha A(9p)=a, A(¢p’) = b,
B(ap)=a', B(ap’)=10', akkor az A(abg...) x DB(a'b'g...) sugar-
sorok megfelel6 sugarainak szel6i, a keresett komplexusnak sugarai
lesznek.

8. A nullarendszert, és ezzel vezetésugarvainak komplexusat, ot
vezetOsugdarbol g,9,8,9, €s g5-bil, REYE szerint kovetkezikép szerkeszt-
hetjiik meg: Foltételezvén az altalanos esetet, hogy az 6t g; sugéar
kozll egyik sem metszi a masik négyet és azoknak egy négyese
sem hyperboloidikus fekvést, jeloljik a g,¢,9¢,9,-nek két szeljét
pp’-sel, a ¢,9,¢,9.-nek két szelGjét gq’-sel. E két szelGpar pp’, qq’,
mint polarxspar meghataroz egy nul]arends7e1t melyben am(, 9 Sa 8485
sugarak vezetds
nek nincsenek valos szel()juk akkor messtiik a ¢, 8,95 , 959,85 sugara-
kon keresztiil mend hyperboloidokat egy p egyenessel két-két pont-
ban, a mi mindig lehetséges, és jelljiik e metsz&pontokon keresztiil
menod és a g, 9,95, és g,9,9; sugarseregekhez tartozd sugarakat /,/,
és I;1,-gyel. Ezeknek mar a p egy valés szeljik és van még egy
valds szel6jiik, a p’; e pp' egyenespar, mint polarispar, és a g
vezetésugér egy nullarendszert hatiroz meg, a melyben a /,/,/,1, és

g5 sugarak vezetGsugarak. Minthogy a g, 9, és a g,¢g, sugarak az/,l,g;,
llletve az l,1,1¢g; sugarakon Kkeresztiil mens sugarseregben vannak,
azért ag, ¢,9,9, sugarak is vezetGsugarai ama nullarendszernek, —

Szerkessziik meg a Sylvester-féle képzés alapjan a linearis
komplexust annak 6t sugarabol, gg,¢,¢, €s g,-bol.

A ¢-n keresztil men6 5 és « sik a g,¢,9,8, sugarakat
az A, A,4,4, és B, B,B,B, pontokban metszi. Ha a g egyenesen oly
- és B pontokat szerkesztiink, hogy

A(A,A,4,4,9) ~ B(B,B,B,B,g) 1)

akkor e sugarakkal meghatarozott projektiv sugarsorok mar a kere-
sett komplexus képzésére alkalmasak.

A megadott vonatkozas kielégité6 4 és B pontoknak szerkesz-
tése az ugynevezett linearis projektivitasi feladatokhoz tartozik,
melyek vonalzéval megoldhatok. A megoldas Staupr-nak kovetkezd
tételén alapszik :

,Ha a ¢ egyenes az ABC haromszog BC, CA , AB oldalait az
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4,, B, és C, pontokban metszi, és a * a ¢ egyenesnek tetszés-

szerinti pontja, akkor az 4,85, C,G pontnégyes projektiv a G(4BCg)

sugarnégyessel. {
Mert ha az AG, BC egyenesek metszépontja a D, akkor

A,B,C,G 7 GC,B,A, X A(DBCA,) 7~ (DBCA,) & G(ABCg)

Visszatérve ezutan az eredeti feladatunkhoz, messék az
A, A,A,A, és BB, B, B, négyszogeknek 4idj és BiBj oldalai a ¢
egyenest az Xj; és Y;; pontokban, és legyenek az X;, Y;, Y% oly
valtoz6 pontok a g egyenesen, hogy

Xo X3 XogXi N\ Y13Y,3 Y, ¥ 2)
X o X XoXi A Y Y1, X, Y 3)

és

>

Az X; pontok soraval projektiv Y; és Y*; pontok sora egymas-
sal is projektiv és ezeknek egyik kettGspontja az Y, ,, mely az X,,-nek
felel meg a 2) és 3)-ban.

Legyena Bpontaz ¥; és Y’; soroknak masodik kettdspontja,
az A pedig az annak megfelel6 pontaz X; sorban ; tovabba feleljenek
meg az X;,X,; pontoknak 3-ban, az Y, Y’,, pontok, azaz
legyen :

Xyo Xy Xoy Xy Xog AN Yo ¥, Y, Y Yy, B.

Minthogy

A(A4, A, 4;8) )\ Xy Xy Xy A N
) A Yo Y13 Y BA Yy Y3 Yo B A B(B, By By g)
és
A(A,A,4,8) N Xy X XA N Yy Y Y B A B(B,B,Bg),
azért
A(4,4,4,4,8) )\ B(B,B,B;B,s).

E szerint ha az Y|, és Y,, pontokat az
X308 X, X X W e Vs My
-bo6l megszerkesztjlik, akkor az
) G oM SRR B T T LI
projektiv soroknak masodik kettGspontja B és az
Yo Xy Xag B N Xei s X o X

-b6l meghatarozott A pont, mar a kivant B és A pont lesz. —
Az ot adott egyenesnek, g¢,9,9, és g,-nek, altalanos helyzeté-
ben az A és I pontokon Kkiviil nincs tébb pontpar a g-ben, mely a
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kivant kovetelményt, 1)-et, kielégitené. Ugyanis, ha az 4%, B* még
egy ilyen pontpar volna, akkor az Yi, Y’; projektiv pontsorok
egybeesnének, mert az Y,,, B és B*-ban harom megfelels kozos
pontjuk volna. Ekkor az Xi, Y: projektiv pontsoroknak minden
megfelelé pontparja kielégitené a kovetelményeket és igy azoknak
J, K kettGspontjuk is. Minthogy ekkor

J(4,4,4,4,8) N\ J (B.B,B;B,g),

azért a g,£.9.9, egyeneseket a J kettspontbdl projicziald sikok
egymast egy ;7 egyenesben metszenék, mely mind az 6t adott
egyenesnek szelGje. Ep igy lehetne ekkor a K pontbdl is a £9,8:8:84
egyenesekhez egy k szel6t huzni. Az 6t adott egyenes ekkor mar
kiilonos helyzetd, és igy a komplexus meghatarozasahoz nem
alkalmas.

Ot sugarat a térben o *-szer, a linearis komplexusban
»?-9-szor vehetiink fel. Ezért: a linearis komplexusok (és nulla-
rendszerek) szama °.

9. Eddigelé a nullarendszer szerkesztéséhez vagy polaris-
parokat, vagy vezetbésugarat, vagy mindkét ily fajta egyenest
hasznaltunk. Lassuk most, mikép lehet a nullarendszert adott pontok-
bél és azoknak nullasikjaibol meghatarozni.

Harom pont, A, B és C és az azokon rendre keresztiil mené
«, % és v sik altalanos helyzetben nem lehet egy nullarendszerben
egymashoz rendelt pont és sik, mert az ABC = o siknak nulla-
pontja O, mint az =y sikoknak metszépontja, az » sikban tartozik
lenni. Ha ez bekovetkezik, akkor az ABC pontok és azoknak a2y
nullasikjai meghatarozzak a nullarendszert.

Ugyanis ha az ABC haromszog oldalait és az 22y haromél
éleit ekkép jeloljiik : ;

BC=p CA=q AB=~r
by=p’ yo=4q’ o =7
€s ‘
az afy = p'q'v’= O pont, az ABC= pgr = o sikban van
- S % ¥
a S i RN
c G HE o

akkor a pp’ polarispart6l és a gq’ egyenespart metszé g vezetésugar-
t6l meghatarozott nullarendszer mar olyan lesz, hogy abban az
ABC pontoknak nullasikjai az =@y sikok, mint azt azonnal
kimutatjuk.
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Ebben a nullarendszerben a
pg=o pr=p r9'=y
sikoknak nullapontjai az
op'=0 p=B8B w=C
pontok.

A C ponton keresztiil mené és az « sikban fekvs és a ¢ vezeto-
sugarat metsz6 g egyenesnek polarisa ebben a nullarendszerben :
a p sikban fekvé és az O ponton keresztill mens és az ¢ egyenest
metsz6 egyenes, — mely a ¢’. Tehat a ¢‘#' =« siknak nullapontja
az 2g=A pont, és az «2=1v"' egyenesnek polarisa az AB=r~r
egyenes. E szerint a pp’ polarispar és a g vezetGsugartél meg-
hatéarozott nullarendszerben az ABC pontoknak nullasikjai tényleg
az 2y sikok. —

A nullarendszer meghatarozasara szolgalé ABC pontok és 2y
sikok koziil az 4B pontokat és megfelelleg az azokon keresztiil
meno «f sikokat tetszésszerint vehetjiik fel ; a y siknak helyzete is
barmilyen lehet, csak ne menjen az AB pontokon vagy az «$
metszévonalon keresztiil, hanem az «2y messe egymast egy O pont-
ban. A C pontnak helyzete ekkor az A BO=: o sik és a v sik metsz0-
vonaldnak az O-n és az A B egyenesen Kkiviil fekvé barmely pontja
lehet.

Ha tehat egy «{y hdromélt és annak D’ csucsan keresztiil
mend o’ sikban egy ABC haromszoget ugy vesziink fol, hogy
annak A4, B, C szogpontjai az «d’, 23', vd' egyeneseken fekiidjenek,
akkor e pontok ama sikoknak nullapontjai lehetnek egy nulla-
rendszerben.

Messiik még az «{y haromél 2y, vz, 2% éleit egy o sikkal az
A’, B’, C' pontokban és jeloljiik e pontoknak nullasikjait a nulla-
rendszerben «', §', y'-sel, a d-nak nullapontjat («f'y') = D-vel.

Az

ABCD = o/3'v'¥’, A'B'C'D' = oy

tetraederparok Mobius-félék lesznek, mert e tetraedereknek bar-
melyik lapja az illeté tetraedernek harom, a mésiknak pedig egy
csucsét tartalmazza (10. §. 6. p.a 97. oldalon). Es pedig :

1=AB'C'D"  2'=A'BCD
4=A'BC'D' ‘= AB'CD
v=A'B'CD'  '=ABCD
S=A'B'C'D &= ABCD.
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Ezért mondhatjuk: Valamely tetraeder lapjainak nulla-
pontjai egy nullarendszerben egy mdsik tetraedevnek csiicsai, mely
az elsével egy Mobius-fele tetvaederpdrt képez: azaz a mdsodik
tetraeder az elsébe és az elsé koviil van irva.

A nullarendszerben o<1 Mobius-féle tetraederpar van.

10. Staupr a nullarendszer meghatarozdsira egy térbeli
otszoget vesz fel és annak minden csucsat, e csucson és a két szom-
széd csucson keresztiil mend sikhoz, mint nullasikhoz, rendeli.
Ha tehat az ABCDE a térbeli 6tszog, akkor az 4, B, C, D, I/ csticsok-
nak nullasikjai az FAB, ABC, BCD, CDE, DEA sikok.

Az otszég AB,BC ... EA oldalai ekkor a nullarendszer
vezetOsugarai, tehat egyértékiliek 6t vezetGsugarral, de a melyek itt
abban a kiilonds helyzetben vannak, hogy az els6 a masodikat, a
masodik a harmadikat, stb, az 6t6dik az els6t metszi. Ezekbdl a
nullarendszer, daczara a kiilonos helyzetnek, szerkeszthetd, mert az
AB= g vezetbsugar és a Cll=p és (BUD, DEA)=p’ polarispar
meghataroz egy nullarendszert. Ebben az A = g, tovabba a BC,
DE, 0D, DE egyenesek, melyek a pp’ polarispart metszik, vezetd-
sugarak, tehat az 6tszog csucsainak nullasikjai, e csticsokon és a két
szomszéd csucsokon keresztiil mend sikok.

A nullarendszerben 10 ily 6tszog van; mert az A csucsot
tetszésszerint, tehat o® helyzetben, a B-t az A-nak nullasikjaban,
tehat o<® helyzetben, ép igy a C-t és a D-t is o* helyzetben, végre
az E-t, az A és D pontok nullasikjainak metszvonalaban, tehat oo!
helyzetben vehetjiik fel.

Minthogy a nullarendszerben <! ilyen Staudt-féle 6tszog, a
térben pedig <" - 6tszog talalhatd, azért a nullarendszerek szdma oo®.

11. A nullarenaszer vezetGsugarai, mint értelmeztiik, egy
linearis komplexusnak sugarai. Erre nézve pedig jellemz6, hogy
annak a tér minden sugarsoraban van egy sugara. De ha a
komplexusnak valamely sugarsorban egynél tobb sugara van, akkor

annak minden sugara komplexussugar. E tulajdonsagot alapul véve
kimutathaté SturM-nak e tétele :

Ha két projektiv siksor
tengelyei nincsenek ugyanegy
sikban, akkor e siksorokat
involucziéban metsz46 egyene-
sek egy linearis komplexust
képeznek.

Ha két projektiv pontsor
tartéoi nem metszik egymast,
akkor azok az egyenesek,
melyekbdl e pontsorok involu-
czibs siksorokkal projiczialtat-
nak, egy linearis komplexust
képeznek.
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Legyen a jobboldali tételben g(ABC...) \ g,(4,B,C,...) a
két projektiv pontsor, Egy P pontbol azoknak ¢, ¢, tartéihoz huzott
p szelG messe a tartokat az A, B, pontokban, melyeknek megfelel
A, , B pontjait a p’ egyenes koti ossze. Minden a P-n keresztiil
mend és a [Pp’]| == sikban levé g; sugar oly tulajdonsagu, hogy
abbdl az adott pontsorok involuczios siksorokkal projiczidltatnak,
mert a giAB,=gip siknak a g[ABC.. .|/ gl4,B,C, .. .] sik-
sorokban, mint az egyik vagy a madsik sorhoz tartozonak, a
g4, B= gip’ sik felel meg. E szerint a tér barmely pontjan keresz-
tiill mend oly sugarak, melyekbsl ama pontsorok involuczids sik-
sorokkal projiczialtatnak, egy sugarsort képeznek, ésigy e sugarak
Osszessége egy linearis komplexus lesz, A pontsorok g,¢, tartoi
szintén komplexussugarak ; ellenben ezek barmely szelGjének, p-nek,
polarisa p’, az az egyenes, mely a (pg), (pg¢,) pontoknak megfeleld
pontokat Kkoti Ossze, és a pp’ polarisparnak barmely szelGje
komplexussugar, mert abbdl a két pontsor involuczids siksorral
projiczialtatik. -

Ugyanigy bizonyithaté be a g(«fy . . .) /A g,(2,5,7; . . .) projek-
tivsiksorokra vonatkoz6 baloldali tétel. Két meg nem feleld sik metszG-
vonala 2%, = p, és az ezeknek megfelels sikok metszévonala o, % = p’
polarispar a komplexusban, és a pp’-nek barmely szel6je a siksoro-
kat, mint kénnyen lathat6, involucziéban metszi, tehat komplexus-
sugar.— Ha a g(2y...) siksor perspektiv a ¢,(4, 3, , ...) pontsorral, és
a gy(%5y, . . .) siksor perpsektiva ¢(AB( ...) pontsorral, akkor a
két pontsortdl és a két siksortl a tétel értelmében meghatarozott
két komplexus ugyanegy, mert az ={, = A, B, . 2,%5=AB, polaris-
parnak szel6ib6l a pontsorok involuczids siksorokkal projiczialtat-
nak, és azok a szel6k a siksorokat involucziés pontsorokban
metszik. Két megfelel6 pontnak Osszek6té egyenese, a mely
egyszersmind két megfeleld siknak metszévonala egy komplexus-
sugar, és az egyik pontsor egy pontjanak nullasikja a komplexus-
hoz tartoz6 nullarendszerben, keresztiil megy a pontsor tartéjan ésa
masiknak tartéjat a megfelel6 pontban metszi.

17. §. Méretes vonatkozdsok a nullarendszerben.

1. A nullarendszerben minden siknak van egy a sikban fekvs
nullapontja, és igy a végtelen tavoliz= siknak is. Az s»-nek nulla-
pontjat Fe -nel akarjuk jelolni. Az zwsikban levé a'; egyeneseknek a;
polérisait, melyek az E»-n mennek keresztiil és igy egyméssal
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parhuzamosak, a nullarendszer datmérdinek nevezzik. Ezt, valamint
a 1obbi alabb kivetkezb elnevezés, a nullarendszer vezetOsugaraitol
képezett linearis komplexusra is alkalmazzuk.

Parhuzamos, tehat egvmast az :z» sik a‘; egyeneseiben
metsz0 sikoknak nullapontjai abban az a atmérében vannak, mely
ama sikok végtelen tavol fekvi a’; metszévonalanak polarisa. Ezt az
.a; egyenest MaNNHEIM szerint a pdrhuzamos sikokhoz adjungalt
atméronek nevezzik, Minden atmeéré ahhoz a parhuzamos siksorhoz
adjungalt, melynek végtelen tavol levd tengelye ama atméronek
polarisa,

Az e sikban az Y~ ponton keresztlil mend egyenesek, mint
a nullarendszer vezetGsugarai, egybeesnek poldrisaikkal. Ezért az
E+ ponton keresztiil mend és igy az atmérSkkel parhuzamos sikok-
nak — az atméréosikoknak — nullapontjai az s« -ben, tehat végtelen
tavol vannak. Ezért az atmérGsikokban 1évé vezetGsugarak mind
parhuzamosak egymassal, de altalaban nem parhuzamosak az
atmérGkkel. Kétparhuzamosatmeérdsiknak kiilombozo nullapontjavan
az z«-ben, tehat egy-egy sikban fekvé és dnmaguk kozott parhuza-
mos vezetosugarak, nem parhuzamosak egymassal.

Ha a nullarendszert az atmér6k iranyaban eltoljuk, akkor
annak aimérdi, atmérdsikjai, valamint az ezekben fekvs vezets-
sugarak sorai, melyek a nullarendszer valamennyi vezetdsugarat
magukban foglaljak, 6nmagukban tolatnak el. Ezért mondhatjuk:

A linearis komplexus nem vallozik, ha azt atmévoi iranyaban
eltoljuk ; azaz: minden komplexussugar egy masik komplexussugar
helyére kertil.

A nullarendszer ket polarisparja, mint tudjuk, mindig hyper-
boloidikus fekvésli. Ha az egyik polarisparnak egyik egyenese az
a; atmérs, akkor, mert ennek polarisa a’; végtelen tavol van, az a.a’,
pp' polarisparok egy hyperbolikus paraboloidon fekiisznek, és ezért
az a;pp’ egyenesek annak a paraboloidnak egyik vezeto sikjaval par-
huzamosak. A pp’ tetszésszerinti polarisparral parhuzamos sik tehat
parhuzamos a nullarendszer atmérdivel, Ez kiilomben abbdl is kdvet-
kezik, hogy egy polarisparnak minden szeldje, tehat az z.--ben levo
végtelen tavoli szelGje is, vezetOsugar, és mint ilyen az F'.» ponton
megy keresztiil,

A nullarendszer atmérdire merdleges, tehat egymassal parhu-
zamos sikoknak nullapontjai egy kiilénts atméroben, @-ban, vannak,
melyet a nullarendszer és a komplexus folengelyének neveziink.
A fotengelynek, a-nak, polarisa a' a rea merdleges siknak végtelen
tavoli egyenese. Minden az a fotengelyre merdleges metsz egyenes,
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mely tehdt az @’-t is metszi, vezetdésugara a nullarendszernek. Az a
fétengelynek és a p egyenesnek meréleges szelGje ¢, mint vezetd-
sugdr, metszi a p-nek p' polarisét is ; és mertaz a pp’ egyenesek egy
sikkal parhuzamosak, azért a ¢, mely erre a sikra merdéleges, a p'-re
is meréleges. Ennéifogva :

A linearis komplexus minden polarisparjanak merileges
szeloje, merolegesen metszi annak folengelyél,

Ha tehat a pp’ és p,p’, polarisparoknak merdleges szelGjiik a
£ és g,, akkor a gg,-nek merdleges szelGje a f6tengely a.

A nullarendszernek fGtengelye és egy poldrisparja, vagy {oten-
gelye és egy redja mem merdleges vezetOsugara, meghatdrozza a
nullarendszert.

2. Legyen = az a fétengely A pontjaban az a-ra merdlegesen
all6 sik, tehat az A-nak nullasikja az «. Ebben a sikban az 4 pontb6l
egy k? kort irunk le. A #® kor pontjainak nullasikjai az A-n men-
nek keresztiil és egy II. r. kipot K®-t burkolnak (16. §. 3.), melynek
alkotoi, a £ kor érintdinek polérisai a nullarendszerben. A nulla-
rendszerben valamely Ppontnak és a £'®-re vonatkozo p polarisanak,
egy = nullasikja és egy p’ poldrisa van; a = sik a p‘ sugarnak polérisa
a K™ kupra vonatkozolag. Az A pontnak a %®-re vonatkozo a'
poldrisa végtelen tavol van; tehat az A pont nullasikjanak, z-nak,
polarissugara a K®-re vonatkozolag, az a’-nak polarisa, azaz az a
fotengely. Minthogy pedig @ merbleges az z-ra, és a és « a K®-re
poléarissugér és polarissik : azért az a fotengelye, az = pedig fosikja a
K™ kipnak.

A k* kornek minden egymasra meréleges atmérdparja kap-
csolt; ezek mint vezetésugarak a nullarendszerben egybeesnek
polarisaikkal ; tehdt a 2®-nek egymasra merdleges atmérdi, a K@
kupravonatkozolag kapesolt polarissugarak, és igyaz 2 a K*®-nek egy
cziklikus sikja. De ha a kupnak egy cziklikus sikja egyszersmind
fosik, akkor a kup forgaskup. Ennélfogva az a fGtengelyre meréleges
= sikban fekvs és annak ugyancsak a f6tengelyen levs A nullapont-
jabol leirt 2@ kor pontjainak nullasikjai oly forgaskupot burkolnak,
melynek csticsa az A pont és forgastengelye az a fGtengely,

EbboI kivetkezik, hogy a nullarendszer és a linearis kom-
plexus annak fotengelye kiriil onmagaban forgathalo.

Azaz: A fOtengely koriil torténd forgatas alkalmaval a tér
pontjai mas ¢és mas helyzetbe jutnak; veliik egyszersmind a forgatott
pontok nullasikjai is, e pontoknak nullasikjaiba keriilnek. Ugyanigy
a komplexussugarak is mindig komplexussugarakba forgattatnak,
a mi egy (PLUckertdl folismert) jellemzd tulajdonsdga a linearis
komplexusnak.
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Minthogy a nullarendszert a fGtengely irdnyadban 6nmagéaban
eltolhatjuk és a fétengely koriil dnmagaban forgathatjuk: a két
mozgast egyidejiileg is végezhetjiik. E kett6s mozgast, ha az eltolas
aranylagos a forgatéassal : csavarmozgdsnak vagy csavardsnak nevez-
ziik, Ezért:

A linearis komplexus foétengelye koriil onmagaban csavarhato,
tehat igy, mint pl. a forgdshenger elcsavarhaté ©nmagéaban forgas-
tengelye koriil; de mar nem csavarhat6 el 6nmagaban a forgas-
kip vagy a forgashyperboloid a forgastengely koriil,

3. Bocsassunk egy tetszésszerinti X pontb6l a nullarendszer a
fotengelyére azt a merdleges go egyenest, mely a f6tengelyt az A
pontban metszi. A g, vezetésugarnak egy masik pontja legyen X,
a végtelen tavoli pontja A', és az AA'XX, pontoknak nullasikjai
legyenek az xx‘2%, sikok. E nullasikok a g,-on mennek keresztiil ;
az o merbleges az a-ra és az ' tartalmazza az a-t, tehat az « meré-
leges az o'-re, végre

Zo(AA'XX,) N\ £o(72'5).

Ha az X és X, pontok tavolsagat az a-tdl, » és r,-gyel, a % és
2, sikok hajlasszogét az a-hoz, ¢ és p,-hez jeldljuk, akkor

AX =y, AX = AX=A'X i~
(@%)=p, (@&)=0p; ()=90°—p, a,Z=90"—;
és az el6bbi projektivitas miatt :

AX | AX; _ sim(«t) | sin(ok,)

AXy A% sin(2'z) * sin(az
1
vagy
COS¢  COS?
¢t e
sing  simg, '
azaz

rtgo = v,1gp, — 4allando.

Minthogy a nullarendszer f6tengelye koriil 6nmagaban csa-
varhatd, azért az X, pont és &, nullasikja barmely a f6tengelyt6l 7,
tavolsagra levé Y, pontba és ennek =n, nullasikjaba csavarhato, és
igy az n;-nek hajlasszoge a fGtengelyhez szintén g,. Ezért az utébbi
egyenlet ekkép fejezhetd ki :

Ha barmely pont tavolsagal a nullavendszer fotengelyétol meg-
szorozzuk ammak a szognek tangensével, melyet a folengely a pont
nullasikjaval képez, dallando szorzatot myeriink. Ezt a szorzatot
PLucker szerint a nullarendszer és a téle meghatarozott linearis
komplexus parameterénck nevezziik, és k-val jeldljiik.
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Ebbgl lathaté, hogy a nullarendszer a f6tengelye és egy X
pontjanak % nullasikja, meghatarozza a nullarendszert. Ha az X pon-
tot azon a g, vezet6sugaron, mely az X-bdl a f6tengelyre merdle-
gesen bocsathato, tovamozgatjuk, és e mellett a -t szintén a g, koriil
vele projektivasan forgatjuk, ha ezutan az X pontsort és a % siksort
az a koriil forgatjuk és az g iranyaban eltoljuk, akkor az X a tér
minden pontjaba és vele a Z sik a tér minden sikjaba jut. Az
a-nak o* helyzetet, az X pont nullasikjanak pedig oo! helyzetet
adhatunk a ¢, siksorban, tehat az Osszes nullarendszerek szdma
ismét oo,

4. Legyen ezutan a g egy tetszésszerinti vezetésugara a nulla-
rendszernek ; ennek és az a fétengelynek merdleges szelGje ¢, messe
a g-t az X pontban, az a-t az A pontban, Az X-nek nullasikja a
=g/, és mertaz a és ¢ merilegesa g,-ra, azért az a és ¢ hajlas-
szoge egyenls az a és ¢ hajlasszogével, o-val. A g-nek tavolsaga az
a-tol AX =, tehat egy tetszésszerinti vezetGsugarra nézve, mely a
f6tengelyt6l » tavolsagra van €s ahhoz g szog alatt hajlik az 7. 1gp
egyenl$ a nullarendszer parameterével. Vagy :

A linearis kowmplexus barmely sugavanak tavolsiga annak
folengelyélél és e sugar és a fotengely hajlasszigének tangense
allandoé szorzatot ad, mely a komplexus parameterével egyenls, —

Fektessiik a ¢ vezet6sugdron Keresztiil az a fétengelyhez a
parhuzamos sikot =-t, mely az a és g-nek merdleges szelGjét, go-t,
az X pontban metszi. Az (X, =) sugarsor p; sugarainak p‘i polarisai
az X-nek % = [gg,| nullasikjaban, a g-vel parhuzamos és az (X, 7)-
vel projektiv sugarsort képeznek, mertaz a fGtengely végtelen tavoli
E__ pontjan keresztiil mend = siknak nullapontja is végtelen tavol van
a g-n. A g-nek 7 tdvolsaga az a-16l ugyanaz, mint a p; sugaraké, és a
g-nek ¢ hajlasszoge az a-hoz ugyanaz, mint a p’; polarisokeé.

Jeloljiik a valtozo p; sugarak hajlasszogét az a-hoz p;-vel és p’;
polédrisainak tavolsagat az a-t6l #-vel. A p;-nek két helyzetében,
Po €s p,-ben, konnyl meghatarozni polarisainak helyzetét; t. i. ha a
Po parhuzamos az g-val, tehat az Fis-n megy keresztiil, akkor p'o
végtelen tdvol van az a-t6l és minden végesben fekvd egyenestdl;
ha pedig a p, meréleges az a-ra, akkor a p’, metszi az a-t, tehat
attol O tavolsagra van. E szerint, ha a parhuzamos pip: egyenesek
tavolsagat | pip | -val jeloljitk és meggondoljuk, hogy a (p p,) és
(gp,) szigek egyenlok gi-vel és g-val, a (pip,) és (gp,) szogek azok-
nak potlészogei, ugy a

/\

(pigpop,)) /\ (p'igp'op’y),
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vagy teljesebben Kiirva :

sin(pp) . sinpips) _ (P PP
sinigp,)  sin(gp,) lep'ol  lgp'y]
ekkeép egyszeriisbiil :

Simp; _ cosp; ¥
sing ~ cosg L
vagy

r.igo=1r;.1lg;=R.

Ezt pedig ekkép fejezhetjiik Ki:

Ha egy egyenes tavolsagat a nullarendszer folengelyétél meg-
szorozzuk annak a szignek tangensével, melyel az egyenes polarisa
a fotengelylyel képez, a nullarendszer paramelerél nyerjiik,

Vagy : a nullarendszer fétengelyének tavolsigai egy polaris-
partdl és tangensei azoknak a szOgeknek, melyeket ama polarisok a
fotengelylyel képeznek, egyenlé viszonyokat adnak,

5. Hogy az el6bbi tétel alapjan fogalmat szerezziink a linearis ~
komplexusrdl, képzeljiink egy H®™ forgashengeren (36. abra), mely- .
nek tengelye az a és alkoto6i az a-tol » tavolsagra vannak, a ¢ csavar-
vonalat *) a i menetmagassédggal. Huzzuk meg ennek minden pontja-

*) Mint mdr fonn emlitettik, egy pontnak csavarmozgdsa vagy csavaro-
ddsa valamely tengely koriil két mozgdisbdl allithaté &ssze: a pont a tengely
koriil forog és egyidejileg a tengely irdnydban tovatolédik. A pont ekkor egy
csavarvonalal ir le, melynek tengelye ama forgdstengely. Lényegileg kétféle lehet
a csavarvonal : jobbra vagy balra csavarodé. Ha a pontot mindig egyértelemben
forgatjuk a tengely koril, de a tovahaladds a tengely irdnyiban az egyik vagy
a masik értelemben megy végbe, akkor a leirt csavarvonalak kozil az egyik
jobbra csavarodd, a mdsik balra csavarodo lesz, Es pedig: Haegy a tengelyben
dll6 és a csavarvonalra nézdnek a csavarvonal balrél jobbra lefelé halad, akkor
a csavarvonalat jobbra csavarodonak, cllenkezd esetben balra csavarodonak
nevezzilk, Ezt az elnevezést kapja maga a mozgds is. A ndlunk haszndlatban
levé csavarok élei jobbra csavarodok, czcknek tikdrképei egy sikon balra csa-
varodé csavarok, (4 35. dbraban az @) és D) balra csavarodo, a ¢) és d)
jobbra csavarodé csavarvonalat mutat az illeté forgdshengerrel egyiitt. A lité-
sugarak a forgdshengerek alkotéit az a) és ¢) dbribin merdlegesen, a b) és d)
abrdban hegyes szog alatt metszik.)

Mialatt a csavarodé pont egy teljes korilforgist végzett a tengely koriil,
leirt egy csavarmenelel, a tengely irdnyiban pedig cgy % vonaldarabbal, — a
csavarmenel-magassagaval vagy roviden a memetmagassiggal — haladt tovdbb,
A csavarodé pont oly forgdshengeren maradt, melynck tengelye cgybeesik a
forgdstengelylyel, alkotdéi pedig & tengelytdl oly r tivolsigra vannak, mint a
csavarvonalat leiré pont,

A csavarmenet a henger kifejtésében (a hdlon) cgyenes vonal lesz ; ebbe a
vonalba jutnak a csavarvonal pontjainak érintéi, melyek a hergernek is érintdi.

Klug : Projektiv Geometria 12
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ban az érinté6t, g-t, melynek, igy mint a csavarvonalnak, hajlasszoge
a tengelyhez legyen p. Toljuk el a csavarvonalat Gsszes érintSivel a
H® hengeren tengelyének iranyaban. Ezutan irjunxk le az a tengely
koriil egy uj forgashengert H,;®-6t, melynek alkotdi az a-t6l »; tavol-
sagra vannak és hatdrozzuk meg a p; szoget ebbdl az egyenletbdl
rigo— rilgo;. A H;®-n vegylink fel egy c¢; csavarvonalat, melynék
hajlasszoge az a tengelyhez p; vagy 7 menetmagassaga Kkielégiti
ah;:h=r?:r® relacziét, és ép tgy jobbra vagy balra csava-
rodé legyen, mint a ¢. Ezt a ¢;-t a H/® hengeren 0Osszes érintdivel
egylitt tovamozgatjuk az a irdnyaban, Valtoztassuk most az 7i-t a
0-t6] ~<-ig és végezziik az el6bbi szerkesztést az uj H;* hengereken
és az Uj ¢; csavarvonalakon. E ! szamu H;® hengeren levd oo? szamu
ci csavarvonalnak =¥ szamu érintGje egy linearis komplexust képez,
melynek f6tengelye az a; a csavarvonalak pontjainak simul6sikjai
pedig a komplexus alapnullarendszerének nullasikjai. Azt is mond-
hatjuk, hogy a «? szamu ¢; csavarvonal =2 Kkifejthet6 feliiletének
alkot6i képezik a linearis komplexust. E kifejthetd csavarfeliiletek
kozott=! kiilomb6z6 van, melyek mindannyian a fGtengely ira-
nyaban eltolva «! helyzetben fordulnak el6 a komplexusban.

Maga a vonaldarab egy oly derékszogl hdromsziognek atfogdja, melynek befogoi
27y és h. Bz az atfogé a /i befogéhoz oly » szog alatt hajlik, mint a csavarvonal
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barmely pontjdnak érintje a tengelyhez. Ezzel a p szoggel mérjiik a csavarvonal
hajldsil a temgelyhez, és a h, r, o kozott levé Osszefiiggés :

h— 2rrcotgo.

Coil d o
ho e reoigp

¥




— 179 —

A leirt tulajdonsdg miatt Sturm a linearis komplexust smugdrcsa-
varnak (Strahlengewinde) nevezi. *)

Helyzetiikt0l eltekintve, a sugdrcsavarok egymdastol para-
melereikben  és még abban killombozhetnek, hogy jobbra vagy
balra csavarodok. S mert a
parameternek «' értéket ad- rt-"’ H” =< HY \ng
hatunk, azért az alakilag kii- ]
16mboz6 sugarcsavaroknak (li-
nearis komplexusoknak) szima
«'. Mindezeket annyi helyzet-
ben vehetjiik fel, mint tengelyei-
ket; azaz ' helyzetben, Igy
tehdt a tér Osszes sugarcsava-
rait ez alapon megszamlélva
ismét az ismert »* sokasagot
nyerjfik.

Ha az el6bbi szerkesztés-
ben a ¢ csavarvonal jobbra
vagy balra csavarodott, Ugy a

vonaldarabot a csavarvonal redukall
menelmagassdganak nevezzilk. A re-
dukalt menetmagassig meghaldrozza
a csavarmozgdst, melyet egy pont
vagy egy pont rendszer végez egy tengely koriil ; mert megadja, hogy mennyivel
haladnak tova a mozgd pontrendszernek pontjai a tengely irdnydban egyik vagy
masik értelemben, mig a rendszer pontjai a tengely koriil torténé forgisukban
olyan iveket imak le, mint a pontoknak tavolsdgai a tengelytdl.

A esavarvonal érintdi, alkotéi a csavarvonal kifejthetd feluleténck, melyet
kifejthets csavarfeliiletnek neveziink; maga a csavarvonal a kifejtheté csavar-
feliletnek éle. E feliilet két szomszéd alkotojian, vagy a mi ugyanegy, a csa-
varvonal két szomszéd érintGjén keresztil mend sik, a kifejthetd csavarfelulet érinfo-
sikja az illetd két egybeesd alkoté mentén, illetve a csavarvonal simulé sikja ama
érintoknek a csavarvonalon fekvd metszépontjiban, az Ugynevezett simuloponibasn.

A csavarvonal winden pontjénak simulésikja keresztiil megy a pont érinté-
jén, tovibbi az érintd és a tengely merdleges szelgjén. A simuldsik tehéit ép oly
szbget képez a tengelylyel, mint az érintd, és mert a csavarvonal pontjainak érintdi
egyenléen hajlanak a tengelyhez, azért simulésikjainak hailisszige a tengelyhez
is egyenld lesz. Ha tehdt egy ponton keresztiil a csavarvonal pontjainak érintgi-
vel és simulésikjaival pirhuzamos egycnescket és sikokat vezetiink, akkor azok
ugyanegy forgiskiipnak alkotéi és érintdsikjai lesznck, melynek tengelye pdr-
huzamos a csavarvonal tengelyével.

A csavarvonal és kifejthetd felilete tnmagdban csavarhaté ; de e csavardsnak
ugyanoly redukdlt menetmagassig felel meg, mint a csavarvonalnak, illetve a
kifejthetd csavarfelilet élénck,

*) Sroex R. Liniengeometrie; (1892,) I. két,, 94. old. 12*

36, dbra.
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leszarmaztatott sugdrcsavar is jobbra vagy balra csavarodo lesz.
Ha a sugarcsavar fGtengelyébdl a fGtengelylyel parhuzamos
sikra néziink és ebben a sugéarcsavar sugarai balrél jobbra lefelé
kovetkeznek egymadsra, akkor a sugarcsavar jobbra csavarvodo,
ellenkezG esetben balra csavarodé. A jobbra csavarodd csavarvonal-
nak tiikorképe valamely sikon balra csavarodd csavarvonal ; ezért az
egyenlé parameter( sugarcsavarok, ha killombdz6 csavarodasuak,
egymasnak titkdrképei lehetnek.

Ha a sugércsavar, f6tengelye korill, csavarodasa értelmének
(jobbra vagy balra) megfelelGleg végez csavarodast, Uigy a sugar-
csavarnak = ! kongruens kifejthetd csavarfeliilete nmagdban csa-
varodik, a tobbiek egymds utan a veliik kongruens kifejthets csavar-
felilletekbe keriilnek. Ha a sugarcsavar parametere k, a csavarodas
redukélt menetmagassdga k,, és az dnmagaban csavarodé Kkifejt-
hets csavarfeliiletnek alkotéi a fGtengelytdl » tavolsagra vannak és
ahhoz o szog alatt hajlanak, akkor

rigo—==Fk, rcotgs=h,
tehat

73 = kb, 1% = ;;o.

6. Haasugarcsavarnak parametere 0, akkor a sugdrcsavar elkoy-
csosul, Ez elkorcsosult sugarcsavart, vagy linearis komplexust Sturm
sugdrbokornak (Strahlengebiisch) nevezi; ez a f6tengely pontjaibdl
kisugarz6 sugarakbél, vagy a mi ugyanaz: a fGtengelyt (azaz egy
egyenest) metsz$ Osszes, szamra «°, sugarb6l all. E kiilonds kom-
plexus nullarendszerében minden pontnak nullasikja a fGtengelyen
megy Keresztiil, és minden siknak nullapontja a fotengelyen van.
A fGtengely pontjainak és sikjainak végtelen sok nullasikjuk és
nullapontjuk van. Ezért minden egyenesnek poldrisa a fGtengely
vagy maga az egyenes, a szerint, a mint az metszi vagy nem metszi
a fOtengelyt. A fGtengely polarisa pedig barmely egyenes lehet.

18. § A linearis kongruenczia és a kéttengely i
involuczid.

1. Lattuk az el6bbiekben, hogy a linearis komplexus sugarai-
nak szdma o% azaz: a komplexussugarak haromszorosan végtelen
nagy sokasaguak. A tér kétszeresen végtelen nagy sokasagu
egyeneseir0l vagy sugarairol azt mondjuk, hogy azok egy kongruesn-
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cziat képeznek. A kongruenczia n-ed vendit, ha barmely ponton
annak » sugara halad keresztiil, és m-ed osztdlyi, ha barmely sik-
ban annak m sugara van. Az elsé rend( és els6 osztalyu kongruen-
cziat linearis kongruenczianak nevezziik, és ezzel fogunk a kovet-
kez6kben foglalkozni.

Két linearis komplexusnak kozos sugarai egy lineavis kongruen-
cziat képeznek. :

Ugyanis, ha a tetszésszerinti P pontnak az els6, illetve a
masodik komplexus nullarendszerében nullasikja a = és =,, akkor a
=, sugar a két komplexusnak a P-n keresztiil men6 kozos sugara.
Ha tovabba a o siknak nullapontjai a két nullarendszerben az R és
R,, akkor az RR, sugar a két komplexusnak a o sikban levé kozos
sugara. E szerint a két komplexushoz barmely ponton keresztiil egy
kozos sugar vezethetd, és barmely sikban azoknak egy ko6zos
sugaruk van; ezért a kozos sugarak egy linearis kongruencziat
képeznek. Két linearis komplexus kozos sugaraib6l allé linearis
kongruencziat a két komplexus metszésének nevezhetjik.

Abbol, hogy egy sugaralakzatnak a tér minden pontjan egy
(vagy tobb, de véges szamu) sugara megy Keresztiil, mar arra lehet
kovetkeztetni, hogy az alakzat kongruenczia, mert a tér ~* pontjan
ugyan o=® sugar megy keresztiil, de minden sugar a benne levd oot
szamu pont miatt ugyanannyiszor lett szamitva tgy, hogy a sugar-
alakzatnak tényleg csak «® sugara van,

A két komplexusnak, I" és I';-nek, nullarendszereit akkép vehet-
juk fel, hogy azokban egyes sikoknak nullapontjai egybeessenek.
Az ily sikban a két komplexusnak végtelen sok, annak koézos nulla-
pontjan keresztiil mend kozos sugara van. A kongruenczidanak ily
kiilonos pontjait és sikjait, a melyeken <! szdmu sugar megy
keresztiil, illetve a melyekben ugyanannyi sugar van, singularis
pontoknak és sikoknak nevezziik. Ha a két linearis kongruenczia-
nak két kozos sugara egymadst metszi, akkor ezeknek gy a metszd-
pontja, mint a sikja singularis.

2. A linearis kongruenczianak oly sugavai, melyek egy tetszés-
szevinti p egyenest metszenek, egy sugarseveget képeznek. A linearis
kongruencziaban ° sugarseveg van.

Ugyanis, ha a kongruencziat két linearis komplexus, 1" és I,
metszésének tekintjiik, és a p egyenes polarisai a két komplexus-
ban p' és p’,, akkor a pp‘p’;-nek g; szel6i a két komplexusnak k6z0s
sugarai lesznek, és igy ezek egy sugarsereget képeznek. A p-nek
«* helyzetet adhatunk, és ekkép o' sugéarsereget nyernénk a
kongruencziaban ; de e sugarseregek koziil csak = kiilomboz6 van,
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mert a p-nek mindenik sugarsereg vezetGseregében ! helyzetet
adhatunk és mindig csak ugyanazt az egy sugarsereget nyerjiik.

Viltoztassuk a p egyenest az el6bbi pp’p’, sugirseregben,
S-ben. Mialatt a p az S-et leirja, annak p’ és p’, poldrisai a T' és
I",-ben a valtoz6 p-vel involuczids sugarseregeket fognak leirni ugy,
hogy a pp’ sugarak az egyikben és a pp’, sugarak a masikban tars-
sugarak lesznek. E két involucziés sugarseregnek k6zos valds vagy
képzetes tarssugarparja nv, a kKét komplexusnak egy k6zos polaris-
parja, és igy azoknak Osszes szel6i a metszési kongruencziinak,
I'T";-nek, sugarai.

A Kkét linearis komplexusnak, 1" és I',-nek, egynél tébb kozos
polarisparja nem lehet, mert két polarispar mar meghatarozza a
komplexust.

Konnyen beldthat6, hogy ha a talalt kozos polarispar uv valds,
akkor az a kongruencziat képezl o° sugarsereg mindenikének
vezetOseregéhez tartozik. Ugyanis, ha a ¢ egyenesnek polarisai a
I és I',-ben a ¢’ és ¢y, akkor az wv, qq' és az uv , qq’, polarisparok-
nak szel6i a I'-nak, illetve a I';-nek sugarai. De a két szel6rendszer
ugyanegy, mert mindenik szel6rendszer metszi az nvg egyeneseket.

A linearis kongruenczia meghatarozdsara szolgal6 I' és I,
komplexusoknak kozos polarisparjat, #v-t, melyet tehat a kongruen-
czidnak Osszes sugarai metszenek, ReveE a kongruenczia tengelyei-
nek nevezi, és a mennyiben ezek valdsak, konnyen fogalmat szerez-
hetiink ugy a kongruenczidnak, mint ama oo® sugérseregnek sugarai-
rol, melyek a kongruencziaban vannak, Mert :

Két egymast nem metsz6 u és v egyenesnek Osszes szelbi egy
linearis kongruencziat képeznek, melynek az wv egyenesek tengelyei.
Az wv lengelyeken és egy vallozé p egyemesen kevesztiil mend o°
sugdrsevegnek tdmaszté sugdavsevegei képezik a kongruenczigt, Esmert
az uv tengelyek a kongruencziat meghatarozzak, azért azt (Staupt
szerint) roviden (z,v)-vel jelolhetjiik.

A kongruenczidanak valamely P ponton keresztiil mené sugara
a Pu, Pv sikoknak metsz6vonala, egy = sikban fekv6 sugara pedig
a mu, mv pontoknak Osszekoté egyenese. A tengelyek pontjai, és
azoknak sikjai a kongruenczia singularis pontjai és sikjai, mert egy
tengely akarmelyik pontjabol a masik tengelyhez hiizhaté ' sugar, és
egy tengelynek akarmelyik sikjaban a masik tengely és a sik metsz6-
pontjahoz vezetett barmelyik sugar, a kongruenczianak sugara.

3. De hogy az oly linearis kongruenczianak sugarait is attekint-
hessiik, melynek u és v tengelyei I1. fajii képzetes egyenesek (9. §. 4.)
tovabb4, hogy arrél a «* sugarseregrdl is fogalmat nyerjiink, melyek
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ebben az esetben a kongruencziat képezik, elére kell bocsitanunk a
kovetkezoket :

Egy p egyenesen és egy aa’ bb' ., . involuczios sugdrseregnek
tarssugdrparjain keresztiil mend paa’ ,pbb’ . . . sugarservegeknek a
p-n Riviil még egy kozds q sugaruk vam, mely esetleg a p-vel
egyesiil,

Ugyanis az aa’.bb’ ... involucziés sugarsereg meghataroz
egy nullarendszert, melyben a sugarseregnek tarssugarai poldris-
parok, a p egyenesnek pedig poldrisa egy g egyenes. Minthogy a
nullarendszernek barmily két polarisparja hyperboloidikus fekvési :
apqg,aa’; pq,bb'; ... polarisparok egy-egy sugarsereghez tartoz-
nak és igy valamennyi paa’, pbb’, . . . sugdrseregnek kozds sugara
a p-n kivill még a ¢ sugar. — Ha azonban a p vezetésugara a nulla-
rendszernek, akkor a ¢ egybeesik a p-vel és a paa’, pbl', . . . sugara-
kon keresztiil mené hyperboloidok egymast a p-nek minden pontja-
ban érintik.

Magébdl a tételbdl kovetkezik, hogy a p egyenesnek =; sikjai
az aa'. bV . .. involuczibs sugarsereget oly involuczios kupszeletek-
ben, k/* -ben, metszik, hogy e kupszeletekben levs involucziés pont-
soroknak @, involuczi6-kdzéppontjai egy ¢ egyenesen fekiisznek.

De mily feliileten vannak ama involuczids pontsoroknak g;
involuczié-tengelyei ?

Az aa’ . bb' . .. involucziés sugarsereget tarto hyperboloidot
H™® -vel jelolvén, a g; involuczi6-tengely egyrészt a G pontnak a
H®-re vonatkozé polérissikjiban, y;-ben, masrészt a = sikban van.
Ha tehat a =; sik a p korill forog, akkor a (; pont azzal egy projek™
tiv pontsort ir le a g-n, és a (; pontsor polarissikja azzal egy projek-
tiv siksort ir le, a g-nak a H" -re vonatkozo p, polarisa koriil. E két
p és p, tengely(i projektiv siksor képzGdménye egy H,™ hyperboloid,
és a g; tengelyek annak egyik sugarseregét adjak,

Minthogy az Osszetartozd G; és g; involuczié-kizéppontok
és tengelyek harmoénikusan vannak elvilasztva az aa’. bb' ...
involuczios sugarseregnek minden tarssugarparjatol, azért azok a
p: egyenesek, melyek a g egvenestaz aa’. bb’ . . . involuczids sugar-
seregnek egyes-egyes tarssugarparjaitél harménikusan valasztjak el,
és a melyekhez a p és p, is tartozik, mindannyian szeldi a g
involuczid-tengelyeknek. A p; sugérseregek tehat a g; sugdrseregnek
vezetosugarserege és abban vannak az aa’.bb’ ... involuczios
seregnek nv kettGssugarai is, mert a g; involuczié-tengelyek a & @
kupszeleteket az involucziés pontsorok kettGspontjaiban metszik,
mely kettGspontok az uv kettossugarakon vannak.
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A gin levé és a H®-re vonatkoz6 kapcsolt pélusok egy
involuczi6s pontsort, és e kapcsolt pélusokon keresztiil mené p
sugarak a I1,(%-n egy involucziés sugarsereget képeznek, ugy, hogy
az nv egyenesek ez utébbi sugarseregnek is kettGssugarai. A felvett
p egyenesnek tarssugara ebben az involucziés sugérseregben a
g-nak a He) -re vonatkozo6 polarisa p,, mert a p egyenesnek a &:-re
vonatkozé polusa a G; és (p,g;) pontoknak Osszek6t6 egyenesén
van. Es minthogy e vizsgéalatokban nem voltunk tekintettel az
aa' . bb’ . . . involuczids sugéarsereg minémiiségére, azértaz eredmé-
nyek akkor is érvényesek maradnak, ha ama sugarseregnek uv
kettossugarai képzetesek.

E szerint: ,Egy oly (u, v) linearis kongruencziardl és az abban
lev6 o<* sugdrseregr6l, melynek uv tengelyei az aa’.bd' . ..
involucziés sugarseregnek I1. faju képzetes kettGssugarai, kovetkezo--
képen szerezhetlink fogalmat :

, Valamely = siknak met-
szése az aa'.bb’. .. involu-
czi6s sugarsereggel oly involu-
czi6s kupszelet, melynek involu-
czio-tengelye a = sikban fekvs
kongruenczia-sugar.“

» Valamely P pontb6l az
aa’.bb' ... involucziés sugar-
sereg tarssugaraihoz vezetett
sikparok involucziés siksort
képeznek egy II. r. kup érinto-
sikjaiban; e siksornak involu-

| czi6-sugara a P pontbol kisu-
garz6 kongruenczia-sugar.“

»Apegyenesen és azaa’ . bb' . . . sugarsereg uv kettGssugarain
keresztiil mené p; sugarseregnek vezetOsugarseregét pedig a p
pontjaibol kisugérzo, tehat egyszersmind a p sikjaiban fekvo,
kongruenczia-sugarak képezik. Ezeknek barmelyikén az aa’.bb’ ...
sugérsereget tarté6 hyperboloidra vonatkozé kapcsolt polusok egy
involucziés pontsort adnak ; és ennek tarspontjain keresztiil mend
pi sugarparok mdr annak az involuczi6s seregnek tarssugarai, mely-
nek KkettGssugarai szintén az u és v.“

Ebbdl lathaté, hogy egy adott II. faju kapcsolt-képzetes
egyenespar zv, mint o~* szamu involuczi6s sugarseregnek kettds-
sugara allithato eld.

E sugarseregek barmelyike meg van hatarozva, ha ismeretes
az nv-n kiviil egy valos sugaruk, p.

De lehet az uv 11, faju képzetes egyeneseken keresztill mend
sugarsereget a kovetkez0, szintén az elGbbiekbél foly6 tétel alapjan
is elGallitani :

»AZok a p; sugarak, melyek az aa’.bb’... sugarseregnek
tarssugarparjait egy ¢ egyenest6l harmoénikusan elvalasztjak, az
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aa'.bb' . ..sugarseregnek uv kett655tigarain keresztiil mend sugar-
sereget képeznek.“ Minthogy az nv sugarak képzetesek, azaa’. bb'...
sugarseregnek minden tarssugdrparja a seregnek egy mas tars-
sugérpérjatél harmonikusan van elvdlasztva. Két-két sugar, pip’,
mely a g¢-t az ily harménikusan elvélasztott két tarssugarpar egyiké-
t61 és masikatél harmonikusan elvilasztja, involucziot képez a p;
sugarak seregében, és ennek az involuczionak kettdssugarai szintén
az uv sugarak lesznek.

4. Lattuk az elGbbiekben, hogy a nullarendszer a tér pontjai
és sikjai, valamint annak egyenesparjai kozott vonatkozast létesit.
E vonatkozasban vannak olyan egyenesek, melyek parjukkal egybe-
esnek, és ezek egy linearis komplexusnak sugarai. A nullarendszer,
mely vonatkozdst fejez ki, meghatarozza a linearis komplexust, mint
egy abboll leszarmaztathaté sugdralakzatot, s viszont ez utobbi
sugéralakzat meghatdrozza ama dltalanosabb vonatkozast, a nulla-
rendszert.

A linearis Kongruenczia, mint geometriai alakzat szintén
leszarmaztathaté egy altalanosabb vonatkozasbdl. E vonatkozést
kéttengelyii involuczios rendszernek, vagy kéttengelyii involucziénak
(torz-involuczionak), vagy végre a benne elGfordulé végtelen sok
involucziés sugarsereg miatt (Staunt szerint*) sereges involuczids
rendszernek (geschaart-involutorisches System) is nevezik.

A kéttengelyti involucziés rendszer megéllapitdsara kiindulha-
tunk két egvenesbdl, # és v-bil, mely vagy Il. faju kapcsolt-képze-
tes, vagy ha valés, ugy egymast nem metszi (torz-helyzet(), és mely
az involuczios rendszer két fengelyének neveztetik, Magat az involu-
czids rendszert, mert az #, v tengelyek azt meghatarozzak, e tengelyek-
kel ekkép jeloljitk : (#,v).

E két tengely, u és v, segélyével, melyet el6szor valés-nak
tételeziink fel, a tér pontjai, a tér sikjai és a tér egyenesei kozott a
kovetkez6 vonatkozast 1étesithetjiik :

Egy A ponthoz oly A‘ pontot rendeliink, mely az A-t az » és
v-t6] harmoénikusan valasztja el. Ha tehat az 4 pontbdl meghuzzuk
a g szelit az u és v-hez, akkor az AA’ pontpar az (nug)(vg) pont-
part harmoénikusan vilasztja el. Az A’ pontnak viszont e szerkesztés
alapjén az 4 pont fog megfelelni, azaz : az A4’ pontok felcserélhetéen
(involucziésan) felelnek meg egymasnak. Az u és v tengelyen fekvé
pontok megfelelé pontjaikkal esnek egybe,

Ha az A pont egy a egyenest ir le, ugy az A-nak megfelelé

*) Beitrige z, Geom, d. Lage. 6i3. oldal.
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A’ pontok abban az a’ egyenesben lesznek, mely az a-t az u és v-t6l
harménikusan valasztja el. Es mert az AA‘= g egyenes, mint
szelGje az aa'uv egyeneseknek az A valtozasaval az a-n egy sugar-
sereget ir le, azért az a egyenesen levé pontsor projektiv a megfelelé
pontsorral az a’-6n.

Ha az a metszi az egyik tengelyt, pl. az u-t, akkor az a’ is az
(an) ponton megy keresztiil és az |an| sikban fekszik, és az aa’
egyenespar az u-t, az [an]sik és a v tengely metszGpontjatol
harmonikusan valasztja el. Ha pedig az ¢ mindkét tengelyt metszi,
akkor egybeesik az a’-sel, és a megfelelé pontok a kozds egyene-
sen oly involuczios sort képeznek, melynek kettGspontjai a tengelye-
ken vannak.

Egy = sikban fekv6 barmely két egyenes metszi egymast, és e
metsz6 egyeneseknek ismét metszG egyenesek felelnek meg. Ezért az
« sik pontjainak és egyeneseinck megfelels pontjai és egyenesei oly
o’ sikban vannak, mely az «-t az » és v-t6] harmonikusan valasztja
el; az o’ sikok metszdvonala tehat mindkét tengelyt metszi. A tenge-
lyek sikjai megfelel6 sikjaikkal esnek egybe.

Ha e vonatkozast 6sszehasonlitjuk a linearis kongruencziarél
elmondottakkal, azt latjuk, hogy az (u,v) kéttengelyii involuczios
vendszerben az egymashoz vendelt (megfelelé) pontoknak dsszekoto
egyenesei, €s az egymashoz vendelt sikoknak wmetszévonalai, mint
onmaguknak megfelelé egyenesek, egy linearis kongruencziat képez-
nek, melynek lengelyei az involuczios vendszer u, vtengelyeivel esnek
egybe. Ezeket a megfelel egybeesd egyeneseket, ha az involuczios
rendszerr6l szolunk (Staupt szerint), a rendszer vezetdsugavainak
nevezzik.

Tételezzlik fel masodszor, hogy a kéttengely(i involuczids-
rendszer u, v tengelyeia //* hyperboloidon levé aa'.bb'... involu-
czi0s sugarseregnek képrzetes kettGssugarai, és szerkessziik meg az
A pontnak és az « siknak megfelel6 A’ és o’ pontjat és sikjat.

Az A pontb6l az adott involuczidés sereg az A (aa’.bb’...)
involucziés siksorral (egy Il r. kup involucziés érintdsikjaival)
projiczialtatik; e siksornak involuczi6-sugaran fekvs, és az
A-hoz a H®-re vonatkozolag kapcsolt pélus, az A-nak megfelels
pontja 4’ ' ;

Hasonlokép : az = sik a sugarsereget az « (aa'.bb’...) involu-
czi6s kupszeletben metszi; ennek involuczid-tengelyén Kkeresztiil
menod és az x-hoz a H®-re vonatkozdlag kapcsolt polarissik, az x-nak
megfeleld sikja 2.

Ama AA’ involuczié-sugar, és emez axo' involuczid-tengely,
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sugara az (#, v) kongruenczianak, és az AA’ pontpar, valamint az
22’ sikpar harmonikusan vilasztja el az u, v tengelypart.

Minden p egyenesnek megfelel egy oly p’ egyenes, mely a pno
sugdrseregben van és a p-t az nv-161 harménikusan vélasztja el. Haaz
A pont a p egyenesen egy pontsort irle, akkoraz A' a p’ egyenesen
egy vele projektiv pontsort fog leirni. A felvett aa’.bd’... sugér-
seregnek tarssugarai megfeleld egyenesek az involucziés rend-
szerben,

A képzetes tengelyl involuczios rendszerben, (1, v)-ben, tehat
nincsen oly valés pont és valds sik, mely megfelelGjével egybeesnék,
Ellenben «* oly valos egyenes van, mely megfelelGjével egybeesik ;
ezek képezik az (u, v) involuczios rendszer vezetdsugarait, és az
(1, v) kongruenczianak sugarait.

5. Lattuk, hogy a kéttengelyt involuczios rendszerben, (, v)-
ben, a megfeleld egyeneseken a megfelelé pontsorok projektivek ;
tehat egyszersmind oly megfeleld sugar- vagy siksorok, melyek
azokat megfelel pontokbol, vagy egvenesekbll projiczidljak, szin-
tén projektivek. Ezért minden kupszeletnek, Il. r, kipnak, sugarsereg-
nek és ezek polarisrendszereinek : egy kupszelet, Il r. kip, sugar-
sereg, valamint ezeknek poldris rendszerei felelnek meg.,

I.ehet azonban az (w, v) involucziés rendszerben oly sugar-
sereget is felvenni, hogy a sugarainak megfelel6 sugarak maguk is a
felvett sugarseregben legyenek. A sugdrseregek megfelels sugarai
involuczi6t képeznek, és igy a rendszerben levé involuczios sugér-
seregekhez tartoznak.

E sugarseregek kétfélék lehetnek :

1. olyanok, melyeknek vezetGserege a rendszernek vezets-
sugaraibdl (az (#, v) kongruenczianak sugaraibol) all ;

2. olyanok, melyeknek vezetdserege is involucziés rendszert
képez a rendszerben.

Ha 1) a pp' egy oly megfeleld egyenespir az (x, v) involuczios
rendszerben, mely az egyik tengelyt sem metszi, és a p egyenes
ABC... pontjainak az A'B'(”,.. pontok felelnek meg a p’-ben,
akkor az wmu . vv.pp’... mvoluczlés sugarseregnek tarssugarai az
(1, v) rendszerben megfelek‘ik, és annak vezetGserege mind oly
A’ a, BB'=1b, CC' = ¢, ... sugarakbdl ill, melyek vezetosugarai
az (., v) rendszernek. Az (i, v)involuczios rendszerben = ily invo-
lucziés sugarsereg van, mint az uu.vv.pp'..., melynek tehat
tamaszté serege vezetbsugarakbol all.

Ha 2) a pp* megfelelé egyenesparon az ABCD és A'B'CD'
pontnégyesek megfelel6k, akkor az A= a, CD' — ¢ egyenesek-
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nek az (u, v) rendszerbenaz A‘B=a’, C'D = ¢' egyenesek felelnek
meg ; és mert
ABCD/\AI.B'C'I)' /\ ijA'l‘D'(;”,

azért az AB’, CD', BA', D(’ egyenesek hyperboloidikus fekvéstek.
Minden ¢ egyenesnek, mely az a,c,a’,c’ egyeneseket metszi, egy
oly ¢’ egyenes felel meg az (u, v) rendszerben, mely az a’,c',a,c
egyeneseket, tehat az el6bbieket metszi.

Az (u, v) involucziés-rendszer #, v tengelyei harménikusan
valasztjak el a nyert és egymast tAmaszt6 sugarseregekben az (u, v)
rendszer megfeleld pp', qq’, .. . egyeneseit és az aa’, cc', .. . egyene-
seit, Ezért az u, v egy polarisparjaaz ezeket tartd * hyperboloidnak,
és a felirt megfelel6 sugarak az egymast tAmaszt6 sugarseregekben
1nvoluczios sugarseregeknek tarssugarai. —

Ha az u, v tengelyek valosak, akkor azok valos vagy képzetes
pontokban metszhetik a //® hyperboloidot; a pp‘.qq'... és az
aa'.cc’. .. involucziés sugarseregek ez esetben hyperbolikusak,
illetve elliptikusak. Ha ellenben az #, v tengelyek képzetesek, akkor
ama egymast tAmaszt6 sugarseregek koziil egyik hyperbolikus, a
masik elliptikus, mert ha ez nem igy volna, akkor a masik esetnek
kellene bedllani, t. i. hogy az u és v valos.

Szamlaljuk meg, hogy hany ily involuczios sugarsereget, mint
app’.qq’ ..., melynek tehat tamaszté serege aa’.cc'...is a rend-
szerhez tartoz6 involuczibs sugarsereg, lehet talalniaz (#, v) involu-
czibs rendszerben.

A pp’ egyenespart metsz6 a és ¢ egyenest, mely mar az a’ és
¢’-tis meghatarozza, = *-szer vehetjiik fel ; ezzel az egymast tAmaszto
pp'.qq ... és aa' cc'...involuczids sugarseregek mar meg vannak
hatérozva. De a pp'-t a térben =%-szer, a pp’.gq’. .. sugarseregben
wl-szer, az a €s ¢-t a tamaszt6 aa’.cc’... sugarseregben = *-szer
vehetjlik fel. Ezért az ily sugarseregek szama =+ !, »i—2—o?

Az (u, v) involuczi6s rendszernek, mint a targyalasbol lathato
volt, oly szerepe van az (#, v) kongruenczia irdnyaban, mint a nulla-
rendszernek a t6le meghatarozott linearis komplexus irdnyaban, vagy
pl. egy polarismezének a sikban, a vezeté kupszelete iranyaban,
A kéttengelyl involuczios rendszer meghatarozza a kongruencziat,
mert ezt amannak vezetOsugarai képezik, s viszont a kongruen-
czia is meghatarozza a kéttengely( involuczios rendszert.

Ugyanis egy P pontnak megfelel6 P’ pont azinvoluczios rend-
szerben : a P-n keresztiil men6 g kongruenczia sugaron van, és har-
moénikusan valasztja el a P-t, a kongruenczia #, v tengelyeitdl.
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6. Az eddigiekben a kéttengely( involucziés rendszert, (u, v)-t,
mindig a két valds vagy képzetes tengelybdl, # és v-bél, hataroztuk
meg. Lehet azonban mds alakzatokhdl is kiindulni:

Két haromszog ABC, A'B'C' csak ugy lehet egy kéttengelyd
involuczids rendszerben egymasnak megfelel$ alakzata, ha azoknak
megfelel6 oldalai, o ésd’ sikjuknak d; metszévonalat involuczi6-
ban metszik. E metsz6vonal 83' = d,, és ama haromszogek megfelels
szogpontjainak 6sszekotd egyenesei AA’=—a, BB'—b, CC'= ¢,
vezetGsugarai az involucziés rendszernek. A d,-en Kimetszett invo-
luczidnak Kkettéspontjaibdl az a, b, c-hez huzhaté u, v valés vagy
képzetes szelOk tengelyei a rendszernek,

Ha a d-nek metsz6pontjat a BC, CA4, AB, B'C', C'A', A'B'
egyenesekkel, rendre az 4’, B’, (', A, B, C pontokkal 6sszekotjiik,
ugy az els6 harom 6sszekotd egyenes egymast egy D pontban, az
utobbi harom pedig egymast a D-nek megfelelé D’ pontban metszi,
és az ABCD, A'B'C'D’ tetraederek egymasnak megfelelk és
Méobius-félék.

E szerkesztésbdl folydlag hany kéttengelyl involuczios rend-
szer (vagy linearis kongruenczia) lehetséges ?

A tetszésszerinti ABC haromszoghez az A’ pontot «®*-szor, a

3 pontot = %-szor, az A’D’ egyenesen keresztiil a sikot «!-szer, és
ebben végre a (f pontot «!-szer vehetjiik fel ugy, hogy az ABC
A'B'(¢" haromszogek oldalai sikjuknak metszévonalat involucziéban
messék. E szerint a térben oo® kéttengely(i involuczids rendszer és
ugyanennyi linearis kongruenczia van.

Minden kéttengelyl involuczids rendszerben «=? Mobius-féle
tetraederpar van. Egy ABC haromszog mar meghatarozza a meg-
felels A'B'C' haromszoget, és ezek egyiitt az ABCD, A'B'C'D’
Mébius-féle tetraedereknek D, D’ negyedik szogpontjait. Az ABC
haromszoget pedig « ?-szer vehetjiik fel a térben.

A térben oo kéttengelyl involucziés rendszer és mindenikben
¥ Mobius-féle tetraederpar, Gsszesen tehat =217 Mobius-féle tetrae-
derpar van.

A térben van =2 tetraeder ; mindenikhez tehat «=? tetraeder
talalhat6, mely azzal egy Mobius-féle tetraederpart képez. Ez koz-
vetlen is belathat6: Ha az ABCD tetraederhez az A’B‘C'D'-t ugy
akarjuk megszerkeszteni, hogy azok egy Mobius-féle tetraederpart
képezzenek, akkor a D' csticsot az ABC lapban =2.szer, az A'B'C'
lapot a D csucson keresztiil «2-szer, végre még egy csucsot az
AB'C’ kozil egy méar meghatarozott egyenesen oo !-szer vehe-
tiink fel.
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LLassuk még mas uton, hogy =¥ kéttengely(i involuczids rend-
szer és ugyanannyi linearis kongruenczia lehetséges. Az u, v tenge-
lyek meghatarozzak azokat. Ilyen valds tengelypart 4. oo 4 — 0 8.s70r
lehet f6lvenni. De II. faju képzetes egyenespar sincs tobb, mint 8.
Mert harom egyenes meghatdroz egy sugarsereget ; a térben @43 a
sugarseregben «»1* sugarharmas, tehat a térben «? sugérsereg van.
Minden sugarseregben «? involuczié létesithet§ ; van tehat ebben
«? 1. faju képzetes egyenespar, és 6sszesen « 9= =011, De minden
valos vagy ll. faju képzetes egyenesparon =¥ sugarsereg fektethetd
keresztiil, azért == 3 kiillomboz6 valds vagy I1. faji képzetes egyenes-
par van.

7. Legyen aa'bb’ négy egyenes, melyek koziil ketté-ketté nem
metszi egymast ; vizsgljuk meg, hogy lehet-e ezekkel oly kétten-
gelyli involucziés rendszert meghatarozni, melyben az a és b-nek
az a’' és b’ egyenesek felelnek meg ?

Ha van oly egyenespar v, mely Ugy az aa’, mint a bb' egye-
nespart harmoénikusan valasztja el, akkor ez mar a keresett involu-
cziés rendszernek két tengelye,

Az aa'bb’ egyenesek pedig vagy hyperboloidikus, vagy alta-
lanos fekvéstiek lehetnek.

1. Ha az aa'bb' egyenesek hyperboloidikus fekvésiiek, tehat egy
H? hyperboloidon levd sugarseregben vannak, akkor az aa’.bb' . ..
involucziés sugarseregnek valés vagy képzetes kettGssugarai nv,
mar az aa’, bb’ egyenesparokat harmoénikusan valasztjak el. De e
kettGssugarakon kiviil még «?* oly egyenespér van, mely az aa', bb’
egyenespart harménikusan valasztja el, és mindezek az («, v) kon-
gruenczianak sugarai. Mert egy = sik ama sugarsereget egy involu-
cziés kupszeletben metszi, melynek a p involuczié-tengelye, és
annak a H®-re vonatkoz6 ¢ polarisa szintén harmoénikusan valasztja
el az aa'.bb'... sugéarsereg tarssugarait; ezek a pg polarisparok
pedig az (u,v) kongruenczidhoz tartoznak. Az aa’.bb'... sugéar-
sereg tdmasztd seregének minden sugaraban, pl. a /-ban, egy ily
sugarpar, mint a pg, egyesiil; és tényleg mindazok a pontok, melyek
a h-nak pontjait az aa’, vagy a bb' egyenespartél harmoénikusan
valasztjak el, magan a 2 egyenesen vannak.

Ha tehat az aa’, bb’ egyenesparok hyperboloidikus fekvéstek,
akkor azok, mint megfelel6 egyenesek, nem egy, haiem =? két-
tengely(i involuczids rendszert hataroznak meg, azaz a kéttengelyd
involuczios rendszer meghatarozasara nem alkalmasak.

Tételezziik fel 2-szor, hogy az aa'bb’ egyenesek nem hyperbo-

loidikus fekvésiiek, tehat azoknak csak két valds, vagy képzetes mn
szelGjik van,
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Ha a) az aa’bb’ egyeneseknek mn szelbéi valésak, és ezek az
aa'bb' egyeneseket az AA'BE’, A\ A’ B, B, pontokban metszik, és
ha az UV pontpéar az AA’, BB’ pontparokat, az U, V, pontpar pedig
az A, A',, B,B‘, pontparokat harménikusan valasztja el, akkor az
UV és U, V, pontparok vagy valésak, vagy képzetesek, vagy végre
az egyik pontpar valés, a masik képzetes.

Az els6 esetben az UV U, V, tetraedernek UU,, VV, és UV,,
U, V szemben fekvs valés élparjai harménikusan viélasztjak el az
aa', bb' egyenespart, tehat oly kéttengelyl involuczids rendszer
valos tengelyeinek vehetSk, melyben az aa’ és a bb’ egvenesparok
megfelel6k.

A masodik esetben az UVU,V, tetraedernek UU,, VV, és
UV,, U,V szemben fekv6 képzetes élparjai, melyek szintén harmé-
nikusan valasztjak el az aa' és bb’ egyenesparokat, oly kéttengely
involuczids rendszernek 1II. faju képzetes tengelyei, melyben az aa’
és a bb' egyenesparok szintén megfelel6k.

A harmadik esetben az UV U,V, tetraedernek UU,, VV, és
UV,, U,V szemben fekv6 képzetes élparjai szintén harmonikusan
valasztjak el az aa’ és bb' egyenesparokat, de azok nem II. faju,
hanem I. faju képzetes egyenesek, mert az UV, vagy U,V, pont-
jaik val6sak, és igy nem lehetnek olyan involucziés rendszernek
tengelyei, melyeket az el6bbiekben targyaltunk.

Az els6 és masodik esetben az UV, U,V, és UV, U,V ten-
gelyparokon Riviil mas tengelypar nincsen, mely az aa’ és bb'-t
harmoénikusan valasztana el, mert killémben az aa’bb' egyeneseknek
hyperboloidikus fekvéstieknek kellene lenni.

Ha b) az aa’bb’ egyeneseknek mn szeldi képzetesek, akkor mindig
van egy oly egyenespar uv, mely az aa', bb' egyenesparokat har-
moénikusan valasztja el, s mely tehat a keresett involucziés rend-
szernek két tengelye.

E tengelyeknek meghatarozasat Staupt (Beitrdge z. G. d. L.
112. pont) a kidvetkezO tételre alapitja :

Azaa'bés azaa't’ sugavakon kevesztiil mend sugarsevegek else-
jében van egy oly ¢ sugdr,a madsodikaban pedig egy oly ¢’ sugdr, hogy
aa'be A\ a'ab'c’,
és a mellelt a be, b'c' sugdrpdarok egymdstol el vannak vdlasztva a

rajiuk kevesztiil mendé sugarseregben.

E cc’ sugarak pedig kovetkezéképen szerkeszthetok :

A b' sugarnak egy tetszésszerintiZ sikja az elsé sugarsereg
tartojat a k@ kipszeletben, az aa‘b sugarakat az AA‘'B pontokban
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metszi, A b’ egyenesnek a & kdpszeléttel a foltétel szerint nincsen
koz0s pontja, tehat az (A4’ b')=D" pontbol a k% -hez két valds érintd
vezethetG, és ezek egyikének C érintGpontjat a k® -vel, az 4A4'B’, b
egyenesek a B ponttdl elvalasztjak. Az elsé sugarseregnek e C pon-
ton keresztlil mend ¢ sugara, és a masodik sugarseregnek az (44’
BC)= (' ponton keresztlil mend ¢’ sugara eleget tesz a tételben
kifejezett kovetelményeknek.

Ugyanis az aa', bc egyenesparok, mint polarisparok, meghata-
roznak egy sugarkomplexust; ebben a b' sugarnak poldrissugara az
aa't’ sugarseregben az a sugar, mely a % siknak C’ nullapontjan
megy keresztiil, tehat a ¢’.

Minthogy

aa'bc \ AA'BC )\ AA'C'B' )\ aa'c'b' |\ a'ab’c’,

az els6 kovetelmény ki van elégitve; és mert a BC pontpar a &’
sugar és a (' ponttol el van vélasztva, azért a be és b'c’ sugarparok
is a rajtuk keresztiil mend sugarseregben szintén el vannak valasztva,
tehat ki van elégitve a tételnek masodik kovetelménye is.

Ezek utan kovetkezbkép 'hatdrozzuk meg azt az uv egyenespart,
mely az aa', bb' egyenesparokat, amelyeknek nincsenek valds szelbi,
harmonikusan valasztja el. Folkeresstiik az aa'b és az aa'b’ sugara-
kon keresztiil mend sugarseregekben azokat a ¢ és ¢’ sugarakat,

melyek az
aa’bec )\ a'ab'c’

vonatkozast kielégitik ; a bb’.cc’ . .. involuczids sugarseregnek mindig
valds kettéssugarparja mar a keresett uv egyenespar.

Ugyanis az a egyenes tetszésszerinti A pontjabol a bc és a b'c’
egyenesparokhoz vezetett fg szel6k, az a’ egyenest metszik, tehat
az a'-sel egyiitt egy = sikban vannak, mert az @' az abc..., illetve
az ab'c’... sugéarsereghez tartozik és f az els6, ¢ pedig a masodik
sugarseregnek a felirt harom sugarat metszi.

Minthogy a foltétel szerint

aa've )\ a'ab’c’
tehat
S (aa’bc) N\ g (a'ab'c’) )\ g (aa’c't’),
az f (aa'bc) és g (aa'c’b’) pontnégyesek perspektivek, az (fb)(gc’) és
az (fc)(gb') egyenesek egymast az (fa')(ga’) = a' egyenesnek egy
A’ pontjaban metszik,

Az AA' pontpar tehat az (fb)(gb')(fc)(gc') négyszog folytan

kapcsolt poluspar a bb’cc’ . .. sugarsereget tarté hyperboloidra vonat-
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kozolag, miért is az AA' pontpar harménikusan van elvalasztva
attol az UV pontpartél, melyben az 44’ egyenes a hyperboloidot
metszi, és ez az UV pontpar az nv egyenesparon van.

Tekintve, hogy az 4 az a egyenesnek tetszésszerinti pontja :
az aa' egyenespar harmonikusan van elvdlasztva az wv egyenes-
partol ; az nv egyenespar tehat a két tengelye annak az involuczios
rendszernek, melyben az aa' és bb' egyenesparok megfelel6k.

8. A Kkéttengely(i involuczi6s rendszer és vezetGsugarainak
kongruenczidja meg van hatdarozva, ha ismeretes négy vezetGsugara,
azaz a linearis kongruenczianak négy sugara, mely 4ltalanos és nem
hyperboloidikus helyzetd.

Ha az adott g¢,¢.¢, sugaraknak van két valos szelGjik # és v,
akkor azok az involucziés rendszernek és a linearis kongruenczianak
tengelyei. De ha az adott sugaraknak szel6i képzetesek, akkor a g-n
keresztiil egy sikot fektetiink, mely a g 2.2, szel6ibdl all6 sugar-
sereget egy ™ kipszeletben metszi, A ¥*-n meghatarozzuk azt az
elliptikus involucziés pontsort, melynek involuczids tengelye a g;
annak tarspontjain Kkeresztill mend és a g,£.¢,... sereg timasztd
seregéhez tartoz6 sugarak oly involucziés sugarsereget képeznek a
rendszerben, melynek #, v kettdssugarai, a keresett involucziés rend-
szernck tengelyei s melyek a g¢,2,¢, sugaraknak képzetes szeldi.
Minden ponton keresztill és minden sikban lehet ezek utdn, mint
az elobbiekbdl ismeretes, vezetOsugarat (kongruenczia-sugarat)
hiizni.

A linearis kongruenczidt négy sugarbol, gg,8.8,-b0l, akkép is
szerkeszthetjiik, hogy azt két linearis komplexus metszésének
tekintjik és ezekre a Sylvesler-féle képzést (16. §. 8.) alkalmazzuk.
Mert :

Minden linearis komplexus, mely egy linearis kongruenczianak
négy sugaran megy kervesztiil, magdaban foglalja annak Osszes
sugarait,

Ugyanis a linearis kongruencziat a gg,g,g, sugarakbdl, melyek
nincsenek ugyanegy sugdrseregben, akkép képzelhetjiik szarmaz-
tatva, hogy a gg, g, sugérseregnek egy szilard sugaran, pl. a g-n, és
egy valtozé sugarén, pl. a gi-n, valamint a negyedik adott sugéron,
£,-on, keresztill gg,¢; sugérseregeket fektetiink keresztiil. E o sugar-
seregnek ~* szamu sugara képezi a kivant linearis kongruencziat.
De minden linearis komplexus, mely a gg,4.¢; sugarakon megy
keresztiil, magaban foglalja a g¢,¢, sugarseregnek minden g; suga-
rat és a gg.¢, sugarseregeknek is minden sugarat, azaz a gg,£:8s
sugarakon keresztiil mend linearis kongruenczidnak minden sugarat.

Klug : Projoktiv Geomet:la. 13
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Ha ezutan a gg,g.g, sugarakkal adott linearis kongruencziat
két linearis komplexus metszésének tekintjiik, melyeket a Sylvester-
féle képzés szerint szerkesztiink: a g,¢,¢, sugarakat metszéshez
hozzuk a g-n Keresztill mend « és [ sikkal az 4,4.4, és a B, B,B,
pontokban és az A:4;, B;D}; egyeneseknek metsz&pontjait a g-vel,
Xy, Yy-vel jeléljiik.

Ha az X,Y,X,Y, pontok akkép vannak meghatarozva, hogy

‘\-u-\'mxnxx-\'a P\ )'u )'m Ys-.; )'1 Y,

ugy azok az egyenesek, melyek az X (4, 4,4, ...), Y,(B,B.B,...)
projektiv sugarsorok megfeleld sugarait metszik egy I', linearis
komplexust képeznek és azok az egyenesek, melyek az X,(A4,4,4,...)
Y (B, B,B;...) projektiv sugarsorok megfelels sugarait metszik, egy
masik linearis komplexust, I'y-6t, képeznek. Mindkét komplexus a
£¢,9.¢, sugarakon megy keresztiil, tehat kozos sugarai a Keresett
linearis kongruenczidahoz tartoznak. E kongruenczidanak 4j ¢; suga-
rait pedig ekkép szerkeszthetjiik:

Ha az A4; az = siknak tetszésszerinti pontja, akkor az X, 4;,
X, 4; sugaraknak az X,(4,4,4;...), Xy(4,4.4;...) sorokban meg-
felel két sugar az ezekkel projektiv Y,(B, B, B; ...)), Yy B,B,B;...)
sorokban, melyek egymast egy B; pontban metszik ; és az A;B;== g
egyenes mar egy sugara az adott kongruenczianak. Ebb&l lathato,
hogy az A; pont valtoztatdsaval az z sikban, megkapjuk a kon-
gruenczidnak oOsszes (%) sugarait. — A kongruenczidnak e meg-
hatdrozdsat négy sugarabol Sylvester-féle képzésnek nevezhetjiik.

Ha azonban a kongruenczidnak egy adott y sikban fekvé suga-
rat akarjuk a Sylvester-féle képzés alapjan szerkeszteni, akkor az
X, és Y, pontot a y sik és a ¢ sugir y¢g metszGpontjaban vessziitk
fel és meghatarozzuk az X, és Y, pontokat az elGbbi

XliXHXESXlX'S /\ YIS Yl3 Y‘::\ Yl Yﬂ

viszonylatokbdl. A vz, vj sugarak az X ,(4,4.4,...), Y(B,B,B,...)
sugéarsorokhoz tartoznak, melyeknek a projektivitis folytin meg-
felel az Y,(B,B.B;...) sorban egy sugér, illetve az X (4,4,4,...)
sorban egy masik sugar. E két sugdr a v sikot az ebben fekvd kon-
gruenczia-sugiaron metszi.

A Sylvester-féle képzésnek dualis képzése ez volna:

A g-nek két pontjabdl, pl. az A és B-bd), a g,8.¢, sugara-
kat az a,2,2,, (,2,% hdromél lapjaival, tgyszintén ezeknek a2,
fds; éleit a g-bol a &y, ny sikokkal projiczidljuk. A C ponton keresz-
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tiil mené kongruenczia-sugarat most akkép szerkeszthetjiik, hogy a
(g = ¢, = 1, sikhoz meghatirozzuk a %y, n, sikokat Ugy, hogy
CaobasbastiCe /\ MualyTagy .

Az AC, BC sugarak a &(%,%,%...), ny(%,8:%; ...) sugarsorok-
hoz tartoznak, melyeknek a projektivitds folytdn az #,((,0.%; . ..),
illetve a &y(#,%,%5...) sugarsorokban egy-egy sugar felel meg.
A C pontbdl e két sugarhoz huzhatéd szelG, mar a kongruencziahoz
tartozik.

9. A Sylvester-féle képzésbél folydlag konnyen megallapithato,
hogy Ot sugar g8,8,8:8, ngyanegy kongruencziahoz tartozik-e vagy
nem. A g-n Keresztlil mend két sik « és § a g,9.9,8, sugarakat az
A, A, A4, BB, B, B, pontokban, a g az 4;4;, B;:B; egyeneseket az
Xij, Yi; pontokban metszi. Ha az X, X, két tetszésszerinti pontja
a g-nek és az Y;, Y, pontok akkép vannak szerkesztve, hogy
X9 X3 Xy X, Xy N\ Y3, Y13 Yy Y, Y, €s ha ekkor az X (d,4,4,4,)
A Y, (B,B,B;B,), tgyszintén Xy(4,4,4;4,) N\ Yy(B,ByB,B,),
ugy az Ot adott sugar ugyanegy kongruencziahoz tartozik, kiilén-
ben nem. A szerkesztések, melyeket a Sylvester-féle képzésnél és
ennél alkalmaztunk, mindvégig linearisok.

Mir az el(’ibbiekbc’il is lehetett egy mas kriteriumot talalni arra
nézve, hogy Ot sugar, g¢,9,9,9,, egy linearis kongruenczidhoz tarto-
zik-e vagy nem. Ugyams az imént lattuk, hogy a linearis kon-
gruenczianak sugarai azokban a gg,¢; sugarseregekben vannak,
melyek a g;-mon, tovabba a gg, g, sugarseregnek egy tetszésszerintj
¢ szilard és egy valtoz6 gi sugardn mennek Kkeresztiil; tehat a g,
sugarnak is a gg,¢; sugarseregek egyikében kell lenni. Ezért: ha a
99,8,8,8, sugarak egy linearis kongruencziahoz tartoznak : a g¢,9, és
a 94,8, sugarakon keresztiil mend sugarseregeknek a g-n kiviil egy
g: kozos sugaruk van. Vagy altalanosabban kifejezve: Ha ot sugar
egy linearis kongruenczidhoz tartozik, akkov ama 6t sugar koziil
hdarmon, tovabba ezeknek egyikén és a hatralevo két sugavon kevesz-
tiil mend sugdrsevegeknek a kozds sugdron kiviil van még egy kozos
sugavuk. (Sturm.)

19 §. A linearis komplexussor.

1. Alinearis kongruenczian <! linearis komplexus megy keresz-
tiil ; a kongruenczian kiviil levé minden sugar és a kongruenczidnak

négy éaltalanos helyzetli sugara, meghatdroz egy ily komplexust.
13*
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A térben a linearis kongruenczianak sugarain kiviil még «»* sugar
van ; ezek megoszlanak =! linearis komplexus k6zott, mert ezekben
«?% sugér van. E oo linearis komplexus egy komplexussort, azoknak
nullarendszerei pedig egy nullarendszersort képeznek. A linearis kon-
ruenczia pedig, melyen a komplexusok keresztiil mennek, a sor alap-
kongruenczidja.

Minden = siknak, X pontnak, vagy p sugarnak e «! nulla-
rendszerben, Ni-ben, van «! szamu nullapontja I’ nullasikja %,
illetve polarisa p;. A = siknak P; nullapontjai e nullarendszersor-
ban, az alapkongruenczianak a = sikban fekv6 g, sugaran vannak ; és
az X pontnak Z; nullasikjai, az X-b6l az alapkongruenczidhoz vezet-
het6 sugaron mennek Keresztiil; végre a p sugarnak p; polarisai
egy sugarsereget képeznek, melynek vezetGserege az alapkon-
gruenczianak a p-t metsz6 sugaraibol all.

A sor egyik nullarendszerében a p egybeesik poldrisaval, p;-vel,
azaz annak vezetOsugara, tehat a komplexussor egy komplexusanak
sugara. Minden sugar a p; sugarseregben olyan, hogy polarisai a
nullarendszersorban, ugyancsak a p; sugarseregben vannak. Es e
sugarseregnek minden sugara egy-egy komplexushoz tartozik a
komplexussorban. Ha tehat egy linearis kongruencziaban oly sugar-
sereget veszlink fel, melynek harom, tehat valamennyi sugara a
kongruencziahoz tartozik és a kongruenczian, valamint a felvett
sugarsereget tamasztd sugarseregnek egyes sugarain Kkeresztiil
komplexusokat fektetiink, megkapjuk a felvett kongruencziin keresz-
tlil mend linearis komplexussort.

2. Fektessiik a p egyenesen keresztill az o,3,v, ... sikokat. Ezek-
nek nullapontjai egy nullarendszersorban egyrészt a p-nek polarisain,
tehat a p; sugarsereg sugarain, masrészt az alapkongruenczidnak az
0,7, . .. sikokban fekv6 sugarain, tehat amannak vezetGseregéhez
tartozo6 sugarain vannak, Ebbdllathat6, hogy :
anullarendszersorban a p egyenes

sikjainak nullapontjai projektiv | pontjainak nullasikjai projek-
pontsorokat képeznek; ezek- | tiv siksorokat képeznek; ezek-
nek tartdi egy sugérseregben nek tengelyei egy sugarsereg-
vannak, mely a nullarendszer- ben vannak, mely a nulla-
sor alapkongruenczidjanak a p rendszersor alapkongruenczia-
sikjaiban fekv$ sugaraibol all janak a p pontjain keresztiil
mig e sugarsereg vezetOseregé- mend sugaraib6l all, mig
nek sugarai, a p-nek poldrisaia | a sugarsereg vezetOseregének
nullarendszersorban. | sugarai, a p-nek polarisai a

| nullarendszersorban.

e et
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Minthogy a p tetszésszerinti egyenes, tehit annak az « ég
4 sikja, valamint az A és B pontja is tetszésszerinti, mondhatjuk :

A nullarendszevsorban bdavmily két siknak nullapontjai és
barmily két pontnak nullasikjai a sor nullavendszeveive vonatkozé-
lag, projektiv sovokat képeznek. )

E tételt ugyancsak oly sikokra és pontokra mutattuk ki,
melyeknek metsz&vonalai, illetve 6sszekot6 egyenesei nem tartoznak
a sor alapkongruenczidjahoz. De ha az « és % sik a sor alapkon-
gruencziajanak egy ¢ sugardban metszi egymast és a v sik nem
megy keresztiil a g-n, akkor a v siknak nullapontjai projektivek az
 és b sikok nullapontjainak soraval és igy az alapkongruenczia egy
g sugaran keresztiil mené «, % sikok nullapontjainak sora is projek-
tiv egymassal. —

Kétegyenesnekpolarisai a nullavendszevsorban projektiv sugar-
seregeket képeznek.

Ugyanis a p és g egyenesnek p; és ¢; poldrisai egy-egy sugar-
seregben vannak. Minthogy a p egyenes egy « sikjdnak és a g egyenes
egy ¢ sikjanak nullapontjai projektivek és a p és g-nak ugyanegy nulla-
rendszerhez tartozo p; és g; polarisa az « és % siknak e rendszerben
levé nullapontjain mennek keresztiil, azért a p; és g; sugarak serege
is projektiv. — A tétel és bizonyitdsa még akkor is érvényes marad, ha
a g egyenes a p polarisainak sugarseregében van.

A nullarendszersort és a komplexussort projektiv vonatkoztat-
hatjuk minden mas sorra, pl. a I; pontsorra, ha egy « siknak 4;nulla-
pontjait vagy egy p egyenesnek p; polarisait a nullarendszersorban,
projektiv vonatkoztatjuk az adott P;pontsorra. Minden P; pontnak e
sorban, projektiv megfelel egy 4; pont az « sik nullapontjai sordban,
illetve egy p; sugar, a p sugar p; polarisainak seregében, — és az a
nullarendszer N; (illetve komplexus 17;), a melyre vonatkozoélag az
z-nak nullapontja az A;, illetve a p-nek polarisa a p;, megfelel a P;
pontnak. :

Tételezziik fel azt az esetet, hogy a p és g-nak p; és ¢; polarisai
a p és g-val egyiitt ugyanegy sugarseregben vannak, tehat abban
két projektiv sort képeznek. E soroknak valds vagy képzetes kettos-
sugarai oly tulajdonsaguiak, hogy az egyik is és a mésik is a p €s ¢
egyenesnek polarisa ugyanegy nullarendszerben vagy komplexusban.
E két kettéssugar a komplexussorban levd két valés vagy képzetes
elkorcsosult komplexusnak fotengelye (17. §. 6. p.). E két komplexus is
keresztill megy az alapkongruenczian, tehat azoknak két fGtengelye
az alapkongruenczidnak két tengelye # €s v. Es a szerint, amint
komplexussor alapkongruenczidjanak tengelyei valosak vagy képze-
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tesek, a komplexussornak e két kiilonds komplexusa szintén valds
vagy képzetes. Ezek az wv tengelyek pedig benne vannak mind-
azokban a sugdrseregekben, melyet egy a térben valtoz6 p egyenes-
nek polarisai képeznek és azonkiviil az v egy polarispar, a kom-
plexussor minden komplexusara vonatkozoélag. Mert pl, az u egye-
nes metszi az alapkongruenczianak minden sugarat, tehat az n-nak
polarisa a komplexussor barmelyik komplexusara szintén metszi a
kongruenczianak minden sugarat, De az #-n Kiviil még csak a v
metszi az alapkongruenczianak minden sugarat és ezért az u-nak
polarisa a sor barmelyik komplexusara vonatkozdlag a v.

3. Vegytink fel két komplexust, 1", és I',-6t,a | I';] sorban, és két
sugarat, p és g-t, a sor (u, v) alapkongruencziajanak u, v tengelyein
keresztlil mend sugarseregben.

A p és g-nak p,, p, és q,, g, polarisai a I, és I',-re vonatkozo-
lag az nupq sugérseregben vannak, és a mellett uwp, p, /\ #vq,q;.
A két komplexusnak, I', és I',-nek, valtozasaval a |'; sorban, valtoz-
nak a p és g-nak p, p, és q,q, polarisai is, de ezek az u és v-vel min-
dig projektiv sugarnégyeseket képeznek az wuwvpq seregben. Ha e
sugarnégyesek harmonikusak, azaz a p,, p, harménikusan valasztja
el az u-t a v-t6l, akkor a q,, ¢, is azt teszi, és akkor azt mondjuk,
hogy az a két komplexus, I', és I',, a melyre vonatkozolag a p-nek
polarisai p, és p,, tehat egyszersmind a g-nak is polarisai g, és g,, —
harmonikusan valasztja el a sor két kiilonds komplexusdt . egymas
iranyaban egymadst ldmaszté komplexusok a sorban. Es mert mind-
azok a p, p, sugarparok az uvp sugarseregben, melyek a valds vagy
képzetes 7, v-t harménikusan elvélasztjak, involucziét képeznek,
azért a komplexussor oOsszes egymdst tamaszté komplexusairol azt
mondjuk, hogy azok involuczidt képeznek a sovban. —

Két egymast tamaszté komplexusnak nevezetes tulajdonsaga,
hogy az egyik komplexus barmelyik sugaranak poldrisa a masikra
vonatkozdlag amannak szintén sugara.

Hogy ezt belassuk, legyen I, I két egymast tamaszté6 kom-
plexus a (I'T) sorban, és legyenek e sor alapkongruenczidjanak
tengelyei % és v.

AT egy tetszésszerinti p sugaranak polarisa p’, a I"-re vonat-
kozélag harmoénikusan valasztja el az u, v tengelyeket az uupp’
sugarseregben, mert a p-nek polérisai a I' és I"-re vonatkozélag a
p illetve a p’. Az nypp’ sugarsereg vezetGseregének sugarai az alap-
kongruenczidhoz, tehat a I'-hoz is tartoznak ; az uv pedig egy pola-
rispar a I'-ban. Tehat a p’ sugar, mely az uv polarispart a p-t6l
harménikusan valasztja el, szintén sugara a I'-nak. — A szerint a
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mint az wv tengelyek valdsak vagy képzetesek: a 1 komplexusnak
az nvpp' sugarseregben két képzetes vagy két valos sugara van,

Két egymast tamaszto lineavis komplexusnak tehdt egy kozos
poldarisparja van, és barmelyiknek egy poldrisparja, mely amazt
harmoénikusan elvalasztja, két komplexussugar a masikban. —

Minden linearis komplexus * linearis komplexusnak
{amasztoja.

Ugyanis ha a |’ linearis komplexusnak a p egy sugara, az uv
pedig egy polarisparja, akkor a I'-nak van egy g sugara, mely az
nv-t a p-t6l harmonikusan valasztja el. Az a [ komplexus pedig,
melynek az uv és pg két polarisparja, mar tamasztoja a 1'-nak.

Ha most a I'-ban a p sugarat megtartjuk, az uv polarispart
pedig valtoztatjuk, tehataz uw-t * helyzetben vessziik fel, ugy
megkapjuk mindazokat a IV komplexusokat, melyek a I'-t timasztjak.

Minden linearis komplexussornak, |Ui|-nek, egy vagy vala-
mennyi eleme, a sovon kiviil allé I komplexusnak tamasztéja.

Ugyanis ha a [1';] sor alapkongruenczidjanak tengelyei u és v,
és ezeknek polarisai a I'-ban #’ és v/, akkor az wuwn'v’ sugarsereg
vezetGseregének sugarai, a 1-nak és a sor 1% komplexusainak
sugarai. Azok a sugarparok pedig az uvn'v’ sugarseregben, melyek
az nv-t harmoénikusan valasztjak el, a [I] sor egyes komplexusainak
sugarai.

Az un' .vv’... involucziés sugarseregnek minden tarssugar-
parja polarispar a I'-ban. Ezek kozott van egy par pp’, mely az wv
sugarakat harmoénikusan valasztja el. A pp‘ pedig két sugara annak
a I' komplexusnak a sorban, mely a I'-ra tdmaszkodik. Ha azonban
az nwv sugarak maguk is sugarai a I'-nak, tehat u = ', v =1v’, akkor
a |T'] sorban minden komplexus tamasztoja a I'-nak.

Minthogy egy |’ komplexus akkor tamasztdja egy komplexus-
sor minden komplexusanak, ha keresztiil megy a sor alapkongruen-
czidjanak (#, v)-nek tengelyein, a I' meghatarozasahoz pedig az u¢
v sugarakon kiviil még harom sugér vehetd fel tetszésszerint, végre
minthogy harom sugar a térben eo*'3-szor, a linearis komplexusban
pedig = %-szor vdlaszthaté Kki: azért o*43-38 =% linearis kom-
plexus van, mely a linearis komplexussornak minden elemét
tamasztja.

4. Ezek utan a (1] linearis komplexussorban eléfordulé kom-
plexusok fétengelyeinek geometviai helyét akarjuk meguvizsgalni.

Legyenek a [1%] sor alapkongruenczidjanak tengelyei u és v;
ezeknek merdleges szelbje — az alapkongruenczianak fosugara —
legyen a ¢ egyenes.
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Az uv egy polarisparja a sor minden komplexusanak : ezért a
¢ fésugarnak és az (u, v) alapkongruenczia egy g, sugaranak mer 6-
leges szeldje a;, mar fGtengelye a [I'j] sor egy komplexusanak
I'-nek (17. §. 1.). Bar a g;-nek =? helyzetet adhatunk a kongruen-
czidban, azért a I'; komplexusok a; f6tengelyeinek szdma nem lesz = %,
hanem csak o! t. i, annyi, a hdny komplexus van a sorban; mert
minden fGtengely, a kongruenczianak ! ¢; sugarara merdleges. Ezek
a g; sugarak egy egyenoldali hyperbolikus paraboloidot képeznek,
melynek csucsalkotdi a ¢ fosugar és az a; f6tengely.

Minthogy az a; f6tengelyek merdleges szel6i az uv egyenesek
egyes szelbinek és az uv egyenesek merdleges szelGjének, g-nek,
azért az a, f6tengelyek egy Pliicker-féle konoidanak alkot6i (15. §. 4.).
A g f6sugar kett6s vezérl6vonala, az nv egyenesek pedig szintén
alkotoi e konoidanak. Tehat:

A linearis komplexussor komplexusainak foltengelyei egy
Pliicker-féle konoiddanak alkotéi; a sov alapkongruencziajanak f6su-
gava, kettés vezévibvonala, az alapkongruenczianak temgelyei pedig
egyszerit alkotdi a konoidanak.™)

Ha az uv tengelyek képzetesek, tehat egy elliptikus involuczios
sugarseregnek kettGssugarai, akkor az (u, v) kongruenczianak fésu-
garat, ¢-t, és az (u, v) kongruenczian Kkeresztiill mend I'; komplexu-
soknak ai f6tengelyeit, a kovetkez6képen szerkeszthetjiik :

Folkeressiik az (u, v) egyenesparnak végtelen tavol fekvo
szel6jét. E végbdl az adott involucziés sugarseregnek harom tars-
sugarparjahoz parhuzamosakat vezetiink egy O ponton keresztiil ;
ezek egy O® involuczids kupnak alkot6i, melynek involuczids sikja
o, az nv 1. faju képzetes egyenespart mar ezeknek végtelen tavol
fekv szel6jében metszi. Ez a o sik és egy red meréleges &; sik
vezerl6 sikja az uv egyenesparon keresztil mend Pi® egyenoldalu
hyperbolikus paraboloidnak. A %;-vel parhuzamos sikokban fekvd
kon - “ienczia-sugarak, melyek az adott elliptikus involuczids sugér-
sereg segilyév:i szerkeszthetOk, a Pi® paraboloid egyik seregéhez

*) E konoiddnak két neve van, a mi konnyen zavart okoz. A Pliicker-féle
konoida nevet Mansuam adta neki (Géomelrie cinémalique ; Paris, 1894 ; 260.
oldal), a hol megemliti, hogy Caviey Cylindroide-nak nevezi ezt a feliiletet. —
Srurm az 6 Liniengeomelrie (1892) czimii mive I. kétetének 150, oldalin meg-
tartja a Cayley-féle Cylindroid elnevezést. Amde Cylindroidnak az Abrdzolé geo-
melridban egy mas torzfelilletet neveznek, a mely negyedrendii. (FispLer : Darst.
Geometrie (1885), II. kot. 410. oldal ; Wisner : Darst. Geometrie (1887.) II. kot.
471. oldal; Ronx és Paeeswrz: Darst. Geometrie (1896) II. kot. 306 oldal.) Ez
utébbi mi kilon szol a Plicker-féle konoidardl is a 268. oldalon.
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tartoznak. E P;® paraboloidnak a ¢ vezérl6 sikra meréleges alkotoja
g, mely csucsalkot6, mar {6sugara az (u, v) kongruenczidnak, mig a
maésik vezérls sikra, Z;-re, merdleges alkotoja a;, mely a masik cstics-
alkotéja a Pi®-nek, tengelye a kongruenczia valamelyik kom-
plexusanak.

Ha a g-n keresztill a £; sikokat valtoztatjuk, akkor a P;® para-
boloidok is valtoznak, de megmarad egyik csucsalkotéjuknak a g,
mert a ¢ Kkongruenczia-sugarnak minden sikjaban, csak a ¢ lesz a
kongruenczia-sugar. S minthogy minden egyenoldali hyperbolikus
paraboloid barmelyik cstcsalkotéja koriil 180°-kal forgatva énmagéaba
fordul, ezért nemcsak az uv kongruenczia tengelyeknek valds ese-
tében, a midén ez kozvetlen belathatd, hanem akkor is, ha az «, v
tengelyek képzetesek, all a kovetkezo tétel :

Ha a komplexussort alapkongruencziajinak fésugava koriil
180%-kal elforgatjuk, gy a forgatoit komplexusok onmagukba

Jutnak.

5. Harom altalanos helyzet(i linearis komplexusnak, '}, I'; és
I',-nak, kozos sugarai egy valos vagy képzetes sugarseregben
vannak, Ugyanis a I',I'; komplexusoknak van egy kozos polaris-
parjuk, ugyszintén a I',l', komplexusoknak. E két polarispar a 1,
komplexushoz tartozik, s mint ilyen hyperboloidikus fekvésii; ezek-
nek szeldi, mint a I',"y és 1';1';, tehat a I',, T", és I', komplexusok-
nak k6z0s sugarai egy sugarseregben vannak.

Négy altalanos helyzet(i linearis komplexusnak ', I';, 1'; és
I',-nek két kozos sugara van. A I';1,[7; és a I',1',I", komplexusoknak
ugyanis kozos sugarai egy-egy sugarsereghez tartoznak. E két sugar-
sereg a I',I', komplexusokt6l meghatarozott linearis kongruenczia-
ban van, tehat ennek tengelyei a két sugarsereg vezet§ seregének
sugarai. Minthogy pedig a két sugarsereg vezets seregének két kozos
sugara van, azért magéanak a két sugarseregnek is lesz két kozos
sugara, és ezek a '}, I'y, I'; és I, komplexusoknak kozds sugarai.
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V. FEJEZET.
A masodfokozatu alapalakzatok.

20 §. A masodfokozatu alapalakzatok projektiv
vonatkozasa.

1. Azelobbiekbenaz elsé fokozain elemi alapalakzatokat: a pont-
sort, a sugarsort és a siksort vonatkoztattuk egymasra projektiv, és
e vonatkoztatas alapjan veliik 0j alakzatokat képeztiink. Ama harom
alapalakzat koziil a sikban a pontsornak a sugarsor, a térben pedig
a pontsornak a siksor felelt meg dualisan, s mind a harom alakzatban
az elemek szama egyszer(ien végtelen sok (=') volt,

Madsod fokozati alapalakzatnak nevezzik az egy v. sikban — sik
mezbben — fekvi =* szami pontnak és egyenesnek (sugarnak)
Osszességét, melyek egy pontmezit és egyv sugarmezit képeznek,
tovabba az egy ponton, M-en, keresztiil men{ =* szamu sugarnak
¢s ugyanennyi siknak osszességét, melyek egy sugar- és siknyalabot,
és egy néven is sugarnyalabot képeznek. A v. sik tartoja vagy sikja
a pont- és sugarmezének, M pont pedig tartdja vagy kozéppontja a
sugdr- és siknyalabnak. A sik mezdben =* szami pontsor és ugyan-

ennyi sugarsor van, a sugdrnyalibban szintén =* sugirsor és

ugyanannyi siksor van. A sugarnyalab és a siknyalab metszése egy
oly sikkal, mely nem megy kozéppontjan keresztiil: pontmezé és
sugarmezO; a pontmezit és a sugarmezot a tartojukon Kiviil fekvo
pontbdl projicziald sugarak és sikok sugarnyalabot, illetve siknya-
labot képeznek.

A masodfokozatu alapalakzatokat egymasra lehet vonatkoz-
tatni, még pedig

a) a v. sik mez6 akkép vonatkoztathaté a u, sik mezére, hogy
a ». minden P pontjanak a u.,-ben egy P, pont feleljen meg, és a v
sik minden p egyenesének, mely a P-n megy keresztiil, a u.,-ben oly
2, egyenes feleljen meg, mely szintén a P,-n megy keresztiil;

b) a v. sik mezG akkép vonatkoztathaté az M, sugarnyaldbra.
hogy » minden P pontjanak és a u. sikban e ponton keresztiil mend
p egyenesnek egy p, sugar, és ennek egy =, sikja feleljen meg az
M, -ben ; végre

c)az M és M, sugarnyalabok akkép vonatkoztathatok egy-
masra, hogy az M minden p sugaranak és e p sugaron keresztiil
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mend = siknak egy p, sugar és e p, sugarnak =, sikja feleljen az M
nyaldbban.

E vonatkozasat a masodfokozatu alapalakzatoknak kollinear
vonatkozasnak vagy rokonsagnak, vagy roéviden kollineaczionak
nevezziik.

Hogy a masodfokozati alapalakzatoknak ily vonatkozéasa
lehetséges, arrél konnyen meggy6zddhetiink. Ugyanis, ha a p. sik
mez6t a sikjan Kkiviil fekvé M, pontbdl a v, sikra projiczialjuk, akkor
e projekczi6 a y-vel kollinear sik mez6 lesz, mert a p. minden P
pontjanak és minden a P ponton Keresztiil mend a egyenesnek projek-
czi6ja az M,-bél a p,-re egy P, pont és egy a P,-en keresztiil mend
a, egyenes; a P, a;, projekcziok képezik, tehat a P-nek és az a-nak
megfelel6 elemeket. Masrészt a y. sikmez6t az M, pontbél projiczialé
sugér- és siknyalab szintén kollinear a p.-vel, mert a P pontot és az
a egyenest projiczialé p, = M, P sugar és «, = [M,a] sik is abbana
kolcsonos helyzetben van, hogy az #, a p-en megy keresztiil, ha a
P pont az a egyenesen lett felvéve. Ha végre a p. sikmezot ket, sik-
jan kiviil fekvé pontbol, M és M, -bol, projiczialjuk, akkor a p. sik
pontjait és egyeneseit projiczialé sugarak és sikok két kollinear
nyaldbot képeznek, minthogy a p. siknak egy P pontjat és a P-n
keresztill mend a egyenesét projicziald p, p, sugarak és o,
sikok koziil: p és «, valamint p, és 2, inczidensek, azaz az egyik
elem a masikban van.

A kollinear alapalakzatoknak azt a kiilonds helyzetét, melyet
az imént elmondott leszarmaztatasban elfoglalnak ugy, mint az elsé
fokozatu alapalakzatok esetében, perspektivnek nevezzik. E szerint
egy p- sik mez6 és egy M, sugarnyalab kollinear vonatkozasu és
perspektiv helyzet(i, ha ennek minden sugara keresztil megy
amannak megfelel§ pontjan ; tovabba két sik mezd . és p, Kollinear
vonatkozasui és perspektiv helyzetli, ha az egyik a masiknak
projekczi6ja egy M, pontbdl, vagy maskép Kifejezve: ha van egy
sugérnyaldb, mely mindkét mezével perspektiv ; végre két kollinear
- sugéarnyalab perspektiv, ha a megfelel6 sugarak egy v sik mezGben
metszik egymast, azaz mindkét nyaldb ugyanegy sik mezdvel per-
spektiv.

Ha perspektiv helyzet( kollinear alapalakzatokat a perspek-
tiv helyzetb6l kimozditjuk, kélesonds vonatkozasuk, azaz a kollinear
vonatkozas megmarad, mely a harom esetet egybefoglalva, a kovet-
kez8, STaupT-t6] szarmaz6 definicziéval van jellemezve :

Két masodfokozati alapalakzat kollinear, ha az egyik alakzat
két tetszésszevinti kiilomnemdti elemének, P-nek és a-nak, melyek koziil
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az els6 a masodikban van, oly két kiilonnemii elem, P, és a,, felel
meg, melyek koziil szintén az elsé a masodikban vamn.

2. E vonatkozas lehet8ségét a perspektiv helyzettél fiiggetleniil
is kimutathatjuk, melybdl kitlinik, hogy mikép szerkeszthet6 egy
masodfokozatu alapalakzattal kollinear alapalakzat, mely azzal nem
persektiv helyzet(i. Vildgos, hogy barmily két masodfokozatu alap-
alakzaton torténik a vizsgalat, tehat két mez6n, vagy egy mezén és

egy nyaldbon, vagy két nyalabon, — azzal a vizsgélatot a masik :

kettére nézve is elvégeztiik. Mert ha pl. p. és p., mezdk kozott 1étesit-
jlik a kollineacziét, akkor a p. mez6 kollinear lesz minden M, sugér-
nyalabbal, mely a p., mez6t egy M, pontbdl projiczidlja, valamint az

a két sugarnyalab is kollinear, mely a ., 1., mezGket egy-egy pontbol 3

projiczialja, mivel a nyert alakzatok eleget tesznek a kollineaczi6

37. abra,

el6bbi részletesebb, vagy késébbi egybefoglalt értelmezésének. B

Szoritkozzunk tehat vizsgalatunkban két sik mezére, a u. és y,-re.
Legyen e végbdl a y-ben az u és v két egyenes (37. abra),

melynek a u,-ben feleijen meg két tetszésszerinti egyenes, u, és v;.

Az u és az u,, valamint a v és a v, pontsorokat vonatkoztassuk igy

egymasra projektiv, hogy az (uv)=2E pontnak a u-ben, az

(n,v,) = E, pont feleljen meg a u,-ben, mint azt a kollineaczi6
értelmezése kivanja, maskiilonben pedig az uu, és a vy, pontsorok
projektivitidsa tetszésszerint lehet megallapitva. E projektivitdsokban
(u A\ u, és v\ v-,ben) az egymasnak megfeleld pontok, feleljenek
meg egyszersmind egymasnak a . és p., mezdk Kollineaczibjaban is.

A u. sik egy p egyenesének, mely az # és v egyeneseket az
AB pontokban metszi, az a p, egyenes felel meg, mely az u, és v,-et
az w A\ u, ésv A v, projektivitisok alapjan az 4 B pontoknak meg-




TV,

|
E
P.
I
&

=900, '—

felelé A, 13, pontokban metszi. A v. mez6 egy ¢ egyenesének, mely
az u és v-t szintén két killomboz6 pontban, CD-ben, metszi, meg-
felel a p.,-ben egy ¢, egyenes, mely az #, €s v,-et a megfelel6 C,D,
pontokban metszi. A pg egyenesek T metsz6pontjanak megfelel a
g, egyenesek T, metszépontja. A T' ponton keresztil mend »
egyenesnek, mely az uv-t az F'G pontokban metszi, oly 7, egyenes
felel meg, mely az I'G pontoknak megfelel6 F|G, pontokat kot
ossze. De mert a 7' ponton keresztil mené pgr sugarak miatt az
ECAF, EDBG pontnégyesek perspektivek, és az E,C.4,F,,
E, DB, G, pontnégyesck amazokkal projektivek: ez utébbiak is
perspektivek lesznek, tehat az », = F, G, egyenes is a T, ponton
megy Kkeresztiil, és ezért a 7' sugarsornak a u-ben a vele projektiv
T, sugarsor felel meg a u,-ben.

Ha tovabba a ¢ sugar a 1) kortil egy sugarsort ir le a u-ben,
akkor a ¢, azzal projektiv sugarsort fog leirni a D, Kkortil a p,-ben,
ésigy a T, = (p,q,) pont is a p,-en a T'=(pq) ponttal projektiv
pontsort ir le a p-n. Végre azoknak az egyeneseknek, melyek a T
pontsort a p-n az = (uv) pontbdl projiczidljak, megfelelnek azok
az I, T, egyenesek, melyek a T, pontsort a p,-en az E, pontbdl
projiczialjak s melyek amazokkal projektiv sugarsort képeznek.

Ebbdl lathatd, hogy a v és p, mezbkben felvett u /\u, és
v A\ v, pontsorok segélyével oly vonatkozast létesitettiink a két mezd
pontjai és egyenesei kozott, hogy nemcsak minden pontnak és e
ponton keresztlil mend egyenesnek az egyik mezében egy pont €s
e ponton keresztiil mené egyenes felel meg a masikban, hanem
minden pontsornak és sugéarsornak is azokkal projektiv pontsor és
sugarsor felel meg. Ezt, tekintve a kollinear vonatkozasi mezoket
vagy mas masodfokozati alapalakzatokat, Staupt egyszersmind
projektiveknek is nevezi, mert minden els6 fokozati megfelelé alap-
alakzatuk is projektiv.

Az u )\ u, és v\ v, pontsorok helyett két projektiv sugarsor
UM U, és VA V,-et is vehettiink volna fel a p. és p, mez6kben,
melyeknek projektivitisat ismét akkép kellett volna megallapi-
tani, hogy az UV==c egyenesnek az U, V,==¢, egyenes felel-
jen meg. Ekkor a p. mez6 P és @ pontjanak az a P, és Q, pont fog
megfelelni, melyben az UP, VP és U@, VQ sugaraknak a projektiv
sugarsorokban megfelel6k talalkoznak ; a PQ =t egyenesnek pedig
megfelel a P, @, =1, egyenes.

Ha tekintetbe vessziik, hogy az elGbbi u A u, és v /\ v, pont-
sorok projektivitdsanak megallapitasara az E = (w), B, = (w1
pontokon kiviil azokat az ACBD, A,C,B,D, pontokat, melyekben a.
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pq egyenesek az uv-t, és a p,q, egyenesek az u,v,-et metszik, azaz
a pguv és p, g, n,v, négyoldalokat, tetszésszerint vehetjiik fel, ugyszin-
tén az U U, és V )\ V, sugarsorok projektivitisinak megallapita-
sara szolgalé UV, UP, UQ, VP, VQ sugarakhoz az U,V,, U,P,
U,Q,, V, P, V,0, megfeleloket, azaz az UVPQ és U, V,P,Q, négy-
szigeket szabadon vélaszthatjuk, kovetkezik :

Ha két sik mezdben kollinear vonatkozast akarunk létesiteni,
akkor az egyik mezdben négy
egyeneshez, mely koziil kettd- ponthoz, mely koziil Kkettonél
nél tobb nem megy ugyanegy ‘ tobb nincs ugyanegy egyenes-
ponton keresztill, a masik mez6- | ben, a masik mezben négy
ben négy egyenest, mely koziil pontot, mely koziil szintén
szintén ketténél tobb nem megy kett6nél t6bb nincs ugyanegy
ugyanegy ponton Keresztl, | egyenesben,
mint azoknak megfelelot tetszésszerint vehetiink fel; ezzel a két
mez0 kollineaczidja meg van dllapitva ugy, hogy minden ponthoz és
egyeneshez az egyikben, a megfelel6 pont és cgyenes a masikban
vonalosan szerkesztheto.

Ebbdl folytatélag kovetkezik, hogy a sik mezd és a sugar-
nyaldb kollinear vonatkozasanak létesitésére a mezGben egy
négyszoghez vagy négyoldalhoz, a nyaldbban egy négyélet, illetve
négylapot, mint amannak megfelel6t, tetszésszerint vehetiink fel,
tovdbb4, hogy két sugdrnyalab kollinear vonatkozasanak létesitésére
az egyik nyaldb egy négyéléhez vagy négylapjahoz, a masikban egy

négyélet, illetve négylapot, mint amannak megfelelGt, szintén tetszés-

szerint vehetlink fel, melylyel a két alapalakzat kollineaczidéja meg
van hatédrozva. ‘

3. A masodfokozatti alapalakzatok a kollineaczion kivill még
mas vonatkozasban is lehetnek egymashoz, melyet recziprok vagy

korrelativ vonatkozéasnak, vagy rovidebben kors elaczionak neveziink.

Ha a p. sik mez6 a p, sik mezdvel Korrelacziéban van, akkor
az egyik mez6 minden pontjanak egy egyenes, és minden egyenesé-
nek egy pont felel meg a méasikban, még pedig akképen, hogy ha a
P pont az a egyenesben van, akkor a P-nek megfelelé p, egyenes
az a-nak megfelel6 4, ponton megy keresztiil.

Ha pedig a 1. sik mezé az M, sugéarnyaldbbal van korrelaczié-
ban, akkor a p. mez6 minden P pontjanak és e ponton keresztiil
mené a egyenesnek egy =, sik és e sikban fekvé @, sugar felel meg
az M, nyalabban,

Ha végre két sugarnyalab, M és M, korrelaczioban van,akkor
az M nyalab minden p sugardnak és a p-n keresztill mené « sik-
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nak, egy =, sik és e sikban fekv6 a, sugar felel meg az M,
nyalédbban.

Hogy a masodfokozatu alapalakzatok ilynemi( vonatkozasa
lehetséges, azt két esetben, t. i. a polarismez&nél, melyet a kupszelet
indukal, és a polarisnyalabnal, melyet a 1. r. kip indukél, mar lat-
tuk, noha a kKorrelativ alakzatok ekkor kiilonos kolesonos helyzetben
vannak, melyet involuczids-, vagy polarishelyzetnek neveziink. De ha
e kilonds helyzetet megsziintetjiik pl. akképen, hogy a v. sik mez6
pontjainak a £® kupszeletre vonatkozo polarisait e polarisok kolcso-
nos helyzetének megtartasa mellett a p, sikba helyezziik, vagy a
v sikban eredeti helyzetiikbdl elmozditjuk, tigy a polarisok és p6lusok
rendszere Korrelativ vonatkozasban marad. Ha aztan a poélusok
rendszerét a v. sikon kiviil fekvé M pontb6l projiczidljuk, akkor a

38. dbra.

projiczialé sugarak és ezeknek sikjai oly sugarnyalabot adnak, mely
a polarisok rendszerével a p,-ben szintén korrelativ. S ha végre a p.
és p, korrelativ mezSket az M, illetve az M, pontbdl, melyek szin-
tén a v és p, sikokon Kiviil fekiisznek, projiczialjuk, akkor a pro-
jiczidlo sugarak és sikok két korrelativ nyalabot képeznek.

A Kkorrelativ vonatkozas lehetdsége ezekbdl kitlinik, de még
meg akarjuk mutatni, hogyan lehet a polaris helyzett6l fliggetleniil a p.
sik mez6t egy masik sik mezére, a u.,-re, korrelativ vonatkoztatni,
melybdl kénnyen kitlinik az az eljards, mely a mez6 és a sugar-
nyalab, vagyv két sugarnyalab Kkorrelaczidjanak létesitéséhez vezet.

4. Vegyiink fel a p. sik mez6ben (38. abra) két pontsort, u-t és
v-t, és vonatkoztassuk ezeket a v., sik mezd két sugarsorara, az U,-re
és V,-re projektiv, de gy, hogy az (#v)=FE pontnak ama pont-
sorokban az U, V, = ¢, sugar feleljen meg a sugarsorokban. A . mez6
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valamely p egyenesének, mely az nv-t az AB pontokban metszi,
megfelel az a P, pont, melyben az AB pontoknak megfelel6 a,b,
sugarak az U, ¥, sugarsorokban talalkoznak., A gr egyeneseknek a
u-ben, melyek a p-nek egy 7' pontjan mennek keresztiil és az wuv
egyeneseket a CD, illetve az GF pontokban metszik, megfelelnek a .
0, R, pontok, melyekben a CD és GF pontoknak megfelels ¢,d, ésg, f,
sugarak az U, V, sugarsorokbdl talalkoznak. De minthogy az
FEACG és ILBDF pontnégyesek perspektivek, azérta velok projek-
tiv e,a,c, 8, és e,b,d, f, sugarnégyesek az U, és V, sugarsorokban
szintén perspektivek lesznek, tehat az (a,b)=P,, (¢, d,)=0,,
(fig.) = R, pontok a 7" pontnak megfelel6 #, egyenesen fekiisznek.

Ha a T pont befutja a p egyenest, akkor a C pont az U-n és a
g = DC sugéar a D koriil a T-vel perspektiv pont- és sugarsort,
tehat a ¢, sugar az U, korll, a ¢ sugar a P, koriill a d, egyenesen
fekvd pontsorra vonatkozolag perspektiv sugarsort ir le, mely ama
pontsorokkal projektiv. Ugyancsak projektiv lesz tehat az a sugarsor,
mely a 7' pontsort az K = (uv)-b6l projiczialja azzal a pontsorral,
a melyben a ¢, sugarsor az ¢, = U, V, egyenest metszi. Ebb6l lat-
haté, hogy a p. mez6 minden pontjanak, egyenesének, pontsoranak
és sugarsoranak: a p.,-ben egyenes, pont, sugarsor, illetve pontsor
fog megfelelni és a sorok még azonkiviil projektivek.

Tekintve a kollineaczi6 targyalasakor mondottakat, kovetkezik :

Ha két sik mez6t korrelativ akarunk egymasra vonatkoztatni,
akkor az egyik mezében egy négyszoget (négyoldalt), a masikban
egy négyoldalt (négyszoget) tetszésszerint vesziink fel és ezeknek
alkot6 részeit, mint megfeleléket egymashoz rendeljiik ; tovabba :

ha valamely sik mezdt és a sugarnyalabot korrelativ akarunk
egymadsra vonatkoztatni, akkor a mez&ben egy négyszoget (négy-
oldalt), a nyaldabban egy négylapot (négyélet) tetszésszerint vesziink
fel és ezeknek alkoto részeit, mint megfeleléket, egymashoz rendel-
jik; végre

ha két sugarnyalab kozott akarunk korrelativ vonatkozéast
létesiteni, akkor az egyiknek egy négyéléhez (négylapjahoz) a masik-
ban egy négylapot (négyélet) tetszésszerint rendelhetiink, melylyel
aztan mind a harom esetben barmely elemnek megfelel6 eleme meg
van hatarozva és szerkeszthets,

Minthogy Ugy a korrelaczié, mint a kollineaczié esetében a
masodfokozatu alapalakzatokban levé megfelel6 els6 fokozatu alap-
alakzatok projektivek, azért mindkét vonatkozast a mdsodfokozatit
alapalakzatok projektiv vonatkozdsanak, vagy proijektivitdsinak
nevezzik és /\-vel jeloljik.
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Az eddigiekbdl kovetkezik még, hogy akképen, mint az els6-
fokozatu alapalakzatok esetében a sorokrdl, ugy a masodfokozatu
alapalakzatokroél is mondhatd, hogy ha tobb mez6é és nyaldb koziil
az els6 a masodikkal, ez a harmadikkal stb. kollinear, akkor az els6
az utolséval is kollinear lesz; tovabba ha két mezd, vagy két
nyaladb, vagy egy mez6 és egy nyaldb akar egy mezdvel, akar egy
nyalabbal korrelativ, akkor azok egymassal kollinear vonatkozésban
vannak.

21. §. Perspektiv helyzetii kollinear mezd6Kk és sugar-
nyaldbok.

1. Két kollinear sik mez6 u. és p., ugyanegy sikba helyezhetd.
[ly két kollinear mez6rdl, mely ugyanegy sikban van, azt mondjuk,
hogy azok konjektivek, vagy a két mez6 konplanar. Az elébbi tar-
gyalasbol kovetkezik, hogy ha két kollinear sik mezd&ben, a p. és
u-ben, egy négyszog szogpontjai, vagy egy négyoldal oldalai meg-
felel6leg kozosek, akkor az egyik'mez6nek minden pontja és egye-
nese, a masik mez&ben aneki megfeleld ponttal és egyenessel egybe-
esik. Ugyancsak az elébbi targyalasbol kovetkezik, hogy ha két
konczentrikus kollinear sugarnyalabban, az M és M, -ben, egy négyél
élei vagy egy négylap lapjai megfelelleg kozosek, akkor a nyala-
boknak minden sugara és sikja megfelel6leg k6zos. A Kkét kollinear
sik mez6 és a kollinear sugarnyalab tehat ezekben az esetekben
kongruens.

Ha tovabba a p sik mezé és a véle kollinear M sugarnyalab
oly helyzetd, hogy ez utébbiban egy négyél élei (vagy egy négylap
lapjai) a p. mezGben ennek megfelel6 négyszog szdgpontjain (illetve
a négyoldal oldalain) mennek keresztiil, akkor a sugarnyalab minden
sugara és sikja az ezeknek a v mezS8ben megfelel6 ponton vagy
egyenesen fog keresztiil menni, tehat a sugarnyalab perspektiv hely-
zetl a sik mez6hoz.

Ebbdl ismét azt a kovetkeztetést vonjuk, hogy ha két nem

konplanar és kollinear sik mez6 | konczentrikus és Kkollinear su-
u és p, sikjainak s metsz6- | garnyaldb M és M, kozép-
vonaldban minden pont a meg- | pontjainak Osszekotd egyene-
felelével esik egybe, akkor a | sén keresztilmend minden sik
két mez6, minden megfelels megfelels, akkor a nyalab min
pontparjanak 0Osszekotd egye- den megfelels sikparjanak met:
nese és minden megfelels egye- | sz&vonala és minden megfeleld
Klug : Projektiv Geometria. 14



nesparjanak Osszekoto  sikja sugdrparjanak =~ metszépontja
egy M ponton megy keresztill, | ugyanegy . sikban wvan,
tehat a két kollinear mezé egy- tehat a két kollinear sugar-
méashoz és az M sugarnyalib- nyaldb egymashoz és a v sik
hoz perspektiv. mezOhoz perspektiv,

Ugyanis a p. és u, kollinear mezGk két tetszésszerinti meg-
felel6 pontjanak, az A4,- és BB, -nek, dsszekoto egyenesei egymast
metszik, mert az AB és A, B, egyeneseken a megfelelé pontsorok
perspektivek, l1évén az (s, AB) , (s, 4,8,) pont megfeleltleg kozis.
De minthogy a kollinear mezok 0sszes megfelelé pontjainak dssze-
kitG egyenesei nincsenek ugyanegy sikban, azért azok ugyanegy
ponton mennek keresztill, azaz a két kollinear sik mez0 perspektiv,
— Hasonlékép bizonyithat6 be a jobb oldalon allé tétel is.

2. Két Kkonplanar kollinear sik mezorél azt mondjuk, hogy
perspektiv helyzelit, ha azokban valamely egyenes pontsornak pontjai
és egy sugarsornak sugarai megfeleldleg kdzosek, Két konczentrikus
sugérnyaldbot pedig perspektivnek neveziink, ha azokban valamely
siksornak sikjai és egy sugarsornak sugarai megfelelleg kizisek.
A konplanar kollinear mezGkben a megfelelleg kozos pontsor tar-
tojat kollineaczio-tengelynek és a megfeleldleg k6zos sugarsor kozép-
pontjat kollineaczié-kozépponinak; a konczentrikus kollinear sugér-
nyaldbokban a megfeleldleg kozos siksor tengelyét kollineaczio-
tengelynek és a megfelelGleg kozos sugarsor sikjat kollineaczio-sik-
nak nevezzik. Az elébbiek alapjan kdnnyen kimutathato, hogy ha
két kollinear és
konplanar mezdben, u. és p,- konczentrikus sugéarnyaldbban,
ben, egy s pontsor pontjai, M és M,-ben,egy s siksor sikjai,
vagy egy O sugérsor sugarai vagy egy « sugarsor sugarai
megfeleloleg kozosek, akkor a megfelelbleg kozosek, akkor a
mez0k perspektivek, tehat az nyalabok perspektivek, tehat az

elsG esetben még egy meg- | elsG esetben még egy megfele-
feleloleg kozds sugarsorral, a 16leg kozos sugarsorral, a ma-
masodikban pedig egy meg- sodikban pedig egy megfelel6-
felelGleg kozds pontsorral bir- leg kozos siksorral birnak.
nak.

Nevezziik a p. mezének projekczidjat valamely M pontbél az s
egyenesen keresztill mend sikra p-nek. A p, mez0 szdrmazdsa foly-
tén perspektiv a u-vel és igy kollinear a p,-gyel, de egyszersmind
perspektiv is a p,-gyel, mert a 1, és p,-nek az s-ben egy megfelels-
leg kdzos pontsora van s igy a i, a p,-nek is projekczidja egy bizo-
nyos M, pontb6l. Maguk az M és M, projiczial6é sugarnyalabok
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szintén perspektivek a p.,-vel és egymassal, tehat a nyaldboknak
minden k&z0s eleme silyenek az MM, tengely(i siksor sikjai, meg-
felels. Ez az MM, siksor a v. és p, konplanar mezdk kozos sikjat
egy O sugarsorban metszi, melynek tehat, mint a p. és u,-hez tar-
toz6 sugarsornak minden sugara megfeleldleg kozos. — A tétel
masodik részét kimutatando, projiczidljuk az O-ban egy megfelelGleg
kozos sugarsorral bird v. és 1, kollinear sik mez6k koziil az elsét a
sikjukon Kiviil fekv{ tetszésszerinti M pontbol, a masodikat az MO
egyenesnek M, pontjabol. Minthogy a projiczidlé sugéarnyalabok
kollinearok és az MM, O tengely siksoruk kozos, azért perspektivek
egymadssal és egy u., sik mez6vel. A v, sik a pu., sikot egy s egye-
nesben metszi, melynek minden pontja megfelel6leg kozos, tehat a
u v, mez6k perspektivek, — Hasonlékép bizonyitjuk a jobb oldalon
allo keét tételt is. '

3. Két kollinear sik mezdben kiilonos egyenesek vannak, melyek
a projektiv pontsorok ellenpontjaival analogusok. (Projek. Geom.
Elemei. 175—179. ponr.) A y. mezd végtelen tavol fekvs g egyenesé-
nek a u-vel kollinear 1., mez&ben megfelel6 g, egyenese altalaban
nincs végtelen tavol ; Ugy szintén a p., mez6 végtelen tavol fekvé 7,
egyenesének megfelel§ » egyenese a p-ben végesben van. A két
kollinear mezbének ezeu 7y, egyeneseit, melyek a végtelen tavol
fekvé 7,9 egyeneseknek felelnek meg, a mezlk ellentengelyeinek
nevezzik, ;

A p. mezbben egy parhuzamos sugaru sornak a u.,-ben altala-
ban oly sugarsor felel meg, melynek kdzéppontja a ¢, ellentengely-
ben van s ugyanigy a p., mezGben barmely parhuzamos sugard sor-
nak a p-ben oly sugarsor felel meg, melynek kozéppontja az »
ellentengelyben van. Csak az rg metszGpontjan Kkeresztiil mend,
tehat a p-ben az » ellentengelylyel pairhuzamos sugarak olyanok,
hogy ezeknek az r,q, ponton Keresztiil mend, tehat a g, ellentengely-
lyel parhuzamos sugarak felelnek meg. S minthogy e kiilonos sugar-
sorok megfelelé sugarain, a kollineacziébol szarmazd projektiv
pontsoroknak végtelen tavol fekvé [ (rq) és (r,q,)] pontjai megfeleldk,
azért az ellentengelyekkel parhuzamos megfeleld egyeneseken a
megfelel6 pontsorok hasonléan-projektivek.

E hasonloan-projektiv pontsorok kozott vannak egyenléen
projektivek is. Ugyanis a g,-nek egy tetszésszerinti @, pontjan keresz-
til mend a, és b, egyeneseknek a p. mezdében az ab parhuzamos
egyenesek felelnek meg. Ezek az ab parhuzamosak az # ellenten-
gelyr6l lemetszenek egy 8 hosszisidgi vonaldarabot. A g,-t0l
egyenld tavolsagra két parhuzamos egyenest, s, és f,-et szerkeszthe-
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tiink, melyekrél az a,b, egyenesek a d-val egyenlé nagysagu vonal-
darabot metszenek le. Ezeknek az s, és ¢, egyeneseknek oly s és ¢
egyenesek felelnek meg a p.-ben, melyek az 7-rel parhuzamosak és
a melyekrél az ab parhuzamosak szintén a d-val egyenld vonal-
darabot fognak lemetszeni. Minthogy a megfelel6 s és s,-en, vala-
mint a / és £,-en az ab és a,b, egyenesparoktél lemetszett vonaldara-
bok megfelel6k és egyenldk, azért az s és s,-en és a £ és #;, egyene-
seken a kollineaczioban megfelel6 hasonléan-projektiv pontsorok
egyenléen-projektivek

A p. és p, kollinear mezdknek az s és s, (ésugyanigy a ¢ ési,)
egyeneseit oo!-félekép helyezhetjiik Ugy egymasra, hogy azoknak
megfeleld pontjai egybeessenek ; s ebben a helyzetekben a két kol-
linear mez6 mindig perspektiv lesz A két kollinear mezével egy-
idejlileg perspektiv sugdrnyaldbnak M kozéppontja abban az egye-
nesben van, melyben az 7-en keresztiil mend és a v, sikjaval par-
huzamos sik, a g, en keresztiil mend és a v. sikjaval parhuzamos
sikot metszi. Ha tehat a v sik valtozatlan marad, a 1., sikot pedig az
s = s, kortil forgatjuk, akkor az M pont oly kort ir le, melynek kozép-
pontja az r-ben van és sugara egyenlé az s,q, parhuzamos szalag
szélességével. E kor a p. sikot két pontban metszi, melyek egyenként
kollineaczi6-kozéppontjai a konplanar és perspektiv helyzetii kollinear
sik mez6knek. De minthogy a # és £, pontsorok szintugy egyesithe-
t6k, mint az s és s, sorok, azért két kollinear wmezé dltalaban négy-
felekép hozhaté ugyanegy sikban perspektiv helyzetbe. — Ugyanegy
sikban fekvS perspektiv helyzetd mezGket és azoknak megfelel6
alakzatait czentrikusan kollinearnak és a vonatkozasukat czentrikus-
kollineaczionak nevezzik.

Jeloljiik a p. és p., czentrikusan-kollinear mez6k kollineaczio-
kozéppontjat O-val, kollineaczié-tengelyét s-sel, a két ellentengelyt
pedig » és g,-gyel. Az O sugarsor minden p sugaran két megfeleld
projektiv pontsor van ; e konjektiv pontsoroknak egyik kettéspontja
az 0, masik kettGspontja a (ps) = S, ellenpontjai pedig (pr)= R
és (pg,) = Q,. Ebbdl kovetkezik, hogy az O pontazr, g, ellentenge-
lyektdl ép oly tavolsagra van, mint az s tengely a ¢, illetve az »-t6l,
Hasonloképen az s kollineaczio-tengely egy tetszésszerinti P pont-
jabél kisugarz6 megfeleld, tehat projektiv, sugarsoroknak egyik
kettGssugara az s, a masik a PO sugar., Es ha az aa, két megfeleld
sugar a P sorban, akkor az O sugarsor minden sugara ezeket meg-
felel6 pontokban metszi, valamint viszont az el6bbi p egyenesen
fekvé pontsoroknak barmily megfelelé pontparja AA,, az s egye-
nes pontjaib6l megfeleld sugarakkal projiczidltatik. Ebbdl pedig az
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kovetkezik, hogy a czentrikus-kollineaczi6 meg van hatarozva, ha
ismeretes a Kollineaczi6-kézéppont és tengely, O és s, és ezeken
kivill még két megfelel pont 4, 4;, mely tehat az 0-val ugyanegy
egyenesen van, vagy pedig (az A4, helyett) két megfelelé egyenes
aa,, mely az s-ben taldlkozik. De az elGbbiektdl fliggetleniil is be-
lathat6, hogy ezek az adatok (OsAAd,, vagy Osaa,) a kollineaczié
meghatdrozasara elégségesek, mert ha az elsé esetben a BC két
pontja az s-nek, akkor az OABC négyszognek az egyik mezbben
megfelel az 04, BC négyszog a masikban, és a masodik esetben, ha
be két egyenes az O sorban, akkor az sabc és sa,bc megfelelé négy-
oldalak meghatarozzak a kollineacziot.

Ama OSAA, pontnégyes kettdsviszonyanak értékét A-at, melyet
a czentrikusan-kollinear mezik két megfelelé A 4, pontja és azoknak
osszekotd egyenesén az OS kettdspontok képeznek s mely fiiggetlen
a torténetesen felvett 1.4, megfelel6 pontoktol, a czentrikus-kolli-
neaczio karakleristikdjanak nevezzilk. Haaz A A, egyenesen a meg-
felelo pontsorok ellenpontjai R és Q, és az ezeknek megfeleld vég-
telen tavol fekvo pontok R,, @, akkor

A = (08S44,) — (OSRR,) = (05QQ,)

A e GRS
Z o A

" tehat

s mert OR — SQ,, azért A egyenld az sq, és sr, vagy ami ugyanazt
mondja, az s,q, és sr parhuzamos szalagok szélességének viszonya-
val. Ez utdbbi viszony azonban fiiggetlen a kollinear mezdk per-
spektiv helyzetébdl, tehat kollinear vonatkozas mar meghaldrozza a
mez0k karaklevistikajanak absolut évtékél,

4. A midén a czentrikusan-kollinear mezék karakteristikdja
A = —1, tehat a megfeleld pontparok és a megfelelé egyenesparok
az O és s Kollineaczié-kozéppont és tengelyt6l harmonikusan vannak
clvalasztva, akkor minden A(B,) pontnak, melyet mint az elsé mez6-
hoz tartozét A-val, mint a masodikhoz tartozot B, -gyel jeldliink,
megfelels A, B pontjai egybeesnek; igy tehdt az ellentengelyek
pontjai és maguk az rq, ellentengelyek is. Ebben az esetben a
czentrikusan-kollinear mezéket és az azokban fekvé megfelels alak-
zatokat involuczios fekvésticknek, a két mezot egyiittvéve involuczios
mezoknek, a kollineaczi6-kdzéppontot és tengelyt involuczio-kozép-
pontnak és involuczio-tengelynek nevezziik.

Ha két konjektiv kollinear mezében, a v és u,-ben, két oly
pont A(B,), C(D,) van, hogy a nekik mindkét mezében megfeleld
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pontok A4,, B, illetve C,, D egybeesnek, anélkiil azonban, hogy az
AC, B, D, egyenesek megfelelGk volnanak, akkor a két mez3 minden
pontja a jelzett tulajdonsagu és igy azok egy involuczios mezot
képeznek, ‘Ugyanis (39. abra) az AB, CD egyenesnek a p-ben
ugyanaz a két egyenes felel meg a u,-ben, mert AB = A, B,,
CD = C,D, ; ezeknek O metszGpontja egy megfelelSleg k6zos pont.
Az AC, BD és az AD, BCU egyenesek metsz&pontjai szintén meg-
felel6leg kozosek; ezeknek 0Osszekotd egyenese s harmoénikusan
valasztja el az A4,, CC, pontparokat az O-t6l s mint ilyen keresztiil
megy az AA,, CC, egyeneseken fekvé megfeleld pontsoroknak,
melyek involucziésak, kettGspontjain, Minthogy az s-nek ketténél
tobb pontja énmaganak megfelel6, a két kollinear mez6 az ‘s kol-
lineaczi6-tengelyre és az O Kkollineaczio-kozéppontra vonatkozoilag
perspektiv s végre mert a
megfelel6 A4, pontpar az O
és s-t6l harmdnikusan van
elvalasztva, a mez6k involu-

czi6sok.
Az involucziés mezét
A sikjan Kiviil fekvé M pontbol
projiczialé sugarnyalabot in-
voluczidosnak nevezziik. Az
involucziés sugarnyalab te-
hat oly két perspektiv hely-
zetl konczentrikus kollinear
39, abra. nyalab, melyben a megfelel
sugarak és sikok egy siktol
és egy sugartol — az involuczio-siktol és az involuczié-tengelytsl —

harmoénikusan vannak elvalasztva.

A kupszelet 6nmagaval involuczios fekvést barmely O pontra
mint involuczi6-k6zéppontra és annak a kupszeletre vonatkozo
s polarisara, mint involuczi6-tengelyre. A II. r. kip Onmagéval
involuczids a csucsan keresztiil mené barmelyik sikra és e sik pola-
nssugarara vonatkozoélag.

Altalaban legyenek a kollinear mezGk perspektiv vagy barmily
helyzetben, az egyik mez6 minden k2 kupszeletének, melyet akar
mint két projektiv sugarsor, akar mint két projektiv pontsor képzdd-
ményének tekintlink, egy oly %, gorbe fog megfelelni, mely szintén
két projektiv sugarsornak, illetve két projektiv’ pontsornak képzdd-
ménye, tehat kupszelet. Vagy tekintve, hogy az involucziés sorok-
nak az egyik mezdben; involucziés sorok felelnek meg a masikban:
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minden polarismez6nek és vezetd kupszeletének az egyik mez6ben,
egy polarismezé és ennek vezet6 kupszelete felel meg a masikban
mely vezetd kupszeletek tehat egyidejlileg valésak vagy képzetesek?

Ha azonban két mez6t, p. és p. -et, Ugy akarunk egymasra kol-
linear vonatkoztatni, hogy két, ezekben megadott kupszelet £® és
k@ egymasnak megfelels alakzata legyen, akkor a k,* harom pont-
janak, ABC-nek, megfelelé pontjait 4, B, -et'a k®-ben tetszés-
szerint vehetjiik fel, melylyel a mez6k kollinear vonatkozdsa mar
meg van hatdrozva. Ugyanisaz AB egyenes D pélusanak a k®-re
vonatkozolag, az 4, B, egyenesnek &, ®-re vonatkoz6 D, pélusa tar-
tozik megfelelni, tehat az ABC, A, B, C, haromszogekkel és a k@, g,
kupszeletekkel a D, D, pontok is meg vannak adva, és az ABCD,
A,;B,C, D, négyszogek meghatarozzak a kollinear vonatkozast, Ezek-
b6l az adatokbol kiindulva valamely kupszeletnek, mely az AB(C
pontokon megy keresztiil és a DA, DB egyeneseket az A, B pon-
tokban érinti, mely tehat a 2, egy oly kupszelet fog megfelelni,
mely az A4, B, C, pontokon megy Kkeresztiil és a D, 4,, D, B, egyene-
seket az 4,, B, pontokban érinti, tehat a 2, kupszelet.

5. Ismeretes, hogy a projektiv sugdrsorokban az egymdasnak
megfelel6 derékszog szarai analogusak a pontsorok ellenpontjaival.
Ezt alapul véve gyanithatjuk, hogy két kollinear nyalabban az oly
haromélek, melyek orthogonalisak (derékszogliek) és megfeleldk, a
kollinear mezdk ellentengelyeivel analégus tulajdonsagot fognak
mutatni. Ezért kérdjiik, van-e M és M, kollinear sugarnyaldbokban
két megfeleld orthogonalis haromél (g7s), (¢,7is,)?

Jeloljiik az M kozépponttal bird orthogonalis nyalabot M?-val,
az Me.nak az M és M, nyalabok kollinear vonatkozasa alapjan meg-
feleld elliptikus polarisnyalabot M, °-gyel, mely utébbi csak abban az
esetben orthogonalis, ha az adott M és M, nyaldbok kongruensek.
Minden polarisnyalabban, tehat az M, °-ban is van egy derékszogl
polaris haromél ¢,7;s, (5. §. 1.); ennek megfelel az M°ban szintén
egy derékszogl polarisharomél grs, mert az M°-ban minden polaris-
haromél derékszogl. Lehetséges ugyan, hogy az M,° polarisnyalab-
ban végtelen sok (') egy kozos éllel biro derékszog(i polarisharomél
van, t. i. ha az rotatorikus, de ez csak egy kiilonos esetben kovet-
kezik be.

Err6l a kiilonos esetr6l konnyen fogalmat szerezhetiink, ha az
M és M, kollinear nyaldbokat perspektiv helyzetben vessziik fel.
Ugyanis a két, a p. mezdvel perspektiv nyalabot akkép kell felvenniink,
hogy az M és M, kozéppontoknak Osszekoté egyenese g =g, a !
sikra meréleges legyen, mert ekkor mindazoknak a g#s orthogo-
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nalis haroméleknek az M-ben, melyeknek egyik éle a g, orthogonalis
haromélek, g,7,s,, felelnek meg az M,-ben. E vonatkozas azonban
akkor is megmarad, ha az M és M, nyalabokat ebbdl a kolcsonds
helyzetbdl elmozditjuk. Ha viszont két kollinear sugarnyaldbban !
orthogonalis haromél megfeleld, mely haroméleknek tehat egy g,
illetve ¢, éliik kozos, és ezeket egyesitvén, a két nyaldbnak egy par
a g-ra merdéleges » és v, megfeleld éleit paArhuzamos helyzetbe hoz-
zuk, akkor a két nyaldb perspektiv helyzetd lesz.

Vizsgaljuk most meg, hogy két kollinear nyalab M és M,,
melynek csak egy pér orthogonalis megfelel6 haroméle, grs és g,7,s,
van, perspektiv helyzetbe hozhat6-e? Ha az egyik nyaldbban van
egy oly sugarsor, mely a neki megfelel6 sugarsorral a masik nya-
labban kongruens, és e két sugar megfelel6 sugarait egyesitjiik,
akkor a két nyalab perspektiv lesz.

Kimutathat6, hogy ha a nyalabokban megfelel6 kongruens su-
garsorok vannak, akkor azoknak o és o, sikjai a megfelel§ derékszogi
haroméleknek, a grs és g,7,s,-nek, egy-egy megfelel§ élparjan kell
keresztlil menni. Ugyanis, ha az o és o, ily tulajdonsagu két sik,
akkor az o, [gr] és az w, [¢,7,] sikoknak a és a, metszGvonalai meg-
felel6 sugarak ; az ezekre az o, illetve w, sikban emelt d, d, meréle-
gesek szintén megfelelSk, és [ds| | a, [d,s,]_| a,. A [ds], [d;s]
sikokban a kollineacziébdl folyolag van két projektiv sugérsor, és
ezekben .egy megfelel6 derékszogl sugarpar be és b,c, ; ennélfogva
az M, M, sugarnyalabokban van még egy megfelel6 derékszogl
haromélpar abe, a,b,c,, a mi feltevésiinkkel ellenkezik, Ha azonban
az w és o, sikok pl. a g és g, sugarakon mennek megfelel6leg keresz-
tiil, akkor az el6bbi d, d, sugarak az [rs|, [#,s,] sikokban vannak, és
igy a [ds], |d,s,| sikok nem vezetnek ij megfelel6 orthogonalis harom-
¢lekhez. Ennélfogva, haa kollinear nyaldbokban megfelel6 kongruens
sugarsorok vannak, akkor azoknak sikjai csak a megfelel6 orthogo-
nalis haroméleknek élein mehetnek kereszttil.

. A g és g, sugarakon két megfelel6 sikot fektetiink Kkeresztiil;
az ezekben fekv6 megfelelS projektiv sugarsorok derékszogl sugarai
a g, q, és a sikoknak metsz6vonalai az [rs], [7,s,] sikokkal, Ha tehat
a két felvett megfelel6 sikban még egy-egy megfelel sugar van,
mely a g-val, illetve a g,-gyel egyenld szoget képez, akkor mar a fel-
vett sikok lesznek a keresett o, v, sikok. Az M nyalabban a ¢-hoz 45°
alatt hajlo sugarak egy »® forgaskiupnak alkotéi; ennek megfelel a
kollineaczi6 folytdn az M, nyalabban egy »,® II r. kup. A (grs)
orthogonalis haromél poldris haroméle a »®-nek, tehat a (g,7,s,)
haromél is poldris haroméle a x,®-nek, és mert ez derékszog, azért
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a g7, és s, egyenesek fGtengelyei a x,*-nek. Az a »'® forgaskuip,
melynek csucsa az M, és melynek alkot6i a g,-gyel 45° szoget képez-
nek, a »,® kipot négy alkotoban metszi, ezek koziil kettd és a masik
kettb a g,-gyel egy-egy sikban w, és w';-ben van, s ezek a sikok a
|g,7,] és [g,s,] sikok irdnydban symmetrikusak, tehat t6liik harmé-
nikusan vannak elvalasztva. A talalt ', sikoknak az M nyaldbban
két sik, ww’, fog megfelelni, melyek szintén symmetrikusak a [gr] és
|gs] sikok iranyaban.

Az oo, és az »'e’| sikok mar oly megfelelé sikjai a nyalabok-
nak, hogy a benntiik levé megfelel6 sugarsorok kongruensek. Ezért,
ha vagy az ww, sikokban, vagy az w’e’; sikokban fekvé megfelelé
sugéarsorokat akkép egyesitjiik, hogy a megfelel6 sugarak egyesiil-
jenek, akkor az M, M, sugarnyaldbok mar perspektivek lesznek.

Mindkét esetben az egyesitett nyalaboknak még egy megfelel6
kozo0s siksoruk is van, melynek az elsé esetben tengelye o(o,), a
masodikban o'(0’;). Mindkét esetben a ¢, ¢, sugarak tehat a reajuk
merdleges [rs], [7,s,] sikok is egyesiiltek, s ezért az o, o’ sugaraknak
az [rs] sikban, az o,, o', sugaraknak pedig az |r,s,] sikban Kell
fekiidni. Az o, o’ sikoknak £, # metsz6vonalai az [rs| sikkal, és az
w,, o', sikoknak metsz6vonalai az [r;s,| sikkal az » és s, illetve az
7, és s, sugarak iranydban symmetrikusak.

Az o, o, sikokban, és az «’, w’, sikokban fekv6 megfelel6 sugar-
soroknak egyesitése alkalmaval a { a 4,-be, illetve a ¢ a#’,-be kertil ugy,
hogy az elsG esetben az egyesiilt [#s], [#,s,| sikokban a #(#) és o(0,), a
masodik esetben a ¢'(#,) és o’(o', ) sugarak lesznek a megfelel6 pro-
jektiv sugarsoroknak kettéssugarai, Minthogy azonban a #' sugarak
a derékszog(i rs sugarak iranyéban, és a ##', sugarak a derékszogl
.S, sugarak irdnyaban, az o, o', u,, o', sikoknak el6bb kimutatott
helyzete folytan, symmetrikusak, azért ilyenek lesznek az o és o',
valamint az o, és o, sugarak is.

Megjegyzendé még, hogy ha az w, w,, vagy az o, ', sikoknak
egyesitése altal perspektiv helyzetbe hozott nyalabok koziil az egyiket
az o(0,), illetve az o0'(0;) egyenes mentén parhuzamosan tovatoljuk,
akkor az eltolt nyalab még mindig perspektiv marad a masikkal,
csakhogy nem lesz tobbé azzal konczentrikus. Igy tehat kollinear
sugarnyalabokat kétfélekép lehet végtelen sokszor perspektiv hely-
zetbe hozni, ha a g,7,s, derékszogl haromél egyik élén keresztiil
lehet oly két sikot w, és w',-et atfektetni, hogy a benniik fekvé
sugarsorok a megfelel6kkel kongruensek.

Amde a ¢, g,-en keresztiil mend o, o és o', o, sikok csak
akkor valosak, ha »/® forgaskup a =, II. r. kupot valés alkotok-
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ban metszi. Ez pedig csak akkor kovetkezik be, ha a »,¥ kupnak
egyik fGsikjaban, pl. a [g,r,|-ben fekvé /), alkotok a kiupnak g,
elliptikus tengelyével 45%nél Kisebb, a masik fésikban, [g,s,]-ben,
fekvd n,, n‘, alkotok 45°-nal nagyobb szoget képeznek.

A grs orthogonalis hdaromél gr, rs, sq élszogeinek felezdi I,
mw’ és nn’, egy az M nyalabban levé négy lapnak szemben fekvd
élei (élparjai), melynek atlosharoméle (grs). E négylapnak megfelel
az M, nyaldbban egy négylap, melynek élparjai, 1,2, m,m', ésn n’,,
a négylap (¢,r,s,) atlosharomélének élei iranydban symmetrikusak.
A (grs) haromélnek minden éle, mely az els6 négylapnak egy élpar-
javal ugyanegy sikban van, azzal 45° sziget képez ; a (¢,7,s,) harom-
élnek altalaban egyik éle sem képez a masodik négylapnak véle
ugyanegy sikban fekvo élparjaval 45° szoget. Hanem a (¢,7,5,)
haromélnek egyik, pl. az r, éle az ), m,m', élparokkal 45%-ndl
nagyobb, az s, pedig az m,m’,, nn’, élparokkal 45°-nal kisebb, végre
a g, az n,n’',-gyel 45%ndal nagyobb és az [,/',-gyel 45%nal kisebb
szbget képez.

Az LU mom’, mom’ non'y, non’ 1L 1Y, négyélek koriil irhaté 1. r.
kupok koziil, melyeknek fétengelyei ¢,7,s,, az elson minden alkot6
a kup r, elliptikus tengelyével 45°nal kisebb sziget, a masodikon
minden alkot6 a kup s, elliptikus tengelyével 45%-nal kisebb szoget
képez, és csak a harmadik kiipon lesz négy mindenkor valés alkoto,
mely a kupnak g, elliptikus tengelyéhez 45° alatt hajlik, Ebbdl
kovetkezik, hogy a (¢rs) és (g,7,s,) orthogonalis haroméleknek csak
egyik élén megy két oly valos sik keresztiil, melyben a kollinear nya-
labok megfelel6é sugarsorai kongruensek.

A talalt eredmények egybefoglalva ekkép szolanak :

a) Két kollinear nyaldb =>-szor hozhalé perspektiv helyzetbe,
ha azok kongruensek.

b) Ha kél kollincar wyalabban =' wmegfelelo orthogonalis
haromél van, akkor azoknak egy-egy qés q, éle kdzis ; és ha e q és q,
megfelels kongruens siksorokal egyesitjiik, akkor a nyaldabok per-
spektivek leszmek, és a kollineaczio-sik meréleges a kollineaczio-
lengelyre. E mivelet «'-szer végezhelo,

c) Ha végre két kollinear nyalabban csak a (qrs) és (q,r,s,)
egy par orthogonalis megfelelé hdromél vam, akkor ennek egy
par megfelelo élén, pl. a q és q,-en kevesztiil oly megfelels és
a hdromélek lapjai irdnydban symmetrikus sikok o, o', és o,,
o'y mennck keresztiil, melyekben a megfelels sugarsorok kongru-
ensek; ltovabbd a haroméleknek a q és q,-gyel szemben fekvi
[7s), [7,s,] lapjaiban az élek ivanyaban oly o, o és o,, o', symmelri-
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kus sugarak vannak, melyeknek megfeleld siksovai szintén kongruen-
sek, Ha ezeket az o, o, vagy az o' o', megfelelé siksorvokat egyesit-
yiik, akkor a nyalabok perspektiv helyzetbe jutnak. E miivelet kétféle-
kép végezhels = 1-szer,

6. Vizsgaljuk most meg, hogy egy v. sik mez6 egy vele kollinear
M, sugarnyalabbal perspektiv helyzetbe hozhaté-e ? Kénnyen belat-
juk, hogy ez altalanosan nem lehetséges.

Ugyanis a p. mez6 végtelen tavol fekvd egyenesén annak a f
involucziés pontsornak, melynek kettGspontjai a u. sik képzetes kor-
pontjai, megfelel az M, nyalabban egy ¢/, involuczids sugarsor, mely
ugyan elliptikus, de altalaban nem lesz orthogonalis. De ha a
J, sugarsor nem orthogonalis, akkor az a J pontsorral nem hozhaté
perspektiv helyzetbe. Ennélfogva a v mezé csak akkor hoz-
hat6 az M, nyaldbbal perspektiv helyzetbe, ha a p. két tet-
szésszerinti ab, cd derékszogl egyenesparjanak az M,-ben megfelels:
2,84, v,0; sikparok, a p. végtelen tavol fekvé egyenesének megfelels
¢, siktol, derékszogl sugarparokban metszetnek. Ha ez bekovetkezik,
akkor az ¢,-re merdleges orthogonalis siksornak p,-nek, a nyaldb-
ban, megfelel egy orthogonalis sugarsor P a mezGben ; e soroknak
perspektiv helyzetbe hozatala altal a mez6 és nyalab is perspektiv
helyzetbe jut.

Ebbol kovetkezik, hogy egy adott A BCD siknégyszog altalaban
nem helyezhet6 egy adott abcd négyélre ugy, hogy annak szog-
pontjai ennek élein legyenek. Ellenben az elébbi eseteket véve:
két tetszésszerinti négyszog ABCD, A,DB,C,D, akkép helyezhets
el, hogy azokon ugyanegy négyél menjen Keresztiil; tovabba két
tetszésszerinti négyél abed, a,bc,d, oly helyzetbe hozhatd, hogy az
aa,, bb,, co, dd, élek metsz6pontjai ugyanegy sikban legyenek.

22. §. Konplanar kollinear mez6k kett6s elemei.
Cziklikus mez06k.

1. Lattuk az el6bbiekben, hogy két kollinear - sik mezit akkép
helyezhetiink valamely sikba, hogy azoknak egy pontsora, tehat ec?
pontja, és egy sugarsora tehat ! egyenese megfelelbleg kozos
legyen. Vizsgaljuk most meg, hogy ha a két kollinear sik mezét, a
. €s py-et, tetszésszerint helyeziink egy sikba, hany oly pont és
hany oly egyenes van, mely megfelel6leg k6zos? Minden ily tulaj-
donsdgu pontot és egyenest a konplanar mez6k kettéspontjanak,
illetve kettésegyenesének fogunk nevezni. El6re lathato, hogy ha a
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mezbknek négy kettdspontjuk volna, mely koziil ketténél tobb nincs
ugyanegy egyenesben, vagy négy kett6s egyenesiik volna, mely
koziil szintén kettonél tobb nem megy ugyanegy ponton keresztiil,
akkor a mezGknek minden pontja és egyenese kettGs lenne.

Az p. és v, mezbk koz0s sikjaban (40. abra) valamely A(D))
pontnak és e ponton keresztiil mené a(b,) egyenesnek, mint a p. és
n,-hez tartozénak egy A, és egy B pont, illetve egy a, és egy b
egyenes felel meg a masik mezdben. Ha az a(b,) egyenest az A(By)
pont koriil forgatjuk, akkor az a, és a b ezzel projektiv forog az A4,
és a B pont koriil, és igy az aa, sugarak egymast az A 4, pontokon
keresztiil mené %, kupszeletben, a bb, sugarak pedig egymast a
BB, pontokon keresztiil mené £* kupszeletben metszik. Az aa, = X,
pontnak, mely b,a,-nek is irhato, megfelel a b5, = X pont, melyet ba-
nak isirhatunk; tehat a 2, k, @ kiipszeletek megfelel6k, és a megfeleld
pontok az A(B;) ponton Kkeresztiil
mend egyeneseken fekiisznek. Ezért
a k@, k, @ kupszeleteknek mindegyik
k6z0s pontja az A(B, )-en kiviil a u, .,
mezbknek kettGspontja lesz.

A k@ kupszelet (és hasonlokép
ak,®) nem korcsosulel egyenesparra,
mert a képz6 sugarsorok kozos LA
sugaranak a p.-ben, a B A, felel meg
a u,-ben, mely az el6bbit6] kiilombao-
zik. A B, A, egyenes a k®-Gt érintisa
k, @-6t metszi az A(B,)pontban, tehat
a két kupszelet egymast ebben a pontban nem érinti. A két kup-
szelet egymast az A(D;) ponton kiviil még harom pontban, O PQ-ban
metszi, melyek koziil legalabb egy pont és a masik kett6nek 0Ossze-
kot egyenese valds. De lehet vagy mind a harom metsz6pont valos
és kiilomboz0, vagy kett egybeesd, vagy mind a harom egybeeso.
Minthogy két kettGspont Osszekotd egyenese mindig egy kettds-
egyenes, azért csak a valés kettOselemeket szamitva mondhatjuk :

Két konplanar, de nem perspektiv helyzetii kollinear mezének
vagy egy harvomszog szogpontjai és oldalai képezik a ketiospontokat
és kettosegyeneseket, vagy a mezbknek csak két kettéspontja és két
kettésegyenese van, mely utébbiak kiziil az egyik mindkét kettéspon-
ton, a masik pedig egy kettésponton megy kevesztiil, vagy végre a
mezOknek csak egy kettéspontja és egy kettbsegyenese van.

2. Ha az O pont a két kollinear mezének kettGspontja és a £, £,
két azon keresztiil mend megfelels egyenes, akkor a £ és ¢,-en levs
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megfelelé pontsorok perspektivek egy Of pontra vonatkozodlag.
Az O* pontnak, mint a p. mez6hoz tartozénak megfelel a p..-ben egy
0,! pont, és az 0'0,' pontoknak Osszekots egyenese a kollinear
mezbknek kettésegyenese o. Az o vagy keresztiil megy az O pon-
ton és akkor a p.u., mez6knek az () és o-n Kkiviil nincs tobb kettGs-
pontjuk és kettGsegyenesiik, vagy pedig az o = 0'0,! egyenes nem
megy Kkeresztiil az O-n és ekkor a kollineaczi6 folytan az o-n fekvé
megfelel6 projektiv sorok kettGspontjai, és ezeknek projiczialé suga-
rai az 0-bol, a mezGknek még hianyzé kettGspontjait, illetve kettGs-
egyeneseit képezik.

Ha az o-n a megfelel6 pontsorok involucziésak, tehat az O-n
keresztiil mené megfelel6 sugarak sora, mely az el6bbi pontsorokat
projiczialja, szintén involuczits, akkor a v, p,, kollinear mez6k kiilo-
nos fekvésiek. Ugyanis minden pontnak, A(B,)-nek, mint az egyik
és masik mez6hoz tartozénak egy-egy pont 4, és B felel meg a
masikban, mely 4, és B pont, mert az A0 = B,0 sugérnak
ugyanegy sugar felel meg az O involuczi6s sorban, az O-val ugyan-
egy egyenesen van. Hasonlokép valamely a(?,) egyenesnek megfelel
az a, és a b egyenes, melyek egymast az o kettdsegyenesen met-
szik ; e metszGpont. az (oa)-nak tarspontja az o-n levé involuczibs
sorban. Ebbdl lathat6, hogy a v, 1, mezdk e kiilonds helyzetében a
kozos sikjukban fekvs sokszognek két sokszog felel meg az egyik
és a masik mezdben, mely utébbiak az O pontra és az o egyenesre,
mint kollineaczio-kozéppontra és kollineaczio-tengelyre perspektivek.

Tekintetbe véve, hogy a u. és p, kollinear mezGknek egy egye-
nesén, mely aztan kettGsegyenes lesz, akkor kapunk involuczios.
sorokat, ha a két mezének egy pontparjaegymasnak mindkét vonat-
kozasban, azaz involucziésan megfelel, mondhatjuk :

Ha két konplanar kollinear mezonek, p. és p.-nek, egy involu-
cziésan megfelelé pontparja van, akkov az ezeken kevesztiil mend o
egyenes a mezdknek egy ketlbsegyenese, és ezen kiviil van még a
mezbknek egy kettéspontja O.

A mezb6k minden pontjanak megfelelé pontparjaiaz O-val egy
egyenesben fekiisznek, és minden egyenesnek megfelelé egyenespdrjai
egymdst az o-n wmelszik, és ezért e pontpdvok és egyemesparok két
czentrikusan kollinear mez6t képeznek.

Ha még az adolt p. és p., mez6k egy pontjanak megfelelé pont-
parja az O ponttdl és az o egyenestol harmonikusan van elvalasztva,
akkor a leszdvrmaztatott kollinear mezbk czentvikusan-involuczidsak.

3. Térjiink vissza a p. és p, konplanar kollinear mez6khoz,
melyeknek egyik kettGspontja az O és a masik két valés vagy kép-
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zetes kettGspont Gsszekotd kettésegyenese az o, s mely utébbin fekvo
megfelel6 pontsorokrél nem mondjuk, hogy azok involuczi6sak.
E kollinear mezG6kb6!, Kkét, az o-n tetszésszerint felvett O, O pont
segélyével Uj pontokat szarmaztathatunk le a kovetkezGképen: az
Os-et Osszekotjuk a . mezdnek egy valtozé6 A pontjaval az OSA
egyenes altal, és az O'-t Osszekotjiik az A-nak megfelel 4, ponttat
a p, mez8ben az (FA, egyenes altal; e két egyenes 054 és 0'A4
metsz&pontja 4, a véltozo uj pont. :

Ha az A a g pontsort, tehat az 4, a g-nek megfelel6 g, pont-
sort irja le, akkor az A, pontok, mint két projektiv és perspektiv
helyzeti sugarsor megfelel6 sugarainak metszGpontjai, egy g,
egyenesen a g és g,-gyel projektiv pontsort fogjak leirni. Ennél-
fogva az A, pontok a p-vel az OF pontra és a u,-gyel az O* pontra
vonatkozolag czentrikusan Kollinear p, mez6t irnak le. A p. és p,
mezd&knek két megfelel6 s és s, pontsora az 05 pontbodl, és két meg-
felel6 ¢ és ¢, pontsora az O pontbdl egymasba projiczialtatik. A (gs)
pontnak a y-ben, megfelel a (g,s,) pont 11,-ben ; az elsét az 05-sel és
a masodikat az O'-vel Gsszekotd egyenesek egymast a (g,s,) pont-
ban metszik, melyen a g, egyenes is keresztiil megy. Hasonlokép a
(gt) és (g,1,) megfelel6 pontokat az O, illetve az O'-vel 6sszekdtd
egyenesek egymast a (¢f) pontban metszik, tehata g, egyenes a
a (gt)-n is keresztiil megy. Minthogy a megfelel§ g,¢, egyenesek
egymast az s;-ben, és a megfelel6 g¢, egyenesek egymast #ben
metszik : a p, €s v, mez6k kollineaczio tengelye az s,, és a p. és p,
mez6k Kollineaczi6-tengelye a £.

Ha forditva a p. mez6 pontjait projiczialjuk az O! pontbol, és a
v, mez6 pontjait az O° pontbdl, akkor a megfelel6 pontokhoz tartozo
projiczialé sugarak metszGpontjai egy v, mez6t képeznek, mely a
p-vel az 0 pontra és az s tengelyre, a 11,-gyel pedig az 0% pontra és
a f, tengelyre vonatkozolag czentrikusan kollinear.

Ha az 0°0' pontok a . és 1, mez6k megfeleld pontjai, akkor
az s; €s t egyenesek egybeesnek. Ugyanis egy az 0s-en keresztiil
mend b egyenes az s és s,-et'a B és B, pontokban metszi; a b-nek
megfelel a u,-ben a B, 0'=b,, mely a ¢ és {,-et a megfelel6 C és C,
pontokban metszi. De minthogy a B, C; =&, egyenesnek a BC felel
meg a p-ben, azért a BC-nek a BB, -gyel, és igy a C pontnak a
B;-gyel, at egyenesnek az s,-gyel kell egyesiilni. Ebben az esetben
azok a sugarak, melyek a p-nek pontjait az 05-b6l és azok, melyek
a megfelel6 pontokat a p.,-ben az 0'-bél projiczidljak, egymast az
s,t egyenesben metszik, ugy, hogy az egész u, mezd ebbe az st
egyenesbe korcsosul el.
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Ha még az o kettésegyenesen a megfelel6 pontsorok involu-
czidsak és O°O* ebben az involucziéban két tarspont, akkor nem-
csak az s,f egyenesek, hanem az el6bbi oknél fogva a s, egyenesek
is egyesiilnek, és igy nemcsak a p, mez6, hanem a y; mezs is
elkorcsosul az s, i, illetve az st, egyenesbe.

A mid6n a p. és v, mez6k az O pontra és az o tengelyre
czentrikusan kollinearok és az 0sO* két pontja az o-nak, akkor az
s,s, valamint a #, ¢, egyenesek egybeesnek az 00, illetve az 00!
egyenesekkel, tehat a pu, mezék az O° pontra és a 00’ tengelyre,
a p,p, mezdk az O pontra és az 00 tengelyre, a p.y., mez6k az 0!
pontra és az O0S tengelyre, végre a v.,v., mezbk az 05 pontra és az
00! tengelyre czentrikusan kollinearok,

Ha végre a 1. és p, mez6k még involucziés fekvésliek az O
pontra és az o= 0°0' tengelyre, és a v, ,p., mez6k az el6bbi elja-
ras szerint vannak az 00’ pontok segélyével leszarmaztatva, akkor
a pu. vy, mezGk koziil barmely kettd és a masik ketté az 0050¢
haromszog egy szogpontjara és az avval szemben fekv6 oldalra
vonatkozdlag involuczios fekvésu.

E szerint:

Ha az o egyenes a . és ., kollinear és konplanar mezék egy
kettbsegyenese, az OSO' pedig az o-nak két tetszésszerinti pontja,
akkor a mezok O kettéspontjan kevesztiil mené s,s, és t,t, meg-
felelo pontsorok kiziil a két elsé az O° pontbdl, a két utébbi az O
pontbol egymdsba projiczialhatok.

Ha elbsz6v az O° pontbdl a v mezé pontjaihoz, és az OF pontbol
a ., mez6 pontjaihoz sugarakat vezetiink, mdsodszor az O pontbdl
a p. mezo pontjaihoz, és az 05 pontbél a v., mezé pontjaihoz sugara-
kat vezetiink ; akkor a megfelelé pontokhoz vezetelt sugarak egymdst
az elsé esetben egy v., mezd pontjaiban, a mdasodik esetben pedig egy
g mezd pontjaiban metszik.

A v, mezok az O° pontra és a t egyenesre,

13

3 !J-lyag " » O » n » Sl »
14

» y'f":! 9 » 0 » no» S ”»
S

", !J.l!},:; 4 » 0 " » » t ”

wmint kollineaczid-kozéppontra és tengelyre vonatkozdlag perspektivek.
Ha az 0° pontnak a vp-ben, az O' pont felel meg a y..-ben, akkor
az s,t egyenesek egybeesnek és a 1., mezo ebbe az egyenesbe korvcso-
sul el,
Ha az o-n a megfelels pontok involucziot képeznek, és az 0501
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pontok ebben tarspontok, akkov a p., mez6 az egybeesé st egyenesbe,
és a p., mez6 az egybeesé st, egyenesbe kovcsosul el.

Ha a v ésp, mezbk czentrikusan kollinearok az O kozép-
pontra és az o tengelyre vonatkozolag, akkor ugyanaz kivetkezik be,
wmint az dltaldnos esetben, csakhogy ss, egybeesik az 008 egyenessel
és tt, egybeesik az 00 egyenessel.

Ha végre még a p. és u., mez0k involuczios fekvésiick, akkor a
Vit oty REZOR ROZIEL bdrmely ketté és a masik ketté az 000" harom -
s20¢ egy szogpontjara és az avval szemben fekvé oldalva involucziés
fekvésti.

4. Ha felvesziink két kollinear mezét, v. és u,-et, mely involu-
czi¢s, akkor minden 4, pontnak megfelel6 pontjai tekintsiik azt az
els6, vagy a masodik mez6hoz tartozonak, ugyanegy A, pontban
vannak. Az ily kollinear mez6ket még kettesen (binir) cziklikusnak
is nevezzilk és a két mezOt egy bindr cziklikus mezének tekintjiik.

Harmasan (ternar) cziklikusak a . és v., konplanar kollinear
wmezok, ha egy A, pontnak az els6ben, egy A, pont felel meg a
masodikban, és az 4,-nek az elsében, egy 4, pont felel meg a
masodikban, mely 4, pontnak, mint az els6 mezG6hoz tartozénak az
A, pont felel meg a masodik mez8ben, azaz: ha az A4, 4,4, pontok-
nak p-ben, az 4,44, pontok felelnek meg v.,-ben. Ha a két kollinear
mezbben egy ily cziklikusan megfelel6 pontharmas A, 4,4, van,
akkor azokban oo® cziklikusan megfelel6 pontharmast lehet talalni,
melyek a két, egynek tekinthets, ésigy fernar cziklikusnaknevez-
het6 mez6t teljesen betoltik.

Ugyanis induljunk ki egy tetszésszerinti B, pontbdl, tehat
legyenek a p. és v, kollinear mez6kben a megfelel pontok

A,4,4,B, B, B,
'A2 A:KAI‘BQBIIX,
és mutassuk ki, hogy az X pont a B,-ben van.
A kollinear mezdk projektivitasa folytan

“11(/1214:;1”131) NAy(A3 A4, By By) 7\ Ay(A,4,8;By)
Ay(4,4,B,B,) NA(4;4,B, By) N\ A,(434, B, B;)
Az(AsAlBle) A A5(4,4,8,B;) \ A5(Ay 4, B, B;).
Mind a hédrom sorban az els6 és utolsé sugarnégyesek perspektivek,
- tehat a megfelel6 sugarak egymast egy egyenes pontjaiban metszik.

Ez az egyenes az 1-s6 esetben az A4,DB,,
» » ” a 2-ik » » A4 2'B27
» » » 3-ik » » AIB%
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és A, B,-ben még az A, B, , A, B, egyenespérok talalkoznak,

A,B"ben " » ASBI s Al ,;3 " "
A, By-ben , , 4B, , A, B, 5 5
tehat az

A, A4, A, A4, ) A,4,4,0
B,B,B, B,B,B, § B,B.B,

haromszogparok perspektivek, és igy

az A, pont 8sszekdtd egyenese az (A.4,, A,B,) ponttal,

” ‘43 " ” » " (AIBS’A‘IBQ) »
- AS ” L “ . (AI‘B2 )ABBS) »

a B, ponton megy keresztiil.
Ha a B3, pont helyett a B, pontbdl indulunk ki, akkor ugyan-
ezen uton azt talaljuk, hogy az

A A Aq] A, A4, A A AL
BXB A XBB Y. BBX)

haromszogparok perspektivek, tehit

az A, pont dsszekdtd egyenese az (4,B;, A,B,) ponttal
A = = » (438, A,B,) .
» As " » n " (AlA:n ASBS) »

az X ponton megy keresztiil, a mibél lathaté, hogy az X pont a B,
pontban van.

; Az A A A, B B,B,, ... pontharmasoktél képezett harom-
szogeknek a terniir cziklikus mezGben nemcsak szogpontjai, hanem
egyszersmind oldalai is cziklikusan felelnek meg egymasnak a p. és
v., kollinear mezbkben, mert pl. az A, A,, 4,4,, A,4,, egyeneseknek a
v-ben, az A, Ay, A;A,, A, A, egyenesek felelnek meg a p,-ben.

Az A, A,4,, B,B,B, haromszorosan perspektiv haromszigek-
hez tartozé

C, = (4,4, 4, B,), Cy=(A,B,, A\ B,), C; —(4,B,, 4,B,)

kollineaczi6-kozéppontok, és hasonléképen a ¢y, ¢,, ¢; kollineaczi6-
tengelyek cziklikus pontharmasokat és sugarharmasokat képeznek a
ternidr mezdben.

Két konplanar kollinear mezdben, mint el6bb lattuk, legalabb
egy valos kettGspont 0, és egy valos kettGsegyenes o van, Azok a
sugarak, melyek az A, A.4,, ... pontharmasokat, a ternir czik-
likus mezGben, az O kettdspontbél projiczidljak, cziklikus sugdr-

Klug: Projektly Geometria. 15
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harmasokat képeznek az O sugarsorban, és azok a pontok, melyek-
ben az A,A,A,;... hdromszogek oldalai az o kettGsegyenest
metszik, cziklikus pontharmasokat képeznek az o pontsorban, ugy,
hogy az ((A,4.4,;...) sugdrhiarmasoknak és az o(4,4,, 4,4,
A,A ;. .), pontharmasoknak a p-ben, az O(A,4,4,:...) és az
o(d, A5, AsA,, A Ay; . . ) sugér- és ponthirmasok felelnek meg a
u,-ben. Csak a kettGspontban taldlkozhatnak ily sugdrharmasok és
csak a kettGsegyenesen lehetnek ily pontharmasok, mert ha pl. a
D, D, pontnak a p-ben. a ),D, pontok felelnek meg a u,-ben, és a
D, D,, D,D,pontok ugyanegy egyenesen vannak, akkor ez egy kettds-
egyenes. Vilidgos, hogy a ponthdrmasok sora az o-n perspektiv a
sugarharmasok soraval az ()-ban,

A v. és p, kollinear mezbknek az o projektiv pontsorokban
nincs val6és kettdspontja, mert ha D,),D, egy ponthdrmas az o
egyenesen és P egy kettospont, akkor

D,D,D,P /. D,D,D,P.

Amde ha az elsé pontnégyes kettdsviszonydnak értéke %, akkor a
masodiké 1: 1 — 3, tehat 7* — % -} 1= 0. Ebbdl lathatd, hogy az
els6 és hasonlokép a masodik pontnégyes kettGsviszonyanak az
értéke képzetes és mert a D, D, D, pontok valésak, azért a P pont
képzetes.

Ez utobbi tulajdonsagot még a kovetkezé tton is kimutat-
hatjuk: Az A4,4,4, ponthdrmas egy haromszognek szdgpontja,
melynek 4,4, A,4,, A, A, oldalai az o kettGsegyenest a D, D,D,
pontokban metszik. i

Az A, A,A; haromszog korill oly ¥ kupszeletet irhatunk,
melynek az A,D,, A, D,, A,D, egyenesek érintGi ama szdgpontok-
ban, Ezek az érinték egy #, E,E, hiaromszoget képeznek, melynek
szogpontjai, valamint oldalai cziklikus harmasok a pu, terniir
mezOben, A &® kupszelet énmagéanak kollinear abraja, mert az
A,, A,, A, pontoknak és azok ILE,, E.E, F,E, érintdinek az
Ay, Ay, A, pontok és ezeknek E.E,, EE, E.E, érint6i felelnek
meg. Tehat az o egyenes és a k® kipszelet metszGpontjai a wy,
mezbknek o-n fekvé kettGspontjai, melyvek azonban az o és 2®
kolestnds helyzeténél fogva képzetesek. Az A, 4.4, FE,E,F,
hdaromszigek az o tengelyre vonatkozOlag perspektivek, tehat az
A\ E,, AE,, A,E, cziklikusan megfelel6 egyenesek egymast az O
kettospontban metszik, mely pont az o-nak pélusa a %®-re vonat-
kozélag. A 2 -ben még végtelen sok cziklikus ponthdrmas van;
mésrészt a mezGk minden cziklikus ponthdrmasa koriil irt kupsze-
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let, melyre vonatkozolag az 0-nak polérisa az o, egy a vy, kollinear
mezOkben 6nmagédnak megfelel6 kupszelet, és mindezen (eo') kip-
“szeletek egymast és a két képzetes kettGsegyenest a képzetes kettds-
pontokban érintik.

Ha a pu, terndr cziklikus mez6ben a B, pont az OA4,-nek egy
pontja, akkor az 4, 4,4,, B,B,B, ponthdrmasok nemcsak harom-
szorosan, hanem még az O pontra vonatkozoélag is, tehat négy-
szeresen perspektivek. Ez utdbbi perspektivitashoz tartozé kollinea-
czié-tengely az o egyenes, mert az 4,4, DB, B,; stb. megfelel6
oldalparok egymast egy cziklikus pontharmasban egy egye-
nesen metszik, és csak az o egyenesen vannak cziklikus pont-
harmasok.

Ha valamely sik mez6ben ternir cziklikus kollinear vonatko-
zast akarunk létesiteni, akkor egy 4, 4,4, cziklikus pontharmast és
még egy megfelelé pontpart, vagy az O kettGspontot tetszésszerint
vehetjiik fel, csak az .4,4,4, pontok egy haromszognek legyenek
szogpontjai és az O ne fekiidjék ennek oldalain, mert az 04, 4,4,,
04,4, 4, négyszogek a vy, mezdk Kkollinear vonatkozasat meg-
hatarozzak. A terndr cziklikus mez6t ekkor O.A,4,4,-mal, vagy
ha még egy pontcziklus B, B, B, ismeretes, A, 4,4, . B, B, B,...-mal
jeloljiik,

Ha az A, A, A, haromszoget szabalyosan és az O kettGspontot
annak kozéppontjaban vessziik fel, akkor az O . 4, 4,4,, vagyisa u.
mez6 az O pont koriil 120°-kal forgatva az O . 4,4,4,-be, azaz a p.,
mez0be megy at.

Ebbdl kovetkezik, hogy ebben a mezdben a cziklikus pont-
harmasok mind oly szabalyos haromszogeknek szdgpontjai, melyek-
nek kozéppontja az O pont. Ez oknal fogva ezt a kiilongs terndr
cziklikus mezét szabdlyos-nak, minden mast dlialdnos-nak nevez-
zuk. A szabalyos ternir cziklikus mez6 o kettGsegyenese végtelen
tavol van, mert csak ez az egyediili egyenes nem valtozik, ha a
mez6t forgatjuk ; az O kettGspontbdl kisugarz6 harmassugarak 120%-u
szogeket képeznek egymaéssal, és az o-n a ponthdrmasok az ily
sugarharmasoknak végtelen tavol fekvd pontjai.

Ha 0'. A’ A, A’; egy szabalyos terndr cziklikus mezé p., az
VA, 4,4, pedig egy tetszésszerinti négyszog a v mezdben, akkor
a p. és a . kozott oly kollinear vonatkozast létesithetiink, hogy az
O'A' A", A"y négyszognek, az 0A4,4,4, négyszog feleljen meg.
Az 0 A" A', A", szabélyos ternir cziklikus mez6nek és abban
minden pontharmasnak egy Aaltalanos terndr cziklikus mezé
0. A4,4,A, és abban a pontharmasok felelnek meg. Viszont minden

16%
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altalanos ternir cziklikus mez6 Kkollineaczi6 utjan szabalyosba alakit-
haté at (transformalhato).

Ez utébbi vizsgalataink eredménye egybefoglalva igy sz0l:

Ha két sik mezét akkép vonatkoztatunk egymdsva kollinear,
hogy az A A, Ay haromszognek az egyik mezoben az A, A, A, hdrom-
sz0g felel meg a mdsikban, azaz egy havomszig szogpontjai egymas-
nak cziklikusan felelnek meg, akkov =* harvomszig van a mezék
kozos sikjaban, melynek szogpontjai és oldalai a kollineaczié jfoly-
tan cziklikusan felelnek meg. Az ily hdaromszogeknek szigpontjait és
oldalait cziklikus ponthdrmasoknak, illetve egyemesharmasoknak,
és a ket mez6l egyiittveve: levnar cziklikus mezének nevezziik. Két
haromszig az ily wmezbben, melynek szogpontjai ponthdrmasok,
dltalaban harvomszorosan pevspektivek; a perspektivitasokhoz tar-
toz6 kollineaczio-kozéppontok és tengelyek szintén pont- és egyenes-
harmasok a mezbben.

A két kollinear mezének, mely a tevnir cziklikus mezét alkotja,
csak egy valds kettospontja és kettésegyenese van; amabbol ot
cziklikus sugavhdavmasok sugavoznak ki, ebben ugyanennyi cziklikus
poutharmasok fekiisznek, melyek a sugarvharmasokkal perspektivek ;
ama sugarharmasok a mezé 0sszes pontharmasait projiczialjik a
kettéspontbol, ezek a pontharmasok a kettésegyenesen pedig a mezé
osszes egyemesharmasainak metsz6pontjai a kettésegyenessel.

Ha a terndarv cziklikus mezében a poutharmasok szabalyos
havomszogeknek szogpontjai, akkor azokmak kozéppontjai egybe-
esnek a mezo kettospontjaba; a mezd kettbsegyenese ekkor végtelem
tavol van és a mez6t szabalyosnak nevezziik. Minden dltaldnos tevndr
cziklikus mezé kollinear tramsformdczioval szabalyosba viheté dt.

Lattuk a 213. oldalon, hogy két kollinear mezé altalaban nem
hozhaté és csupan akkor hozhaté involucziés helyzetbe, ha az
rs, q,S, szalagok szélessége egyenld, Ezt most igy fejezziik ki, hogy :
két altalanos kollinear mez0 binér cziklikus helyzetbe 4ltalaban nem
hozhaté.

De két dltalanos kollinear mezi v.és p., o*-szer hozhaté tevndr
cziklikus helyzetbe. Ugyanis valamely parhuzamos sugarsornak a
v-ben, mely az r ellentengelyhez ¢ szog alatt hajlik, megfelel egy
kozonséges sugéarsor a u,-ben, melynek kozéppontja a g, ellen-
tengelyben van. Ez utébbinak sugarai kozott ketté a ¢,-hez szintén
o sz0Og alatt hajlik.

Ha ezeknek egyike az a,, akkor a neki megfelel§ a sugar a
parhuzamos sugari sorban olyan, hogy (ar)<) = (a,q,) < = o.
Ezért a v és p, mezd akkép helyezhetd egy sikba, hogy az




ag,, ra,, qr, egyenesek egybeessenek, tehat az arg haromszog
oldalai és igy egyszersmind szogpontjai cziklikusan felelnek meg
egymasnak a 1, ., mezGkben; a két adott mezé tehat ekkor egy
ternir cziklikus mezét képez.

5. Térjlink ezutdn a négyesen (quaterniir) cziklikus kollinear
mezGhoz, azaz olyanhoz, melyben a p. mezé 4,4.4,4, pontjainak
az A,A,A,A, pontok felelnek meg a 1., mezdben ; e két cziklikusan
megfelelé pontnégyes

A A,4.4,
A, 44,4,

éppen meghatdrozza a p. és 1, mezOk kollineaczi6jat.

Az A A, A,A, egyeneseknek és azok O metsz6pontjanak
megfelelnek az A,4,, 4.4, egyenesek és azoknak ugyancsak O
metszGpontja ; ez az 0 pont tehat kettGspontja a mezdknek.

Az A A, A4, és az A4, A A, egyeneseknek metszi-
pontjai egymasnak mindkét mezGben megfelelGk ; azoknak o Gssze-
kots egyenese tehat kettsegyenes és a rajta fekvé megfelels pont-
sorok involucziésak. Minthogy az o-nak metszépontjai az egymas-
nak mindkét mez6ben megfelelé 4,4, A,4, egyenesekkel amaz
involuczionak tarspontjai, melyek az el6bb taldlt tarspontokat
harmoénikusan valasztjak el, azért az o-n az involuczié elliptikus.

Az A, A, A, A, négyszbg minden szogpontjanak mas két szog-
pont felel meg a kollinear mezékben, melyek a négyszog harmonikus
tulajdonsaga folytan az O atléspont és az o atl6tél harmoénikusan
vannak elvalasztva: igy az 4, pontnak megfelelnek az 4,4, pont-
tok, melyek az O és o-t6] harménikusan vannak elvilasztva.

Feleljen meg a v. mezd tetszésszerinti /3, pontjanak a p.,-ben a
B, ; ennek, mint a y-hez tartozénaka B, ; ennek, minta p-hez tarto-
zbnak a B, ; végre ennek, mint a u-hez tartozénak, az X, azaz legye-
nek a v és y,-ben a megfelel6 pontok

A,A,A;A,B,B,B,B,
A,A,AA B,B,B,X.

Kimutatjuk, hogy az X pont a B,-ben van, tehat a B, B, 5, B, pon-
tok is egy négyes cziklust képeznek a kdzds mezdben.

A B, pontnak, mint a p és p,-hez tartozénak megfelelnek a
v, és u-ben a B, és B, pontok; ugyanigy a B,-nek megfelelnek a
i, és u-ben az X és B, pontok. Minthogy az o kettGsegyenesen a
megfelelé pontok involucziét képeznek és mar az A,-nek mindkét
mez&ben megfelels 4,4, pontok, mint littuk el6bb, az O és o-t6l
harmonikusan vannak elvilasztva, azért (22, §. 2. p. végén) a B, D,
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és az XDB, pontok az O és o-tél szintén harménikusan lesznek el-
vélasztva, tehat az X pont egybeesik a B,-gyel.

Az egész quaternir cziklikus mezdily A, 4,4, 4, , B B, B, B,,...,
szamra oo*, pontnégyesekkel van bevonva, melynek pontjai czikli-
kusan felelnek meg egymasnak.

Az A A, A,A, egyeneseknek (41. abra) Q,, O, metszpontjait
az o egyenessel, kossiik dssze az A,4,, illetve az A,4, pontokkal.
Ezek egy az A, 4,4, A, pontokon keresztiil mend &® kipszeletnek
érintGi az illeté pontokban. E kupszelet tnmaganak felel meg a
kollinear mezdkben ; keresztiil megy az o-n fekvd involucziénak PQ
képzetes kettGspontjain ; érinti az OFP, 0Q képzetes sugarakat és az
O pontnak pélusa red nézve az o egyenes. A k® kupszeletbe még

; ;

41, dbra.

végtelen sok cziklikus pontnégyes irhaté be; ugyanigy a quaternir
cziklikus mez6 minden cziklikus pontnégyesén és a PQ kettGspon-
tokon keresztiil mend #* kupszeletébe és minde ~! szamu Kkup-
szelet egymast a PQ pontokban érinti.

Ha az A,4;4,4, pontok egy négyzet szbgpontjai, akkor az
osszes cziklikus négyesek négyzeteknek szogpontjai és ekkor a puy
quaternar mezéit szabalyosnak nevezziik, Az 6sszes négyzetek kozos
kozéppontja és a sik végtelen tavol fekvs egyenese a p és p, kol-
linear mezGk KkettGspontja, illetve kettGsegyenese, és az egyik mezd
90°-kal a kettospont koriil forgatva, a méasik mezdbe megy at. Min-
den quaternir cziklikus mezdé kollinear transformaczié utjan egy
szabalyos quaternir cziklikus mez6be vihetd at hasonldéképen, mint
azt a terndr cziklikus mez6k esetében lattuk.
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6. Valamely siknégyszog A,4,4,4, sziégpontjai 24 kollinear
vonatkozast 1étesithetnek, melyekben ama pontok részben 6nmaguk-
nak, részben egymasnak felelnek meg. Es pedig:

1. Mindegyik pont megfelelhet 6nmaganak, képletileg :

Y By S e 8

Ebben a kollineaczioban, mely az identilds vagy a kongruenczia, a
sik minden pontja 6nmaganak felel meg,

2. Két pont énmagéanak, a masik ketté pedig involucziésan
felel meg egymasnak, vagy képletben :

A, A, A A, A A A4 A .A;. A4,
A, A, cAA, A A A4, Ay oAy Az

Az elsé esetben tehat az 4,4, egyenes az involuczi6-tengely o, az
A, A, két egymasnak involucziésan megfelels pont, mely az o= 4,4,
egyenest a mezb involuczié-kozéppontjatél, O-t6l, harmonikusan
valasztja el ; a mez6 bindr cziklikus.

3. Két pontpar felel meg egymasnak involucziésan; kép-

letben:
A A Ay, Al A Ay A, . A,

Az elsé esetben pl. az 4,4, , A4, egyeneseknek metszipontja az
involuczié-kozéppont O ; az A, A, , A, A, és az A A, , A, A, egye-
nesek metszopontjainak Osszekité egyenese az involuczio-tengely :
o. A mez6k szintén bindar cziklikusok.

4. Mindegyik pont 6nmagénak, a tébbi harom pedig cziklikusan
felel meg egymasnak ; képletben :

4,.4,4,4, A,.4,4.4,
A, A AA, A, AAA,
Ay, A, 4.4, Ay . A, A A,
Ay A AN - Ay AAA

Az elsében pl. az 4, pont a mezé kettdspontja, az A, 4,4, pedig egy
harmas cziklust képez, melynek az A,4,4, pontok felelnek meg.
A mezd ternar cziklikus.
5. A négy pont egymasnak cziklikusan felel meg; kép-
letben:
A,A4,4,4,, A A A4, A A A4,
A, A, 4,4, A,4,4,4,, A, 4,4,4,

Az els esetben tehataz A,4,4,4, pontok képeznek egy quaternir
cziklust és a mezb qualerndr cziklikus.
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Minden pontnak a 24 kollineaczié folytin egy pont felel meg,
melyek koziill az identitasb6l szarmazé magédval a ponttal esik
egybe. —

7. E §-nek elején talalt tételek két kollinear és konczentrikus
sugérnyaldbra, vagy egy sik mezdre és egy vele kollinear sugar-
nyalédbra atvive ekkép szoélanak :

Ha két konczentrikus sugarnyaldb egymaésra kollinear van
vonatkoztatva, de nem perspektiv, akkor a nyaldbban legaliabb egy
és legfoljebb harom oly valés sugér (kettbssugar) és ugyanannyi
valos sik (kettdssik) van, mely megfelelGjével esik egybe: tovabba,
ha egy sik mez6 egy sugdrnyalabbal kollinear, de nem perspektiv,
akkor legaldbb egy és legfdljebb harom oly valés pont és ugyan-
annyi egyenes van a mezdben, mely a nyaldb megfelelé sugaréan,
illetve sikjan fekszik.

Hasonlékép atvihetGk a tobbi tételek is a konczentrikus kol-
linear sugdrnyalabokra. Igy pl. ha az M és M, sugéarnyalabokban az
egymasnak megfelelé derékszogl haroméleknek g¢rs, g,7s,-nek
éleit ugy egyesitjiik, hogy a gs,, rq,. sr, élek egybeessenek, akkor
a két kollinear nyalab egy ternir cziklikus nyalabot képez.

23. §. A kobos involuczid.

1. Az el6bbi §-ban megismerkedtiink a masodfokozati alap-
alakzatok ternér-cziklikus kollinear vonatkozasaval. A masodfokozatu
alapalakzat azonban végtelen sok elsé fokozati alapalakzatbél van
Osszetéve. Ezért a kivetkezGkben részletesen akarunk foglalkozni az
els6 fokozatu alapalakzatok terniir-cziklikus projektiv vonatkozasa-
val, melynek ismerete késGbb, a IIl, r, térgorbék targyalasanal hasz-
nunkra szolgal,

Létesitsiink e végbll egy 4% kupszeleten fekvl pontsorban
egy ternar-cziklikus projektiv vonatkozdst, tehat olyant, melyben a
kipszelet A,4,4, pontjainak az A,4,4, pontok felelnek meg.
Az A, A, A, pontoknak (42. dbra) a,a.a, érintdi, az A, 4,4;-mal pers-
pektiv hdromszignek oldalai; e perspektiv haromszogparhoz tar-
toz6 kollineaczi6-kozéppont O és kollineaczié-tengely o, polus és
polaris a 2'“)-re vonatkozélag. Az O pont az 0.A,A,A, ternir-czik-
likus mezb kettGspontja, az o egyenes pedig annak KettGsegyenese.
Az o egyenes a ¥®-t, ha az A4,4,4, pontok valésak voltak, két
kapcsolt képzetes pontban, JK-ban metszi, melyeknek j& érintdi az
O pontban taldlkoznak ; az OJK == ojk haromsziog a i == 04, A, A....
és a vele kollinear p, = 04,4, A, ... mezd kettds haromszoge.




r
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Az A A,AJK pontok koziil a k®-n az A4, . 4,4, . JK,
A Ay A A, JK és az A A, . A A, . JK pontparok involucziot
képeznek. Az els6, harmadik és mésodik involucziébél kifolyolag
A A, A, JK
A AAKT N A,4,4,JK
; A, A, A4, JK

mig az els6, masodik és harmadik involuczié miatt

A AAKT
AAAJE A ) AAA KT
A A A KT

Ezzel analogus viszonylatok irhatok fel a 2® kupszeletet az
A, A,4,JK pontokban érint6 a,a.a,jk sugarakrol.

42, abra,

CreMoNA szerint a JK pontok az A, 4,4, pontokkal aequian-
harmoénikus pontnégyeseket képeznek; azaz az A, A, A, J és A, A, A, K
pontnégyesek aequianharménikusak. Mindazon B,B,B; ponthar-
masok a 2@ kupszeleten, melyek a J és K-val aequianharmoénikus
pontnégyeseket képeznek, az 4,44, ... \ 4,454, ... terndr-czik-
likus projektiv vonatkozasban egy pontcziklust adnak; azaz:
A A AB BB, )\ A,4,A4,B,B,B,. Czélunk ily pontcziklusokat szer-
keszteni a £ kupszeleten.

Az 04,, 04,, 04, egyenesek a k-t még az 4’;,4%,4'; pon-
tokban metszik, melyeknek a‘, a’y, a’; érintdi az (a,0), (a,0), (@;0)
pontokon mennek keresztiil. Minthogy az A/, A, A';,a’, a’;a’; harom-
szogek szintén perspektivek az O pontra és az o tengelyre vonat-
kozodlag: az A;4;, A'iA'j egyenesek egymast az ApA'r egyenesnek
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(apa'r) polusaban metszik és ezértugy az 4, 4,4, mintaz A’, A’ A’;
pontharmasok barmely két pontja a harmadikat a masik harmasnak
egy pontjatol harmonikusan valasztja el. Ebb6l pedig az kovetkezik,
hogy az A, 4’ . A;A's. AA'y . JK és az A;d'j. AjAY. 4;A'k. JK
pontparok involuczidkat képeznek.

Az A A, A A ; A, A, A, A sugarparok egymast harmoniku-
san valasztjak el ; az elsé par az 4,4’ egyenestaz 0 és A’, pontban
metszi ; e pontok a masodik sugarpartol, és igy az 4,4, és o egye-
nesekt6l harménikusan van elvalasztva. Ha tehat a £ kupszeleten
az A, pont és azonkiviill a JK pontpar, mint az o egyenesnek két
metszGpontja a k®-vel adva van, akkor azt a két pontot 4, és A,-mat,
melyre nézve az A,A,A,J és A, A,A,K pontnégyesek aequian-
harmonikusak, akkép szerkesztjiik, hogy az -4, pont «, érintéjének
és az o egyenesnek (oa,) metszépontjab6l meghizzuk a masodik
érint6t, a’;-et a k®-hez és a £?-Gt azzal az egyenessel metsziik az
Asg, Ay pontokban, mely az o-t annak a £®-re vonatkozé O polusatol
és az a’, érint6t6]l harménikusan valasztja el. E szerkesztésbdllathato,
hogy aJK és 4,4, egyenesek koziil az egyik a £ kupszeletet valds,
a masik kapcsolt képzetes pontban metszi ; tovabba még azt is latjuk,
hogy miként kell egy B, ponthoz azt a B, B, pontot megtalalni, mely
a B,-gyel egy cziklust képez, végre még az is kovetkeztethets, hogy
ha az A, ponta J- vagy a K-ban vétetik fel, akkor az 4,4, pontok is
az illeté pontba jutnak.

Arrél a o' pontharmasrol, mely a 2 kupszeleten a JJK pontok-
kal aequianharmonikus négyeseket képez, minthogy a pontharma-
sok barmely pontjabo6l a masik két pont ugyanegyfélekép szerkeszt-
hetd, azt akarjuk mondani, hogy azok egy kébos involucziot, 13-t
képezunek. A JK pontok e kébos involuczionak hdarmaspontjai, mert
ezekben egy pontharmas harom pontja egyesiil. A JK = o0 egyenes az
I® kobos involuczionak temgelye vagy poldrisa, ennek a k®-re
vonatkoz6 polusa, O, pedig az involuczidnak kizéppontia vagy
polusa. A szerint, a mint a JK harmaspontok valésak vagy kép-
zetesek, a kobos involucziot hyperbolikusnak, vagy elliptikusnak
nevezzik.

2. A k® kupszeleten levé I® kobos involuczidonak ponthar-
masait a k£®-nek valamely 7 pontjabol projiczialé sugarharmasok
egy kobos sugarinvolucziét képeznek a 7'sugarsorban; ennek met-
szése barmely ¢ egyenessel egy kobos pontinvoluczié a ¢ pontsor-
ban, A 7 egyenesen levé kobos-involuczids pontsort valamely egye-
nesbdl projiczial6é siksor kobos sikinvoluczio. A £ kupszeleten levo
I® pontharmasait a #® sikjan kiviil fekvé M pontb6l projiczialé




alkotoharmasok az M@ = M k™ I, r. kipon egy kobds involucziét
képeznek ; az I® involucziénak involuczié-tengelyét és involuczié-
kozéppontjat projiczidlo sik és sugar az M® kipon levé kobos
involuczionak involuczié-sikja és involuczié-sugara. Minden sik az
M® kuapon levé kobos involuczié alkoté-harmasait egy kupszeleten
levd kobos involuczié pontharmasaiban metszi,

Ha a 2™ kipszeleten keresztiil egy F\2 hyperboloidot fekte-
tiink, akkor az I® kébos involuczié ponthdrmasain keresztiil mené
alkotOharmasok az I®-n levé sugarseregekben kibos involucziot
képeznek. Ha valamely P pontnak egy kupszeletsor kipszeleteire
vonatkozo poldrisai kobds involucziét képeznek a @ sugarsorban,
akkor azok a kupszeletharmasok, melyekre vonatkozblag a P-nek
poléarisai e kobds involucziénak sugérharinasai, szintén kobos invo-
lucziét képeznek a kupszeletsorban.

A % kupszeleten levo I® kébos involuczié pontharmasait az
involuczié O koézéppontjabol projiczidlé sugarak egy kobods sugar-
involucziot, I)-t képeznek, mig ama I® pontharmasainak érinti az
I®) kobds involuczié o tengelyét egy kobods pontinvolucziéban,
I'-ban, metszik. Ugyanebben az I%)-ben metszik az I')-nak sugar-
harmasai is az o tengelyt. Az /) involuczié ponthdrmasainak pola-
risai a k®-re vonatkozdlag, sugarharmasai az I involucziénak.
Az I pontharmasai a k® kupszelet barmely pontjabol az I®) pont-
harmasaiba projiczidltatnak. Az I barmely két ponthdrmasa az o
egyenes harom pontjabél, mely az /®-ban egy harmast képez, egy-
masba projiczialhato.

Az a harom pont, A, 4',A';, mely egy I) kobds involuczio
egyik harmasanak, A, 4,4,-nak, két-két pontjat a harmadiktél har-
monikusan valasztja el, szintén pontharmast képez az I¥-ban. Két
harmast, valamely kobos-involucziés sorban vagy altalaban akar-
milyen sorban, melyek koziil az egyiknek barmely két eleme a har-
madikat a masiknak egy elemétdl harmoénikusan vilasztja el, fdrs-
harmasnak vagy kapesolt harmasnak neveziink. Két kapcsolt har-
masban oly két elemet, mely tigy az egyik, mint a masik hdarmasnak
mas két elemét harmonikusan valasztja el, szintén fdrsnak vagy
kapcsolinak neveziink. E szerint: ha az I®™® kobos involuczidban, az
A, A, A, A A’ A’ harmasok tarsharmasok és ezekben az A4,4°,
A A7, , A A’, pontparok tarspontok, akkor az A,A,4,4° ,
A A, 4,4 , A A AA , A A ANA  AGA A A, AL A A A
négyesek harménikusak., A k® kupszeleten levé I® kibos involu-
czibnak tarspontjai és tarsharmasai az involuczié-kdzéppontbol
egymasba projiczialtatnak, — Mindazoknak a szabélyos harom-
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szogeknek szogpontjai, melyek ugyanegy sikban vannak és kozép-
pontjuk egy O pont, az O pontbdl egy szabdlyos kobos-involuczids
sugarsorral projiczialtatnak.

3. Az F® hyperboloid mindkét sugarseregében harom sugarat
vesziink fel ; ezek : g,8,8; és h h,h,.

A (gihj), () pontoknak Osszekots egyenese a [gily], [gwh;]
sikoknak metszévonala, vagyis

(gihj)( ) = gitu)[gahi].

A (&ihj), (i), (§mha) pontokon Keresztil mend (gih;)(gwln)
(&uwhr ) siknak polusa a [g:h;], [gehy], [$mhn] sikoknak metsz6pontja
Lgihj][ gePl[§ mltn)-

Az 2y, oy, oy, (b, By, [ sikoknak pélusai az F® hyperboloidra
vonatkozoélag az 4,,4,,4,, B,,B,, B, pontok, ha:

% = (&1)(&::)(E5hs) A, = [g1][8:h,][8:7]
oy = (&l )(&5h)(81113) Ay = é"hl][gih 118:7,]
s == (837,)(8113)(&a15) Ay = [l ][810:][8:75]
By = (8.5,)(8o05)(850,) B (&7, ][ o051 €5
2 = (Laha)(&57,)(&115) B, [8ah5](8574 181705
= (&;)($:7,)(Sa) By = [g3h,][€,75](8:0]
A B1 pont a (g[8, = (£,0,)(g,h;) egyenesen van
» Bz ” » [g:;hl“glhzs] == (gahzi)(rglhl) » »
” B;i » » [glh"z][g'lhl'l = (g1hl)(g-3h2) » »

mely harom egyenes az «, sikon fekszik; az =z, sik tehat keresztiil
megy a B, B, B, pontokon.

Ugyanigy kimutathat6, hogy az =,,2, sikok is a B, B,B; pon-
tokon, és a {00, sikok az A,4,4, pontokon mennek keresztiil.
Ebbél pedig az kovetkezik, hogy az =,2,%, sikok metszGvonala a
B, B, B, egyenes és a {,5,6, sikok metszévonala az A4,4,4, egye-
nes, azaz:

iy

R

-

I

&)

117;__’BBB
JI‘JJ __AAA —

Ez a pg egyenespar pedig polarispar az F®-re vonatkozolag.
Legyen g, g', 9", és h', W' h'; az a harom sugér, mely az F@

hyperboloidon levs sugarseregek £.8.8,, illetve Iy h,h, sugaraikoziil

kett6t-kett6t a harmadiktol harménikusan vélaszt el, azaz a

7 /
g2g3g1g 1 gz}glg‘l(g 23 o1<>2gsz> 3

Wy, hghhoh's, ik

sugarnégyesek legyenek harmonikusak.

N et e S SR

S

QPSS PPV



o

(Zalta) (ot ) (8, 0, ) E 1)

(8al5)(8, 11, )(8ahro ) (g% ')

FRUNFRNF NN
pontnégyesek harmoénikusak azon a k,® kipszeleten, melyben az
elgbbi =, sik az F'™ hyperboloidot metszi, tehat a (¢, "), (g'y}t'y),
(g'sh’;) pontok is az z, sikban vannak és a g, k'] , [g 0] , [g's7's)
sikok egymadst az =, sik A, polusaban metszik,

Hasonl6 uton kovetkeztethets, hogy e tablazatban

2, == (g ' )(g's ' )g's I's)
oty = (oI, )85 ' (g \ 's)
2y = (W g\ o) s b's)

P = (&g )8 1)

o = (gl ) s Mg\ 's)

By = (g h)g Ia)(g'shy)
levé pontok, a megjeldlt el6bbi sikokban vannak, melyeknek pélusai
az A, A, A, és B, B, B, pontok.

Tételezziik fel, hogy a g,£.¢., I ih, sugarhdrmasok helyett a
£.8%8' , hhsh, sugarharmasok lettek volna adva és ezekbdl szar-
maztattuk volna le hasonlo médon a g, £.¢,, k', It', It'; sugarharmasokat,
Az elGbbiekben kifejtettek szerint ebbll azt lehet kodvetkeztetni,
hogy az alabbi hatszor hat pont az

o'y = (g‘lhl)(g‘ihtl)(g‘:lh:l)(glh‘l)(gih'!)(gahln)
%’y (gl )& s o) P Yol NGsh' s )8, ')
%'y (SN LN PN )&, hl:)(gsh's)

&y (g7, )8 shs)(8 ko) (8, 1y NZI' )G h's)
e (g'als) (8550 )(8 FUNF NN NN FAA)
By o= (g8 o) (g sl (gl Mg o) gelt'y)

sikokban van, mely sikoknak A’ A%, A%, B, B, B’; p6lusaiban ama
pontok polarissikjai egymast metszik.

Kimutathat6, hogy az =/,z',z‘, sikok szintén a p egyenesen, a
4,89, sikok pedig a g egyenesen mennck keresztiil, tehat a
B B, B, pontok a p egyenesen az A’, A’,1’; pontok pedig a ¢ egye-
nesen vannak,

Ugyanis a

(PN PN FN VN
(PR8N FRN RN PN
(g1 X galts N gslts) (g shts)
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pontnégyesekben az elsé és masodik pont a harmadik és negyedik-
t6l harmoénikusan van elvalasztva, De az egymaésra kovetkez6 osz-
lopokban 4ll6 pontok az a, z, z, 2/, sikokban vannak, melyek koziil az
els6 hiarom a p egyenesen megy keresztiil, tehat a negyedik sik is a
p-n fog keresztiil menni és e negyedik sik, «’,, a harmadikat az els6
és masodikt6l harmoénikusan valasztja el.

Ugyanigy kimutathat6 ez a tébbi uj sikokra, azaz hogy az

O 0L 0 0Ly OO0, Oty o g 0ta 0Ly

(@ (4 (4 (@7 (0666 “ ’J/
“2M3M1 1 ;’wa S P-)

siknégyesek és azoknak pdlusai, az

A'EAilAlAll ‘/13A1A‘3A'IZ A1A2A3Alﬂ
B,B,B B, BB D.,B, B B,BB,

pontnégyesek harmoénikusak,
Ha figyelembe vessziik, hogy a

(AR AN FAON | P K [T N

sikok egymast az «, sik A, pélusdban metszik és ama hat sik koziil
€ harom parnak metsz6évonalai

FAA A RS (g'1h,)(8, 1's)
PN | FN ('5M)(ga's)
[&575)[8°5 1] == (&'shs)(&ss”)

az o', sikban vannak, kovetkezik, hogy az «/, sik az «,-nek 4, pélu-
san megy keresztiil. Ez mondhaté a tobbi hasonnem sikokrol, azaz
hogy az a2 zga’ &'y ’s3, 5,5,0°, 4,0, sikok rendre az A, A, A, A, A, A4,
B B',B',B,B,B, pontokon mennek keresztiil, tehat az «2’; és a
&ip'i sikparok, valamint az 4;A4’; és a B;B’; pontparok kapcsolt pola-
r1551k0k és kapcsolt polusok az F®-re vonatkozolag,

Foglaljuk most egybe a talalt eredményeket :

»Ha a g,g,9, és I h,h; sugarharmasok két cgymast tamaszto
sugarseregben vannak és a g’ ¢'.¢', , k', h'sh’, sugarharmasok az
el6bbi sugarharmasoknak két-két sugarat a harmadiktél harmoéniku-
san valasztjak el, akkor a g,g,9.9' &',¢"; és ah h,hi,h' W',h', sugarak-
nak 36

metsz6pontja hataval az oz, Osszekoté sikja hataval az

o' 250!, sikokban és hataval a A, A,4,4° A, A, pontokon és
B,BaBs0" 0,5 sikokban fekszik a B, B,B,B' B, B'; pontokon
és az els6 hat sik egy p megy keresziiil és az els6 hat
egyenesen, a masik hat sik | pont egy g egyenesen, a masik




pedig egy ¢ egyenesen megy
keresztiil. E két egyenes pola-
rispar a felvett sugarakat tarté
F@ hyperboloidra vonatkozo6-
lag. Ugy az els6, mint a masik
hat sik harom parra, o,%’;, %2/,
o’y 65 8,07, B0y, B483-re bont-
hato, melyek maguk kapcsolt
polarissikok, mig azoknak a ¢-n,
illetve a p-n fekvé 4, 4°;,4,4";,
A, A’y és B, B\, B, By, By B p6-
lusai, kapcsolt pélusok az F®-
re vonatkozolag. Ugy az egyik,
mint a masik hat sik két tars-
harmasra, %,%,%;, 22’ ,2';-ra és
012205, ("1{”23’;-ra azaz oly hér-
masokra bonthat6, hogy bar-
melyik  harmasnak  két-két
sikja a harmadikat a masik har-
masnak egy sikjatdl harmoni-
kusan valasztja el.”

hat pont pedig egy p egyenesen
van. E két egyenes polarispar
a felvett sugarakat tart6 F@
hyperboloidra  vonatkozoélag.
Ugy az els6, mint a masik hat
pont harom parra A, A4’,,4,4°,,
A,A’; és B,B',,B;B',,B,B’;-ra
bonthat6, melyek maguk kap-
csolt polusok, mig azoknak a
p-n illetve a g-n keresztiil mend
agay otgot’s,0ta0t’s €5 0,07 8075, 0567
polarissikjai kapcsoltak a F®-re
vonatkozélag. Ugy az egyik,
mint a masik hat pont két tars-
harmasra A, 4,4,, A’ A’,A’;-ra
és B,B,B,, B B',B';-ra, azaz
oly harmasokra bonthatd, hogy
barmelyik harmasnak két-két
pontja a harmadikat a masik
harmasnak egy pontjatél har-
moénikusan valasztja el.“

4, Tekintsiik az el6bbi glg,g, és hlh h; sugarakataz I¥) ésaz I®
kobos involuczio sugarharmasamak és jeloljik ezeknek harmas-

sugarait g;gx és hjhr-val.
tetraedernek szégpontjai ;

hjhe, a harmadik pedig a mar talalt

P = (gh;)(geh-)

(o]hl)) (gkhl)u (o]lu)’ (glh]) pontok egy
ennek két szemben fekvd élparja a gig,

q = (&) gy

egyenespér, mely az I, I kobos involuczidknak g;g'; és hil's kap-
csolt sugarait harmomkusan valasztja el.
Ha az I) és I{)-ban a (g,8:8;) és (hyhyhy) sugarharmasokat

valtoztatjuk, akkor ezzel a pg egyenespar nem valtozik. De véltozni
fognak azok az o uyx,, a',2'ya’; és B,5,5,, B 1,5’ tarssikhdrmasok,
melyekben az I‘?-nek tarssugarharmasai az I¢-nak tarssugdrhar-
masait metszik. Ezek az j sikhdrmasparok szintén a p, illetve a ¢
egyeneseken mennek Kkeresztiil és a p és ¢ siksorban Z(;’ és 1‘3) ko-
bos involuczidkat képeznek, mig e sikharmasoknak valtozo polusal
a valtoz6 A, 4,4,, A’ A, A’y B,B,B,, B' B’y B’, pontharmasok, a ¢,
illetve p egyeneseken az I ‘?, g @ kobds involuczibknak ponthar-
masai lesznek.
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Az I—\f,’ ﬁg) kobos sikinvoluczi6knak harmassikparjai egymast
a gigwhjle négyszog oldalaiban metszik, melynek szemben fekvé

szOgpontjai az 1(3’ 1(3’ kobos pontmvoluczmknak harmaspontjai.

Ugy az I(s’-nek mint az /$-nak ! tarssugarharmasa van.
Amazok ezeket ~? oly 36 pontban metszik, melyek hataval az
I(g) és az 1_*2) involucziok tarssikharmasaiban fekiisznek. Egy kobos
involucziénak azonban csak o' tirsharmasa van, ezért kell, hogy
az f(f) és az I_\g' minden tarssikhdrmasaban az 1) és az If)-nak !
tarssugarharmasa messe egymast.

Ehhez képest :

»Ha az I?) és az 1) két kobos-involuczids sugarsereg az F'?

hyperboloidon van akkO[‘
az I';) -nek minden tarssugar-
harmasa az I9-nak minden
tarssugarharmasat 36  pont-
ban metszi, melyek hatdval
egy p siksornak és hatdval egy
g siksornak hat-hat sikjaban
vannak. E sikhatosok a p és g
siksorban egy 1_(13) és egy I—(g)
kobos involuczionak tarssik-
harmasait képezik ugy, hogy
e tarssikharmasok mindeniké-
ben az I%-nek oo' tarssugar-
harmasa metszi az IP-nak oot
tarssugarharmasat.

A pg egyenespar, mely az
I és az I¥ involuczidk har-
massugarainak négy metszo-
pontjan megy Kkeresztill, pola-
rispar, az 1‘13,’ és 1‘3’ involu-
czi6knak tarssikjai pedig kap-
csolt polarissikok az F®-re
vonatkozolag.“

az I'Y-nak minden tarssugar-
hdrmasat az I9-nak minden
tarssugarharmasaval 36 sik al-
tal lehet 0sszekotni, mely sikok
hatdval egy p egyenesnek és
hataval egy g egyenesnek hat-
hat pontjaban taldlkoznak. E
ponthatosok a p és ¢ pontsor-
ban egy 1"13) és egy f‘g)kbbés in-
volucziénak tarspontharmasait
képezik ugy, hogy e tarspont-
harmasok mindenikén oc!-szer
megy oly hatszorhat sik keresz-
tiil, mely az 19-nek tarssugar-
harmasait az I')-nak tarssugar-
harmasaival 0sszekoti.

A pg egyenespar, mely-
ben az 1‘-_3) és az I} involucziok
sugarharmasait 6sszekot6 sikok
egymast metszik, polarispar, az
I"g’ és jig) involuczidknak kap-
csolt pontjai pedig kapcsolt po-
lusok az F®-re vonatkozolag.“

5. *) Emlitettiik volt, hogy az F'® hyperboloid sugarseregeiben

levé I és I kobos involuczidk tdrssugarai az F®-nek egy pg
polansparjatol harmomkusan vannak elvalasztva. Ebbdl az kovet-
kezik, hogy a £,8', g, £:8:'P9 €s €:8,'pq sugérnégyesek egy H,®),

*) E §-nak 5.és 6. pontja az elsé olvasdskor kihagyhatd.
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H,® és H;® hyperboloid egyik sugarseregében; és az I9-nak %
harmassugarai, melyek amazokat metszik, a masik sugarseregben
vannak ugy, hogy a harom hyperboloid a pgh;h, négyszogon megy
keresztill. Ha a g,9,8,, £.8'.8's tarssugarharmasokat valtoztatjuk
az I® kobos involucziéban, akkor véltozni fognak a H,®H,®H,®
hyperboloid harmasok is, melyek a pgh;h; négyszogon és If)-nek
valtoz6 tarssugarain mennek keresztiil, Ezek a hyperboloid harma-
sok egy I{) kobos involuczi6s sort képeznek abbana [pghih] = [H®)]
hyperbolozd sorban, melynek elemei a pghihy négyszogon mennek
keresztiil. Ep igy képezhetiink egy [pgg;gr] = [G®] hyperboloidsort
és ebben egy I kobos involucziét. Ennek véltozé @G,@G,@ G,
hyperboloidhé.rmasai a pg-n és az I(?-nek gigrhadrmassugarain, tehat
a pggigr négyszogon, és az IP-ban valtozd hh,h,, h'\h'yh'; tars-
harmasok hih'; tArssugarain mennek keresztiil.

Az I-nak H,»H,®H,® hyperboloid-hdrmasait metszeni fog-
juk az I¥-nek G,® G, G,® hyperboloid harmasaival.

A G;® és H;® hyperboloidokon, leszarmaztatasok folytan, rajta
fekiisznek a kovetkezd sugarak :

G\P =pagigih 'y G,® =pqgigehsl’y G® = pagigeh,'s
H,® = pghilng,g'y  Hy® = pghilg,8’s H 5P = pahilig,g',

Ebbdl lathatd, hogy az els6 hyperboloid sornak, [G®]-nek, min-
den hyperboloidja a masodik hyperboloidsornak, [/®]-nek, minden
hyperboloidjat a pg egyenesparon metszi, mely mar az elébbiekben
ismert pont- és sikparoknak ©Osszekotd egyenese, illetve metszo-
vonala.

Igy,a G,® és H,® egymast a pg-on kiviil az 1,1, egyenesparban
metszi, hol /; a glhl)(g‘lh 1) pontparnak 0sszekoto egyenese és egy-
szersmind a [g,/',][g"}1,] sikparnak metsz&vonala, Mint az el6bbi
tablazatokbdl lathat6é, ama pontpar az «,(, sikokban van, a sikpar
pedigaz 4’, B, pontokon megy keresztiil ; tehat

1 = (g,h)(g"\ ' 1)—lg1h JIg i) ==
Vi =(gh'y)(g'm) = [gh]lg' W] =«

A kovetkez6 tablazatba fel van irva mind a kilencz egyenes-

par, melyben a G4 H;® hyperboloidparok a pg egyenesparon Kiviil
egymast metszik :

2 ) l—(g )(g ' )—VO'() = A’ B'
G—()H()s 1 171 1724 111
lll=(g1h 1)(g h )— uJ =4 -Bl

Klug : Projektiv Geometria. 16
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oo, § b= () ) =, =445,
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Vy=(g'sh) (&N )“‘72(‘3—*433

: Ly =(gsh,)(g'5h") = a4, = A, B
(2)H(2)s 3 S37°1 371 "3 3)
5 Vs = (Gh',)(g'sh) =a'sf's = 4,8,

m

my = (g h.)(g W) = a3y = A", By

2) (2)
R 3 = (g hs) = 2!y = A, B,

2

o= (Ghy)(g5h's) = o,y = A, B,
G()H(’ (gzzo 1/ 323
gm 2 = (H'5)(8'5h,) = o',y = A, By

my = (85h;)(g'sh's) = %3y = A, B,

QH.@
Gy UL ;m,_—_(gsh Wg'shy) =a'50,' = 4,B,

2) (’)s = (gl 3)(g lhl == “2;@2 EAlgBllg
G H )”' = (gl ) hg) = a's, =A,B,

G (7)H (2)% ”2—(8'2713)(0 7h'3)— “.3» G __Al B/
" 2: (é ’hl )(o 2 3):1’ '}’1 = 443_81

G,®OH (&)g 1y = (g5hs)(g'sh's) = “1‘ s =4 B
n'y = (gh'5)(§'shs) =o',y =4, B,
Ebbél lathatd, hogy a

G,-nek %lxlzla 51112:(3 s Caffals §4', 44, B B, B,
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Minthogy a G,® hyperboloidnak (1,,1,), (I,2',/*;) sugarharmasai
a p-bll az (a;ay2y), (o', 'y’ térssikharmasokkal és a g-b6l a (4,58,5),




L

(#,5'4",) tarssikhdrmasokkal pojiczidltatnak, és hasonlokép a g-t és
a p-t az (4’ 4',4%), (4,4,4;), illetve a (B’ B, B’,) (B, B;B,) tars-
pontharmasokban metszik, maguk az (/,1,k,), (V',/;}';) sugarharma-
sok a G,® hyperboloid egyik sugérseregében lev6 kobos involu-
czibnak tarssugarharmasai. De mert e sugarharmasok a I, @ H,®
H,® hyperboloidharmasoknak metszései a G, ®-vel, azért arra lehet
kovetkeztetni, hogy a G,®G,?G,®, H 1, H,® hyperboloidhar-
masok barmelyike a masiknak minden hypeboloidjat egy kobos
involuczidnak egy tarssugarhdrmasaban metszi.

Ennélfogva :

»Az F'® hyperboloid két sugarseregében levé 11, 16) kobos in-
voluczidknak g;gx, 7;he képzetes harmassugarai egy tetraedernek
szemben fekvd élparjai, melynek harmadik élparja pg valds.

Azok a hyperboloidhdrmasok, melyek az I} tarsharmasainak
tarssugarain és a pghilx négyszogon mennek keresztiilegy 1) kobos
involucziét képeznek a [ pgh;ly) = [H®] hyperboloidsorban, és azok
a hyperboloidharmasok, melyek az I tarsharmasainak tarssuga-
rain és a pq g;gr négyszogon mennek keresztiil egy I'Y kébos involu-
czi6t képeznek a (pgg;gr) = |G®] hyperboloidsorban.

Az I® involuczié hyperboloidharmasai a [H®] sor minden
hyperboloidjat a pg-n kiviil egy-egy kobos sugarinvoluczidéban met-
szik, melyeknek harmassugarai a hihe. Ezt a «o! sugarinvolucziét a
pés ¢g-bol az Tg-‘, illetve az 7(3)_sikinvolucziék projiczialjak, és a p
és g egyenesek az I®), illetve I ® pontinvolucziékban metszik.

Hasonléképen az I') involuczié hyperboloidharmasai a [G®)]
sor minden hyperboloidjat a pg-n kiviil egy-egy kobos sugarinvolu-
cziéban metszik, melyeknek harmassugarai a g;gr, és ezt a ool
sugdrinvoluczi6t a p és a g-bol ugyancsak az I®) és I® sikinvolu-
czi6k projiczialjak, és a p és g egyenesek ugyanazokban az 1'(‘;) és
1% pontinvolucziékban metszik.*

E tételt még kiegészithetjiikk a kovetkezdkkel :

A gigrhihe négyszogon Kkeresztiil mend hyperboloidok egy
[ gigwhjh] = [F'®] hyperboloidsort képeznek. Az I és az I kobos
involucziék hyperboloidhdrmasai az I'® sornak minden F';® hyper-
boloidjat, ennek egyik és masik sugarseregében levé kobos sugar-
involuczi6 tarssugarharmasaiban metszik, és ezeknek az F';9-nlevs
involuczioknak harmassugarai szintén a k;h;, illetve a gjgz.

Az [F'®)] sor hyperboloidjai szintén egybefoglalhatok harmasa-
val akkép, hogy azok egy I kobos involucziot képezzenek, mely-
nek hyperboloidhdrmasai a [G®] és a [H #)] sornak hyperboloidjait
oly kdbos-involucziés sugdarseregek tarssugaraiban messék, hogy

16*
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ezeknek harmassugarai a pg valés egyenesek legyenek. De mint-
hogy ezeknek a kobos-involuczids sugéarseregeknek harmassugarai
valésak, azért azok sugdrharmasainak csak egyik sugara valds, a
masik ketté képzetes. Ebbdl lathaté, hogy az IY kébos involuczio
hyperboloidharmasainak csak egy hyperboloidja valés, a masik kett6
mindig képzetes.
6. Messe a = sik az F'(2) hyperboloidot a 2% kipszeletben és az
F'(® -6n levd sugérseregekben az 1)) és 1) sugarinvolucziok g, 5,8,
21285 €s hyhshy, ' h'sh'y tarssugarhdrmasait a 2% -n fekvé 1,® és
1,® pontinvoluczidk G,G,G,, G',G‘,G'; és H, H, H;, H', H', H', tars-
pontharmasaiban.
A
G1H3G2'H1G3H2 G1H2G2H1 GJH3
G H,G, H,G, H, G H,G,H,G H,
G1L11G2 H2G3H3 G1H3G2H2G8H1

G\ H,G'. H,G,H, G H,G'H G, H,
G\ H,G' H,G' H, G H G, H,G' H,
G\ H,G' H,G' Hy, G H,G'H,G"H

Pascalhatszégek szogpontjai az I'®-n fekvd

Sl gl &shy 8 hogshi Ll
Sila8hsgshy & ghgsh,
Sl gl 8 sgahagshy

&'\ hsg's g shy  §'10s8' & shy

&hag'shsg'hy &g g sy

81 g hog'shy &'\ hsg'shog'shy
hatszogek oldalainak metsz&pontjai a = sikkal. Ezekben a szemben
fekvd lapoknak metszévonalai az

06eo i ) (0 (44 @14
% %%y P1Pay %1% g%y PaPelds

sikokban vannak (mert pl. az els6 hatszogben a [ g,7,][£;h,], [£.7]
[Z5hs), [a1][ &, 7, ] lapoknak metszGvonalai az «; sikban vannak), mig
ama Pascalhatszogek szemben fekvd oldalainak metszGpontjai azok-
ban a Pascalegyenesekben

/
a,aya5  bybyby a'a'ya'; bbb
-ban vannak, melyekben a wsik az a2, 80,0, o’ a'oa’y , B4 05
sikokat metszi.

Az zayag, alia'sa’y €s a B30, P00, sikok a p, illetve a g
egyenesen mennek Kkeresztlll, tehat az a,a.a,, a’,a',a’; és a b,b,b,,




A A,

b',b',b',,Pascalegyenesek azokban a P Steiner-ellenpontparban talél-
koznak, melyekben a = sik a p, g egyeneseket metszi.

A pg egyenespar polarispar az F'®-re vonatkozodlag, tehat a
PQ Steiner-ellenpontpar kapcsolt poélusparja a 2@ kipszeletnek.
Minthogy az o, a0, o/ 2'sa'y és a [b,3,0,, 380/, sikharmasok két-két
sikja a harmadikat a masik harmasnak egy sikjatél harmoénikusan
valasztja el, azért az a,a.a,, a'\a’;a'y és a bb,b,, b’ b',b', Pascal-
egyenesek is oly harmasok, melyeknek két-két egyenese a har-
madikat a masik harmasnak egy egyenesét6l harmoénikusan va-
lasztja el.

Ha a g,9,9, hih,h, sugarhdrmasokat valtoztatjuk az I ‘? és I
sugarinvolucziokban, akkor ezzel az Oy OLg0lo, pl .5, sikok is valtoz-
nak az I @, I(3) sikinvoluczi6kban, tovabba a &, G, G,, H, H, H, pont-
hérmasok valtoznak a & kupszeleten levd I 9 1,® pontinvolu-
czibkban és az a,a,a,, bb,b, Pascalegyenes harmasok valtoznak
azokban az I, I 8’ sugarinvolucziokban, melyekben a = sik az 1)
és I lg"-t metszi. Ezért:

»Ha I,®  I.0 két kobos-involuczids pontsor a &2 kupszele-
ten, akkor az egyiknek barmely ponthdrmasa, a masiknak barmely
ponthdrmasaval egyiitt hat oly Pascalbatszognek szemben fekvd
szogpontja, melyeknek Pascalegyenesei egymast harmasaval egy
PQ Steiner-ellenpontparban metszik. Az Gsszes ily médon szarmaz-
tathaté Pascalegyenes-hdrmasok egy I'® és egy I'9 kobos-involu-
czi6t képeznek a P és ) sugarsorokban. Az 1,91 o egyikének egy
tarsharmaséabol és a masiknak egy harmasabol leszarmaztatott Pas-
calegyenes-harmasok szintén tdrshdrmasok az I és / 8)-ban.“ 7%

24. §. A kollinedczi6 kiilonos esetei és elfajuldsa.

1. Két sikmez6t, a p. és p.,-et, akkép lehet egymasra kollinear
vonatkoztatni, hogy a mezdknek ¢ és e, végtelen tavol fekvo egye-
nesei megfelel6k legyenek. A Kollinear vonatkozas e kiilonds esetét
affinitasnak, vagy affin vonatkozasnak, a megfelel6 mezsGket és alak-
zatokat affin mez6knek és affin alakzatoknak nevezziik.

Minthogy az affin mez6k minden megfelelé egyenesparjan, pl.
az a és a,-en, a végtelen tavol fekvé (ae), (a,e,) pontok megfelelok,

*) Ennek részletesebb kifejtése szerzének ,A kobos involutiordl® (Orvos-
Természettudomanyi Ertesit 1898. évi XX. kotet; Kolozsvdr) irt értekezése 25.
pontjaban olvashatd.
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azért egyrészt parhuzamos egyeneseknek az egyik mezdben, parhu-
zamos egyenesek felelnek meg a vele affin mezdben, tehat paralle-
logrammaéknak parallelogrammak, masrészt az affin mezok meg-
felels egyenesein a megfelelé pontsorok hasonléan projektivek.
E két tulajdonsagbol kovetkezik, hogy parhuzamos vonaldarabok-
nak viszonya az egyik mez6ben egyenl6 az ezeknek megfelel6 par-
huzamos vonaldaraboknak viszonyéaval a masik mez6ben. Ebbdl
folyblag kimutathatd, hogy az affin mez6kben barmily két megfeleld
zart idom teriiletének viszonya allandé.

Vegytink fel (Reve-vel) az egyik mez&ben (43. dbra) két paralle-
logramméat ABCD és EFGH-t, melynek a masik mez6ben az

S GaN

43. abra.

A,B,C,D, és E,F,G,H, parallelogrammék felelnek meg. Az AB, DC
parhuzamosokat messe az EF egyenes az IJ pontokban, az EF-fel
parhuzamos G az LK pontokban ; az IJKL parallelogrammanak
megfelel az ugyanez tton szerkesztett ,J, K, L, parallelogramma.
Ha most a harom megfelel6 parallelogramma-par teriiletét ossze-
hasonlitjuk, nyerjiik :
ABCD:1JKL=DC:1L=D,C,:I,L,=A,B,C,D, : 1,J,K,L,
IJKL: EFGH=1J: EF — IJ EF—IJKL1 1B R G H

mibdl Gsszeszorzas altal kovetkezik :
ABCD: EFGH = 4,B,C,D,: E,F,G,H,.

A parallelogrammakat az 4tl6k két egyenlS haromszogre oszt-
jak, tehat az A BC, EFG haromszogek teriiletei is ugyanoly viszony-
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ban vannak, mint a megfelelé 4, B,C,, E F,G, haromszogek terii-
letei, s minthogy minden zart idomot vagy egész pontosan, vagy
tetszésszerinti megkozelitéssel haromszogek Osszegének tekinthe-
tiink, azért altalaban : affin mezékben két idom teriiletének viszonya
megegyezik a megfeleld idomok teriileteinek viszonyaval. Ezt még
ekképen is kifejezhetjlik : affin mezbkben a megfelelé idomok terii-
leteinek viszonya dallando.

Ha két mez6t, a u. és u,-et, affin vonatkozédsba akarunk hozni,
akkor az ABC haromszognek a p-ben, a megfelel6 4, B, C;, harom-
szOgét a p,-ben tetszésszerint vehetjiik fel, mertaz A BC hdromszog
oldalai és sikjanak végtelen tavol fekvé e egyenese egy négyoldalt
hataroz meg, melynek a masik mezében az 4, B, C, haromszogtol és
a sik ¢, végtelen tavol fekvd egyenesétol képezett négyoldal felel
meg; két megfelelé négy-
oldal pedig megallapitja
a kollinear vonatkozast.
Ha az ABC, A,B,C, ha-
romszogeknek tertileteit
egyenl6knek  vessziik
fel, akkor ezekben az
affin mezékben a meg-
felel6 terliletek mind
egyenldk lesznek®

2. Minthogy Kkét
affin mez6 megfelel 44, dbra.
egyenesein a megfelel6
pontsorok hasonléan projektivek, felmertil az a kérdés, hogy van-
nak-e ezek kozott egyenléen projektiv pomisovok is? Ehhez csak
egyenld megfeleld6 vonaldarabok sziikségesek, mert haaz AD, A4,D,
megfelel6 vonaldarabok egyenl6k, akkor nemcsak az AD, A,D,
egyeneseken, hanem az ezekkel parhuzamos egyeneseken is a meg-
felel6 pontsorok egyenléen projekiivek lesznek. Ha a p. és v, mezdk
affinitdsat az ABC, A, B, C, megfelel6 hdromszogek hatarozzak meg,
ugy megfelel6 egyenlé vonaldarabokat taldlunk e mez6kben, ha a
B0, B,C, megfelels egyeneseken van oly két megfelel pont D és D,
mely az A és A, pontokbdl egyenls tavolsagra is van, azaz ha

BD:DC=B,D,:D,0, és AD=— A4, D,,
Helyezzilik a két haromszoget Ugy egymaéashoz (44. abra), hogy

az A pont az A,-gyel egybeessék és a BC oldal a B,(C, oldalhoz
parhuzamos legyen (a minégyfélekép lehetséges). A BB,, CC, egye-




— 248 —

nesek metsz6pontjat M-mel jelolvén, irjuk az AM atmérs folé a &2
kort. A k@ kor azt a g egyenest, mely a | BC, B,C, | pArhuzamos
szalag szélességét felezi az I, G pontokban, az MF' és MG pedig a
BC, B,C, egyeneseket a megfelels D, D, illetve az E, E, pontok-
ban akkép metszi, hogy

BD :DC= B,D,:D,C, és AD — A,D,

BE: EC=B\E, :E,C, és AE—=A,E,.

Az p. mezdben tehat az A ponton két egyenes AD=s és
AE = t vezethet( keresztlil, melynek a 1., mezében oly két egyenes
A, D, =s, és A E, =t, felel meg, hogy az affinitds folytén az s, s,
és 1, 1, megfelel6 egyeneseken levs pontsorok egyenlGen projektivek.
Ugyanigy egyenléen projektiv pontsorok tartdi lesznek a mezdk
barmily megfelel6 pontpérjan keresztiil vezetett és az s és s,-gyel,
valamint a £ és #,-gyel parhuzamosan haladé megfelel6 egyenesek.

Tekintetbe véve a 44, abrat, a 2® kor a ¢ egyenest 2, 1 vagy O
szamu valés pontban metszheti, és ez eseteknek megfeleléleg két
affin mezében 2, 1 vagy 0 szamit oly parhuzamos sugaru sov van,
mely sugavakon a megfelelé pontsovok egyenléen projektivek.

A 44. abraban az st és s, egyenesek hajlasszogeinek felezbi, a
qr és q,7, egyenesek, megfelelok. Ugyanis az ADE haromszégben
az A szog felezGje g, a DE oldalt az AD, AFE oldalak viszonya sze-
rint osztja ; az A, D, E, haromszdgben pedig az 4, szog felezbje g,
osztja a D, E, oldalt az 4,D,, A, E, oldalak viszonya szerint. Mint-
hogy e viszonyok egyenldk, azérta gq, szogfelez6k és ép igy az 77,
kiils6 szogfelez6k megfelel6k.

A gr és g,7, megfelel6 egyenesparok azonban derékszogeknek
szérai, tehat ha a p. és p., mezék affinek, akkor az egyik mezének
barmely pontjan oly derékszogii egyemespar vezetheté kevesztiil,
melynek a masik mezdben szintén devékszogii egyenespar felel meg.
E megfeleld derékszogek szavai egyenld szigek alatt hajlanak annak
a két sugavsornak sugaraihoz, melyeken az egyemléen projektiv
pontsorok vannak.

Affin mez&kben a megfelel6 derékszogek akkor is valdsak, ha
az egyenléen projektiv pontsorok tartoi képzetesek. Ez utdbbiaktol
fliggetlentil a megfelel§ derékszogeket kovetkezGkép szerkeszthet-
juk az A4, 4, pontokon keresztiil. Annak az orthogonalis sugarsor-
nak az egyik mezdben, melynek kozéppontja az 4, megfelel a
masikban egy elliptikus involucziés sugarsor, melynek kdzéppontja
az A, pont. Az elliptikus involuczids sugarsornak derékszogl tars-
sugarparja mar olyan lesz, melynek az orthogonalis sugarsor-
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ban, A-ban, szintén derékszogl tarssugarpar felel meg, — és ezek
lesznek az affin mez6kben az 4, 4, pontokon keresztiil men6 meg-
felel6 derékszogek szarai. — Ha azonban az elliptikus sugarsor maga
is orthogonalis volna, akkor az affin mez6k hasonlé mezkké valnak
és ezekrdl alabb fogunk szélani.

Ha BA, AC és B, A,, A,C, két megfelel6 vonaldarab a meg-
felelé BAC, B,A,C, derékszogek szarain, Uugy a

ABYE S A
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viszonyok értékétdl fiigg, hogy vannak-e a mezékben egyenl6 meg-
felel6 vonaldarabok, tehat egyenlGen projektiv pontsorok. Ugyanis
ha gy a », mint a )\ egyidejlileg kisebb vagy nagyobb az 1-nél,
akkor nincsen a BC, B,(C, egyeneseken oly D, D, megfele]l pont,
mely az A, A, pontoktd]l egyenl6 tdvolsdgra volna; ha pedig a =
nagyobb, a A pedig kisebb volna, mint 1, vagy forditva, akkor
a BCO, B,C,-en két oly megfelels pontot lehet talalni, hogy
AD és A,D, egyenld legyen. Ennélfogva: ha az affin mezék-
ben a megfeleld devékszogek szavain a megfelel vonaldarabok viszo-
uya » és A, akkor a szevint, a mint (1—=z)(1—X\) %0; 2,1, illetve
0 szamun oly irvanyi egyemesek vannak, melyeken a megfelelé pont-
sovok egyenlben projektivek. Az affin mezbkben a megfelelo zdart
idomok teriileteinek viszomya pedig ».), mert a megfelel6 ABC,
A,B, C,, derékszogli haromszogek terlileteinek viszonya AB.AC:
A By A O

Ha a . és p., affin mezGkben két egyenléen projektiv pontsort,
pl. az s és s, egyeneseken leviket ugy egyesitlink, hogy a megfeleld
pontok egybeessenek, akkor az affin mez6k perspektiv helyzetbe jut-
nak és s=s, egyenes a mez6k ,affinitdsi tengelye“. Ebben a
helyzetben a mez6k megfelel6 pontjait Osszekotd egyenesek az
»affinitdsi sugarak®, fekiidjenek a mezdk ugyanegy sikban vagy
nem, parhuzamosak. A midén két perspektiv helyzet(i affin mezd
ugyanegy sikban van, azt mondjuk réluk, hogy czentrikusan affin
helyzetitek. Az s és s, megfelel6 egyenlGen projektiv pontsorok egye-
sitésével az affin mezOk kétfélekép hozhatok czentrikusan affin
helyzetbe.

Két czentrikusan affin mezd meg van hatarozva, ha ismeretes
az affinitasi tengely s és két megfelel6 pont A4, 4,. Ugyanis a meg-
felel6 egyenesek metszGpontjai az s affinitasi tengelyen vannak és a
megfelels pontok 6sszekotd egyenesei, az affinitasi sugarak, az 44, -
gyel parhuzamosak. Haaz A4, vonaldarab felez§ pontjaban a vonal-
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darabra mer@leges egyenes az s-et a T pontban metszi, akkor az
AT=tés A, T =1, megfelel6 egyeneseken, valamint a £ és ¢,-gyel
parhuzamos megfelel6 egyeneseken végre az s-sel parhuzamos
megfelel egyeneseken a megfeleld pontsorok egyenléen projektivek.
Az st és st, szogeknek gr és q,7, felezGi pedig a két affin rendszerben
levs megfelel derékszogek szarai, Ha az A4A, megfelelG pontokat
Osszekotd egyenes az s affinitdsi tengelyt az A pontban metszi,
akkor a két affin mez6ben a megfelel6 zart idomok teriileteinek
viszonya AAg: A, As.

Két, tetszésszerint egy sikba fektetett affin mez&nek a végtelen
tavol fekvo e, ¢, egyenesei egybeesnek; ez az ee, tehat az affin
mezbk kettésegyenese. A mezoknek van tehat egy valds kettGspont-
juk, melyet az altalanos eljaras szerint akkép nyertink, ha az ab, cd
két kiillomboz6 iranyud parhuzamos sugarakat a nekik megfeleld a;,
by, illetve ¢,d, parhuzamos sugarakkal metsziik ; az aa,, bb, pontok-
nak és a cc,, dd, pontoknak 0sszekotd egyenesei egymast az affin
mez6k O kettGspontjaban metszik. A végtelen tavol fekvs e e, kettGs
egyenesen lehet még a mez6knek 2, 1, 0 szdmu valds KkettGspontja,
és az O sugarsorban ugyanennyi valés kettGsegyenese ; ha azon-
ban a mez6knek véges tavolban még egy kett6spontjuk volna, akkor
ennek 0sszekotd egyenese az O-val egy 6nmagéanak megfelel6 vonal-
darab lenne és igy az affin mez&k mar czentrikusan affin helyzetliek
lennének.

3. Affin mez6kben ép tigy, mint a kollinear mez6kben kupsze-
leteknek ismét kupszeletek felelnek meg. Amde az affin mez6kben
a megfeleld kupszeleteknek végtelen tdvol fekvd pontjai egyenld
szamban val6sak, tehat ellipsisnek, parabolanak, hyperbolanak és ez
utébbi asymptétajanak megfelel ellipsis (vagy kor), parabola, hyper-
bola és ennek asypmtétija. Ha két ellipsist £ és k,®-6t, vagy egy
ellipsist és egy kort affin akarunk egymasra vonatkoztatni, akkor az
egyik ellipsis egy kapcsolt 4&tmér6parjahoz, 4B, CD-hez, megfelels-
nek a masik ellipsis egy tetszésszerinti kapcsolt atméréparjat 4, B,,
C, D,-et valaszthatjuk. Ugyanis az ABC, A, B,C, haromszogek meg-
hatarozzék az affinitast; ebben az 4B, A, B, atmér6k M, M, felez6-
pontjai tehat a DMC, D, M, C, atmérdk, és az AB, A, B, pontoknak
ezekkel parhuzamos érint6i megfelelék. Az ABCD parallelogramma
terliletének viszonya a k@ ellipsis teriiletéhez ugyanaz, mint az
A, B,C,D,-é a k,®-h6z, minthogy azonban a k,®-nek az 4,C,, B, D,
kapcsolt 4tméréi helyett barmily mas kapcsolt atmérépart is fel-
vehetiink, azért az 4, B,C,D, parallelogrammanak és a &, ellipsis-
nek teriileti viszonya allandd, vagy mas széval: az ellipsisbe irt
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parallelogrammak, melyeknek atléi az ellipsisnek kapcsolt atméréi
egyenld teriiletiek.

Ha tehat 2a, 2b egy ellipsisnek két tengelye, 2a', 2b’ annak
egy kapcsolt atméréparja, melynek hajlasszoge o, akkor a.b = a'.p’.
sing. Ha tovabba egy az ellipsissel affin kornek radiusa 7, akkor e
korbe irt négyzet teriilete 2#2, és a kor teriilete =#* ugyanoly viszony-
ban van egymashoz, mint az ellipsis csucsait 6sszekotd egyenesektol
alkotott rombusnak teriilete 2ab, az ellipsis teriiletéhez. Ebbbl kovet-
kezik, hogy az ellipsis tertilete w.ab. —

Igen egyszer(ien lehet (REYE szerint) az affinitasb6l foly6lag a
parabola-segmentum teriiletének Kkiszamitasat (mely Archimedestdl
ered) bemutatni.

Ha a p? és p,@ paraboldkat affin akarjuk egymadsra vonat-
koztatni, akkor a p®-nek AB pontjadhoz és e pontok érintéinek C
metszépontjahoz, a p,® pa- Y
rabola két tetszésszerinti
A, B, pontjat és azok érintdi-
nek O, metsz6pontjat ren-
delhetjiik, mely ABC, 4, B, C,
haromszogek az affin vonat-
kozast meghatarozzak. An-
nak a kupszeletnek, mely az
ABC sik végtelen tavol fekvd

¢ egyenesét és az ABC ha-
romszognek AC, BC oldalait
az A, B pontokban érinti
s mely tehat a p® parabola megfelel egy kupszelet, mely az 4, B, C,
sik végtelen tavol fekv6 egyenesét e;-et, és az A4,B,C; haromszog
4,0,, B,C, oldalait az 4,, B, pontokban érinti, mely tehat a p,®
parabola.

Minthogy az affin idomok tertiiletei alland6 viszonyban van-
nak, azért az (A D) és (4, B,) parabola segmentumoknak és az 4BC,
A4,B,C, haromszognek teriileti viszonya ugyanaz, a mibdl kovet-
kezik, hogy az ABC haromszog és az (AB) parabola segmentum
viszonya éalland6, mert az A, B; pontokat a p,® parabolan barhol
felvehetjlik. Ebbdl folytatolag kovetkezik, hogy egy parabola seg-
mentum teriilete és a segmentumhoz tartozé ivtdl, valamint az v
végpontjainak érint6it6l bekeritett idomnak (arbelos-nak) teriilete
alland6 viszonyban vannak. E viszonyszamot, v-t, kiszamitando,
vegyiik fel (45. abra) a p® parabola AB ivén a C pontot és jeloljik
az ABC pontok ¢érint6it6l bekeritett haromszognek szogpontjait

B

e
A, B

45. abra,
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A, B, C,-gyel, az AB segmentum és az AC, I3 arbelos teriileteit (4B),
és (AC, B),-val és a hasonlokép a tobbiekét.

Minthogy v.(AC,B)z — (AB);,
v.(AB,C)a=(40C),
v.(BA,0)a=(BO),
ABC= (AB)s — (AC), — (BC)s
—v. [(AC,B)s — (4B, 0)a— (BA,C)a)
ABC=v.A,B,C,.

E vonatkozas igaz marad, barhol vegyiik fel a C pontot a para-
bola A B ivén, tehat akkor is, haa C pont érintGje parhuzamos az AB
hirhoz. Minthogy azonban ebben az esetben az ABC haromszog
teriilete kétakkora, mint az 4, B, C, haromszgé, tehat altalaban a v
viszonyszam == 2, Ezért :

A paraboldba irt havomszog teriilele kétakkora, minta havom-
szig szogpontjaiban vomt évinidkiol bekerilett haromszog leviilele.

Tovabba : Egy parabolasegmentum teriilete kétakkora, mint a
segmentum ive és ez iv végpontjainak érint6its] bekeritett idomnak
teriilete : vagy egy parabolasegmentumnak teriilete kél harmada an-
nak a haromszignek, melyel az iv hiirjaés az iv végpontjainak érintoi
bekeritenek; vagy végre: ha egy parabola két pontjan Kkeresztiil
atméroket, az egyik ponton keresztill a parabolahoz érintét, a masi-
kon keresztiil az érint6hoz parhuzamos egyenest huzunk, akkor e
négy egyenes egy parallelogrammat Kkerit be, mely a parabola ivétdl
1 : 2 viszony szerint osztatik.

4. Két affin meziben, a p. és u,-ben, a végtelen tavol fekvé ¢
és ¢, egyeneseken a megfeleld pontsorok egyenléen projektivek is
lehetnek, a mi abban nyilvanul, hogy barmily két egyenestdl képe-
zett szog az egyik mezdben, egyenl6 a megfelel egyenesektol
képezett szoggel a masikban. Az ily kiilénds affin meziket és azok-
ban a megfelel6 alakzatokat hasonléknak nevezziik. Hasonlé mezok-
ben tehat minden sokszognek egy hozza hasonld, minden ellipsisnek
oly ellipsis felel meg, melynek kapcsolt atméré rendszere amazéval
kongruens ; minden hyperboldnak oly hyperbola felel meg, melynek
asymptotdi abban a részben, melyben a girbe 4gai vannak, ugyanoly
hegyes, tompa vagy derékszoget képez, végre minden kornek és
paraboldnak egy tetszésszerinti kor, illetve parabola felel meg.

A hasonlé mezik meghatarozéasara csak két megfelel pontpar
AA,, BB,, vagy a mi ugyanaz, két megfelels vonaldarab 45, A, B,
szilkséges. A két hasonlé mezbnek lényegileg harom kiilombozo
helyzetet adhatunk egy sikban :
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1-sz0r olyant, hogy a végtelen tavol fekvé egyenesen a meg-
felelé pontok mind egyestiljenek, mely esetben a mezdk perspektivek,
vagy mint még mondani szokas, hasonlé fekveésiiek ;

2-szor olyant, hogy a végtelen tavol fekvé kettGsegyenesen a
megfelel6 egyenlGen projektiv pontsorok ugyanegy értelmtiek legye-
nek, és ekkor a mezbket ugyanegy évtelmiien hasonloknak nevez-
ziik ; végre

3-szor olyant, hogy a végtelen tavol fekvé kettGsegyenesen a
megfelel6 egyenlGen projektiv pontsorok ellenkezé értelmiiek legye-
nek, tehat egy egyenoldali hyperbolikus pontsort képezzenek, és
ekkor a mezGket ellenkezé érvtelmiien hasonloknak nevezzik.

Az 1-s6 esetben a megfelelé pontokat 6sszekotd egyenesek egy
pontban, a mez6k hasonlésagi pontjaban taldlkoznak, s e ponton
keresztiil mend egyenesek mind
megfelel6k.

A 2-ik esetben a mezdknek
csak egy val6s kettGspontjuk van,
és a végtelen tavol fekvs egyenes
a valés kettGsegyenesiik. E vég-
telen tavol fekvl egyenesen a kép- |
zetes korpontok, és a valos kettGs-
pontbdl e korpontokhoz vezetett
képzetes egyenesek a mezok kép-
zetes KkettGspontjai és kettGsegye-
nesei. Ha A4, és BB, (46. abra) a
mezGknek két megfelel pontja és 46. dbra.

a D az AD, A, B, egyeneseknek

metsz&pontja, akkor az A4, D, BB, D pontokon keresztiil mend korok
egymast masodizben az O kettéspontban metszik, mert az ABO,
A, B,0 haromszogek egyértelmtien hasonlék. Ha az 44, és BB,
egyeneseknek metszGpontja a (, akkor az O pont az ABCés A, B,C
haromszogek koriil irt koroknek is metszépontja. Mert minden négy-
oldal oldalai négy haromszognek oldalai, és e haromszogek kortil
irt korok egymast annak a paraboldnak gyujtépontjaban metszik,
mely a négyoldal oldalait érinti. E négy korre vonatkozé tétel kiilom-
ben egészen elemi uton is kimutathaté a kor ugyanegy ive folott
nyugvo kertileti szogeinek egyenldségébdl.

A 3-ik esetben, a mid6n a mezdk ellenkezé értelmiien hason-
l6ak, a végtelen tavol fekvd kettGsegyenesen a megfelelé egyen-
oldaltian hyperbolikus pontsoroknak PQ kettGspontjai egyszersmind
a mezOk kettGspontjai; és ezen kiviil van még a mezbknek véges
tavolban egy O kettGspontjuk.




Ha AA, és BB, a mez0k két megfelel6 ponija, akkor az 4B,
A, B, egyenes hajlasszogeinek felez6in vannak a végtelen tavoli PQ
kett6spontok. Az AA,PQ és a BB, PQ pontokon keresztiilmend a®
és b® egyenoldalt hyperboladk, melyeknek atmér6i az A4,, illetve a
BB,, és melyek tehat az 4, 4,, illetve B, B, ellenkez6 értelm{ egyen-
16en projektiv sugarsoroknak képzédményei, egymast az AB, 4,B,
egyeneseknek C metszGpontjan kiviil még egy O pontban metszik.
Minthogy <) OAC = <J OA4,C vagy 180° — < OA4,C, és <[ OBC=
< OB, C, vagy 180° — < OB, C, azért az ABO, A,B,0 haromszo-
gek ellenkez$ értelmiien hasonldk, és igy az O pont a mezdknek

végesben fekvl kettds-

10 pontja, 0Q =p és OP=gq
s ! \ azoknak KkettGsegyenese.
LFS Az O pontot meg-
kaphatjuk a nélkiil, hogy
A az a® = AA PQC és a
b® = BB, POC hyperbo-
gils 7 7 lakat meg kellene rajzol-
By nunk. Ugyanis (47. abra)

BX 77X ;
Joe e M e Thasaz A4 és BB, vonals
@5 X daraboknak felez&pontjai,
tehat az a® és b® hyper-
47. abra. boldknak kdzéppontjai 4,

és B,, akkor a C ponton

keresztiil mend és az A, B, atméréhoz kapcsolt hur, mindkét
hyperbolara nézve a CO egyenes. E végb6l csak a C ponton ke-
resztiil vezetjlik azt az egyenest, mely a CP és CQ egyenesekhez
ugyanoly szog alatt hajlik, mint az 4,5, ; ezen az egyenesen van
mar az O pont, az 4,B, egyenestdl ép oly tavolsagra, mint a C. —
Az ellenkezd értelmii hasonlé mezdk és sokszogek specziali-

sabb helyzetliek az ugyanegy értelmiieknél, amennyiben azoknak a
végtelen tavol fekvé kettésegyenesén a megfelel6 pontsorok mindig
involucziésak, emezeknek pedig csak akkor involucziésak, ha a
megfelelé egyenesek egymadasra merélegesek és ekkor is a mezdk-
nek végtelen tavol fekvé kettGspontjai a képzetes korpontok lesznek.
A hasonlé mezd6k végesben fekvd O kettGspontjanak pedig a
kovetkezd tulajdonsdga van: Ha a mez0k ugyanegy értelmiien ha-
sonlok és az egyik mez6t az O koriil addig forgatjuk, mig egy, tehat
valamennyi sugar az O sugéarsorban a megfelel6be nem jut, akkor a
forgatott mez6 a masikkal hasonlé fekvés(i lesz. Ha pedig a mez6k
ellenkezb értelmlien hasonlok, akkor az egyik mezének tiikorképe
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barmelyik kettGsegyenesre (a p-re, vagy a g-ra) vonatkozolag ha-
sonlé fekvésli a masik mezdvel és az O a hasonldsagi pont.

5. Mikép két kollinear mez6bdl (223.0l1d.), a v. és v, -bbl, melyek-
nek egyik kettéspontja az O és a masik kettének 6sszekotl egyenese
az o, egy Uj v, mez6t lehet leszarmaztatni, mely a v. mez6vel az o egye-
nesnek egy 0¢ pontjara és az O pontnak egy # sugarara, a \», mez6-
vel pedig az o egyenesnek egy masik pontjara, O'-re, az O pontnak
pedig egy s, sugaréra, mint kollineaczi6-kozéppontra, illetve Kolli-
neaczi6 - tengelyre
perspektiv: a p. és

(P

v, hasonl6 mez6k-
b6l is lehet egy
oly 1y mez6t le-
szarmaztatni, mely
amazokkal a vég-
telen tavol fekvd
kettés-egyenesnek
egy Os és egy O
pontjara, és az O
kettGspontnak egy
tés egy s, suga-
rara mint affinitasi
tengelyre vonatko- 48. dbra.

z06lag perspektiv.

Ha a p. és p., hasonl6 mez6kben két megfelel zart sokszognek
terlilete A és A,, és a bel6liik leszarmazott sokszognek teriilete A,,
gy a A, a A és A;-bol és a sokszogek kolesonos helyzetét jellemzi
dllandokbdl meghatarozhato.

Vegyiik fel eldszér, hogy a v és v, hasonld mezbkben az
ABC..., A, B,C, ... megfelels sokszogek ugyanegy értelmiick és mes-
siik az els6 sokszognek szogpontjain keresztiil mend és egy o, egye-
nessel parhuzamos egyeneseket a masodik sokszog megfeleld szog-
pontjain keresztiil mend és egy o, egyenessel parhuzamos egyenesek-
kel ; e metszGpontok a v, mez6 4,B,C, . .. sokszdgének szogpontjai,

Az OAA, haromszog koriil irt #® kor (48. dbra) az A ponton
keresztiil mend os egyenest még egyszer a D), pontban és az A4,
ponton Kkeresztiil mend o; egyenest az I/ pontban metszi. Az
0D, =s, egyenes a ., ., mez6knek és az OE =1 egyenes a .,
mezbknek affinitdsi tengelye.

Ugyanis az 04,D, haromszdgnek megfelel a v mezGben egy
ehhez hasonlé 0AD haromszog, melynek az A-nal levs szoge az
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0OAD,-nek kiegészits szoge, tehat a D ponta D, A egyenesben van :
ezért az 0D, =s, és az OD= s egyeneseknek megfelel6 pontjai az
os-sel parhuzamos sugarakkal egymésba projiczialtatnak, s igy s; a
v, Uy Mmezdk affinitasi tengelye. Hasonlokép az OAFE haromszognek
megfelel a p,-ben az 04, E, haromszog, melynek 4,-nél levé szoge
az OA,E-nek kiegészité szoge, tehat az E, pont az EA4; egyenesen
van, és az OE=1t, OFE,=1, egyeneseknek megfelelé pontjai az
o -vel parhuzamos sugarakkal egymasba projiczialtatnak, A ¢ egye-
nes tehat a p.u., mezéknek affinitasi tengelye.
Ha
AOA, =g, (0s0)=Y, OFA = 0D, A=m0a, OEA;—OD, A, = «,
(44,, OFE)== 4%, (4,4,,0D,)= 4

akkor az A,EA!, AEA' és az A,D A5, A,D, 4,5 hdromszogekbsl

kovetkezik :
e L 1‘ Aat— g2
sin (p— )
Rt sin « N sinz
tehat A = ADiguy A= AD G

A, 44 A48 __sin® ('o—ula) sin? (o — [0501])
AAY T A A sin® sin® (0s01))

Az 4;B,C... ABC... ésaz A, B,C, ..., A,B,C, ... sokszégek
Ay, A és A, A, tertileteink viszonya A,A*: AAY, illetve 4,4,5: 4, 4,°,
ennélfogva mondhatjuk:

Ha két sokszog ugyanegy értelmiien hasonld, tehat az elsé sok-
$208 v szoggel egy pont koviil forgatwa a mdsodikkal hasonlo fek-
vésbe hozhaté és ha az elsé sokszégnek szégpontjain kevesztiil egy
0s sugarval parvhuzamosan mend sugarvakat, a mdsodiknak meg-
feleld szogpontjain kevesztiil egy oy sugarval pavhuzamosan mend
sugarakkal metszsziik, akkor e metszépontok egy havmadik sokszig-
nek szogpontjai Iesmek Ha az elsé, mdsodik és harmadik sokszognek
teriilete A, A, A,, 1tgy

sin® (¢ — [0s04])
sin® (0s01)

A= AA,

Ha az els6 soksztgnek szogpontjain keresztiil az o; sugérral
parhuzamosan mend sugarakat, a mdasodik sokszognek megfeleld
szogpontjain Kkeresztiil az os-sel parhuzamosan mend sugarakkal
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metszsziik, Ugy a metszGpontok egy Uj A; sokszognek szbgpontjai
lesznek. Ha ennek teriilete A;, akkor
Kiaan, S (o0 Ll sie (9 -+ [os0)

sin® (o05) sin® (0s0;)

A, és ], dltaldban nem egyenls, de egyenld lesz, ha 9 =0,
tehat az eredeti sokszogek hasonlé fekvéstiek, vagy ha 9==90";

40, dbra.

tovabba ha (0.0) =0, tehat A, és A, végtelen nagy, vagy ha
(050;) = 90°. — Ha 9 == (0s01) == 90°, akkor A, = 4, =0.

6. Térjiink ezutdn az ellenkezé érielmii hasonlé mezokhiz és
hasznaljuk a sokszogek szogpontjainak, teriileteinek, a mezék ket-
tGspontjanak az o;, 0; sugarak jelolésére. ugyanazokat a betlket,
mint el6bb és nevezziik e mezdknek végesben fekvl valds Kettos-
egyeneseit p és g-nak.

Az 0AA, haromszog koriil irt a® egyenoldalti hyperbola (49.
abra), melynek egyik atmérGje A4, és asymptotai a p, g-val parhu-
zamosak, az < ponton keresztiil az os-sel parhuzamosan mend egye-

Klug : Projekily Geometria. 17
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nest a ), pontban és az A, ponton keresztiil az o,-vel parhuzamo-
san mend egyenest az E pontban metszi. 0D, = s, a p,»., mezéknek
és OE — t a pyu, mezOknek affinitdsi tengelye.

Ugyanis az 04, D, haromsziognek megfelel a p-ben egy véle
hasonlé, de ellenkezd értelmli OAD haromszdg, tehat <) 04, D, =
< 0AD, és mert a D, pont az a* hyperboldn van, azért AD ke-
resztiil megy a D), ponton, Minthogy tovdbba az AOA, szig felezo-
jéhez, a p kettGsegyeneshez, egyenld szog alatt hajlé 0D, =5, és
9D - s egyeneseknek ), D megfelelé pontjai az o.-sel parhuzamos
sugdrral egymasba projiczidltatnak: s, lesz a u,u, mezok affinitasi
tengelye. Ugyanigy bizonyitjuk, hogy az O AE-nek a 1, -ben megfeleld
0A,E, héromszdg A, E, oldala az or-vel parhuzamos A,F egyene-
sen van, tehit a p-hez egyenll szog alatt hajlo OFE =1, OF, =1,
egyeneseknek az I'E, és valamennyi megfelelé pontja az o,-vel pér-
huzamos sugarakkal egymadsba projiczialtatik, és igy a wu, mezGk
affinitasi tengelye a / egyenes,

Ha

S O0Ed=0a, OFEA, =2, 0D A=3}, OD,A =0
(0sp) =13, (po)=7=, (00)—5+5=1,
(AD,, OE)=A', (A,E, OD )==A s,
akkor az A, FEA!, AEA' és az A, D A5, A, D A haromszogekbdl
kovetkezik :

sina Sin o
A At =A'E . 2 AA' = AE, ————
sind sin (6 —r=)
sm {‘ sin s
A 43 =APD, .—— A AFemAPD, . L
sin Y sin (56— =)
ezekbdl pedig
A A A,A _sin*(5—=) sinz, sinj
A 1 A,° sin*y " simaxsins,’

A jobboldalon 4ll6 kifejezés mdsodik faktora = 1, mert ha az

a® hyperbola p-vel parhuzamos asymptéldjanak végtelen tavol
fekvo pontja a Q, ugy az

E(AA,00) /D, (44,00)

-b6l kovetkezik, mert < ALQ =  QEA, és < AD,Q = X QD A,,
hogy

SiN o Sin &, == Sin [ sin .

Ha végre meggondoljuk, hogy az elGbbi egyenlet baloldalan
az els6 és a masodik faktor értéke A, : A, illetve A,:A,, tovdbba,
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hogy 6 — 7 == (0sp) — (vo1) = (0sp) +- (o1p), Ugy felirhatjuk a kisvet-
kez0 tételt :

Ha két sokszdg ellenkez6 értelmiien hasonlé és az elsének szig-
pontjain kevesztiil egy os sugdrral parhuzamosan mend sugavakat,
a mdsodik sokszognek megfelels szogpontjain keresztiil egy opvel
parhuzamosan mené sugavakkal melszsziik, akkor a metszépontok
egy harmadik sokszognek szigpontjai. Ha az elsé és mdsodik sok-
s20g két megfelelé oldalanak egyik szigfelezbje a p, és a harom
sokszog teriilete rendre A, A,, A,, akkor

A sin® ([osp] + [orp])
i sin® (050y)

Ebbdl kovetkezik, hogy ha az elsé sokszognek szogpontjain
keresztiil az o;-vel parhuzamosan mené sugarakat a méasodik sok-
szognek megfeleld szogpontjain keresztlil az os-sel parhuzamosan
mend sugarakkal metszsziik, akkor a metszépontok egy negyedik
sokszognek szogpontjai, melynek A, teriilete egyenld a A,-vel,

Osszehasonlitva az el6bbi esettel, azért lesz jelenleg A, mindig
egyenld a A,-mal, mert, mint mar emlitettiik, az ellenkezé értelmi
hasonlé sokszogek speczialisabb helyzetliek, mint az ugyanegy
értelmiiek,

7. Ha a u. és p, hasonlé mezGkben két végesben fekvé meg-
felel6 vonaldarab A B, A, B, egyenld, ha tehat két Kollinear mezG6-
ben nemcsak a két végtelen tavol fekvs, hanem két végesben fekvo
megfelel§ egyenesen a megfelelé pontsorok egyenléen projektivek,
akkor a kollinear mezbket kongruenseknek nevezziik. Ugyanis min-
den ABC haromszdg, melynek egyik oldala az A B, kongruens (a
szogek és az AB, A, B, oldalak egyenléségénél fogva) a megfelels
A, B, C,-gyel, tehat minden idom, melyet a C pont leir, kongruens a
neki megfelelé €, ponttdl leirt idommal, és igy a v €s p,; kongruens
mez&kben minden megfelel6 pontsor egyenléen projektiv.

Két kongruens mez06nek, a v és p,-nek, mely ugyanegy sik-
ban van, kovetkez6 kolesonos helyzete lehet: 1. a megfelel6 ponto-
kat 0sszekots egyenesek parhuzamosak, tehat a mez6k perspektiv
helyzet(iek, és ugy a kollineaczi6-kozéppont, mint a — tengely vég-
telen tavol van. Ekkor az egyik mezé a kollineaczi6-kozéppont ira-
nyaban bizonyos vonaldarabbal eltolva a masikkal fodésbe jut. —
2. A kongruens mez8k ugyanegy értelmek, de a megfelel6 pontokat
Osszekot6 egyenesek nem parhuzamosak. Ekkor ez utébbi egyene-
sekre a felez6 pontokban mer6legesen allé6 egyenesek egymast a
mezbknek egyedili valdés kettGspontjaban, O-ban, metszik, mely
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koriil az egyik mez6 egy bizonyos ¢ szoggel forgatva, a masik me-
zGvel fodésbe jut. A mezSk képzetes kettGspontjai a képzetes kor-
pontok lesznek. — 3. A kongruens mezok ellenkezé értelmfiek, de a
megfelel§ pontoknak Osszekotd egyenesei parhuzamosak, tehat a
mez8k perspektiv helyzetliek, vagy kozelebbrél meghatarozva invo-
luczidésak. A megfeleld pontok 0sszekotd egyeneseinek felezGpontjai
ekkor egy p egyenesen (az involuczié- vagy symmetria-tengelyen)
fekiisznek, melyre vonatkozolag az egyik mezdnek tiikorképe a ma-
sikkal fodésbe jut. — 4. A kongruens mez0k ellenkezs értelmuek,
de a megfelels A4,, BD,,... pontoknak 6sszek6té egyenesei nem
parhuzamosak, a mez6k tehat nem perspektivek. De ekkor is azok
az A,Bo, ... pontok, melyek a megfeleld6 AA4,, BB,,... pontoknak
0sszekotd egyenesét felezik egy
egyenesen, a mez6k kettGs-

N4 egyenesén fekiisznek.
i, Ugyanis a p-nek tiikor-
g képe az A,B,=p egyenesre
Sz be T vonatkozélag egy p., mezG, mely
g a u. és a p,-gyel kongruens.

Ha a u. mez6 AD egye-

nesének tiikorképe az 4,5,

50. abra. ==p egyenesre vonatkozdlag a

Rl v, mezbnek A, B, egyenese,

akkor az 4, B, az A ,Bo egyenes irdnyaban parhuzamosan eltolva
az A, B,-be juts igy az egész p, mezs a p.,-be kertil. (50. 4bra.)

Minthogy a u. mezd pontjait a tiikkorképeivel 6sszekotd egye-
neseknek felez6 pontjai az elmozditas utan a p egyenesen maradnak
és a v, v, mez6k megfelel§ pontjait sszekots egyeneseknek felezG-
pontjaiba jutnak, azért utébbi felezGpontok isa p egyenesen fekiisz-
nek. A u, p, mezbknek ekkor véges tdvolsagban nincs kettéspont-
juk, hanem a p-nek és az erre merdleges egyenesnek végtelen tavol
fekvd pontja a két kettGspont; a p és a végtelen tavol fekvs egye-
nes pedig a két kettGsegyenes,

8. A 1. és u, kollinear és konplanar mez6kbdl 1j mez6ket szer-
keszthetlink. Azok a pontok, melyek a ., ., mezGk megfelel§ pont-
parjait azoknak egyik kettGsegyenesét6l harmoénikusan valasztjak
el, az adottakkal kollinear mez6t, u,-t, képeznek. Ugyanis a .y, me-
z6k minden megfelel6 pontparjanak, pl. az 44 ,-nek megfelel egy
A, pont, mely t. i. az A4, pontpart a mez6k o kettGsegyenesétil
harmonikusan elvalasztja. Ha az 4 pont a p-ben a ¢ egyenest, tehat
az /A, pont a n,-ben a g-nek megfelel6 g, egyenest irja le, akkor a
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megfelelé A4, pontparoknak Gsszekdts egyenesei egy kupszeletet
burkolnak, melynek a ¢, g, és o egyenesek is érint6i. Ennélfogva
azok a pontok, melyek a g, g -en valtoz6 A, A, pontokat az o-t6l
harmonikusan elvélasztjék, az el6bbi kupszeletnek azon érintGjén
lesznek, mely a g, g, érintGket az o-t6] harmonikusan valasztja el
Minthogy tehat a p. barmely pontjanak és e ponton keresztiil mend
egyenesnek a vo-ban egy pont és e ponton keresztiil mené egyenes
felel meg, azért a v. és v, mez6k Kollinedrok. A 1., mez$ szdrmaza-
sabol kovetkezik, hogy a i, v, és 11, mezbk koziil birmely kettének
ugyanazon hdarom kettGsegyenese és kettGspontja van, mint a két
elsé mezdnek.

Ugy, mikép a ., ., mezOk és azoknak o kettGsegyenese segé-
lyével a ., mezGt nyertilk, a tobbi két ketiGsegyenest felhasznalva,
hasonlé uton két (j mezst lehet leszdrmaztatni; tovabba a dualis
szerkesztés alapjan a harom KkettGspont segélyével még harom me-
z0t taldlunk, mely az adottakkal szintén kollinear.

Ugyanis a 4, @, mezdk A, A, megfelelé sugérsorainak kép-
zodménye egy kupszelet, mely a mezék OPQ KettGspontjain és az
A, A, pontokon megy keresztill ; tehdt az a g’, egyenes, mely az
A, A, pontokbdl kisugéarzé g, ¢, megfelelé egyeneseket az O ponttdl
harmoénikusan elvilasztja, ama kupszeletet egy A‘, allandé pontban
metszi. A p., ', mezdkben tehdt az A, A'; pontok és a g, g', egye-
nesek megfeleldk, és ezért ama mezGk Kkollinedrok. Ennélfogva
mondhatjuk :

Azok a poniok (egyenesek), melyek a . és p, kollinear mezok
megfelelo pontjait (egyeneseit) a mezok o keltosegyenesélol (O kettos-
pontjatol) harmonikusan elvalaszijak, az adotiakkal oly kollinear
mezit képeznek, melynek az adott mezokkel egyiitt ugyanaz a hdvom
keltospontja és kettosegyenese van.

Ebbél kivetkezik :

Két ugyanegy sikban fekvo affin, hasonlo, vagy kongruens
mez6 megfeleld pontjait 6sszekdlo vonaldaraboknak felezdpontjai az
adotiakkal affin mezit képeznek.

Ha azonban a hasonlé vagy kongruens mezok még ngyanegy
értelmiiek is, akkor azok megfelelo pontjait dsszekitd vonaldarabok-
nak felezopontjai az adottakkal hasonlé mezit képeznek.

Hogy e tétel masodik részét kimutassuk, vegyiink fel a . me-
zGben két egyenest, gh-t (51. abra), melyeknek a p,-ben megfelel a
&1y, és a foltétel szerint a gg, és Ik, szigek egyenl6k. Ha a gg,
metszépontja az AB,, és a Ith, metszGpontja a CD,, akkor az AD,
pontnak a ¢ és g,-en megfelel a B, illetve az A, pont, mig a CD,

——
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pontnak a 2 és h,-en megfelel a D, illetve a C, pont. Minthogy
AB: AB,= CD: 0, D,, azért az A, AB és C,CD haromszdgek ha-
sonlok, és igy az 4, B, ', D oldalak hajlasszige egyenlé a gh egye-
nesek hajlasszogével. Az 4,B,0,D, pontok felezik az AA4,, BD,,
C0;, DD, vonaldarabokat és ezért A,B, | A, B, C,D, || C,D; tehat
az A,B,=g, és a C,D,=h, egyenesek, melyek a p, mezGben a g
és a I egyeneseknek megfelelnek, a ¢ és /-val egyenll szoget ké-
peznek és igy a v-vel affin p, mez6 a v-vel hasonlo.
K
9. Kollinear mezdk azonkiviil, hogy kiilindsek, t. i. affinek,
hasonlok, vagy kongruensek lehetnek, még el is korcsosulhatnak
ugy, mikép a projektiv

- : )‘ (/ pont- vagy sugarsorok.

\\r\\%\ Hogy ez elkorcsosu-
> lasokat lassuk, indul-
Ly \ : — )

D) junk ki a kiilémbozd
sikban fekvd v, p, me-
z0k perspektiv helyze-

|\Z\ téb6l. Es pedig: proji-

/ ! czidljuk elészér a p.

i ~‘775,’ és p., mezOk pontjait és

51. dbra. egyeneseit a p. mezd-

nek valamely M pont-

jabol, mely nincs a u, sikban a maésik mezének sikjara és nevez-
ziik e projekcziokat megfelel6 elemeknek..

A v. mezd pontjainak és egyeneseinek megfelelnek a v -ben a
v, sikok ss; metszévonalanak pontjai és az s, egyenes; maganak
az M pontnak és az M sugarsor sugarainak megfelel a p,-nek bar-
mely pontja, illetve azok az egyenesek a p, sikban, melyek ama
sugérsor illeté sugarait metszik. Az M pont a v-ben singularis pont
és az s, egyenes a u.,-ben singularis egyenes.

Ha maésodszor az M pontot a p.p., mez6k ss, metszévonaldban
vessziik fel és igy az M pontot M, -gyel is jeloljiik, akkor a pontok
és egyenesek megfelelése a két mezGben teljesen symmetrikus. T. 1,
a v. mez6 minden pontjdnak és minden egyenesének, mely nem
megy az M-en keresztiil, megfelel a p.,-ben az M, pont és az s,
egyenes ; és a ¢, minden pontjanak s minden egyenesének, mely nincs
az M, sugéarsorban, megfelel a u-ben az M pont, illetve az s egye-
nes ; az M sugarsornak a p-ben megfelel egy vele projektiv M,
sugarsor a u,-ben. Az M pont és a rajta keresztiil mend s egyenes
a p-ben, ugyszintén az M, pont és a rajta keresztiil mend s, egyenes
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a yu,-ben, az illet6 mez6k singularis pontja és singularis
egyenese.

Mindkét elkorcsosulast a perspektiv helyzettdl fliggetleniil is
leszarmaztathatjuk, ha a pp,; mez6k Kkollineaczidjanak megallapita-
sara szolgalé U, U, és V, V, projektiv sugarsorokat (20. §. 2. p.) a
mezbkben vagy kiilonos kolesonds helyzetben, vagy pedig mér
mint elkorcsosult sorokat vessziik fel. -

Hogy ezt kimutassuk, tételezziik fel, hogy az U, V sugér-
soroknak UV kozéppontjai a p-ben egybeesnek, a vélok projektiv
U,, V, sugarsoroknak koézéppontjai a v, mezében nem esnek ugyan
egybe, de abban a kiilonos helyzetben vannak, hogy az UV sugér-
sorok aa’, bb’, cc’,. . . egyesiilt sugarainak oly a,a';,, b, c¢cy,...
sugarak felelnek meg az U,, V, sorokban, melyek egymast egy s,
egyenesben metszik.

Ekkor a p. mez§ egy tetszésszerinti 4 pontjanak, mely pl. az
aa' két egyesiilt sugaron van s melyet ezek metsz6pontjanak tekint-
hetiink, megfelel egy 4, pont az s, egyenesen, mely az a,a’, suga-
raknak metsz6pontja: ellenben az UV pontnak, melyet az U, V
sugarsorok Kkét tetszésszerinti sugara metszOpontjanak tekinthe-
tilnk, megfelel a p.,-ben ama két sugarnak metszGpontja, azaz a
v.,-nek barmely pontja. Valamely ¢ egyenesnek a v-ben, mely nincs
az UV sugarsorban, megfelel a p.-ben az s, egyenes, merta g egye-
nes pontjainak megfelelé pontok az s,-ben vannak; ellenbenaz UV
sugarsor egy sugaranak, pl. az aa'-nak, megfelel a v.,-ben az a,, az
a'y, és minden egyenes, mely az a,a’, egyeneseknek metszGpontjan
megy keresztiil, mert az aa’ egyenesen egy oly UV pont van, mely-
nek a g, mez6 barmely pontja megfelelhet. Az UV lesz tehat a
v-nek singularis pontja és az s, a p.,-nek singularis egyenese.

A masodik elkorcsosulast targyalandd, tételezziik fel, hogy az
UV sugarsoroknak kozéppontjai a p-ben és az U, V, sugérsorok-
nak kozéppontjai a p.,-ben egybeesnek. Az UV sugarsorok egyesiilt
sugarainak, aa’, bb’, cc', . . .-nek megfelelnek az U, V,-ben az a,a’;,
byb',, ¢ic’y ... sugarak, melyek nem egyesiiltek, de mert abc... /\
010, 088 @bt . iR BB 6y vy aZEE B BiC N B0 e
utébbi projektiv sugarsorokat olyanoknak valasztjuk, hogy azoknak
csak egy kettGssugaruk, s,s'; legyen, melynek tehat az UV sugar-
sorban egy ss’ sugar felel meg. Ez az ss’ sugar pedig az U, V, su-
garsorok egybeesé sugarainak megfelelé sugarait6l képezett UV
projektiv sugéarsoroknak szintén egyediili kettGssugara.

s zez

UM U, és VA V, allapitja meg, akkor a p. mez6 minden A pontja-



el e

nak, mely pl. az aa’ sugdron van, megfelel a 11,-ben az U, V, pont,
mint az a,, a’, sugarak metszépontja, s viszont a p, minden pont-
janak, mely egy koz0s d,d’; sugéron van, megfelel a v-ben a d, d'
kiilonvalt sugarak UV metsz6pontja. Tovabb4 minden g egyenes-
nek a p-ben, mely az ss’-t az UV pontban metszi, megfelel barmely
az U, V, ponton keresztiil mend egyenes, és olyannak, mely az ss’-et
nem az UV pontban metszi, megfelel az s, sugar; ugyanez all
viszont a p.,-re vonatkozélag. Az UV, U, V, pontok és az ss', s,s';
egyenesek a p., 1, mezGk singularis pontjai és egyenesei és ha ezek
még végtelenbe tdvoznak, ugy az elkorcsosuldsok még kiilondsek is
lesznek. —

Végezetiil megemlitjiik, hogy a kollinear mez6k kiilonos esetei
(affinitas, hasonlosag és kongruenczia) koziil a sugarnyaldboknal
csak a kongruenczia van meg, ellenben az elkorcsosult mezdket
projiczialé sugarnyalabok szintén elkorcsosultak lesznek.

Két kongruens és konczentrikus kollinear sugarnyaldbnak egy
valés kettGssugara o, és egy erre merGleges « Kettdssikja van, Ha
az aa, és bb, sugarak a kongruens nyaldbokban megfelel6k, akkor
az aa, és bb, sugarak egyik szogének felezGjén Kkeresztiil mend és
az illetd [aa,], [bb,] sikra meréleges sikok egymast az o kettGssugar-
ban metszik. Ha a mdsodik nyaladbot az o koriil addig forgatjuk, mig
az a, az a-ba nem jut, akkor a méasodik nyaldbnak minden sugaraa
neki megfeleldvel egyesiil. A két kollinear nyalab két képzetes ket-
téssugara, az o kettdssiknak képzetes korpontjain megy keresztiil.

25. §. Korrelativ mezdk és nyaldbok.

1. Tudjuk az el6bbiekbdl, hogy ha két mez6 korrelativ vonat-
kozasu, akkor az egyik mez6 minden pontjanak, egyenesének, pont-
sordnak, sugarsoranak, involuczidés pont- vagy sugarsoranak a masik
mezdbben egy egyenes, egy pont, egy sugarsor, egy pontsor, illetve
egy involuczids sugar- vagy pontsor felel meg. A megfelelS egyszer(i
sorok mindig projektivek ; a megfelel§ involucziés sorok Kkettdsele-
meinek pedig valds vagy képzetes mivolta szintén megegyez6. Ebbél
kovetkezik, hogy az egyik mezdében fekvs 22 kupszelet pontjainak,
melyek két projektiv sugarsor megfeleld sugarainak metszdpontjai,
a masik mezdében egy II. o. sugéarsor felel meg, mely ama sugar-
soroknak megfelelé pontsorok képz6dménye. Es viszont a 2@ érin-
t6inek megfelelnek ama II. 0. sugarsortél beburkolt £, ® kupszeletnek
pontjai. A £® kupszelett6l indukalt polarisrendszerben az Osszetar-
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toz6 polus és polarisoknak megfelelnek a %, ,-nek dsszetartozé po-
larisai és polusai,

A p sik végtelen tdvol fekvé g egyenesének megfelel a
u,-ben dltaldban a végesben fekvé @, pont, mely a 1, mezd kozép-
pontja, és viszont a a p, sik », végtelen tavol fekvé egyenesének
megfelelé R pont a p-ben, e mezdnek kizéppontja. Az egyes me-
zokben a kdzéppontokon keresztiil mend egyeneseket diméroknek,
és oly két atmérdt, melyek koziil az egyiknek, tehat barmelyiknek,
végtelen tavol fekvé pontja a madsiknak megfelel, kapcsolinak
neveziink, :

Az yp. mezGben valamely orthogonalis sugarsor a g-t egy invo-
lucziés pontsorban metszi, melynek a p,-ben egy O, kézéppoatu
(elliptikus)  involu-
czi6és sugarsor felel
meg. E sugérsor u,v,
tengelyei - .olyanok,
hogy a nekik meg-
felelo UV pontok a
».mez0 barmely pont-
jabol derékszogl su-
garakkal projiczialtat-
nak. Az u,,v, végte-
len tavol fekvé U, J
rI ("l"l)v Vx:“']rl) :
pontjainak megfelel- 52. abra.
nek az UR=u, VR
= v egyenesek, melyek tehat egymaésra meréleges atmérbk. Az
#, 1, és v, v, kapcsolt atmérSk kiilonosek, mert % | v, és =, | v,
és ezeket a kiilonos dtmérdket a korrelativ mezOk femgelyeinck
nevezziik,

2. A u és p, mezdk Korrelativ vonatkozésat akképen hataroz-
hatjuk meg, hogy a u-ben az u _| v egyeneseken fekvs pontsorokkal
projektiv U,, V, sugéarsoroknak kozéppontjait két egymdsra merdle-
ges egyenes végtelen tavol fekvo pontjaban vessziik fel a ., mezo-
ben. Ekkor az nv egyenesek (52. dbra) a p-ben tengelyek, és ezek
UV végtelen tavol fekvé pontjainak megfelels, tehat az U, V), pon-
tokon keresztil mend, #,v, egyenesei a u,-ben a tengelyek. Az x,
U, ésa v, V, sorok projektivitisinak meghatarozaséra czélszer(i az
U,, V, parhuzamos sugarti sorokat a reajuk merdleges v,, #, tenge-
lyekkel metszeni, vagy av,, V és n,, U sorok projektivitdsanak
meghatdrozasdra a V, U parhuzamos sugari sorokat az #, v-vel
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metszeni, és az u, v, ; v, u, pontsorokat egymasra projektiv vonat-
koztatni. Ugy a két els6, mint a két masodik projektiv pontsornak
ellenpontjai a mezéknek R=(uv) és Q, =(u,v,) k6zéppontjai lesznek.

Ha tehat az u és v, projektiv pontsoroknak hatvianya =%, az
1, és v projektiv pontsoroknak hatvanya pedig 22, és a u. mezG egy
G pontjan keresztiil az #-val parhuzamos a egyenest huzunk, mely
az R-t0l y tavolsagra van, ésa v-vel parhuzamos b egyenest htizunk,
mely az R-t6l x tavolsagra van, akkor az a egyenesnek megfelel az
u,-en egy A, pont, mely a Q,-t6l %, tavolsagra van, a b egyenesnek
pedig megfelel a v,-en egy B, pont, mely a ¢,-t8] n, tavolsagra van,
végre a (G= (ab) pontnak megfelel a g, = A, B, egyenes, és

e B P S
Hhy =AY, Yo

Hasonlokép, ha a v, mez6 egy pontjanak tavolsdga az u,, v, tenge-
lyektdl y,, x, és a megfeleld egyenes a y-ben az u, v tengelyekrol
a %, n vonaldarabokat metszi le, akkor

e n2 i =

A GR =1 atmér6hez a g,-gyel parhuzamos j, atmérd kapcsolt; és
ha az i-nek hajlasszoge az #-hoz «, a j,-nek hajlasszoge a v,-hez
«,, akkor

3. Ha a u, v, mezGket akkép helyezzilk egymasra, hogy az
uv, és u,v tengelyek, tehat egyszersmind a sikok végtelen tavol
fekvé gr, egyenesei egyesiiljenek, a mi négyfélekép torténhetik,
akkor a mez6k involucziés® vagy ,polaris“ helyzetbe jutnak.
Ugyanis a G pontnak, ha azt a y., mezGhoz tartozénak tekintjitk és
H,-gyel jeloljik, megfelel a p-ben egy % egyenes, mely az elébbi
relacziok folytdn a ¢,-ben van; és ugyanigy egyesiilnek a mezdék
minden pontjanak megfelel6 egyenesei. A korrelativ mezk ekkor
egy polarismezit képeznek, melynek kozéppontja az R, pont, ten-
gelyei az wv, és n,v egyenesek, kapcsolt atmérbinek rendszere az
elébbi kapcsolt atmérdk, az Gsszetartozé pélusok és polarisok a
korrelativ mez6k megfeleld pontjai és egyenesei.

Figyeljiik meg, hogy a v. mez6 tengelyein kiviil fekvé G pont-
janak megfelelé g, egyenese a u-vel korrelativ p., mez6ben hova
jut, ha a vy, mez6ket polaris helyzetbe hozzuk. Az nv tengelyek a
v. mez6t és az u,v, tengelyek a v, mezdt négy negyedre asztjik;
az el6bbi negyedek egyikében van a (¢ pont, az utébbiak egyikében
a megfelel6 ¢, egyenes véges hosszusagu darabja. Az wuv, és u,v
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tengelyek négyféle egyesitésénél a py. ;mez0k negyedei is négyféle-
kép egyesiilhetnek, még pedig akképen, hogy a (+ pont és a g,
egyenesnek véges hosszusdgu darabja

1) ugyanegy negyedben legyen ;

2) hogy azok az uv,~t0l el legyenek vélasztva ;

3) hogy azok az w,v-t6l el legyenek valasztva, végre

4) hogy azok az uv,-tél és az n,v-10] el legyenek valasztva,

Mind e négy esetben a p.u., poldrismezdk vezeto kupszeleteinek
tengelyei az nv, és n,vtengelyek lesznek, de e kupszeletek tengelyei
hosszusédgainak négyzetei az egyes eseteknek megfelelGleg »*, 2*;
23— —2® W% — 2%, — 3% gy, hogy e kupszeletek e négy eset-
ben rendre: ellipsis, hyperbola az wuwv, fétengelylyel, hyperbola az
w,v fotengelylyel, végre képzetes kipszelet.

Ha a g, egyenesnek helyzetét a négy koziil barmily két eset-
ben megfigyeljiik, azt latjuk, hogy azok egymdasnak tiikorképei az
uv,, vagy az w,v, vagy veégre az uv, és az n,v tengelyekre vonat-
kozblag. Ezért: a p, mezonek barmelyik két helyzete, a midén a
u~vel polaris mez6t képez olyan, hogy az egyik a masiknak titkor-
képe az nv,, vagy az v, vagy végre az wuv, és az u,v tengelyekre
vonatkozélag. Ebbd] pedig kovetkezik: ha egy A abranak polaris-
abrdja ama négy polavismezd vezels kiipszelelére vonatkozblag, a
melybe két korrelaliv mezd hozhato, N, A, A, A, akkor az AA,
és az M, egymasnak tiikorképe a mezok kozos wv, tengelyéve vonal-
kozdlag ; az AA, és az AN, egymdsnak tiikérképe a mezok masik
kozis temgelyéve, nv-ve, vonatkozélag; végre az A, és az Ay-nek
titkorképe elobb az wv,-re és azlan e titkdrkepnck titkorképe az
u,v tengelyre vonatkozélag az A, illetve az A,.

A midén z=), a korrelauv mez6knek o=! tengelypérjai van-
nak, és igy a mezOk o<'-szer helyezhetOk poldrisan egymadsra; az
ebbdl szdrmazé polarismezbk vezeté kupszeletei kozott van egy
valés és egy képzetes kor és ' egyenoldali hyperbola, melyeknek
csticsai a valés kor pontjai. Ebb6l kévetkezik, ha a u., v, korrelativ
mez6k olyanok, hogy poldris helyzetben a poldrismezok egyik vezelo
kiipszelete valés vagy képzeles kir, akkor ebben a helyzetben a v,
mezonek tiikorképe ama kiv barmely diméréjére vonatkozilag, a
p-vel szintén poldris mezit képez ; ennek vezeld kitpszelete egy egyen-
oldalit hyperbola, melynek valés, illelve képzetes tengelye az elobbi
tikroz6 kior-aimére. Ha folytatdlag a v, mezs ebbil a helyzetbdl a
hyperbola kizéppontja kirill annak sikjaban 29 szsggel elfordiltatik,
akkor u., ebben az 1ij helyzetében is poldris mezit képez a p-vel, mely-
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nek vezeld kiipszelele az elobbi hyperbolinak kizéppontja kériil o
szggel elforgatott helyzele,

Ha tehat valamely A dbranak valamely egyenoldali hyper-
boldra vonatkoz6 poldris dbrédja az A, és A -et a hyperbola sikjaban
annak kozéppontja koriil 29 szoggel elforgatjuk, akkor az elforga-
tott A, szintén poldris abraja az A-nak egy oly egyenoldali hyper-
bolara, mely az elébbinek a kozéppont koriill o szoggel elforgatott
helyzete. Masrészt az A -nek tiikorképe az els6 hyperbola fG- vagy
melléktengelyére vonatkozélag az A-nak szintén poldris abraja egy
oly valés, illetve képzetes korre vonatkozolag, mely a hyperbolaval
kozos kozéppontu és annak f6-, illetve melléktengelyén fekvs pont-
jain megy keresztiil,

4. Azonban nemcsak a tengelyekbdl kiindulva hatarozhatok
meg a korrelativ mez6k akképen, hogy azok polaris fekvésliek
legyenek, hanem altaldban, ha kél
korrelativ mezdben, a p. és u,-ben,
van egy oly haroms"og, hogy szig-
pontjainak, minl a p-hez lartozok-
nak a szemben fekvo oldalak felel-
nek meg a p-ben, tehdl egyszer-
smind szogpontjainak, mint a . -hez
tartozoknak szintén a szemben fekvo
oldalak felelnek meg a y-ben, akkor
a korrelativ mezok poldarisok, azax

53, dbra. minden poninak, barmelyik mezo-

hoz szamitsuk is azl, ugyanaz az

egyenes felel meg a mdsikban, és megfelelé ponlok és egyenesek
egy polaris mezit képeznek.

Ugyanis ha (53. abra) az A BC haromszég 4, B, C szégpont-
jainak, mint a p.-hoz tartozéknak, az a, = BC, b,= CA, ¢,=AB
szemben fekvd oldalak felelnek meg p.,-ben, akkor a (&,¢,), (¢,4,),
(a,b,) szogpontoknak, mint a p,-hez tartozoknak a BC, CA, AB
oldalak felelnek meg a u-ben. Minthogy az A BC hiaromszig egyik
oldalan levé szégpontoknak e szégpontokkal szemben fekv( oldalak
felelnek meg mindkét mezGben, azért azon oldalon levé pontsornak
egy vele involuczios sugarsor felel meg. Ha tovdbba a korrelaczid
meghatdrozasara az ABC = a,b,c, héromszog oldalain kiviil még
egy G pont és egy ¢, egyenes van adva gy, hogy A BCG egy négy-
szig, a,b,c, ¢, pedig egy négyoldal legyen, akkor ezek mint megfelelé
alakzatok meghatarozzék a két mez6 korrelaczi6jat. Annak a hdrom
pontnak, melyben a g, az ABL haromszog oldalait metszi, mint a
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v. mezbhez tartozénak is az a harom sugar fog megfelelni, mely
a szemben fekvl szogpontokat a G- pontbél projiczidlja, tehat a g,
egyenesnek a p-ben is a @ pont felel meg a 1.,-ben, s minthogy ez min-
den pontra és egyenesre igaz marad, mely egyféle vonatkozasban
egymésnak megfelel, azért a Korrelativ mez6k egy polaris mez6t
képeznek.

5. Térjiink vissza a két tetszésszerinti helyzetl korrelativ
mez6hoz és bizonyitsuk be a kovetkezd tételt :

A v mezbben két pontnak valamely egyenestol mért tavolsagai
viszonya osziva ugyanannak a két poninak egy mdsik egyenestél
mért tavolsagai viszonyaval, egyenlé a p-hez kovrelativ p., mezbben
az elsé egyenes megfelelé ponijanak a pontoknak megfelelé egyene-
sektél mért tavolsdgai viszonya osztva a masodik egyenes megfeleld

pontjianak az elébbi egyenesektsl mért tavolsagai viszonydval. Ha
tehat a u-ben (54. dbra) az AB pontoknak és a cd egyeneseknek a
v.-ben az a,b, egyenesek és a C,D, pontok felelnek meg, és két
egymds mellé irt betii, mely egy pontot és egy egyenest jelez, a
pontnak tavolat jelenti az egyenest6l, akkor a tétel azt fejezi ki, hogy :

{{E'éd_ =_Cla1.':D_1ﬁ
Bc ' Bd Ch - Db
Ugyanis ha az a’, b’ egyenesek a (cd) pontot az A, B pontok-
kal kotik Ossze és igy az ezeknek megfelel6 4’;, B’; pontok az
a,, b, egyeneseknek metsz6pontjai a C; D, egyenessel, akkor
(ab'ed) K (4',B',C, D))
tehat :
sim(a’c) . sin(b’c) __ 4,0, . B,C, __ C4, . OB,
sin(a’d)  sim(b’d) A,D," B'.D, DA, DB,
vagy Ao o .06, . O
Ad.Bd < D, - Dby
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é
b Ac.. Adii. Gat D

Be' Bd: - OF Db
Foltételezvén, hogy a B és D, pontok a p. és ¢, mezbknek R

és 0, kozéppontjai, tehat a b, és d egyenesek a mezbk végtelen
tavol fekvo egyenesei, kovetkezik ez elGbbi dltalanos tételbdl :

Ac: Cia, = Rc: Q,a,.

Tehdt: ,Valamely pontnak tdvolsdga egy egyenestil az egyik
mezOben Ugy viszonylik a megfelels egyenes és pont tavolsagahoz
a masik mezében, mint az els6 mezd kozéppontjanak tdvolsidga az
els6 egyenest6l viszonylik a masodik mezd kozéppontjdnak tavol-

5. dbra,

sagdhoz a méasodik egyenest6l.“ Es ha az utébbi tavolsagok (Re és
Q,a,) egyenldk, akkor a tétel ekkép egyszeriisbiil :

Ha két korrelativ mezoben oly két egyenest vesziink fel, mely
az illeld mezok kozéppontjatol egyenlé ldvolsigra van, akkor az
ezeknek megfelelo pontok is, az illeld mezoben fekvo cgyenesekiol
egyenlo tavolsagra lesznek.

Forditva : Ha valamely pontnak tavolsaga valamely egyenes-
t6l egy sik mezGben oly nagy, mint az ezeknek megfelel6 egyenes és
pont tavolsdga az el6bbi mezével korrelativ mezGben, akkor a két
egyenes a mezok kozéppontjatol egyenld tavolsagra van.

6. Vegyiink fel ezutdn két korrelativ mezdt, p. és v -et, mely
nem polaris helyzeti, hanem tetszésszerint van egy sikban elhe-
lyezve, és vizsgaljuk meg mily kiilonds pontok, egyenesek, pont- és
sugarsorok vannak e mezdékben.

Az AB, pontnak (55. ébra) két egyenes a, és b felel meg,
mely egymadst egy (a,b) pontban metszi; ennek a pontnak, mert
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az a,-en és a b-n van, oly két egyenes fog megfelelni, mely az 4B,
ponton megy keresztiil. Az AB, és (a,b) pont tehat azt a k6lcsonos
tulajdonsagot mutatja, hogy barmelyiknek megfelel6 egyeneseiegy-
mast a masikban metszik. A mez0k ily két-két pontjardl, melyeknek
szama ~o?, azt mondjuk, hogy a v.u., Korrelativ mezékben egymdshoz
vannak vendelve. Ugyanigy minden egyenesnek, ¢d,-nek, két pont
C,, D felel meg, melyek 6sszekotd egyenesének, C, D-nek, megfelel
pontok a c¢d, egyenesen vannak, s mely C,I) egyenest a cd,-hez
rendeltnek neveziink,

Mialatt az A3, pont valamely g/, egyenesen egy pontsort ir
le, a megfelelS a,, b egyenesek a gh,-nek a megfelelé G,, H pontok
koriil két projektiv sugarsort, és igy az AB -hez rendelt pontok
altalaban egy kupszeleten az adott pontsorral projektiv pontsort
irnak le. (Ugyanigy egy . o. sugéarsor sugaraihoz rendelt egyenesek,
azzal a sugarsorral projektiv 1I. o. sugarsort képeznek.) De haaz 4B,
ponttdl leirt pontsor gh, tartja az AB,-hezrendelt (a,b) ponton megy
keresztiil, akkor a @, H{ sugarsorok perspektiv helyzetlek, és az
AB,-hez rendelt pontsor azzal involuczids helyzeti.

Ugyanis jeloljiik az 4B, ponthoz rendelt (a,b) pontot 4'B‘,-gyel,
az ennek megfelel6 egyeneseket o, b’-sel. Minthogy a u. mez6 4,
4’ pontjainak megfeleld a,, a’, egyenesek az A’, A pontokon men-
nek illetéleg keresztiil, az A-t6l leirt ¢ pontsor involuczios fekvési a
u.-ben levo megfelelé a, egyeneseitdl leirt sugdrsorral. Ha tehat a ¢
egyenes valamely C pontjanak megfelel a ¢, egyenes, ésa (g¢,) = "
pontnak mint a p-hez tartozénak megfelel a ¢’; egyenes, akkor ez a
U ponton megy keresztiil. A C pont a ¢’; I, egyeneseknek metsz6-
pontja; ennek mint a p..-hez tartozénak a C'// egyenes felel meg ;
tehat a C pontnak mindkét mez6ben megfeleld egyenesek egymast
a (' pontban metszik, mely a C-hez rendelt pont.

Ennélfogva : ,Oly egyenesnek, mely a ., ¢, korrelativ mezdk
egy tetszésszerinti pontjat a megfelel6 egyeneseknek metszépont-
javal 6sszekoti, az a tulajdonsaga van, hogy a rajta fekvé pontsor-
nak megfelel§ sugarsorok egymast a pontsorral involucziés fekvési
pontsorban metszik.“

Ebbdl kovetkezik, hogy az ily tulajdonsagi gh, egyenes G,
H pontjait 6sszekots pp, egyenesnek ugyanegy PP, pont felel meg
mindkét mezSben a gh, egyenesen, mely a pp, és gh, egyenesek
metsz&pontjanak tarspontja a gh,-en levd involucziéssorban. A PPy
tehat oly kiilonds pontja a p., ., korrelativ mezbknek, hogy a meki
megfelels pp, egyenesek egybeesnek, azaz: a PP, poninak a pp, egye-
nes ,involucziésan® felel meg. Csupan egy ily pontja van a mezdk-
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nek, hogy a neki involucziésan megfelel6 egyenes nem megy az
illet6 ponton keresztlll, mert ha az SS, pont is ilyen volna, és az
ennek involucziésan megfelelS ss, egyenes a pp,-et a T'T, pontban
metszené, akkor 7'T)-nek megfelel6 egyenesek is egybeesnének a
PS =P8, =1t=t, egyenesbe, mely a pp,-et a KK, pontban metszi.
De ekkor a korrelativ mez6k mar polaris helyzetliek lennének, mert
a PTK haromszog szogpontjainak mindkét mez&ben a szemben
fekvé oldalak felelnének meg. —

Minden a PP, ponton keresztiil mend egyenesnek az a tulaj-
donsaga van, hogy a rajta fekv6é pontsornak mindkét mez&ben meg-
felel6 sugarsorok egymdést a pontsorral involucziés pontsorban
metszik ; és minden pontnak a pp, egyenesen az a tulajdonsaga van,
hogy a rajta keresztiil mené sugarsor sugarainak mindkét mez&ben
megfelelé pontok, a felvett sugarsorral involuczids sugarsor sugarain
fekiisznek.

A PP, sugarsornak, mint a ». mez8hez tartozénak megfelel a
pp,-en egy vele projektiv pontsor; ama sugarsorban tehat két oly
valos vagy képzetes /, n sugar van, mely a neki megfelel6 L, ilietve
N, ponton megy keresztiil. Az I, P, = I, N, P, = # sugaraknak,
mint a u,-hez tartozéknak az (lp)=L,, (np)= N, pontok felelnek
meg a p-ben; tehat ezek az L, — L, N, = L pontok is oly tulajdon-
saguak, mint a PP, pont, t. i, hogy a nekik megfelel6 egyenesek
egybeesnek az //,- és nn,-be, csakhogy ez utobbi pontok az illetd
megfeleld egyeneseken fekiisznek és képzetesek is lehetnek.

A v. mez0 egy tetszésszerinti egyeneséhez végtelen sok oly
egyenest lehet talalni a p-hez korrelativ u; mez6ben, hogy a mezdk-
nek és az egyeneseknek egyesitése utan az egyenesek involuczi6-
san feleljenek meg egy pontnak, mely vagy magaban az egyenes-
ben van (mint az el6bb talalt //, egyenes és LL, pont), vagy pedig
az egyenesen kiviil van (mint az elébbi pp, egyenes és PP, pont).

Ugyanis ha elészor az egyik mez6t akkép mozditjuk el a masik
sikjaban, hogy a p egyenes a neki megfelel6 I°, ponton menjen ke-
resztiil és a P, pontnak, mint a p. mez6hoz tartozé S pontnak az s,
egyenes felel meg a p,-ben, Ugy még az egyik mez6t az SP, = (s,p)
pont koriil akkép forgathatjuk, hogy az s, és p egyesiiljon,tehataz SP;
pontnak az s, p egyenes involucziésan feleljen meg. Minthogy a B,
pontnak a p-ben ! helyzetet adhatunk, azért a mivelet is ugyan-
ennyiszer végezhetd.

Ha masodszor a v, sikban felkeresiink egy oly #, egyenest,
mely a p.,, mez6ének @, kdzéppontjatél ép oly tdvolsagra van, mint a
p egyenes a p. mezdnek R kozéppontjatdl, akkor a #,-nek a p-ben

|
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megfelel6 7' pont is a p-t6l ép oly tdvolsdgra van, mint a P, pont a
£,-t61 (5. p.). Most mér a p., 1, mezOket és ezekben a p és £, egye-
neseket, valamint a P és 7', pontokat egyesithetjiik és ekkor a PT,
pontnak a p,Z egyenes involuczidésan fog megfelelni. Minthogy oot
oly #, egyenest vehetiink fel a u,-ben, mely a Q, ponttél ugyanoly
tavolsagra van, mint a p az R-t0l, azért ezt a miveletet is «'-szer
végezhetjik.

7. A késGbbiekre nézve fontossaggal bir tudni, hogy mi a geo-
metriai helye azoknak a pontoknak a konplanar és korrelativ pu,
mezGkben, melyek a nekik megfelelé egyeneseken fekiisznek és ez
utobbi egyeneseknek, melyek tehat a nekik megfeleld pontokon
mennek keresztill, Kénny( beldtni, hogy ha egy pont, mint az els6
mez6hoz tartozo, a
neki megfeleld egye-
nesen van, akkor
egyszersmind, mint
a masik mez6hoz
tartoz6 is, a neki
megfeleld egyene-
sen lesz.

Az elGbbiek-
bol (6. p.) tudjuk,
hogy ha a gh,
egyenes nem megy 56. dibra.
keresztiil az involu-
czi6s tulajdonsagi PP, ponton (56. ébra), akkor a gh, egyene-
sen mozg6d AB, ponthoz rendelt A‘B’, pont, mely az AB, pont-
nak megfelelS és a &;, H ponton keresztiil mené a,, b egyenesek-
nek metszGpontja, egy v kupszeletet ir le. Az A, A’ egymashoz
rendelt pontoknak Osszekdtd egyenesei pedig, mint lattuk,a P pon-
ton mennek keresztill, tehat az AP egyenes a ¥® kiipszeletet az
A’P pontokban metszi. Az A ponthoz rendelt A’ pont egybeesik a
P-vel, ha az 4 pont a P-nek involucziésan megfelel6 p egyenesébe
jut; ebbdl lathaté, hogy a I’ pontot a ¢ és p-nek T' metszGpontjaval
Osszekots egyenes a y®-t érinti a P pontban, Eza T pont a G, H
egyenesen is rajta van, mert ez utobbi a gh, egyeneshez van ren-
delve és két egymashoz rendelt egyenes egymast mindig a p egye-
nesben metszi.

Jeldljtik a T’ pontbdl a y9-hoz huzhaté masodik érintGnek érintd-
pontjat G-vel. Minthogy ez a & pont a (7, és H pontokat a P-t3l
harmoénikusan vélasztja el: az A'(GG = @ egyenes is harmonikusan
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fogja elvalasztani az A'G=a, , A’/H=10 egyeneseket az AA‘P
egyenest6l, vagy, ami ugyanazt mondja, az A4 pontt6l. Masrészt a
v@-be irt A'PG haromszognek A‘P, A'G oldalaia g egyenestay®-re
nézve kapcsolt p6lusokban metszik, mert ¢ a PG harmadik oldal-
nak T pdlusan megy keresztiil. Ennélfogva :
, Ha a y. és p, korrelativ mezbk ugyanegy sikban vannak, akkor
azok az @ egyenesek, melyek egy tetszésszevinti g egyenesen mozgo
AB; pontnak mindkét mezében megfelelé a,, b egyeneseit az A pont-
16l harménikusan vdlasztjak el, az A-val involucziés fekvésti G su-
garsort irnak le, mibl mar kovetkezik, hogy a p. mezbben ftei-
szésszevint valtozd A pontok és az ezekhez tartozé a egyemesek egy
polaris mezének poélusai és polari-
sai. E polaris mezonek vezetd kip-
szelete B oly tulajdonsagi, hogy
minden pontjanak a p. és . -ben
megfelelo egyenesei az illeté pon-
ton wmennek kevesztiil. Ez utébbi
tulajdonsag abbdl lathatd, hogy
ha az A pont az a-be keriil, akkor
az a,,b egyenesek is azon az 4
ponton mennek keresztiil.
Ha még visszagondolunk a
v és p, korrelativ mez6k involu-
czibsan megfelel6 P pontjanak és
p egyenesének arra a tulajdonsa-
géra, hogy a P ponton keresztiil
57. dbra. mend minden egyenesen az egy-
mashoz rendelt pontok oly involu-
czi6s sort képeznek, melyben a P-nek tarspontja a p egyenesnek
metszépontja az illetd egyenessel és ez involucziés soroknak
kettGspontjai, melyek tehat a P és p-t6l harmoénikusan vannak
elvalasztva, a 2 kupszeleten fekiisznek, kovetkezik, hogy a P pont-
nak polarisa a k®-re nézve a p egyenes. A k® és a p egymaést
azokban a (valos vagy képzetes) L, N pontokban metszik, melyek-
nek mindkét mezdben, azaz involuczi6san, megfelel6 egyenesei a
PL=1]ésa PN=mn; tehat a k® kupszelet az ! és n egyenest az
L és N pontokban érinti,

A £® pontjainak, mint a p. mez6hdz tartozoknak, megfelelnek a
©-ben egy &, @ kupszeletnek érintsi (57. dbra); tehét az elGbbi 7, #
egyenesek a k,®-et is érintik ; s mert a P és p tgy, mint a k®-re,
a k,@-re is polus és poléris, azért a k,@ is keresztiil megy az L, N




pontokon, azaz a k¥ és k,® egymdst az L, N pontokban érinti, Mas-
részt a k%) minden A B, pontjabdl a %, ®-hez két érinté: a, és b huz-
haté ; ezek az A B, pontnak megfelel6 egyenesei. S viszont a %, ®-nek
minden érintGje cd, a 2®-.Gt két pontban, C,D-ben metszi, melyek
az illetd érintdnek megfelelé pontjai. — Amiddn a p. és p, korrelativ
mezOk poldrisok, a k® kipszelet pontjainak (4.B,-nek), mint a u. és
v,-hez tartozoknak megfelelé két egyenes (ab,) egyesiil és igy
a k™ kipszelet is egyesiil a 2®-vel és k@k,* egybeesd kupszelet a
polarismezének vezets kupszelete lesz.

Két egymast kettGsen érinté kupszelet, 2 és %,'®), kozos sik-
jukban oly két korrelativ mezét, i és u,-et, hatiroz meg, melyben a
£ pontjainak azok az egyenesek felelnek meg, melyek az illeté
pontokbdl a &, ® kipszelethez vezethetdk.

Ugyanis ha a #® és %,® kupszeleteknek érintGpontjai LN, e
pontok érintGi /n, az LN egyenes p, az In pont P, végre a £ kup-
szelet valamely 4 pontjabdl a k¥-hez vezetett egyik érintd a,, akkor
az APLN négyszig és az a,pln négyoldal mint megfeleld alakzat
korrelativ vonatkozdst létesit az elsé és a masodik mezbben, 1 és
u,-ben. Minthogy e vonatkozasban a PLN pontoknak a pli egye-
nesek involucziésan felelnek meg, azért annak a ¥® kupszeletnek,
mely az A ponton megy keresztiil és az In egyeneseket az LN pon-
tokban érinti, az a kipszelet felel meg, mely az LN pontokon megy

- keresztiil és az a, és In egyeneseket érinti, azaz a 2,®. —

Ha valamely sik mezében oly korrelativ vonatkozast akarunk
1étesiteni, hogy valamely k'» megadott kipszelet pontjainak, mint az
egyik mezohoz y-hez tartozonak, e kupszelet illetd pontjain keresztiil
mend egyenesek feleljenek meg, akkor még a *-nek harom pont-
jahoz, AD és C-hez, a megfeleld a,b, és ¢, egyeneseket ama ponto-
kon keresztiil tetszésszerint vehetjiik fel, csak az kivantatik, hogy
az a,b,c, egyenesek ne messék egymast ugyanegy pontban. Négy
kupszelet 1étezik ugyan, mely az a,b,¢, haromoldalba be van irva és
a k® kupszeletet kettGsen érinti, &mde ezek koziil csak az egyiknek,
£,%-nek, van az a szerepe a ¥ iranyaban, hogy a %® pontjainak
megfeleld egyenesek a k,-et érintik és egyszersmind az illeté pon-
tokon mennek kevesztiil. Ha az a,, b,, ¢, egyenesek a ¥ kupszeletet
az AA,, BB,, CC, pontparokban metszik, akkor a kivant %, kip-
szelet a k-6t abban a két pontban, L és N-ben érinti, melyben az
AB,CA,BC, Pascal-hatszognek Pascal-egyenese p a k)t metszi,
Ezzel a k™ kipszelet, valamint a p-nek a ¥® és #,@.re vonatkozo
pélusa P meg van hatdrozva és a k' és &,9-bdl, vagy az ABCP és
a,b,c,p megfeleld négyszog és négyoldalbdl a korrelativ mezok szer-

18"



DT

keszthetok. A C pont és a ¢, egyenes helyett az AB egyenesnek
valamely D pontjat és egy az (a,b,) ponton keresztiil mend d, egye-
nest is felvehetiink, azaz: két mezbben akképen is létesithetiink
korrelativ vonatkozést, hogy valamely 2 kupszelet pontjainak, mint
az egyik mez6hoz tartozoknak, a masik mezben e pontokon ke-
resztiil mend egyenesek és a mellett a 2) kipszelet két pontjanak,
A és B-nek, e két ponton keresztiil mené megadott a, és b, egyenes,
az A egyenesen fekvd D) pontnak pedig egy az (a,b,) pontbél kisu-
garz6 oly d, egyenes feleljen meg, mely nem tartja magén a D pontot.

Az a,b, egyenesek egymast a T'-ben, a ¢ kipszeletet méasod-
izben az A, B, pontokban metszik; az AB, A,B, egyeneseknek
metszépontja a H,a T\ H==g,.
Ha az AB egyenesen a G pon-
tot akkép hatarozzuk meg,

hogy
abd.g, N ABDG,

akkor a G pont a g,-nek meg-
felels. Ezen a (+ ponton és
az AB, A,B egyeneseknek
metszGpontjan megy keresztiil
az a p egyenes, melynek a két
korrelativ mezdben involuczio-
san megfelela P pont és mely a
p-nek polusa a k% kipszeletre
vonatkozélag. Ez a p egye-
58. dbra. nes a #®-6t az LN pontokban
metszi; a k," kipszelet pediga
k.6t az LN pontokban érinti és a mellett érinti az a,b, egyenese-
ket is. A k¥ és k,"® kipszeletekkel a mez0k korrelativ vonatkozasa
mér meg van hatérozva.

8. A & kipszelet elkorcsosulhat két kiillonvalt vagy két egybe-
esO egyenessé és ugyanekkor a k,® kipszelet elkorcsosul két kitlin-
all6 pontta, illetve két egybeess pontta, Ezek az esetek bekdvetkez-
nek, ha a . mezGben valamely s pontsor perspektiv a p, mezGben
neki megfelelé S, sugérsorral ; és pedig az els6 vagy a masodik eset
4ll be a szerint, amint az s nek, mint a y,-hez tartozé f, egyenesnek
megfelel6 pontja T, az S,-gyel nem egyestil, vagy pedig egyesiil.

Ugyanis az elsé esetben (58. 4dbra) az S,-nek, mint a p-hez tar-
toz6 X pontnak a u,-ben egy x, egyenes felel meg; ezt a p-ben
y-nal és az ennek megfelelS pontot a ,-ben Y,-gyel akarjuk jeldlni.




A foltétel szerint az s egyenes valamely 4 pontjanak megfelel
a p,-ben az a, = S, 4 = X4 egyenes, mely az x,-et a B, pontban
metszi ; a B, = (x,a,) pontnak megfelel a y-ben az XA=10 egye-
nes; tehat az §; sugéarsor, mint a u,-hez tartoz6, a neki megfelels
s pontsorral és ugyanez az S,(X) sugarsor, mint a p-hez tartoz6, a
neki megfelel6 x, pontsorral perspektiv. Az s és x, egyenesek egy-
mast egy MM, pontban metszik, melynek mindkét mez6ben
ugyanaz az M,S,=m, és MX=m egyenes felel meg; tehit az
MM, pont involucziésan felel meg az mm, egyenesnek. Ezen az
mm, egyenesen fekszik a 7' és az Y, pont, mert a ¢, az M,-en,
az y pedig az M-en megy Kkeresztiil.

A B, pontnak, mint a y-hez tartoz6 D = (by) pontnak megfelel
a y,-ben a B, Y, =d, egyenes, tehat az y pontsornak a p.-ben meg-
felel a véle perspektiv-sugarsor Y, a y,-ben. E szerint az AY, —¢,
sugédrnak, mint a p.,-hez tartozénak megfelel a p-ben az e, és zx,
metszépontja B. Az AY, = e¢,=— AFE=c egyenesnek a p-ben, meg-
felel az a, és e, metsz6pontja C, a p.,-ben, amely az 4 pontban van
és mert a C, a #,-ben van, azért az AEY, = c egyenes a 1' ponton
megy keresztiil. Ebbol pedig az kovetkezik, hogy az Y, pont egybe-
esik a T'vel, és a £, pontsor a p,-ben perspektiv a neki megfelel6 7'
sugarsorral a p.-ben.

Ha még azt a pontot, mely az MM, -et harmonikusan elvélasztja
az XT pontpartdl, tehat egyszersmind az ezekben fekvd S, Y, pont-
partdl, PP, -gyel jeloljik, akkor a P pontnak a u-ben megfelel az a
p, egyenes, mely az m,-et az x,¢, egyenespartél harménikusan va-
lasztja el, és a P°, pontnak a y,-ben megfelel az a p egyenes, mely
az m,-gyel koz0s m egyenest az x,t, egyenesparban levé ys egye-
nespart6l harmoénikusan valasztja el, — tehéat az el6bbi p, egyenes.

Ebb6l lathaté, hogy a PP, pontnak a pp, egyenes, ugy, mikép
az MM, pontnak az mm, egyenes, involucziésan felel meg ; tovabba,
hogy az altalanos esetben a 2® és &, (-gyel jelolt kupszeletek az
sy==tx, egyenesparra, illetve az S, Y, = TX pontparrd korcsosul-
nak el; végre minthogy egy végesben fekv6 pontsor mindig per-
spektiv helyzetbe hozhat6 egy vele projektiv sugarsorral, melynek
kozéppontja szintén véges tdvolban van: a v, p, korrvelativ mezbk
=*szer hozhatok oly helyzetbe, hogy az a k® kiipszelet, melynek
pontjai a megfelels egyeneseken vannak, egyenesparra, és igy az a
k@ kupszelet, melynek érvintdi a megfelelé pontokon mennek kevesz-
tiil, pontparra kovcsosuljon el.

Térjlink ezutan a mdsodik esethez, a melyben a pp, pontsor-
nak mindkét mezbében egy véle perspektiv sugarsor, PP, felel meg
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tehat nemcsak a pontsor tartéjanak a sugérsor kozéppontja, ha-
nem a pontsor minden pontjanak a sugarsor egy-egy sugara invo-
lucziésan felel meg.

A PP, sugarsor valamely aa, sugardnak (59. 4bra) kétszeresen
megfelel a pp,-nek az az A, A pontja, melyben az a a p-t metszi;
tehat az a két pontjanak, a G és H-nak, mely a P és p-t harméniku-
san vélasztja el, megfelel a p.;-ben az a két — az 4, ponton kereszttil
mend — egyenes, g; és i, mely a P, és p,-t6l szintén harmoniku-
san van elvalasztva. A (¢ ponton Kkeresztlll vezetett egyenes a g, -et
egy E pontban, a p-t egy CC, pontban metszi; a PE = bb, egyenes
a p-t a BB,-ben, a PC
==cc, egyenes a g,-et
aD,-ben, végrea B, D,
egyenes az a.,-et a
PGAH  harmoénikus
pontnégyes miatt a H
pontban metszi, melyet
még I'-gyel jeloliink.

A GC, PB egye-
neseknek a p.-ben meg-
felelnek a (g,¢c,)=D,,
(p,b,) = B, pontok a
u,-ben, amazok K
metszépontjanak meg-
felel ezeknek Ossze-
kot6 egyenese B,D,

59. dbra. =g¢, tehit az AE=f

egyenesnek a y-ben,

megfelel az a,, B,D, egyeneseknek F, metszSpontja a u,-ben.

E szerint ha a G pontnak a p-ben megfelel a ¢, egyenes a

u.-ben, akkor a g,-nek, mint a u-hez tartozénak az a pont fog meg-

felelni a v,-ben, mely a G pontot a P és p-t6l harménikusan valasztja

el. A mez6kben tehat az emlitetteken Kkiviil nincsen mas olyan pont

és egyenes, mely egymdasnak involuczibsan felelne meg és igy az

altalanos esetnek k@ és k,® kupszeletei jelenleg a pp, egyenessé és
a PP, pontta korcsosulnak el.

A targyalasbdl kitlinik, hogy hogyan kell ebben az esetben,
ha egy pp, pontsornak egy PP, sugarsor involucziésan felel meg és
a korrelaczi6 meghatarozasara még egy G pontnak megfeleld g,
egyenes adva van, egy tetszésszerinti F pontnak megfelelé egyene-
sét, e,-t, szerkeszteni.
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9. Vizsgaljuk most meg, hogy lehet-e és hogyan kell két alta-
lanosan adott korrelativ mezét, p. és p.,-et, ebbe a kiilonds helyzetbe
hozni, hogy egy sugarsornak, mint az egyik vagy masik mez6hoz

60. dbra,

tartozonak, ugyanaz a vele perspektiv helyzetl pontsor feleljen meg
a masik mezd@ben. (60. abra.)

Jelentse a = és ) a p. és p,, korrelativ mezGkre ugyanazt, mint
mar el6bb a 266. oldalon és legyen fga = x: 2,
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Huzzunk a mez6k R, Q, kozéppontjain keresztiil a mez&kben
két egyenest, 7 és i'-et, mely az els6 mez6 v tengelyéhez, és két
egyenest, j, és j/;-et, mely a masodik mezének #, tengelyéhez «
szog alatt hajlik, Vegylink fel a két els6 egyenes egyikén, pl. az i-n
egy S pontot, mely az R-t6l p tAvolsagra van, az utobbi két egyenes
egyikén, pl. a j,-en, egy P, pontot, mely a @, ponttél szintén p
tavolsagra van és feleljenek meg az S, P, pontoknak a korrelaczié
folytan az s, p egyenesek.

Ha az S pont tavolsaga az u, v tengelyektdl y, x,

a -Pl. ” ”» ”» 1{«1, vl ” 3’1, xl’
az s, egyenes dltal az u,,v, tengelyekrdl lemetszett vonaldarabok ¢,,n,
:
a p » ”» » u, v ” ” » C-) -n)

akkor az
X=29, =0 SINA JY=—=2X =pCOS%,
» > 4
=gy =2 =g, =», iga=xn:}

relacziokbol kovetkezik :

v %2 + 22
=n=—, N=F
o sina ocosu.

SN

tehatap | SR és az s, || P,Q, egyenesek az R,illetve @, kozép-
pontoktdl is egyenld tavolsagra, o’-re, vannak, és mert

ERa

azért

Az S ponton két egyenest vezetiink keresztiil; az elsd, g, par-
huzamos az #-val és a p-t a G pontban metszi; a masodik, %, par-
huzamos a v-vel és a p-t a H pontban metszi. A gh egyeneseknek
megfeleld G H, pontok az s;-nek metszépontjai az # és v,-gyel; a
G, H pontoknak megfelel6 egyenesek S,G, =g,, P H,=h,.

Az SGH derékszogli haromszog kongruens a @, H,G,-gyel, —
de ha azt akarjuk, hogy az még a P,G, H,-gyel is kongruens legyen,
akkor a G, H,Q, P, trapeznek egyenszarunak Kkell lenni. Minthogy a
trapez két parhuzamos oldalanak tavolsaga ¢’, a trapez hegyesszoge
90% —«, és o’ =) : p, tga==2x:], azért

P,Q,=p =k (¢'cotgr—p'ign) =+ 9’(34 -y ;7),
végre
PP=z(* —=¥).

R D N S W R —
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Ha tehét az S és P, pontokat akkép vessziik fel az el6bbi 7, '
és j;, 7'y egyeneseken, hogy azoknak p tavolsiga a mez6k kozép-
pontjatél a o? =+ (A2 — x?) relaczi6nak eleget tegyen, Ugy az SG I,
P, G, H, haromszogeket egymdsra borithatjuk ; ekkor a két mez6 p
és s, egyenesei és az ezeknek megfelel P, és S pontok egyesiilnek,
és a ps;-en nemcsak a GG,, HH, pontoknak megfelel6 gg,, hh,
sugarak, hanem a p és s, végtelen tavol fekvs pontjainak megfeleld
O, P,, RS sugarak is egymadsra Keriilnek és igy a ps, pontsor a neki
mindkét mez6ben megfelelé P, S sugarsorral perspektiv.

Ha AZ=x, akkor az i, ' egyeneseken négy S pontot
(S 8@ S&) 8% -et) és az ezekkel kapcsolatos 7,, 7/, egyeneseken szin-
tén négy P, pontot (P,(" P, F,® P, (4).et) lehet a foltételnek megfelels-
leg folvenni; de mindegyik S pontot csak egy P, ponttal lehet akkép
egyesiteni, hogy a kivant helyzet elérheté legyen, azaz a mivelet
csak négyszer végezhets. Vagy szavakba foglalva :

K¢t korrelativ mez6t, melynek kozéppontjai véges tavolban van-
nak, altalaban négyfelekép lehet gy egymdsva bovitani, hogy egy pont-
sor a neki mindkét mezbben megfeleld sugarsovokkal perspektiviegyen.

Ugyanis ha a két korrelativ mez6t el6bb poléaris helyzetbe
hozzuk gy, hogy e poléris mezének vezetd kupszelete az e® ellip-
sis legyen, mely ellipsisnek fétengelyei z, A hosszusaguak, és az
ellipsis egyenld hosszusagu kapcsolt atmérdit a RQ, kozéppontbdl a
o =V +(1* — #2) exczentriczitassal leirt korrel négy pontban, még
pedig az egyik atmér6t az S = P,® és S® = P,® pontban, a
madsikat az 8@ =P,® és S®— P,(V) pontban metszsziik, mely pontok
koziil az SM és S@, valamint az S® és S® az ellipsis melléktenge-
lyétdl el van valasztva, ha tovabbd e metsz6pontoknak polarisai az
e®-re vonatkozolag az s, =p®, 5,8 =p@ 5O = p@ 5 & =p0),
akkor a mezdket ijbol akkép egyesithetjiik, hogy az S®, P, pontok
ésazs,Mp egyenesek egyesiiljenek. Az egyesiilés utan az SOF,®
sugéarsor a neki mindkét mezGben megfeleld s,@p® pontsorral
perspektiv lesz (a 60. als6 4bra). De ha »==">, akkor az ¢@ ellipsis
korré fajul el, és az egyesités csak egyfélekép torténhetik, mert az
S® P,pontok az RQ, kézéppontba jutnak,

10. Az eddigi targyalasban, ha a korrelativ mez6k R és @),
koézéppontjarol volt sz6 mindig, foltételeztiik, hogy azok nincsenek
végtelen tavol, Vizsgaljuk most meg azt az esetet, a melyben a v,
v, Korrelativ mez6knek B, @, kézéppontjai, mint a p.,, . mez8k vég-
telen tavol fekvé 7, g egyeneseinek megfelel6 pontjai, maguk is
végtelen tavol vannak, tehat az R a ¢-n ésa @, az r,-en. Az R pont-
hoz, valamint a ¢, ponthoz (61, abra) futé parhuzamos egyenesekre,
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a mezGk atmérdire, egy-egy merdlegest emeliink ; ezeknek végtelen
tavol fekvs pontjat a p-ben V-vel, a p,-ben U,-gyel, és az ezeknek
megfelel6 egyeneseket v, u-val jeloljiik, és a mezok tengelyeinek
nevezziik. Minthogy a V ponta ¢-n,az U, pont az7,-gyen van, azért
a v, tengely a ;-en és az # az R-en megy keresztiil. Minden 4tmé-
r6n fekv6 pontsornak megfelelé sugarsor parhuzamos sugarui; ha a
pontsor az egyik tengelyen van, akkor a neki megfelelé sugarsor a
masik tengelyre merdleges.
Egyesitsiik az #u, v, tengelyeket és a v, y, mez6k sikjait. Az »
pontsornak megfelel6 sugarsor a v;-et az elGbbivel hasonléan pro-
jektiv pontsorban metszi. Ha
Fy ezek a sorok ugyanegy értel-
7 miek, ugy az R, végtelen
u R tavol fekvé ponton Kiviil nincs
kettGspontjuk ; ha pedig ellen-
]‘H L kez6 értelmiek, akkor még
2 Q véges tavolsagban is van egy
kettéspontjuk. Ez utébbi val-

/ tozik, ha a sorok tart6it egy-

B]U‘ masba eltoljuk, de involuczios
helyzetbe nem hozhatok, hacsak
a pontsorok nem egyenlden pro-

w, R0 Jektivek. Foltételezvén, hogy az

% % » tengelyen fekvé pontsornak
al qb megfelel sugarsor a v, tengelyt
az el6bbivel ugyanegy értelmi

Km egyenléen projektiv pontsor-

ban metszi, ugy e pontsorok
61. ‘absa, mindig involucziésak, tehat a
ko6z0s nv, tengely minden pont-
janak, mint az egyik vagy a masik mez6hoz tartozénak megfeleld
egyenesei egybeesnek, és a két mez6 poldris helyzetben van.
Ugyanis ekkor az nv, egyenes valamely A pontjanak a p.-ben,
megfelel egy az nv, tengelyre meréleges a, egyenes a u.,-ben, mely az
uv,-et a BA, pontban metszi; a B pontnak a p-ben, megfelel egy b,
egyenes a p.,-ben, mely a foltétel kovetkeztében az uv,-reaz A= DB,
pontban 4ll merélegesen ; az A,, B, pontoknak pedig a p-ben meg-
felel6 egyenesei aza="5,, ésa b=a,. Minthogy az ABV=A4,B, U,
haromszog szogpontjainak mindkét mez6ében a szemben fekvé olda-
lak felelnek meg, azért a p., v, mez6k egy wy., polaris mezst képez
nek és mert ebben az uv, tengely R(), végtelen tavol fekvd pontja-
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nak a megfelel§ 7,g egyenes végtelen tavolban van, azért a polaris
mezének vezetG Kkupszelete az wwv, tengelylyel bir6 p'® parabola.

Ha a p, mez6t ebb6l a helyzetb6l az uv, tengely mentén egy
23 vonaldarabbal eltol-
juk (62. abra), akkor az
eltolt ., ebben az 4j he-
lyzetben, p‘;-ben is,
ugyanazon oknal fogva
mint el6bb, a u-vel egy
polarismezG6t képez ; en-
nek vezet6 kupszelete
egy a p»-vel kongruens
és attél 8 vonaldarabbal
ugyanabban az értelem-
ben eltolt p*® parabola. 62. dbra.
Hogy ezt belassuk, ne-
vezzik a pyp, polarismezd egy tetszésszerinti C pontjanak a p®-re
vonatkozé poldrisat ¢,-nek; a p®-nek és a c,-nek metszGpontjit a
C ponton keresztiil mend ¢ parabola-atmérével D és C,-nek, a 23-val
eltolt ¢, és C,-et pedig ¢’; és C';-nek. A D pont felezi a CC, vonal-
darabot és a C(C’, vonaldarab D’ felezGpontja, mely a p'® parabola-
nak pontja a D-t6l d tdvolsdgra van a ¢ 4tmérén, — a mi 4llitdsun-
kat igazolja.

A p, mez6 azonban még akkép is polaris helyzetbe hozhaté a
v-vel, hogy a p,-et az el6bbi vy, polaris helyzetbsl az uv, tengely

D p 2

”ol

=

63. dbra.

kortil 180°-kal forgatjuk, vagy a mi ugyanazt eredményezi, a .,
mezbnek az nuv, egyenesre vonatkozé p./, tiikorképét képezziik s
mely a p,-gyel kongruens, A pu‘, polarismez6nek pedig vezetd
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vonala egy p® parabola, mely a p.u., helyzetbdl szarmazé p® para-
bolanak tiikorképe ennek az s csucsérintGjére vonatkozélag (63.
4bra).

Hogy ekkor a v, ./, mez6k polaris helyzet(iek, ép ugy igazol-
hat6, mint az, hogy a p., mez6 a forgatas el6tt a u-vel polaris hely-
zetben van, tehat allitAsunknak csak masodik részét kell kimutatni.
Jeloljiik e végbsl a p parabola egy pontjat és annak érintGjét,
melyek a p, p, korrelativ mez6kben megfelelé elemek, D és d,-gyel;
a d,-nek tiikorképét az uv,-re vonatkozélag d’;-gyel; a D és d,-nek
tiikorképét a p®-nek s csucsérintSjére vonatkozélag, mint a p®
parabola pontjat és érint6jét, D, d,-sel. A DD egyenes a d',-et oly
E pontban metszi, hogy a DE vonaldarab felezSpontja a D, tehét a
D pont polarisa a p@-re vonatkozélag, a d-vel parhuzamos d’;, s
minthogy a p® parabola minden D pontjanak polarisa a p®-re
vonatkozodlag a D pont p®-hez tartoz6 d, érintGjének d’; tiikkorképe
az nv,-re vonatkozoélag, allitdisunk masodik része is igazolva van,

Vizsgalodasunk eredményét ezutan a kovetkezG tételekben
foglalhatjuk egybe :

Ha a p. és ., oly két korrelativ mezé, hogy a véglelen tavol
Sfekvé q és v, egyeneseinek megfelelé Q, és R pontjai szintén végtelen
tavol vannak, 11gy a két mezé csak akkor hozhaté poldris helyzetbe,
ha az R és Q, iranyra meréleges V és U, sugarsovoknak megfelels
v, és u pontsorok ama sugdrsorokkal involucziés helyzetbe hoz-
hatok.

Ha ez egyszer bekovetkezik, tehat a v. és p., mez6k egy vy, poldaris-
mezGt képeznek, és az egyik mezdt, pl. a v.-el,az nv, egyenes mentén
tetszésszerint eltoljuk, vagy az wv, kériil 180°-kal elforditjuk, akkor a
vy ezekben az 1j helyzetekben is polarismezit képez a y-vel. Mindezek-
nek a (o<t) polarismeziknek vezets kiipszeletei kongruens pavaboldik ;
ezeknek kozos tengelye az wv, egyenes, csiuicsuk az uv-nek barmely
pontja, és kett-keti6 egymasnak tikovképe a kdzos csiicsévinidjiikre
vonatkozolag.

Ebben az esetben (a midén t. 1. a v, v, mezék polarismezot
képezhetnek) a p.és ., mezbk még abba a kiilonis helyzetbe is hozhatdk,
hogy az uv, egyenesen fekvs ponisor a neki megfelelé mindkét sugar-
sorral U, és V-vel egyidejiileg perspektiv legyen.

Ennek kovetkezménye :

Ha egy A sokszignek egy p® parabolarva vonatkozé polaris
sokszoge az A, sokszig, és ex utobbit a p'® parabola tengelye mentén
23 vonaldarabbal tovamozditjuk, az A'\-be, vagy A,-nek ama ten-
gelyve vonatkozé A, tiikorképét szerkes:tjiik, akkor az A'|, A, sok-
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szigek szintén polaris dbrdi az A-nak a p®-vel kongruens parabo-
ldkra. Ezek kiziil az els6, a p®-nek a tengely mentén d vonaldarabbal
eltolt helyzete, a mdsodik a p®-nek tikorképe a csicsérintbjére
vonatkozdlag.

11. A v és y., mezok elkovcsosult kovrvelaczidit a mezSk erkor-
csosult kollineaczi6ibdl szarmaztathatjuk le. Tételezziik fel, hogy a
v és p mez6 kollineaczi6ja elkorcsosult, és pedig a v.-nek egy M
singularis pontja, a p./-nek egy s‘ singularis egyenese van, és nevez-
zik a p’ mezGvel polarismez6t egy 2@ kipszeletre vonatkozodlag
u-nek. A p, p., mez6k ekkor Korrelativek és az els6ben az M pont,
a masodikban pedig az s’ egyenesnek S, polusa a singularis pont.

Az p. mez6 M pontjanak, az M sugérsor egy sugardnak, a u.
mez6 mas pontjainak és mas egyeneseinek rendre megfelelnek : a y.’
sik barmely pontja, az M sugarsorral projektiv s’ pontsorban ama
sugarnak megfelel6 ponton keresztiil mené sugarak, az s’-nek pont-
jai, végre az s’ egyenes, — tehat a p.,-ben megfelelnek: a mez6
barmely egyenese, az S, sugarsorban a projektivitas folytdn meg-
felel6 sugarnak barmely pontja, az S, sugarsor sugarai, végre az
S, pont. E szerint :

Hu a . és p., korrelativ mezékben az

M, illetve az S, pont singuld- | m. illetveaz s, egyenes singula-
vis, akkoy ezeknek a mdsik mez6 |  ris, akkor excknek a mdsik mez6
dsszes egyenesei, ¢és az M, S, l dsszes pomtjai, és az m, s, pro-
projektiv sugavsorok egyik su- | jektiv pontsorokegyikpontjanak

garanak a mdsik sugavsovban ‘ a mdsik pontsovban megfeleld
a megfelelé sugar barmely pontnak barmely sugara felel
pontja felel meg. | meg.

Ha a p. és p. kollinear mez6kben az M, M’ pontok és az eze-
ken keresztlil mend s, s’ egyenesek singularisok, akkor a p.’-sel
polaris p., mezdben az M' és s’-nek az m, egyenes és az S, pont
felel meg, melyek a p., mezének singularis elemei. Kénnyen belat-
hat6, hogy most, @ midén a v. és v, elkorcsosult korrelativ mezékben
az M singularvis pont az s singularis egyenesben van, és az azoknak
megfeleld my, singularis egyenes az S, singularis pomton megy
kevesztiil : az egyik mez0 minden pontjanak és egyenesének, a mdsik
mezb singularvis egyenese, illetve singularis pontja, és a singularis
egyenes minden poutjanak a wmegfelelo singularis pont barmely
sugara felel meg.

Tekintsiik ezutan a u. €s p, mez6t oly polaris mez6nek, mely-
nek vezetd kupszelete egy kettésegyenes ss,, vagy egy kettGspont
SS,. Ha ezeket a poléaris helyzetbdl kimozditjuk, két még jobban
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elkorcsosult korrelativ mez6t nyeriink, mint az elGbbiek voltak, s
melyekben az s és s, singularis egyenesnek minden pontja singularis,
illetve a masodik esetben az S, S, singularis pontoknak minden

sugara singularis. Ezért mondhatjuk :
Ha a p., p, elkorcsosult korvelativ mez6kben két

poutsor minden pontja singi-
laris, akkor azegyik mezd min-
den pontjanak és egyenesének,
a masik mez6 singularis egye-
nese, illetve enmnek barmely
pontja megfeleld.

sugarsorv minden sugarva Sin-
Sularis, akkor az egyik mezo
minden egyenesének és pontja-
nak a mdasik mezb singularis
pontja, illetve ennek barmely
sugara megfeleld.

12. A korrelativ mez8knek targyalt tulajdonsagaib6l 4ltaldban
kovetkeztetni lehet a sugarnyalaboknak dualisan megfelel6 tulajdon-
sagaira, nevezetesen a projektiv tulajdonsdgokra. De mint kiilon-
allénak kell tekintentink ezt a kérdést, ,van-e az M sugarnyaldbban
egy oly derékszogl haromél, melynek a vele korrelativ M, sugar-
nyaldbban egy derékszogli haromél lapjai felelnek meg, és hogyan
lehet e kiilonds haroméleket szerkeszteni ?¢ bar a korrelativ mezék
tengelyei és a végtelen tavol fekvs egyenesei ezekkel analogus alak-
zatoknak tekinthetdk,

Emeljiink az M, nyaldb minden sugardra és sikjara az M,
pontban meréleges sikot és sugarat; ezek egy M, sugéarnyaldbot
képeznek, mely az M-mel kollinear. Az M, M, kollinear nyaldbokban
azonban lehet egy megfelelé derékszogd haromélpart grs, g,7;s,-et
szerkeszteni; tehat a grs éleknek az DM, -ben, a ¢,7,s, élek és az
M,-ben az [r,s,], [5,9,], [719,] lapok felelnek meg tgy, hogy az M,
M, korrelativ sugarnyalaboknak g¢rs, ¢,7,s, haromélei, a megfeleld
derékszogli haromélek,

Ha az M, M, sugarnyalabok gq,, 77,, ss, €leit egyesitjiik, a mi
négyfélekép torténhetik, akkor a nyaldbok poléaris helyzetbe jutnak,
vagyis egyiittvéve egy poldrisnyaldbot képeznek. De ha az M, M,
kollinear sugarnyaldbokban co! derékszogli megfelel6 haromél van,
akkor az M, M, korrelativ nyaldbokban is ugyanennyi derékszog(
megfelel6 haromél lesz, és ekkor ezek o1-féleképen hozhatdk pola-
ris helyzetbe,
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VI. FEJEZET.

Harmadrenda térgorbék.

26. §. Két kollinear sugarnyaldb képzédményei.

1. Két kollinear sugarnyaldbnak, az M és M,-nek, mely nem
konczentrikus és nem perspektiv helyzetli, kovetkez6 kolcsonos
helyzete lehet :

1. A nyalaboknak egy megfelel6leg kozos sugaruk van,

2. A nyalaboknak egy megfelelSleg k6z0s sikjuk van, de nin-
csen megfeleldleg k6zos sugaruk.

3. A nyalaboknak nincsen megfelelleg kozos sugaruk vagy
megfelel6leg kozos sikjuk, azaz dllaldnos helyzetiick.

A nyalabok megfelel§ sugarai egymast altaldban nem metszik,
de vannak oly megfelel§ sugarparok, melyek talalkoznak. Vizsgal-
juk meg e talalkoz6 sugarparok metszépontjainak geometriai helyét
az egyes esetekben.

Az 1. esetben a megfelelSleg kozos MM, sugar két projektiv
siksornak tengelye. E siksoroknak mindenik kettGssikja v. és v,a sugar-
nyalaboknak két megfelel6 projektiv sugarsorat tartja; ezek per-
spektiv helyzetlek 1évén, a nyalabok megfelel6 sugarai egymast a .
siknak egy 2 egyenesében és a v siknak egy 7 egyenesében metszik.
Az MM, sugarnak minden pontjat két megfelel6 pontnak tekinthet--
juk, tehat az 1. esetben a sugdrnyalabok megfelelé sugarai egymést
harom egyenesben : MMM, m és n-ben metszik, melyeknek egyike
MM,, a mésik kett6nek szelGje. —

A 2, esetben a megfelelé kozos siknak, p-nek, az M és M,
pontokon kell keresztiil menni. E sik jelen esetben is a nyalabok két
megfelel§ projektiv sugarsorat tartja, mely azonban most nem
perspektiv helyzet(, tehat képzédményiik egy a v sikban fekvd
és az MM, pontokon Keresztil mend m® kupszelet. A nyalabok
megfeleld sugarai egymast az m® kipszeleten kiviil is metszik.
Ugyanis ha az « és «, két tetszésszerinti megfelel6 sik, akkor az «
és 2, az m® Kkupszeletnek ugyanegy A pontjan megy keresztiil.
Az o, «, sikokban lev6 megfelel6 sugarsorok az zz, egyenest két
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projektiv pontsorban metszik ; ezeknek egyik kettGspontja az 4, a
masik pedig egy a p. sikon kiviil lev64' pont, melyben a nyalaboknak
két megfelels a’ és a’; sugara taldlkozik. Hasonlékép ha { és (3, a nya-
laboknak mas két megfelel sikja, akkor azoknak £8, metszévonala
az m® kupszeletet egy B pontban metszi; ezenkiviil van a 3, met-
szévonalon egy B’ pont, melyben a nyalabok &’, b, megfelel6 suga-
rai taldlkoznak. A v = [a'd’] és v, = |a’,V,] sikok megfelel6k 1évén,
az m®-nek egy C pontjan mennek keresztill és igy egymadst az
A'B'CO=g egyenesben metszik. Minthogy a g-ben harom oly pont
van, melyben a nyalabok megfelel6 sugarai talalkoznak, azért a
g-nek minden pontja ily tulajdonsagu lesz.,

Az m® kupszeleten és a g egyenesen kiviil nincsen oly pont,
melyben a nyaldbok megfeleld sugarai taldlkoznanak. Mert ha a P
egy ily pont volna, és egy rajta keresztlil mend tetszésszerinti =
sik a kupszeletet a Q¥ pontokban, a ¢ egyenest az S pontban met-
szené, akkor a két kollinear nyalab a = sikot oly két kollinear mez4-
ben metszené, mely, mert a PQRS négyszog szogpontjai meg-
felel6k, egybeesne, és igy a nyalaboknak perspektiveknek Kkel-
lene lenniok feltevésiink ellenében. — .

A 3. esetben, a midén a nyalabok kélcsonos helyzete altalanos,
szintén vannak egymast metsz6 megfelel6 sugarak. E sugarak
metszGpontjai egy 2% gorbén vannak, a melynek nem fekszik min-
den pontja ugyanegy sikban, hanem a melynek minden sikkal harom
kozos pontja van, E &® gorbét e tulajdonsaga miatt harmadvendii
térgorbének nevezzik.

2. Jeloljuk az MM, sugarat, mint az M nyaldbhoz tartozot
f-fel, mint az M, nyaldbhoz tartozot e,-gyel; az ezeknek megfelelé
sugarakat pedig f; és e-vel. Minthogy az ¢ és ¢, egymast az M-ben, az
f és f, egymast az M, -ben metszi, azért az M és az M, pont a k&®
gorbén van.

Vegyiik most fel el6szor, hogy az a sik «, melylyel a £® gor-
bét metszsziik, az MM, egyenesen megy keresztiil. Ennek az o sik-
nak, mint az M nyaldbhoz tartozénak, megfelel az M,-ben az «,
sik, mely a-t az M, nyaldb 22, = a, egyenesében metszi. Az a,-nek
megfelel6 a sugar az « sikban 1évén az a,-et az (aa,) = A pontban
talalja tgy, hogy az = sikban a k® gorbének M, D, és A pontja van.

Ha masodszor oly { sikot vesziink fel, az egyik, pl. az M nya-
labban, mely nem megy Kkeresztiil a masik nyaldbnak M, kozép-
pontjan, akkor a f-nak megfeleld [2, sik a (-4t egy (2, = b egyenes-
ben metszi. A [ és {, sikban fekvé megfelels sugarsoroknak nyomai
a b-n projektiv pontsorok lesznek, melyeknek két valos vagy képze-
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tes kettGspontjaban a nyalabok megfelel6 sugarai jutnak metszéshez.
Ezért a k® gorbének a (b sikban az M-en kiviil még két valds vagy
képzetes pontja van,

Ha végre a y egy tetszésszerinti sik, mely az egyik nyalab
kozéppontjan sem megy keresztill, gy ez a nyaldbokat két kollinear
mezdben metszi, és ezeknek szintén harom megfelel6 kozos pontjuk
van, melyeknek egyike mindig valds, a masik kett6 pedig kapcsolt
képzetes is lehet,

Ezért mondhatjuk :

Két kollinear, de nem konczentrikus és nem perspektiv sugdar-
nyalab megfelels sugarai egymast a nyalabok kozéppontjdn kevesz-
tiil mend havmadrendii térgovbében metszik, mely abban az esetben,
a middn a nyalaboknak egy megfeleldleg kozos sugaruk van harom
egyenesse, a midén azoknak egy megfeleldleg kiézos sikjuk van egy
kupszelelté és enmek egy pontjan kevesztiil mend és sikjan kiviil fekvo
egyenessé fajul el. (220, oldal.)

A IIL r. térgorbének harom végtelen tavol fekvé pontja van,
melyek koziil egyik mindig valos, a masik kett6 képzetes is lehet,
mert a végtelen tavoli sik a gorbét szintén harom pontban metszi.

Ha a két kollinear sugarnyalab megfelel§ sugarai egymast egy
IIL. r. térgorbében metszik, akkor a nyaldbokat dltalanos helyzetiick-
nek, a Ill. r. térgorbét pedig azok képzédményének nevezzik. A kovet-
kez6kben mindig altalanos helyzetl sugarnyalabok képz&dményével
foglalkozunk, mert a nyert eredmények konnyen atvihet6k kiilonos
helyzet(i kollinear nyalabok képz6dmeényeire is.

3. Két altalanos helyzet( kollinear sugarnyalabnak a III. r. tér-
gorbén kiviil, mely pontképzédmény, van még egy sugarképzidménye
is, mely swgarkomngruenczia. Ugyanis az M és M, nyalabok
megfelel6 sikjai egymast o<* sugarban metszik, mert ennyi megfelelé
sikparja van akét nyalabnak. E kongruenczia elsérendd és harmad-
osztalyu. Ugyanis, ha a P egy tetszésszerinti pont, akkor az MP sik-
sornak az M nyalabban megfelel egy vele projektiv siksor az M, -ben,
mely utébbinak a P ponton éltalaban csak egy sikja megy keresz-
tiil. Ez a sik az M nyalabban levl megfelel§ sikjat mar a P ponton
keresztiil mené egyediili kongruenczia-sugarban metszi. Ha tovabba
tekintetbe vessziik, hogy az M, M, nyalabok a tetszésszerinti = sikot
két kollinear mez6ben metszik, melyeknek altaldban harom meg-
feleld kozos sugaruk van, és a melyekben tehat az M és M, nyala-
boknak hirom megfelel6 sikparja jut metszéshez, kovetkeztetni
lehet, hogy a kongruenczia elsérendd és harmadosztalyd. Ezért
mondhatjuk :

Klug : Projektiv Geometria. 19



— 200 —

Két altalanos helyzelit kollincar sugdvnyalabnak pontképzid-
ménye egy harmadvendii térgorbe k®,*) és sugarképzédménye egy
elsérendii és harmadosztdlyit kongruenczia K,M.

Az M, M, kollinear sugarnyaldbok sugarképz6dményének, a
K,® kongruenczianak, egy tetszésszerinti ponton csak egy sugara
megy keresztiil. Ha azonban az M, pontot a nyaldbok pontképzdd-
ményén, a k@ gorbén, vessziik fel, tehat MM,, M, M, a nyalabok két
megfelels sugara, akkora nyalabokhoz tartozé MM,, M, M, tengely
projektiv siksorok képz&dményének, az M, IL r. kipnak, minden
alkot6ja a K,(M-hoz tartozik. Ezért a & gorbe M, pontja, és minden
pontja a K,(V-ra nézve singularis lesz, és ezt a k® gorbét a K,
kongruenczia rendi-gorbéjenek nevezzik.

A K, kongruenczianak sugarai az M és M, nyaldbok meg-
felel sikjainak metsz6vonalai; e sikokban fekvé projektiv sugar-
sorok pedig azilleté metszévonalat két projektiv pontsorban metszik,
melyeknek valds vagy képzetes kettGspontjai a #®-nak pontjai. A K,
kongruenczia sugarai tehat a #®-mat két pontban metszik, és mint
ilyeneket a %) girbe hirjainak (vagy bisekansainak) nevezhetjiik.
Ezért: A IIL v, tévgirbe hivvendszeve egy K,V kongruencziat képez.

4, Az el6bbi M,® 11, r, kip, mely az MM,, M, DM, projektiv sik-
sorok képzédménye keresztiil megy a 2® IlL r. térgérbén. Mert ha
az A a k®-nak tetszésszerinti pontja, akkor az MA, M, A sugarak a
nyalaboknak megfelelé sugarai, az MAM, M A, sikok pedig
azoknak megfelels sikjai, és igy ezek egymast az M, kup MyA
alkotéjaban metszik, Ebbdl lathat6, hogy az M, M, kollinear sugar-
nyalabok pontképz&dménye, a k® ITI. », térgovbe, annak minden
pontjabdl egy I1. v. kitp alkotéival projiczialtatik.

A ® gérbe pontjait a nyalabok M és M, kozéppontjaibol
projiczialo sugarak szintén egy-egy II. r. kipnak, M® és M, ®-nek
alkotéi. Az MM, =e, f k6z0s sugarnak megfelel6 sugarakat, mint
elébb e és f-gyel jelolvén: az M® és az M,® kip képz6dménye az
e, e, és az f, f; tengely projektiv siksoroknak.

Minden az MM, -en keresztiil fektetett = sik az M® és M,
kipot még egy-egy alkotéban metszi, melyek a £® gorbe egy M,
pontjaban taldlkoznak, és ezért a £ gorbe az MM, kozos alkotoval
bir6 M® és M,® II. r. kipoknak metsz6vonala. Ha a = sik az
MM,-en és az f;-en megy Keresztiil, akkor az ebben levé megfelels
f, fi sugaraknak M, metszGpontja az M,-gyel egyesiil; ez a = sik
az M, kupot az ff; alkotbkban metszi; az M® kipot pedig az f

*) Seydewitz : Archiv der Mathematik und Physik (1847) ; 10. kotet, 208. old.
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alkotéban érinti és az f, érintdjea k'®-nak az M, pontban. Hasonl6-
kép az MM, en és az e-n keresztiill mené sik az M® kipot az e, e,
alkotokban metszi, az M, ® kupot pedig az e,-ben érinti, és az e érin-
toje a k®-nak az M pontban. Minthogy a nyalabok altaldnos hely-
zete miatt az e, ¢, f, f, egyenesek nincsenek ugyanegy sikban, az
M@ M,® kipoknak az MM, alkoté mentén kiilomboz6 érintdsikjai
vannak, azaz e kipok egymast az MM, kozos alkotéban nem érin-
tik, hanem metszik, Ezért:

Két IT. r. kitp, melynek egy kozis alkoldja, de ennek mentén
kitlombozo évintosikja van, egymast ez alkoton kiviil még egy I11. ».
tér gorbében melszi.”)

Ebbdl arra lehet kovetkeztetni, hogy a I11. r. térgovbe cgyagit,
mert barmely pontjabol kiindulva, egy masik pontjdhoz juthatunk,
a nélkiil, hogy a girbérdl letérnénk, minthogy az elsé ponton keresz-
till mend két kupalkotét is a masik ponthoz futé két kupalkotéba
vezethetjiik az illeté kupokon,

Az e egyenes, mint az M, M = ¢,-nek megfelelé sugir az M=
kupnak oly alkotéja, mely a 2 gorbét az M pontban érinti, azaz az
M-ben és az ehhez igen kozel fekvé pontban metszi, Oly sikot, mely
a gorbe egy érintGjén megy keresztill, a gorbe érintésikjanak nevez-
zlik. Az M pontnak minden érintésikjaaz M@ kipot még egy alko-
téban, a ¥ grbét pedig még egy pontban metszi. Ha az ¢ érintd
koriil forgd érintGsik az M® kipnak p. érintGsikjava valik, akkor a
masik alkot6, melyben e sik az M® kipot metszi, az e-vel egyestil,
és a p. siknak harmadik metszépontja a 2®-mal is egyesiil az M
pontban. Az oly sikot, mely a térgérbének harom szomszéd pontjan
megy keresztill, a térgérbe simulésikjanak és az egy pontta egyesiilt
hiarom szomszéd pontot a simulésik simuldpontjanak nevezziik.
Az elGbb taldlt p. sik tehat a 2® térgdrbe simulésikja az M pontban,
De a p. siknak, mint az M nyaldbhoz tartozénak, az M, nyaldbban
az ee sik felel meg ; ezért:

Az M és M, kollinear sugarnyalabok pontképzodményének, a k'®
IIL. v, térgorbének, simulosikja az M pontban annak a siknak felel
meg az M, nyalabban, mely a k'®-mat az M pontban érinti.

5. Két kollinear sugarnyaldb M és M, meghataroz mint pont-
képzGdmeényt egy k@ IlI. r, térgorbét, tovabba két II. r. kiipot M2
és M,®-6t, mely a k®-mat az M és M, pontokbdl projiczidlja, és
mely a két nyalabban egymdsnak megfelels alakzat, végre meghata-

*) Staudt!: Beitrige zur Geometrie der Lage; 462, pont. A tébbire vonat-
kozdlag a 462—507. pontok.
19*
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roz oo' szamu IL r. kipot M®-6t, mely a k®-mat annak tetszés-
szerinti M; pontjabél projiczialja, és mely a nyalabok MM; M,M;
megfelel6 siksorainak képz6dménye. Nemcsak az M@, M, hanem
egyszersmind az M2, M@ kdpok alkotéi is a £® gorbe altal egy-
masra projektiv lesznek vonatkoztatva; e vonatkozéasban a kiupok-
nak azok az alkot6i felelnek meg, melyek a 22 pontjaiban talal-
koznak.

Ugyanis az M@, M,® kipok alkot6éinak sora az MM, tengely(i
siksorral, az M®), M®? kupok alkot6inak sora pedig az MM; tengely(
siksorral perspektivek, és ezért a kupok alkotdinak sorai projektivek.
Ezt roviden ekkép fejezhetjlik ki:

A III. r. térgorbét annak pontjaibol projiczialo kipok egy-
madssal projektivek Ugy, mikép a II. r. gorbét annak pontjaibol
projiczialé sugarsorok is egymassal projektivek.

Minden IL r. kiprél, mely a IIL. r. térgorbét annak egyik pont-
jabol projiczialja, azt mondjuk, hogy a gorbével perspektiv helyzetit.
Ha a gorbe pontjait a rajtuk keresztiil mend kupalkotékra vonat-
koztatjuk, akkor a gorbérdl (azaz pontjainak sorarél) azt mondjuk,
hogy a vele perspektiv kuppal (azaz az alkotok soraval) projektiv,
A 1IL r. térgorbén fekvd pontsorok tehat a gorbével perspektiv II. r,
kupok segélyével projektiv vonatkoztathatok egymasra.

A E® TIL r. térgorbét, mint az M, M, kollinear nyalabok kép-
z6dményét, annak M;, M; pontjaibél projiczialé és igy egymasra
projektiv vonatkoztatott M@, M @ kipok Kkollinear vonatkozast
létesitenek az M;, M; nyaldbokban, melyekben épen e kipok egy-
masnak megfelel6k. Az M;, M;kollinear sugarnyalabok pontképzdd-
ménye a k® térgorbe 1évén, lathatd, hogy az eredeti nyalabok M,
M, kozéppontjai, nem kiilonos pontjai a £®)-nak, mert a £® térgorbe
az M;, M; kollinear nyalaboknak is képzodménye. A III, r. térgorbe
tehat o<2-félekép tekinthetd két kollinear sugarnyaldb pontképzdid-
ményének ; a gorbe Kkét tetszésszerinti pontja kozéppontja lehet e
kollinear nyaldboknak, melyekben a gorbe pontjait projiczial6é suga-
rak mindig megfelel6k. Ezt tekintve ép gy, mint az eredeti nyalabok
M és M, kozéppontjainak, a III. r. térgdrbe barmely pontjanak
¢rintGjét és simuldsikjat megszerkeszthetjiik.

6. Vegytink fel a 2® [II, r. térgorbénnégy pontot,az M, M,, M,
és M;-mat. Minthogy azok koziil a siksorok koziil, melyek a gérbe
pontjait az MM,, M, M,, M,M, tengelyekbdl projiczialjak az els6 és
a masodiknak, valamint a masodik és a harmadiknak képz6dménye
egy-egyll. r. kup, azért esiksorok koziil, nemcsak két egymasra kovet-
kezG6, hanem az els6 és az utolsé is projektiv. Ebbél kovetkezik, ha
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most csak oly hurokat tekintiink, melyek a gérbét valoés pontokban
metszik :

A Il r. térgdrbe pontjait, annak két tetszésszerinti hurjabol
projiczidld siksorok projektivek®,

A 1IL. r. térgbrbe pontjait, annak hurjaibdl projiczial6 siksorok-
rél azt mondjuk, hogy a gorbével perspektiv helyzet(ek, és mert
ezek a siksorok projektivek is, azért e gorbe pontjainak sorat e sik-
sorokkal projektivnek és perspektivnek értelmezhetjiik,

Tekintsiik a 2@ 111, r. térgorbét, mint képzédményét az M és M,
kollinear nyaldboknak, és legyen a g és g, oly két hurja a £®-nak,
mely ezt két-két valés pontban metszi. A ¥® pontjait a g és g, ten-
+ gelyekbdl projiczidlo projektiv siksorok képzédménye egy h; sugér-
sereg, melyet a 2®-mal perspektivnek neveziink. E sugarsereget
tarté H'® hyperboloidon rajta van a 2® gérbének minden pontja.

Minthogy a g, g, hurok a 2®-mat két-két pontban metszik, a
h; sugarseregnek sugarai a X™-mat csak egy-egy pontban metszhetik,
és igy a sugdrsereg timaszto seregének minden g; sugara, gy mint
a g és g,,a k-mat két pontban metszi, azaz a k*¥-nak egy-egy htirja.
A g; sugarak kozott lehetnek olyanok is, melyeknek a £®-mal kép-
zetes kozos pontpéarjuk van, de mert a 2®-nak minden pontja a
H®-n fekszik, és a 1™ hyperboloid g; alkotéjan Kkeresztiil mend
minden [g;] sik hdrom metszGpontja kozil a #®-mal, csak egy lehet
a hi-n, azért a mésik két valés vagy kapcsolt-képzetes metszGpont
a gi-n van.

Minthogy a /i; sugarsereg a tamaszté sugérseregnek, g-nek,
barmily két sugarabol, messék ezek a gorbét akdr két valds, akar
két kapcesolt-képzetes pontban, projektiv siksorokkal projiczidltatik,
azért a k¥ gorbe pontjai ama sugarseregnek barmily két g; sugara-
bol projektiv siksorokkal projiczialtatnak. Ezek a gy sugarak pedig
mind sugarai annak a K" kongruenczidnak, mely az M, M, kolli-
near nyaldboknak sugarképzGdménye.

Hogy ezt belassuk, jeldljik a I7'®-nek az M és M, ponton
keresztill mené és a /i, rendszerhez tartozo alkotdit It és I, -gyel.
A g; sugarsereget a i és li-b0l projiczialé siksorok projektivek, és
minthogy e siksorok oly g alkotdkat is projiczidlnak, melyek a
k®-mat valés pontokban metszik : e projektivitas olyannak tekint-
hetd, mely az M és M, nyaldbok kollineaczi6jabol szarmazik, Ebbdl
kovetkezik, hogy a it és I, projektiv siksoroknak minden megfeleld
sikparja egymast a K,V kongruenczidnak sugaraiban metszi, tehéat
a gi sugarseregnek minden sugara a K,("-hoz tartozik.

A &) girbe és annak a gés ¢, hiirja meghataroztaa I7® hyper-
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boloidot. De ha a gorbének egy A pontjan keresztiil egy tetszés-
szerinti & egyenest vezetiink keresztiil, mely a gorbét csak az 4
pontban metszi, akkor a /-nak két sikja a gorbét még két-két pont-
ban vagja ugy, hogy azoknak Osszekot6 egyenese a gorbének
két hurja, A gorbe pontjait e hurokbol projiczidlé projektiv
siksorok képzédménye egy sugarsereg, melynek sugarai mind met-
szik a h-t.

Ha tehdt a h egyenes a k® I11. v, térgorbének csak egy pontjan
megy kevesztiil, akkor a k®-nak a h-t melsz6 hivjai oly sugar-
sereget képeznek, mely sugarvsereget tavté hyperboloid a k®-mon
megy kevesztiil. A h egyenest Ugy vehetjiik fel, hogy az a K,™®
kongruenczianak egy sugarat messe; ennélfogva ez a sugar a ¥ gérbe
és a h egyenest6l meghatarozott H® hyperboloidon van, azaz: a
K, kongruenczidnak sugarai egyik rendszerbeli alkot6i a &) gor-
bén keresztiil mend Osszes hyperboloidoknak.

7. Fektesstink most a 2% IIL. r. térgorbén két hyperboloidot
H® gs H'?-6t keresztiil, Egy tetszésszerinti sik a #®)-mat harom
pontban, a két hyperboloidot pedig két kupszeletben metszi, mely
utobbiak ama harom ponton mennek keresztil és igy még egy
negyedik pontban is taldlkoznak. E negyedik ponton keresztiil csak
egy hur vezethet§ a k®-hoz, mely minthogy mindkét hyperboloiddal
még két valos vagy képzetes kozos ponttal bir: mindkét hyper-
boloidon rajta van. Ezért: ,A III. r. térgérbén keresztiil fektetett két
hyperboloidnak mindig van egy kozos alkotdja, mely a térgorbének
hurja“.

De forditva is kimutathato, hogy két hyperboloid H® és H'®),
melynek csak egy kozos g alkoldja van és egymdst nem évinti a
g minden pontjaban, egymdast még egy III. r. tévgorbében metszi.

Ugyanis a g-nek sikjai a H®-6t és a [I'®-6t még egy-egyh és h'
alkot6kban metszik ; ezek nem tartoznak ahhoz a rendszerhez, mint
a g, és metszGpontjaik a H® és H'® hyperboloidoknak % metsz6-
vonaldn vannak. E metsz6pontok koziil csak kett6 lehet a ¢-n, mert
kiilomben a H® és H'® egymast a ¢ minden pontjaban érintené.
Legyen a k metsz6vonalon az M egy ily pont, és jeloljiik a rajta
keresztiil mené és a g rendszerhez tartoz6 alkotékat a hyperboloido-
kon g, és g'\-gyel. A H® és II'® hyperboloidoknak azok a % és I’
rendszerbeli alkot6i, melyek egymast a k-nak pontjaiban metszik,
melyek tehat a g-vel egy-egy sikban vannak, a g,-bdl, illetve a
g';-bdl a g siksorral projektiv siksorokkal projiczialtatnak, és igy a
8, és g’; siksorok egymassal is projektivek. Ezeknek képzédménye
tehat egy a k metszGvonalat projiczialé II, r. kip. Minthogy pedig a
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k-t annak barmely M pontjabdl projicziald kup IL r., azért a 2 gérbe
III, r. térgorbe.

E bizonyitasb6l kdvetkezik még: Valamely hyperboloid és
véle csak egy kozos alkotéval biré 11, v, kip egymdast az alkolén
kiviil még egy I11. r. tévgiorbében melszi. Tovdbba : hdarom projektiv
siksornak, valamint egy I11. r. kiipnak vagy egy sugarseregnek és
egy ezzel projektiv siksornak, mely siksornak egyik sikja sem megy
a megfelelo kitpalkoton, illetve a sugdrsereg megfelelé sugarvdn
kevesztiil, képzodménye egy 111, r. térgorbe. 4z els6 esetben a kozos
alkot6, a tobbiekben pedig mindenik siksornak tengelye, hurja a III.
r, térgorbének.

Oly sugarseregrél, melynek sugarai valamely Ill. r. térgorbét
egy-egy pontban metszik, azt mondjuk, hogy a girbével perspektiv
helyzeti. Az el6bbiekbll kovetkezik, hogy két sugarsereg, mely a
III. r. térgirbével perspektiv, egyszersmind projektiv egymassal, ha
oly sugarak tekintetnek megfeleloknek, melyek egymasta térgbrbén
metszik. Ez oknal fogva a III. r. térgorbérdl is azt mondhatjuk, hogy
projektiv minden véle perspektiv sugarsereggel; minden pontnak a
gorbén megfelel a rajta keresztiil mend sugdar a seregben,

Szamlaljuk meg a k@ IIL r. térgérbén keresztil mend hyper-
boloidokat, Fektessiink a végbdil a &®-on keresztiil egy H™ hyper-
boloidot, jeloljilkk ennek alkotdit, melyek a 4®-nak hurjai gi-vel, és
legyen a g a k®-nak a /{®-n kiviil levé hurja. A 2 pontjaita g-bol
és egy £-b0l projiczialé siksorok képzGdménye a £®-mon keresztiil
mend H;'® hyperboloid. Minthogy a H®-n =! g; alkoté van, mely
tehét a g-vel egy H/® hyperboloid meghatarozasara szolgal, mint-
hogy tovabba minden hyperboloid, mely a 2*¥-mon és a g htron
keresztiil megy, a H'*-6t egy g; alkotoban metszi, tehat egy H®
hyperboloid: a 2®-mon és a g-n keresztiil mené hyperboloidok
szama <!, Ezeken vannak a ®-nak 0sszes hurjai, azaz a K" kon-
gruenczianak Osszes sugarai. Ha még tekintetbe vessziik azt, hogy
a k®-nak o* hiirja van és minden huron és 2*-mon ! hyperboloid
megy keresztiil, melyeknek azonban mindenikén e<! hir van, Kko-
vetkezik : @ k™ 111 ». térgorbén kevesztiil mend hyperboloidok szdma
ugyanannyi, mint a k® hiirjainak szama, azaz ~*; minden hiiron
o1 hyperboloid vezetheld keresztiil.

8. Lattuk el6bb, hogy ha az M, pont az M és M, Kollinear
sugarnyalabok képzodményének, a k™ IIL r. térgérbének egy pontja,
akkor az M és M, sugdrnyalabok kozott is lehet oly kollinear vo-
natkozast létesiteni, hogy képzGdményiik szintén a 2% gorbe legyen.
E kollineacziéban a gorbét az M és M, pontokbol projiczialé 11
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kupok, tehat a gorbe pontjait projiczidlé sugarak megfelel6k. Vizs-
galjuk most meg, hogy az M és M, nyalaboknak e Kkollineacziébol
szarmaz6 K, sugarképzédménye szintén ugyanaz-e, mint az M
és M, nyalédboké?

Legyen e végbdl a g valamely sugara a K,"-nak, a H®
pedig a £®-mon és annak g hurjan keresztiil fektetett hyperboloid,
végre a h, I, és h, a H -nek az a harom alkot6ja, mely a k®-mat
csak az M, M, és M, pontokban metszi, tehat [hg], [1g,] egy meg-
felel6 sikpar az M, M, nyalabokban, A H®-nek ¢sszes g; alkot6i a
h, h, és h,-bol projektiv siksorokkal projiczialtatnak. A g; alkotok
kozott elegendd szamban lesznek olyanok, melyek a %2®)-mat valds
pontparokban metszik. De ezek a 7 és I, tengelyekbdl oly sikparok-
kal projicziéltatnak, melyek az M és M, kollinear nyalabokban meg-
felelok. Ezért az M és M, nyaldboknak a k® gorbe altal létesitett
kollineaczi6ja olyan, hogy abban a H® hyperboloidnak minden g
rendszerbeli alkot6jat a % és h,-bol projiczialé sikok megfelel6k, tehat
a K,™ kongruenczidban tetszésszerint felvett ¢ sugar az M és M,
nyaldbok sugarképz6dményéhez is tartozik, azaz: az M és M,
nyaldbok sugdrképzGdménye szintén a K,

Lassuk mar most egybefoglalva, mily helyzeti viszonyban van
egymassal egy 2@ 1II. r. térgérbe és annak hurkongruenczidja K",

A k3)-nak et M pontja és a K,-nak o~?* g sugara van. Az M
pontok e<! sugarnyalaboknak kézéppontjai, a ¢ sugarak o* siksorok-
nak tengelyei. A #® gorbe e siksorok kozott projektiv vonatkozast
létesit ; ebben a megfelel sikok azok, melyek a k®-nak egy-egy
pontjan mennek Keresztiil, s mint ilyenek, ! siknyaldbot képeznek.
Viszont a K, kongruenczia ama nyalabokkal 1étesit kollinear vo-
natkozést, melyeknek kozéppontjai a £*)-nak pontjai; ezekben a meg-
felel6 sikok a K,V)-nak egy-egy sugaraban metszik egymast és mint
ilyenek oo* siksort képeznek. A o' nyaldb megfelel6 sugarai vagy
egy IL r. kupot, vagy pedig egy sugarsereget képeznek, a szerint, a
mint egymast (a 2% gérbén) metszik, vagy nem metszik. Ugy a
kiip, mint a sugarsereg perspektiv helyzet(i és projektiv vonatkozasu
a k®-hoz; a kup alkotéinak, illetve a sugarsereg sugarainak ama
nyaldabok kozéppontjai felelnek meg a £ gorbében. E sugarserege-
ket tdmasztd sugdrseregnek sugarai, és mint ilyenek, az el6bbi oc?
siksor kozlil «<! siksornak, mely egy siksor-sereget képez, tengelyei.
Ha ama <! nyalabban a megfelel6 sugarakat valtoztatjuk, megkap-
juk az Osszes, azaz ! II. r. Kupot és az &sszes, azaz o> sugarsere-
get, mely a 2®-mal perspektiv. Ez utébbiak tamaszté seregének su-
garali, tehat o* siksor-seregnek tengelyei, egy ugynevezett siksor-
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kongruencziat képeznek. Két siksor e kongruenczidban meghatiroz
egy siksor-sereget, melynek tengelyei a £®-nak hurjai és a 2®-mon
keresztiil men6 hyperboloidoknak alkotéi; hdrom nem ugyanegy
seregben levs projektiv siksornak megfeleld sikjai egymést a z'®
pontjaiban metszik és uUgy a X'®-mat, mint a K, mat meg-
hatdrozzak,

27. § A harmadrendii térgdrbe helyzete a masodrendii
kip és a hyperboloid irdnyaban.

1. Az el6bbi targyaldasbol kovetkezik, hogy oly hat ponton,
mely koziil hdromnél tébb nincsen ugyanegy sikban, csak egy
III. r. térgdrbe fektethetd keresztiil. Ha a hat pontot A BCDE és I-fel
jeloljiik, akkor a k®-mat, vagy mint az A(CDEF'...), B(CDEF..,)
Kollinear sugarnyalabok képzGdményének, vagy az AB(DEF...),
BC(DEF..)) és CA(DEF'...) projektiv siksorok képzGdményének,
vagy, a mi killomben az utébbival megegyezik: az A(BCOFEIF') és
B(ACDEF) alkotékon Kkeresztill mené II. r. kiupok metszésének
tekinthetjiik. Ebb6l pedig arra kovetkeztethetiink :

Ha a & III. . térgovbe a K® II. rendii kipnak M csticsdn
megy keresztiil, 11gy az a kitpol a csiicsan kiviil még négy pontban
wmelszheli.

Ugyanis annak az M 1I. r. kipnak, mely a 2*-mat az M
pontbdl projiczidlja, a K'®-vel csak négy alkotdja lehet kozos, és a
k% gorbe a K™ kipot csak e négy alkoté egy-egy pontjiban metsz-
heti. — Ha tehat egy III. r. térgdrbének, mely valamely II. r. kip
csucsan megy keresztill, a kippal a cstcson Kivill még 6t kozds
pontja van, akkor a gérbének minden pontja a ktipon lesz.

A 2® 111, r, térgorbének a K® II r. kuppal hat kozos pontja
lehet a nélkiil, hogy a gorbe minden pontja a kipon volna, mert a
k® meghatarozasara szolgalé hat pontot a K'*-6n akkép vehetjiik fel,
hogy azok egyikét a t5bbi dttel Gsszekoto sugaraktédl, mint alkotok-
t6l, meghatarozott Il. r. kip ne menjen a X'*-nek a csticsan keresztiil.
De ha a £%-nak a KX®-vel hét kézos pontja van, akkor a k*)-nak
minden pontja a K'® kipon lesz, Ugyanis a 2*-mon és a K* kup-
nak a hét pont egyikéhez vezetett alkot6jan keresztiil mens H™
hyperboloid a K kupot egy k'™ Il r. térgorbében metszi, mely a
k9.-mal azért esik egybe, mert véle hat kozos pontja van.

2. Ha két I11. v. térgorbe,a k™ és a k'™ ugyanegy II. r. kiipon,
K. van, akkor azok a gorbék egymdast a csiicsban levs M Roz0s
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ponton kiviil még legfeljebb négy pontban melszhetik. De ha a k¥ és
a k'™ III. v, térgorbéknek az M pontban egy kozbs érinldjiik van,
akkor azok egymdst az M ponion kiviil mar csak két pontban
metszhetik.

Ugyanis ha a ¥® és k,'®-nak nincs kozos érintGje a K'® kup-
nak M csucsdban ésaz A, 4, a K kip egy aalkotéjanak masodik
metszGpontja a &%, k% gorbékkel, akkor annak a két kupnak
A. %9 és A, . k,¥-nak, mely a ¥¥-mat az A-bél, a k,®-mat pedig
az A,-bbl projiczidlja, nincs kozos érintdsikja az a alkoté mentén. Ez
a két kup tehat egymast az M ponton keresztiil mend 2, III. r. tér-
gorbében metszi, melynek négy kozds pontja a K kuippal, az e kiipon
fekvs ¥® és k,® gorbéknek metszépontja, De ha a 2™ és £, egymast
az M cstcsban érinti, akkor az el6bbi két kiip 4 .2™ és A, . k,®is egy-
maést az AA, alkotéban érinti és egy, az M-en keresztiill mend %
kipszeletben metszi. Az M csticson keresztiil mend k® kupszelet-
nek a K kippal még csak két kozos pontja lehet és ezek az M-en
kiviil a 2® és &, gorbéknek egyediili kozos pontjai. Ez utébbi
jelenség kiilomben még onnan is kimagyarazhaté, hogy ha
valamely 1L r. kiipon fekvo két III. r. térgdrbének a kup M csicsé-
ban kozos érintje van, akkor azoknak az M pontban egyszersmind
kozos simuldsikjuk is lesz.

3. Ha a k™ II1. r. térgorbének a H® hyperboloiddal hét pontja
kozos, akkor a % a HZ.n van.

Ugyanis annak a K* kupnak, mely a k®-mat a hét pont
egyikébol, pl. az M pontbdl projiczidlja, nem lehet a H®-vel két
kozos alkotdja, mert ekkor a K@ és H'® metszése e két alkoté és
egy kupszelet. De a hét pont koziil a két alkotén, az M-en Kiviil
csak egy-egy pont lehet, tehat a tobbi négy pontnak egy kupszele-
ten és igy egy sikon kellene fekiidni, a mi, mert a 2® 111 r.térgorbe,
lehetetlen.

De ha a H® hyperboloidon van egy olyan alkotd, amely az M
ponton megy keresziiil és nem fekszik a K™ kupon, tehat a £®-mat
nem metszi két pontban, akkor ezen az alkotén és a k®-mon egy
H'® hyperboloid fektetheté keresztiil. Ez a H'® a H® hyperbo-
loidot egy &, III. r. térgérbében metszi, melynek a %®-mal hat
pontja kozos, tehat a £*-mal egybeesik.

4. Valamely hyperboloidnak 6t pontjan két III. r. térgirbe
Jektethels keresztiil a hyperboloidon ; ennck egyik alkolé-rendszere
az egyik gorbének, a masik alkoté-rendszere pedig a masik gorbének
hitrrvendszeréhez tartozik.

Ugyanis az A BCDE 6t pont koziil hatfélekép lehet kettst, pl.
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az A és B-t ugy kivalasztani, hogy azoknak sszekoto egyenese A B
ne legyen alkotdja a hyperboloidnak. Ha az AB tengely siksort
akkép vonatkoztatjuk projektiv a hyperboloidnak egyik vagy masik
alkoté-rendszerére, hogy a CDFE pontokon keresztiil mend sikok a
sorhan és alkoték az egyes sugarseregekben megfelel6k legyenek,
akkor a siksornak és mindenik sugarseregnek képzGdménye egy IlI.
r. térgirbe, mely a hyperboloidon van és a felvett 6t ponton megy
keresztil, —

Ha két 111 ». térgivbe k. és k"™ ugyanegy H® hyperboloidon
Sekszik és ennek egyik sugarserege a R®-nak, a mdasik sugirsevege
a k,M-nak hiirrendszeréhez lartozik, akkor a k™ és k) gorbék egy-
mdst 6t pontban metszik, mely koziil egyik mindig valés.

A H™-nek egy ¢ alkotdja a ™ -mataz A8 pontokban metszi;
e pontok ugy a g-t, mint a 2*-mat egy véges és egy, a végtelenen
atvonuld, tehat végtelen hosszi vonaldarabokra osztjak, A két véges
vonaldarab, valamint a két végtelen vonaldarab egy-egy zart teriile-
tet, T, és T,-6t, hatdrol a hyperboloidon; a hyperboloidnak pedig
ezeken kiviil fekvé része a 7.,

A &, gbrbe a g-t csak egy pontban, C-ben, metszi. Egy a
k,@®-mon haladé pont a C ponton keresztiil juta 7'részb6la T, részbe
vagy a T, részbe és hogy innen ismét a 7-be kerliljon, kell hogy
a T, vagy a T,;-nek a k-6l hatarolt keriiletét paratlan szdmu (1, 3
vagy 5) pontban messe. Ha a D egy ily metszpont, akkor a tobbi
négy, mely paronként kapcsolt képzetes is lehet, annak a két II. r.
kipnak négy kozos alkotéjan fekszik, mely a 2® és &, gorbét a D
ponthol projiczidlja, — és igy ennek a négy kupalkoténak masodik
metszbpontja a [1*-vel.

A targyalt tételnek forditottja :

Két, egymast ot pontban metszo I11. r. térgorbén mindig fek-
tetheld keresztiil egy hyperboloid,

Ugyanis vezessiik az elsé gorbének, k‘“-nak, egy tetszéssze-
rinti pontjabél a masodik gérbéhez, &,'*'-hoz, a g hirt. Ez nem lesz
htirja a ¥ gérbének, mert kiildmben a #®)-nak a ¢ és &, vonala-
kon keresztiil men6é minden hyperboloidot vagy két pontban kellene
metszenie, vagy pedig e hyperboloidokon kellene rajta fekiidnie. Az
els6 eshetGség, mint el6bb kimutattuk, lehetetlen; a masik szintén,
mert kiilomben e hyperboloidoknak egyik sugarserege, az egymadst
6t pontban metsz6 £®és k,™® gorbék hurrendszeréhez tartoznék. A g
tehdt nem hirja a 2®-nak és igy a g-n és a 2®-mon csak egy H"™
hyperboloid fektethetd keresztiil, a melyen a %, is rajta van, mint-
hogy véle hét pontot bir kézosen. Ebbll kovetkezik:
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Ha két IIL r. térgorbének ot kozos pontja van, akkor az elsé
gorbének pontjaibol a masodikhoz vezetheté hiwrok, a mdsodiknak
pontjaibél az elséhoz vezethelé hiirokat metszik.

5. Ha két III. v. térgirbe valamely H® hyperboloidon fekszik
és ennek ugyanegy alkoto-vendszeve mindkét govbének hiivja, akkoy
e gorbék egymdst csak mégy pontban wmetszik, mely pavonkent
kapcsolt képzeles is lehet.

Ugyanis ha a H®-n levs k® és k@ 11 r. térgdrbéknek egy
kozos ¢ htrja az els6t az A pontban, a masodikat az 4, pontban
metszi, akkor annak a két IL. r. kipnak, mely a £®-mat az 4-bél a
k,®. mat az A4,-b0l projiczialja, nincsen k6zos érintdsikja a g alkotd
mentén és igy egymast egy oly &, 11, r. térgérbében metszi, mely
a k® és k,® gorbéknek kozos pontjain megy Keresztiil. De mert a
k,® az elsé kupon van, azért annak a 2()-mal az 4 csticson Kkiviil
még négy kozos pontja lehet, mely egyszersmind a 23 és %, ®-nak
ko6z06s pontja. Ebb6l kovetkezik :

Ha négy projektiv siksor dltaldnos helyzetii, akkor négy oly
pont Iélezik, melyben a siksoroknak wmegfelelé sikjai egymdst
metszik.

Ugyanis két projektiv siksornak képz6dménye egy II. r. kup,
vagy egy sugarsereg; ez projektiv 1évén vonatkoztatva a harmadik
és negyedik siksorra, ezekkel egy, a sugarsereget tarté6 hyperboloi-
don Kkét III. r. térgdrbét hatdroz meg, melynek ama sugarsereg
ko6z0s hurrendszeréhez tartozik. E két 111, r. térgérbe metsz&pontja
mar oly négy pont, melyben a négy projektiv siksornak megfelel6
sikjai egymast metszik. — E tételnek folyomanya :

Ha egy lil. r. térgorbe és egy siksor, melynek tengelye nem
hurja a gorbének, egymaésra projektiv van vonatkoztatva, akkor a
siksorban négy oly sik van, mely a térgérbén a neki megfelelé négy
ponton megy keresztiil,

Egy hyperboloid négy pontjan o' oly 111, v.térgirbét fektethe-
tiink kevesztiil, melyeknek hitrvendszerében a hyperboloid egyik
sugarsevege benn foglaltatik. E 111, r. térgorbékrdl azt mondjuk, hogy
azok egy sort képeznek és-'a négy pont a sornak alappontja.
A hyperboloid minden M pontjan keresztiil csak egy gorbe vezet-
het6 a sorban. Ez a gbibe metsz&vonala a hyperboloidnak azzal a
IL. r. kuppal, melynek csticsa az M és mely a hyperboloidnak az M-en
keresztiilmen$ és a hurrendszerhez tartozd alkotéjan, valamint a
négy alapponton helyezhets at.
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28. §. A harmadosztdlya siksor.

1. Hogy a Ill. r. térgorbének még egyéb tulajdonsagaival meg-
ismerkedjiink, alkalmazni fogjuk a Pascal-tételt a k™ lIL r. térgorbét
projicziald Il. r. kipokra.

Legyen e végb6l ABCDEF a k¥ 111, r. térgorbébe irt hatszog,
az M pont a gorbének tetszésszerinti pontja, az M™ pedig a gorbét
az M pontbdl projiczialé II. r. kiap. Az M®-be irt M(ABCDEF) hat-
oldalti guldra alkalmazott Pascal-tétel kbvetkeztében az

MAB, MDE; MBC, MEF; MCD, MFIA

sikparok harom metszévonala g, k& és i ugyanegy &==[ghi] sik-
ban van.

Ez a %, sik, mialatt az M a ¥®-mat befutja, egy p egyenes k-
riil forog, mely a 2@ gorbének hirja. Ugyanis a g, i és i egyenesek
az M pontbol a &% gorbe AB, DE; BC, EF és CD, FA hirjaihoz
vezethetd szelGk. Ha az M pont befutja a k®-mat, akkor a g egye-
nes egy I /> hiyperboloidot, a & egy H, hyperboloidot, végre az
egy H/ hyperboloidot ir le. E hyperboloidok a #®-mon mennek
keresztiil és igy a H/® és H,® egy kozos p alkotéval bir, mely a
#¥-pnak hirja. Ez a p hiir metszi a valtoz6 g és It szelGket és mert
mindig a valtozé 4 sikbau van, metszi a valtozo i-t is, tehat a H,®
hyperboloid szintén keresztiil megy a p hiron. Az ABCDEF hatszog
nem egymasra kovetkezb ABC, CDE, EIF'A lapjainak J és a szin-
tén nem egymasra kévetkezé BCD, DIF, FA B lapjainak K metsz6-
pontja mind a hdarom hyperboloidon rajta van, tehat a JK egyenes
lesz a p hur. Ezért:

Ha valamely k¥® III. r. térgorbébe egy hatsziget irunk be, aka
kor azok a szelGk, melyek a gorbe egyes pontjaibol a hatszég hdarom
szemben fekvo oldalpdrjahoz vezethelok, ugyanegy sikban vannak.
Ez a sik, mialatt a pont, melybol a szelbk kiindulnak, a gorbét be-
futja, a gorbének egy hiirja kiviil forog. E hiir kizds alkotéja an-
nak a harom hyperboloidnak, mely a k¥ gorbén és ama hatszig
szemben fekvo oldalparjain megy keresuliil és Osszekiti azokat a
pontokat, melyben a hatszognek havom unem egymdsra kivelkezd
lapja és a masik harom nem egymdsra kivetkezs lapja egymdast
meltszi,

2. Alkalmazzuk e tételt egy héromszoggé elkorcsosult hat-
szogre.
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Legyen e végbdl 4, B és C a k™ III. r. térgorbének harom
pontja; a, b és ¢ e pontoknak érint6je. Az 4, B, C pontokban az
elébbi ABCDETF hatszognek AB, CD, EF pont]al egyesiilnek és
ezek az oldalak az a, b, ¢ érint6kké valnak. A hatszég ABC, CDE,
EFA és BCD, DEF, F'AB nem egymasra kovetkezs lapjainak most
megfelelnek az aB, bC, cA és aC, bA, cB sikok, melyek a J és K
pontokban taldlkoznak. Ha az M a k®-nak egy valtoz6 pontja, ak-
kor az Ma, Mb, Mc sikok a k®-nak érintésikjai az 4, B. C pon-
tokban és az M® kupnak érintésikjai az MA, MB, MC alkoték
mentén,

Az M pontbélaza, BC; b, CA; ¢, AD egyenesekhez vezethetd
8, h, i szel6knek, vagy, a mi ugyanaz,az M® kiphoz az MA, MB,
MC alkotok mentén vezetett érintGsikoknak metszévonalai az MB(C,
MCA, MAB sikokkal egy & sikban vannak. E £ sik a k®-nak egy
p hurja kortil forog, mialatt az M a 2®-mat befutja. Ez a phdr nem
metszheti a 2@ gorbét valés pontokban, mert a valtozo ¢ sikok
egyike sem metszheti az illet6 M©® kupot valos alkotokban mig a
k®-mon felvett ABC pontok valésak.

A p hir nem lehet az ABC sikban, mert a, p hir az aB, bC,
cd és az aC, bA, cB sikoknak metsz6pontjain, J és K-n megy ke-
resztiil, melyek az AB(C = = sikon kiviil vannak; a p hur tehat a =
sikot egy P pontban metszi.

A midén a valtoz6 M pont az A pontba jut: az Ma sik az A
pontnak o= Aa simuldsikja lesz és az A-bol az a és BC egyene-
sekhez vezetett ¢ szel6 az Aa =« és az ABC siknak metsz6vonala,
De ez a g szel6 metszi a p hurt, tehat a P ponton megy Kkeresztiil
és igy az A pontnak « simuldsikja szintén a P ponton fog keresz-
tlil menni.

A midén a valtoz6 pont a B-be vagy a C-be jut, a B és C pon-
tokbodl a b és CA-hoz, illetve a ¢ és A B-hez vezetett 7, illetve 7 szel§
szintén a P ponton fog keresztiil menni. De ezek a szel6k a I3 és C
pontnak £, illetve vy simulésikjaiban vannak, tehat az 4 BC pontok
a3y simuldsikjai egymast az ABC sik I” pontjaban metszik.

Ennélfogva :

Valamely II11. v. térgorbe havom pontjanak simulésikja egy-
mdst a havom ponton kevesztiil mené sik egy pontjaban metszi. Az
a hiwr pedig, mely e metszbpontbil a I11. r. térgorbéhez wvezethetd, a
gorbét két kapcsolt-képzetes pontban vagja, ha a gorbén felvett ha-
rom pont valds volt.

E nevezetes tételnek elsé része Chasles-t6l, a masodik rész
pedig Joachimsthal-tol ered.
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A Chasles-féle tételnek kovetkezménye:

1) Egy tetszésszerinti ponton kevesztiil a III. r. térgorbéhez
csak harom simuldésik vezetheté, mert ha abbdl a pontbol, P-bél,
négy simulésikot lehetne a gérbéhez vezetni, akkor azoknak simulé-
pontjai egy tetraedernek volnanak csticsai és a P> pontnak e tetrae-
der mindenik Japjaban kellene fekiidni, — A III. r. térgorbét, azért,
mert egy tetszésszerinti pontb6l ahhoz harom simuldsik vezethetd,
harmadosztalyunak és a gorbe simuldsikjainak rendszerét har-
madosztalyn siksornak nevezzuk.

2) Egy tetszésszerinti egyenesen kevesztiil a 111. v, térgorbéhez
csak ket simulosik vezetheté, mert ha harom simulésik menne azon
az egyenesen Kkeresztiil a gorbéhez, akkor annak az egyenesnek
a harom simulépont sikjaban kellene lenni, azaz a_ harom pont
simulésikja egybeesnék, a mi lehetetlen.

3) Egy I11. r. térgorbe négy pontja egy tetvaedernek csicsa;
e pontoknak mnégy simulésikja egy mdsik tetraedernek négy
lapja. E két tetraeder barmelyike a masikba és a mdsik koviil van
irva, azaz MoBius-féle. Ugyanis a Ill. r. térgérbe ABCD pontjainak
afyd simulésikjai koziil 5v8, vdx, dxf és «fy egymast a BCD, CDA,
DAB és ABC sik A,, B,, C, és D, pontjdban metsziésa B,C,D, =a,
C, DA, =P, DA B,= v és A, B,C,=3 sikck az 4, B, C és D
pontokon mennek keresztiil. E harmadik koévetkezményben Kkifeje-
zett tétel MoBIUs-tdl ered. —

Ha valamely 2® III.r. térgorbébe irt ABCD tetraeder 4, B, C, D
csucsainak a, b, ¢, d érintGit a szemben fekv6 lapokkal metszsziik
az A’, B’, (', D' pontokban, akkor az ABCD, A’B’'C’'D’ tetraederek
is Mobius-félék.

Ugyanis egyrészt a szerkesztés szerint az A’BCD, AB'CD,
ABC'D, ABCD' pontok egy-egy sikban vannak, masrészt az
AB'C'D',A'BC'D’, A'B’CD', A’B’C'D pontok is egy-egy sikban van-
nak, mert pl. az AB’C'D’ sik Pascalsikja a £®) gorbét az 4 pontbdl
projiczial6 II. r. kipba irt A(BCD) haromélre vonatkozolag.

3. A IIL r. térgdrbérol el6bb talalt Mobius-féle tétel segélyével
kimutathatd, hogy a II1. r. térgorbe simuldsikjai annak barmelyik
simulésikjat I1. o. sugarsor szevint metszik.*)

Tartsuk meg az elébbi jelolést, tehat legyenek a 2® gorbébe
irt 7' tetraedernek csticsai A BCD, ezeknek simulésikjai «3yd, melyek
egy 4,B,C,D, = T, tetraedernek lapjai. A T, tetraedernek ekkép felirt
héarom é1ébol

fy=D,4,, y»=D\B,, +f=D,C,

*) Mobius : Der barycentrische Calcul; 120. oldal.
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lathat6, hogy ezeknek helyzete fiiggetlen a & simuldsiktél és annak
D sxmulopont]atol

Ha a D befutja a &® gorbet akkor a BCD, CAD, ABD tetrae-
derlapok projektiv siksorokat irnak le a BC, CA, AD tengelyek ko-
riil, melyek a D, 4,, D, B,, D,C, szilard egyeneseket megfelelSleg az
A,, a B, és a C, projektiv pontsorokban metszik. EbbS]l pedig mar
kovetkezik, hogy a valtoz6 o simulésik az o, 2 és vy szilard simuld-
sikokat II. r. sugdrsorokban metszi, mert a D; pont nem megfelel-
leg k6z0s pontja ama projektiv pontsoroknak.

A tételnek folyomanya, hogy a Ill. r. térgérbe hat simuldsik-
jabol annak tobbi simulésikja szerkeszthetd,

Ugyanis 0t simulésik a hatodikat egy II. 0. sugarsor 6t suga-
raban metszi, mely annak tobbi sugarat is meghatarozza és két ily
modon szerkesztett sugarsornak egymast metsz6 sugarain mennek
keresztiil a IIL r. térgérbe simulésikjai.

A két sugarsor a két simulésik mezején kollinear vonatkozast
létesit, melyben az egymast metszé sugarak megfelelok. Ezért a
IIL. r. térgorbe simulédsikjainak rendszere, a 111, o. siksor, két simuld-
sikban lev6 kollinear mez6 sikképzédményének tekinthetd,

Es most forditva kimutatjuk, hogy két kiilombiozé sikban fekvé
daltalanos helyzetii kollinear mezének sikképzédménye egy ) III. o.
siksor, s mint ilyen egy k®) II1. v. lévgorbe simulésikjainak vendszere.

Jeloljiik a p. és ., kollinear mez6k metszGvonalat e, f-fel ; ennek
a u. és v, sikban megfeleld egyeneseit e és f-gyel. Aze, e, projektiv
pontsorok képz&dménye IL. o. sugarsor, mely egy & kupszeletet
burkol; az f, f; projektiv pontsorok képz6dménye szintén egy &, *
kupszeletet burkol6 II. o, sugarsor. Az ¢, f egyenes a k® és &, kup-
szeleteket az F, = (ee,), illetve az I'== (ff;) pontban érinti, mig az
e és az f, egyenes a k® és k@ kupszeleteket az E, illetve az F)
pontban érinti,

A kP k,® kipszeletek megfelelé kollinear alakzatok ; és pedig
megfelclk azok a ¢, ¢, kupszelet-érint6k, melyek egymast az e f
egyenesen metszik és megfelel6k ezeknek T, 7' érintGpontjai. A meg-
feleld ¢, ; érint6kon keresztiil mend «==[{,] sikok a »® IIL o. sik-
sornax sikjai; a 7’7, egyenes pedig, mint a 5 siknak és a sorban
hozza szomszéd = siknak metsz6vonala: a = sikunak ugynevezett
évintésugava. A TT, érintésugarnak metszépontja a t-hez szom-
széd siknak érintésugaraval: a = sikuak simulépontja; e simuld-
pontoknak geometriai helye pedig a »( siksor élvonala vagy éle.
Az élvonal pontjainak érint6i a siksor sikjainak érint@sugarai; az
¢lvonal pontjainak simulésikjai pedig a siksor sikjai.
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A middn a ¢ érint az e-vel, tehat a #, az e,-gyel egyesiil: a =
sik a u-be jut; ennek érintdsugara az e és simulépontja az E.
Ugyanigy a u, sik érint6sugara az f, és simulopontja az F;.

A 2 siksor = sikjainak 7’7, érintGsugarait az F pontbdl proji-
czidlo ETT, sikok egy IL r. kipnak érintdsikjai.

Ugyanis, ha a valtozé 7 pontoknak projekcziit az E pontbdl
az e, f egyenesre 7"-sel jeloljiik, akkor a 7" pontsor projektiv a 7'
pontsorral a k@ és igy a 7} pontsorral a k,® kupszeleten. A 1" és
T, projektiv pontsorokban az E, megfelel6leg kozos pont, tovabba
az F pontnak megfelel az F,. A T’ és T, projektiv pontsoroknak
képz6dménye egy I. o. vagy egy II. o. sugarsor*); ennek T'T,
sugarait az I pontbdl projiczidlé ET'T, sikok, melyek egyszersmind
a T'T, érintGsugarakat is projiczialjak, egy 1. o. vagy IL o. siksort
képeznek. I. o. siksort e sikok nem képezhetnek, mert ennek ten-
gelye az ET egyenes volna, mely minden I'T; sugarat metszene.
Amde az egymasra kovetkez6 TT, érintGsugarak metszik egymast,
tehat valamennyinek egy sikban kellene lenni, a mi lehetetlen. Ezért
a 2z siksor T'T) érintGsugarait az E pontbdl projiczidlé sikok egy
E® 1L r. kipnak érintSsikjai és ezen a II. r. kiipon vannak a siksor
simul6pontjai.

Ugyanigy kimutathatd, hogy a z® siksor simulépontjait az /]
pontbdl projiczialé F,® kup is IL. r. és mert az E@ és F,® kipnak
az ET| kozos alkotd mentén kiilombozé érintdsikja van, azért a
#® Il o. siksor élonala egy k® III. r. térgorbe, melynek
simulé sikjai a siksor sikjai.

4. A IIL r. térgorbe simulésikjai, mint lattuk, egy Il o. siksort és
a III. o. siksor simulépontjai egy III. r. térgorbét képeznek. A III. r.
térgorbe két-két pontjan keresztiil mens egyenesek, a gorbe hurjai
egy K,™ els6rendl és harmadosztalyu kongruencziat, a IIL. o. sik-

*) Valamely ¢(2) kipszeleten fekvs két projektiv pontsor megfeleld pontjait
6sszekoté egyenesek, mint ismeretes (Krve : Projektiv Geometria El.; 103. oldal),
egy #2) kupszeletet burkolnak, mely a ¢(2-6t a projektiv pontsorok két kettds
pontjdban, M és N-ben érinti, Ha az 44, és XX, a két projektiv pontsornak
két par megfelels pontja és az A4, XX, egyenesek a z(-6t az 4,, X, pon-
tokban érintik, akkor az AX,, 4;X, AoX, egyenesek egymist az MN — p
egyenesnek egy X pontjiban metszik, Es ha az AA, pontpir viltozatlan marad,
az XX, pontpdr pedig a ¢ kipszeletet befutja, gy az X pont a p egyene-
sen, az X, pont pedig a »(2) kipszeleten az adott X és X, pontsorokkal pro-
jektiv pontsort ir le. Az M és N pontoknak megfeleld pontok ezekben az 4j
pontsorokban az M és N pontok maradnak.

Forditva is kovetkezik : Ha két kupszelet #(2) és ¢(2) egymdst két pontban,
M és N-ben érinti, akkor az egyik kupszeletnek érintéi a mdsikat két, egy-

Klug : Projektiv Geometria. 20
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sor két-két sikjanak metsz6vonalai, vagy, ami ugyanegy, a III. 7.
térgorbe két-két simuldsikjanak metszévonalai, mint a dualis tdar-
gyalasbol lathato, egy K,® harmadrendii és elsé osztalyit kon-
ZGruencziat képeznek. E K,® kongruenczia sugarait a I11. r. térgorbe
és a I11. o. stksor tengelyeinek nevezziik,

A 2@ TII. o. siksor sikjainak metszGvonalainem adjak mega K,
kongruenczianak §sszes sugarait, mert vannak a K, ®-ben oly suga-
rak is, a melyekbsl nem vezethet§ a z® siksor k@ élvonalahoz valds
simulosik.

Ezekrél fogalmat nyeriink, ha arra gondolunk, hogy a =® két
dltalanoshelyzetii kollinear sik mezdnekv. és v.,-nek sikképzGdménye,
a K,® pedig azoknak sugarképz6dménye. Haaz A és A4, e mezdk-
ben két megfelel6 pont, akkor az A4, sugara a K,®-nak, és a ., i,
mez6k megfelel6 A, A, projektiv sugarsorait az AA; tengelybdl
projiczialé siksoroknak valés vagy képzetes kettssikjai az A4,
tengelybdl a k®-hoz vezethetd simuldsikok.

(Ha a p. és p, mez6k nem altalanos helyzetiiek, hanem sikjuk-
nak pu, metszévonala, de annak nem minden pontja, megfelel6leg
koz0s, akkor azoknak sikképzodménye harom siksor, sugarképzdd-
ménye pedig egy linearis kongruenczia. Ugyanis a vy, metsz6vonal-
ban két (valos vagy képzetes) megfelel6 pont, M és N, van, Az
(M, 1) és (M, p.), ugyszintén az (N, v) és (N, v,) megfelel6 sugar-
soroknak képz6dménye, mert a wuy, megfelel6 sugdr, egy-egy
siksor; a harmadik siksornak tengelye a pu, metszGvonal. A mi
pedig a sugarképz6dményt illeti, csak vissza kell gondolnunk a
linearis kongruenczianak Sylvester-féle képzésére (194, old.) és a
kollinear mez6k meghatarozasara szolgald két-két projektiv sugér-
sorra (205. old.)).

Még maskép is fogalmat nyeriink a K,® kongruenczia suga-
rair6l, Ha a g és g, a »® siksor két valos sikparjanak metszGvonala,
akkor a z®-nak Osszes sikjai a g és g,-et projektiv pontsorokban

massal és az érint6pontokkal projektiv pontsorban metszik; tgy az 3, mint
az N pont mind a hdrom pontsorban megfelel.

Vegyiink fel ezutin hdrom kupszeletet, z(2), ¢(2) és ¢'(2)-Gt, melyek egy-
mést az M és N pontokban érintik. A z()-nek egy viltozé x érintGje azt az Xo
pontban érinti, a ¢(2)-6t egy valtozé XX,, a ¢'(2.6t egy valtozé6 X'X'; pont-
péarban metszi; az X,X,; X', X', pontsorok mind projektivek az X, pontsorral
és az M, valamint az N pont mind az 6t pontsorban megfelel. Forditva :

Ha kél egymast kettbsen érinié kupszeleten kél projekiiv pontsor (X és X')
van és ezekben a kipszeletek (M és N) érvintopontjai megfelelok, akkcr a pont-
sorok képzédmenye II. o. sugarsor. Ez két esetben korcsosulhat el elsé osztalyG
Sugarsorra :
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metszik, melyeknek képzédménye a H® hyperboloidnak egyik
sugarserege. Ennek minden % sugardn keresztiil csak egy, mig a
tamaszt6 seregének ¢ sugarain keresztiil két sik vezethets a »®
sorhoz és mindezek a sikok a H'?-nek érintGsikjai. A x® siksor oo?
ily H® hyperboloidot hatiroz meg és mindezen, paronként egy-egy
ko6z06s alkotéval bird hyperboloidoknak kézos érintfsikjai a #® -hoz
tartoznak. E hyperboloidok egyik sugarseregébdl a z®-hoz mindig
két valds vagy képzetes sik vezethet6 és ezek a sugarak képezik a
K,® kongruenczianak Osszes sugarait, a z®) siksor 2® élgérbéjének
tengelyeit ; a hyperboloidok masik sugéarseregének sugaraibol csak
egy-egy sik vezethetS a »® sorhoz és ez utobbi sugarsereget a z®
stksorhoz pevspektivnek nevezziik.

Megjegyezzilk még e helyen, hogy oly két hyperboloidnak
kozos érintOsikjai, melynek egy kozos g alkotdja van és egymast
ez alkotonak legf6ljebb két pontjaban érintik, egy I. o.és egy Il o.
0 siksort képeznek. Az L. o. siksornak g tengelye a =) tengely-
rendszeréhez tartozik és a »®-nak sikjai, a hyperboloidoknak a g
alkoté egyes pontjaibél kiindulé és masik rendszerhez tartozo
két-két alkotdjan mennek keresztiil.

5. A k® IIL r. térgorbe huirjai és tengelyei altalaban kiilldmboz-
nek egymastol, de a & érintdi, a hurok és a tengelyek rendszerei-
hez szamithatok; ezek tehdt a k® gorbével kapcsolatos K, és
K,® kongruenczidknak kozos sugarai, Ezek a sugarak a k® gorbe
ugynevezett kifejthets feliiletének I*-nek alkotdi, mig a k®-nak
simulésikjai az F@-nek érintSsikjai, Allapitsuk meg az F' -nek
rendjét, azaz hatarozzuk meg, hogy valamely ¢ egyenes hany pont-
ban metszi az F'™ feliiletet ?

Induljunk ki két II. 0. projektiv sugédrsorbdl, mely ugyanegy
sikban levé ¢® és ¢'® kupszeletnek érintGje és vizsgaljuk meg, hogy
ezeknek képz6dménye ama kupszeletek sikjaban fekvé ¢ egyenest
hany pontban metszi?

1. ha egy, tehat valamennyi sugar a két kupszelet egyik vagy mdsik
érint6pontjdn megy keresztil;

2. ha egy, tehdt valamennyi sugdr a kipszeletek kozos érintéhirjinak
(MN-nek) pélusin megy keresztiil.

Ebbdl kovetkezik, ha a két kupszelet egyike a madsiknak két érintSjévé
koresosul el:

Ha valamely kiipszeleten ¢s ennek egyik érinlijén egy-egy projektiv pont-
sor van és e két pontsorban az érintbpont megfelelo, akkor a két projektiv pont-
sor képzodménye vagy egy I. 0. vagy pedig egy II. o. sugdrsor a szerint, amint
két par megfelels pont OsszekGto egyenese egvmdst a hipszelelen vagy azon kiviil
melszi.

20*



— 308 —

A g-n mozgbé X, pontnak polarisai a c¢®-re vonatkozolag az
X, ponttal projektiv I. o. sugarsort, T, -et képeznek, mely a ¢®-6t
az X, pontsorral projektiv XX, involucziés pontsorban metszi.
Minthogy az adott II. o. sugarsorok érint6pontjai a c®-vel és a
¢'@ -yel szintén projektivek, azért e projektivitasbol folydlag a ¢-6n
levé XX, involucziés pontsornak megfelel a ¢'®-6n egy X‘X’, in-
voluczids pontsor és ennek X’'X’, tarspontjait 0sszekots sugarak az
X, pontsorral projektiv 1. o. sugérsort 7", -et képeznek.

Az X, pontnaka ¢'®-re vonatkoz6 polarisai ismét az X, pont-
sorral projektiv 7', sugarsort képeznek, melynek sugarai a ¢'®-6t az
X, -val projektiv Y'Y, involucziés pontsorban metszik. Az X‘X’; és
Y'Y, projektiv involucziés pontsoroknak megfelel6leg kozos pontjaik
ott lesznek, a hol a 74 és 7, projektiv sugarsoroknak képzdd-
ménye, a x® kipszelet, a ¢'®-6t metszi. Egy ily megfelel6leg k6zos
pontnak, pl. az X'Y-nak az a tulajdonsaga, hogy a ¢'®-nek érintGje
e pontban és a c¢®-nek érintGje az ennek megfelel6 X pontban, egy-
mast a g egyenes ugyanegy X, pontjaban metszi. Minthogy a
%@ és ¢'®-nek négy kozos pontja van, azért az eredeti II. o. sugér-
soroknak négy megfelel6 sugarparja metszi egymast a ¢-n, azaz a
két I1. o. projektiv sugarsornak képzédménye IV, v. sikgorbe.

Ha ezutan attériink a 2@ IIL r. térgérbéhez, melyet, mint két,
egy kozos alkotéval biré M® és M, @ IL r. kip metszGvonalanak
tekintlink és mely kipok a gorbe altal projektiv vannak egymasra
vonatkoztatva, akkor a k®-nak kifejthets feltiletét, F'V-et, mint két
projektiv 1L, o. siksor M@ és M,® képz6dményének lehet tekinteni.
E két II. o. siksornak nincsen megfelelSleg kozos sikja, tehat min-
den sik, mely nem megy keresztiil az M vagy M, ponton, azokat
oly Il o. sugarsorokban metszi, melyeknek képz6dménye IV. r,
gorbe. Ezt pedig a ¢ egyenes csak négy pontban metszheti, Ebbol
kovetkezik, hogy a k) III, ». térgorbe kifejtheto feliilete megyed-
rendil.

6. A 1IL. r. térgorbét hat pontjabdl, és a IIL o, siksort hat sik-
jabol, a mar emlitetten kiviil (27. §. 1. p.), Chasles kovetkezd tétele
alapjan is szerkeszthetjlik.

Ha a III. r. térgorbébe egy
haromszoget és egy tetraedert
irunk be, Ugy a hdromszognek
oldalai és a tetraeder lapjainak
metszévonalai a haromszog
sikjaval ugyanegy kupszelet-
nek érint6i.

A 1II. o. siksornak harom
sikja egy héaromélnek, négy
mas sikja pedig egy tetraeder-
nek négy lapja. A tetraeder
cstcsai és ama haromélnek
élei, ugyanegy 1. r. kupon
vannak.
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Legyen ABC és EFGH valamely %2® III. r. térgoérbének hét
pontja. Az E(ABC), E(FGH) haroméleknek élei és az F(ABC),
F(EGH) haroméleknek élei egy-egy II. r. kupon vannak és ezért
ama haromélparokba egy-egy II. r. kip irhaté be. Az ABC sik ez
utébbi kipokat két kupszeletben metszi, melynek kozos érintéi az
ABC haromszognek oldalai, és az ABC siknak metszdvonala az
EFG és az EFH sikkal; a két kupszelet tehat egybeesik, és igy az
ABC siknak metsz8vonala az EGH és FGH sikkal szintén érintéje
e kupszeletnek. Ezzel a baloldali tétel igazolva van.

A £ TII, gorbének hetedik pontja, az ABEFGH pontokbdl a
tétel alapjan ekkép szerkeszthetd : Az AB-n keresztiil mené tetszés-
szerinti p. sik az EF G H tetraeder lapjait egy négyoldalban metszi;
ez a négyoldal és az AB egyenes egy £® kupszeletnek érintGje. Az
A és B pontokbdl e kipszelethez vezethet§ uj érint6k egymast a
k®-nak egy C pontjaban metszik. —

Legyen v, az AB-n keresztiil mend mas sik, mely az EFGH
tetraeder lapjait egy négyoldalban metszi. Ha az A és B pontbol
meghuzzuk a masodik érint6ket ahhoz a %,® kupszelethez, mely e
masodik négyoldalt és az A B egyenest érinti, akkor ezek egymast
a k® gorbének egy D pontjaban metszik.,

A u. és v, sikban fekvs £ és k, @ kupszeletnek az AB kozos
érint6je és ezért az A B-nek egyes pontjaib6l e kipszeletekhez vezet-
het6 érint6paroknak sikjai, vagy egy IL o., vagy pedig egy IIl. o.
siksorhoz tartoznak. Az EFGH tetraedernek lapjai szintén sikjai
e siksornak, tehat a siksor IIL. o. lesz és ehhez tartoznak az ACD,
BCD sikok is. valamint maguk a ., v, sikok, azaz az ABCD tetrae-
dernek lapjai. Ezért mondhatjuk :

Ha a k® I1I, r. térgorbébe oly két tetraedert ivunk be, melynek
nincs kozos csiicsa, akkor azoknak lapjai egy mdsik I11, v, térgovbé-
nek simulosikjai. (Staudt, Beitr, z, G. d. L. 588. p.)

29.%) §. A harmadrend(i térgdrbén fekvé négyzetes és
koébos pontinvoluczid.

1. Az el6bbiekben lattuk, hogy a IIL r. térgorbe %2 és anmak
simuldsikjaibol 4allé III. o. siksor z® egymdsnak dualis alakzata.
Minden a III. r. térgbrbe pontjaira, érintGire, hurjaira, simulésikjaira,
a gorbével perspektiv sugdrseregre és II., r. kupra vonatkozo tételnek

*) E §-nak nehezebben érthetd része a kényv elsG olvasasakor elhagyhato.
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dualisan megfelel egy a gorbe simuldsikjaira, érintdire, tengelyeire,
pontjaira, a simulésikok soraval perspektiv sugdrseregre és Il o.
sugarsorra vonatkozo tétel. Igy :

A IIL r. térgorbén levd involuczids pontsor
tarspontjait Osszekoté hirok | - tarspontjainak simulésikjai egy-
egy sugarsereget képeznek. mast egy sugarsereg sugarai-

ban metszik.

A k@ 1IL r. térgorbén egy kozonséges, azaz négyzetes involu-
cziés pontsort I® = A4, 4", . A, A", . .. akkép nyeriink, hogy a gor-
bét annak egy M pontjabdl projiczialo M@ II, r. kipnak alkotdi
kozott involucziot 1étesitiink ; ennek tarsalkotdi a gorbét az I in-
voluczids pontsor AiA’; tarspontjaiban metszik.

Az M@ involucziés kup tarsalkotoit 6sszekotd sikok egy sik-
sort képeznek, melynek % tengelye (involuczié-sugar) a k' gorbé-
nek csak az M pontjan megy keresztiil, mig az I'® involuczi6s pont-
sor A;A’; tarspontjait 6sszekot6 g hirok metszik a k-t s mint ilyenek
egy H® hyperboloidnak egyik sugarseregét képezik. A /i egyenes-
nek az M®™ kipra vonatkozé polarissikja, az involuczio-sik, a kipon
levé alkotdinvolucziot a kettGsalkotékban, a &* gérbét pedig az I
pontinvolucziénak JK kettGspontjaiban metszi. A % gorbén az
M® kip segélyével létesitett I® involucziés pontsor fiiggetlen az
M® kuptol, mert e pontsor a k® gbrbe és a gorbével perspektiv IL. r.
kupok projektivitdsa folytdn, a gérbének minden pontjabél involu-
cziés kupokkal projiczialtatik, Mindezen involucziés kipokhoz tar-
tozd h involuczié-sugarak az el6bbi /1 hyperboloidnak masodik /2
sugarseregét adjak, mig e % sugaraknak poldrissikjai az illeté6 ku-
pokra vonatkozblag egymast a £® gorbének JK = p hurjaban met-
szik. A H™® hyperboloid % sugérseregében az I® pontsor 4;A4’; tars-
pontjain Keresztiil menG ;h’; sugarak az 1®-vel és a %&'® gorbével
perspektiv involuczids sugarsereget képeznek.

A k® gorbén lev6 I = 4,4, . 4,4, . .. pontinvoluczié JK
kettGspontjainak Gsszekoto egyenese p, mely a 2®)-nak egy hurja,
mindig valds, még ha a JK kettdspontok képzetesek is; az I
pontinvolucziét a gorbe két pontjabdl projiczialé involuczids kapok-
nak involuczigsikjai egymast e p hirban metszik. Viszonta 2® IIL r.
térgorbének egy p hurjaval a £®-mon egy I'® involuczié van meg-
hatérozva, melynek JK kettdspontjai a p hurnak valés vagy képze-
tes metszGpontjai a £®-mal. A 2® gorbét annak I pontjabol proji-
czialo M™® kuipon az Mp involuczi6-sik altal, a kup alkot6i involuczié-
san lesznek parositva ; ennek az involucziés kupnak tarsalkot6i pro-
jiczidljak mar a &% gorbén keresett I® involucziénak tarspontjait.
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2. Mint ismeretes, minden involuczids sor projektiv vonatkoz-
tathaté egy egyszer( sorra, nevezetesen: egy involucziés kupnak
tarsalkotoéit 6sszekotd sikok sorardl azt mondjuk, hogy az, az involu-
cziés kuppal projektiv, A g; sugéarsereg az el6bbi H® hyperboloidon
projektiv az M@ kuipon lev6 involucziés alkotésorral, tehat az I
involucziés pontsorral a 2®-mon és igy a 7;h'; involucziés sugar-
sereggel a H® hyperboloidon.

+A R II, r. térgorbe tehat barmely rajta keresztiil mend H®
hyperboloid sugarseregei kozott projektiv vonatkozast létesit és
pedig: az a sugarsereg, mely %®-nak hurrendszeréhez tartozik,
projektiv a gorbével perspektiv masik sugarsereggel, mely involu-
czibs ; az elébbi sereg egy sugaranak az a két sugar felel meg az
utébbiban, mely az els6t a &% gorbén metszi,

Ugyanis ha a 2® gorbét és a H®-nek elsé sugirseregét a
k®-nak tetszésszerinti M pontjab6l projiczidljuk: egy M® IL r.
kupot és egy siksort nyeriink, mely a kupot a siksorral projektiv
involuczi6s alkotésorban, a £®-mat pedig egy I involucziés pont-
sorban metszi, Ez az I'® pontsor pedig perspektiv és projektiv a
H®-nek masodik sugarseregével, Ha tehat valamely siksornak ten-
gelye egy I11. v. tévgorbének csak egy pontjan megy keresztiil, akkor
a siksor projektiv azzal az involuczios pontsorral, I®-vel, a mely-
ben a siksor sikjai a gorbét metszik és igy projekiiv mindazokkal
az involuczios siksovokkal,melyek az I®-t a k®-nak barmely hitrjabol
projiczialjak.

Vagy :

A k® III. r. térgovbe egy pontjan kevesztiil mend egyenesiek
sikjai a govbét egy 1P involucziés ponlsovban metszik.

3. A 1L r. térgorbe hat pontja 4ltal meg van hatarozva. De ha
a hat pontot tetszésszerint veszsziik fel egy hyperboloidon, akkor ez
még nem megy a gorbén keresztiil, Ellenben :

Ha valamely H® hyperboloid egyik sugdrservegének, g-nek,
harom sugavan akkép vesziink fel harom pountpdrt A A',, A, A’, és
A, A';-mat, hogy azok e sugarsevegnek egyik g; sugavabil involuczios
sikparokkal projiczidltatnak, akkor a hat ponton kevesztiil mend I11. r.
térgorbe k¥ a hyperboloidon fekszik.

Ugyanis az elsé 6t ponton keresztiil mend és a H® hyper-
boloidon fekvé %@ III. r. térgorbét a H®-nek ¢ sugirserege
olyan pontinvolucziéban metszi, melynek tarspontjait a gi-b6l
projiczialé sikparok involuczidét képeznek. Minthogy e sikparok az
elébbi involucziés sikparokkal egybeesnek: a %, ® girbe keresztiil
megy az adott pontok hatodikdn és igy %,® azonos a %k‘®-mal,
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Ebbdl kovetkezik :

Ha valamely involucziés siksornak tengelye (vagy pontsornak
tartéja) egy sugarseregnek egyik sugara és e sugérsereg a siksorra
(illetve a pontsorra) projektiv van vonatkoztatva, igy képz6dményiik
egy IIL r. térgorbe (illetve III. o. siksor).

Tovabba :

Ha valamely involuczids sugdrvseveg projekiiv van vonatkoz-
tatva annak tdmaszté sugarservegéve, akkor a két sugarsereg pont-
képzodménye egy k® II1. 7. térgorbe, sikképzodménye pedig egy »°)
III. o. siksor. A tamaszié sugarseveg sugavai a tevgovbének hirjai,
a stksornak pedig tengelyei.

Tekintsiik a 23 III. r. térgorbét, mint pontképz6dményét a H>
hyperboloidon fekvé 7%k’ involuczidés sugarseregnek és az evvel
projektiv tdmaszté sugarseregnek, g-nek. Ha az els6 sugérsereg
hj, by kettSssugarainak a masikban a gj, g sugarak felelnek meg,
akkor ez utébbiak érint6i a k® -nak, a (g;k;) =J, (gx/x) = K pontok-
ban, mig a [gjk;]| = , [gx/1x] = « sikok, minthogy a %® -mat csaka J,
illetve K pontokban metszhetik, e pontoknak simul6sikjai. A JK
pontok pedig kettGspontjai annak az I® involuczi6nak a %®-mon,
melyben a k' involucziés sugéarsereg a vele projektiv egyszer(
sugérseregnek, g-nek, megfelel6 sugarat metszi. A J,K pontok @ =
'simuldsikjainak ¢ metszévonala, mely a ® gorbének tengelye,
polérisa a p == JK hirnak a H® hyperboloidra vonatkozolag és a ¢
ennek segélyével a p hirbol még akkor is megszerkeszthetS, ha a
JK pontok és a wz sikok képzetesek.

A g sugarseregnek ¢,¢, sugarai, amennyiben valésak, a ¢
sugdrsereget két részre osztjak; az egyik rész sugarai a k®-mat
val6s pontparokban, a masik résznek sugarai pedig kapcsolt-képze-
tes pontparokban metszik. Ha pedig az I® involucziénak a k® gor-
bén két képzetes kettGspontja van, tehat a gjgx sugarak is képzete-
sek, akkor a ¢ sugarseregnek minden sugara valdés pontokban
metszi a #®)-mat.

Ha a g, sugar a %2®-mat az 4, 4’, pontparban metszi és e pon-
tokon keresztlil mend sugarak a mdsik seregben 7,7/, akkor az
4,4, JK pontparok a £® gorbén és a k', hjl sugarparok a H®
hyperboloidon, végre ez utébbi sugarparoknak metszépontjai a
g,-gyel, harmoénikusan vannak elvalasztva. Ebb6l kovetkezik, hogy az
A, A’, pontpéar a J,K pontoknak = simuldsikparjatél harménikusan
van elvélasztva, vagy éltaldnosabban kifejezve :

Ha valamely I11. v. térgorvbén oly két pontpart vesziink fel,
mely egymdst havmonikusan vdlasztja el, akkor barmelyik pont-
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parnak simulésikpavia szintén havmonikusan vdlasztja el a mdsik
pontpart.

Tovabba:

Ha két (valéds) pontpar egymast egy k® I11. v. térgorbén har-
monikusan valasztja el, akkor a k® rvajta fekszik azon a két hypey-
boloidon, mely kevesztiil megy az elsé pontpar évintbparian és a
masodik ponlpdr Osszekoto egyenesén, illetve a wmdasodik pontpdr
évintoparjan és az elsé pontpar 6sszekioté egyenesém. A két hyper-
boloid egymast a k®-mon kiviil ennck meg egy huvjaban metszi,
melynek (képzetes) kozos pontjai a govbével az adott pontpdrokat
harmoénikusan vilasztjak el.

Ez ut6bbi tulajdonsédg onnan kovetkezik, hogy egy IIL r. tér-
gorbén keresztiil mend két hyperboloid egymast annak egy hurja-
ban metszi; ez pedig igy az egyik, mint a masik hyperboloidnak
ahhoz a sugirseregéhez tartozik, melynek két sugara a gorbét
érinti és ezek az érintGpontok ama hur és a gérbe metsz&pontjaitol
harménikusan vannak elvalasztva., —

Vegytink fel egy 2% 111, r, térgorbe J pontjanak . simulosikja-
ban a J-n keresztiil egy % egyenest. A hj-nek sikjai a k®-mat egy
I1® involucziéban metszik, melynek egyik kettGspontja a J és mely-
nek tarspontjait 6sszekotd ¢ hurok egy H® sugarseregnek sugarai.
A H® masik sugarseregének az I® tarspontjain keresztiil mend
sugarai egy I involucziés sugérsereget képeznek, melynek egyik
kett6ssugara a /j, a masik * pedig a #®-nak egy K pontjan megy
keresztiil és szintén ennek =z simuldsikjadban van. Minthogy az
1) -nak tarssugarai, tehat az I®-nek a g hurokon fekvd tarspontjai
a hjly, kettGssugaraktol harmoénikusan vannak elvélasztva, mond-
-hatjuk :

Ha a k® IIL v, térgovbe egy pontjan kevesstiil ennek simuld
sikjaban egy hj egyenest vesziink fel, akkor azok a pontok, melyek
a hj-nek pontjain kevesztiil a k®-hoz vezetett hitvok végpontjait a
hj egyenes pontjaitol harmonikusan valasztjak el, egy hy egyenesen
vannak, mely a k3 -mat szintén egy pontban metszi és e metszépont-
nak simulésikjaban van.

E tételt aldbb (a 30. §. 1. p. végén) altalanositani fogjuk.

4, Valamely sugarseregnek csak két sugara érinthet egy olyan
I1I. r. térgorbét, mely a sugarsereget tartd hyperboloidon van. Ezért
a IIL r. térgorbe nem fekhetik azon a hyperboloidon, mely a gorbe
harom pontjanak érintéin megy keresztiil. Azonban :

A IIT. v, térgorbe havom pontjanak érintdin keres:tiil mend
hyperboloid abban az dsszefiiggésben all a tévgorbével, hogy a hyper-
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boloid évintésikjaiés a govbe simulosikjai a havom pont barmelyiké-
ben, a masik két ponttol harmonikusan vannak elvalasztva. (Staudt.)

Ugyanis legyen A4,4,4, egy k® Il r. térgérbének harom
pontja, a,a.a, és 2,2, ezeknek érintGje és simuldsikja. Legyen
tovabba H® az a,a,a,-mon keresztiil mend hyperboloid, b, 5,6, ennek
az A, 4,4, pontokon keresztiil mend masik rendszerbeli alkotéja,
végre az A'® az a kip, mely a 2®-mat az A; pontbdl projiczialja.

Az A,® kip a,, A, 4,, A4, alkotéinak «,, 4,a,, 4,a; érintd-
sikjai koziil a két utébbi egymast a b;-ben metszi, s mert az [a,b,]
sik polarissikja az «, és « = 4, 4,4, sikok metszdvonaldnak az 4,®
kupra vonatkozoélag, azért ez az [a,b, | (mely a H®-nek érintSsikja
az A, pontban) és az =, sik harmoénikusan vilasztja el az 4,4,,
A, A, kupalkotokat, és igy egyszersmind az 4,, 4, pontokat.

A tétel kovetkezménye :

Ha A A Ay a kP 111, . térgorbének havom pontja, akkor az
A, pont a, érintéjén és az A, pontbol az A,A; pontok érintbihez
vezelett b, szelon kevesztiil mend sik a k®-mat abban az Ai pontban
metszi, mely az A, pontot az A,A, poitoktol harmonikusan
vdlasztja el.

Az o= A, 4,4, sik az el6bbi H® hyperboloidot egy 2® kuip-
szeletben, az « 2,2, simulésikok pedig, melyek az z-nak 4 pontjaban
talalkoznak, a hyperboloidot az a,b’;, a.,b’y, a;b’y sugarparokban
metszik,

Az el6bbi bizonyitas folytdn az [a,b,], [a,b',] sikok harméni-
kusan valasztjak el az 4,, A, pontokat, tehat a b,b’,, b,b, sugéarparok,
és hasonlokép a byb'y, byb,; byb's, b,b, sugarparok harmoénikusan
vannak elvélasztva. Ebb6l pedig az kovetkezik, hogy a b',b,0';
sugarak koziil kett6-kett6 a harmadikat a b,, b,, b, sugaraktol, ésigy
az ezeken fekvé 4,, 4,, A, pontoktol is harménikusan valasztja el.
Ennélfogva mondhatjuk :

Ha valamely hyperboloid hdvom pontja mindegyik sugdv-
seregének harom killomboz6 sugardan van, akkor az egyik serveghez
tartozo harom sugarvat e hdarvom pontban évinté III. v. térgorbénck
simuldsikjai e havom pontban, a hyperboloidot a masik sugarsereg-
nek oly havom sugardban metszik, mely koziil ketto-ketté a har-
madikat az egyes felvelt pontoktél harmonikusan vilasztja el.

E tétel alapjan a III. r. térgérbe annak havom pontjdbdl,
e pontoknak simuldsikjaibol ése pontok egyikének érintojébol a ko-
vetkezOkép szerkesztheto :

Ha a harom pont A4,4,4,, a harom simulésik «,z.2,, az 4,
pontnak érintGje a,, akkor kell, hogy az «,2,2, sikok metsz6pontja

i e
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A az 2= A, A, 4, sikban, az a, pedig az = sikon kivill az z, sikban
legyen.

Az A pontnak az 4, 4,4, hiromszigre vonatkoz6 harménikus
polarisa g, az A,4,, A,4,, A, A, oldalakat harom pontban metszi,
melynek Osszekoto egyenesei az A,, A,, 4, pontokkal, a 4,4,4,
haromszdg korill irhatd 2* kupszeletnek érintdi. E kipszeletet az
AA,, AA,, AA,, egyenesek masodizben az A}, A4’;, A’; pontokban
metszik,

ria most az 4’;, A, pontokon keresztiil az a,-hez &',, b', sze-
IGket vezetiink, melyek koziil az elsé az 2, sikban, a masodik az =,
sikban van, akkor az 4, és 4, pontokbdl a b’,, b'; egyenesekhez
vezetett a,, a, szel6k, mar a keresett 2 1l r. térgorbének érintéi
az Ay, A, pontokban, melyekbdl 2% mar tovabb szerkeszthetd.

Ugyanis, ha &', az A*, pontbdl az a, és a,-hoz vezetett szeld.
akkor az a,a.a,b’,\b',b', hyperboloidon levé 4,, 4, A, pontok, az
Ay, A%, A, pontokon keresztiil mend ¥',, b's, b, szel6k mindegyikeét,
a mésik kett6t6l harmoénikusan vélasztjak el. De az Agb'y, A,
sikok egybeesnek az z,, z, sikokkal és a hyperboloidot még az a,,
a, egyenesekben metszik ; az A%, sik pedig, mely a hyperboloidot
az a,-ben metszi, keresztiil megy az A, 4’, egyenesen és igy egy-
szersmind az A ponton, tehat egybeesik az =z, sikkal. —

Ez utébbi targyalasban egy &' lII. r. térgérbének harom pont-
jat, 4, A, A,-mal, ezeknek érint6it és simuldsikjait a,a,a, és x,7%,%,-mal,
az a,a,a,-mon Keresztiil mené hyperboloidot I/®-vel, ennek az
A, 4,4, pontjain keresztiil mend és a masik sugarsereghez tartozé
alkoto6it b b.b,-mal, az =,2,7, simulésikoknak masodik metszési
alkotéita /1'%-vel b',b',b';-mal, az A, A, 4, sikot z-val, az z,%,z, sikok
metszopontjat A-val,a /' és az =z metszovonalat &*)-vel, végre az A
pontnak az A, 4,4, haromszbgre vonatkozé harménikus polérisat,
mely egyszersmind az 4 pontnak a £'*-re vonatkozé polérisa, g-val
jeloltiik.

Az A pontnak a /I'*-re vonatkozé polarissikja 2/, a ¢ egyene-
sen és az [a,b,[a.b,)(a,b,] sikoknak A’ metszGpontjan, valamint az
(a.b', )(a.b',)asb's) pontokon megy keresztill. Az A’ pontnak az
(a, ¥ Nasb')ab';) hdaromszigre vonatkozoé harmonikus polarisa
szintén a ¢ egyenes, tehat az AA’ = p egyenesnek harmonikus
poldrissikja az «, == [a, V'), z, = [a.}",], =, = |a,}’;] lapoktd] képezett
héromélre vonatkozoélag, az dg == = sik.

Az [ab,)|asbs)[asb,] és az [a,b)[a:b,][asds] sikoknak metszO-
pontjai szintén a p egyenesen vannak (23. §. 3. p.), és mert ama sikok
az (a, A,)[a.4,)[a,A,] és [a,4;)[a.4,][a,4;]] sikokkal esnek egybe,
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azért (28. §. 2. p.) a p egyenes a k™ gorbének hurja. Ez a p hir
pedig, mely a g-nak a J{®-re vonatkoz6 poldrisa, nem metszheti a
I hyperboloidot, és a 2® gorbét valés pontokban, mert a ¢ sem
metszi a H'®-6t val6és pontokban, ha az A, 4,4, pontok valdsak,

Ennélfogva:

Valamely I, r. térgorbe | Valamely IIL r. térgorbe ha-
hérom simulésikja egy oly rom pontja egy oly haromszog-
hérom élnek haromlapja, mely- nek harom szégpontja, melynek
nek cstcsa a simulésikok si- sikja a hdrom pont simuldsik-
mulépontjaival ugyanegy sik- janak metszGpontjan megy ke-
ban van. E siknak harmoénikus resztiil, E metsz6pontnak a ha-
poldrissugara ama héromélre romszogre vonatkozé harmé-
vonatkozolag, a haromél csu- nikus polarisa a IlI.r. térgérbé-
csabol a IlL r. térgorbéhez ve- nek a haromszog sikjaban levé
zethet6 hur. tengelye.

5. Vegyiink fel ezutan egy 2 III. r. térgorbén ismét harom
pontot, A,A,4.-mat, és legyenek a 2*.-mon az A' A%’y pontok
azok, melyek az elébbieknek elsd, masodik és harmadik pontjat a
masik kett6t6l harménikusan elvalasztjak. Minthogy az A, A’ A, A,
A, A’, pontparok egy involuczidnak tarspontjai, azért a pontparok-
nak g, g, g, 0sszekotd egyenesei egy a k*-mon Kkeresztiil mend
I'® hyperboloidnak alkotdi.

Az A A A, A" A, A’; pontharmasokon Kkeresztiill mend és az
F®.-nek masik rendszeréhez tartozé I lt,h,, h',h',h', alkotohdarmasai
is olyanok, hogy két-két alkoté a harmadikat a masik hdrmasnak
egy alkot6jatél harmonikusan vélasztja el, azaz tarsharmasok a s
sugdrseregnek egy /') kébos involucziéjaban.

Az 2= A, A, A, és o' = A' A', A’; sikok az F'*-Gt a k' és k'™
kupszeletben, a '\’ és hyhyh, alkotokat ama kupszeleteknek
A,4,4,, illetve 4’ A',A’, pontjaiban metszik. Minthogy az =’ sikok
kapcsolt polarissikok (23. §. 2. p.), azért ezeknek A‘4A poélusai meg-
felelbleg az «x' sikban vannak és az 22’ =p, AA'=gq egyenesek
polarisok az I"®-re vonatkozolag.

Az 4 pont harménikus pélusa a g-nak az A4, A4, A,A.4,
héromszogekre vonatkozolag, és a & kipszeletnek érintdi e harom-
szogek A, A, A, A, A,A, szogpontjaiban, a szemben fekvs oldalakat
ag-nak Q,Q, 0, pontjaiban, mig ama szégpontparoknak az.4-n keresz-
tlil mend Osszekotd egyenesei a g-t a @', Q’;Q’; pontokban metszik.

Hasonl6képen az A’ pontnak harménikus pélusaa g-nak, az
A A4 AY, A A" A%, haromszogekre vonatkozélag, és a %'®-nek
érintGi e hdromszogek szogpontjaiban a szemben fekvd oldalakat a
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g-nak @', Q’,Q’; pontjaiban, mig ama szégpontparoknakaz A‘n keresz-
tiil mend egyenesei a g-ta @, @;¢); pontokban metszik, Ezek a @, Q,0,,
Q',Q,0'; harmasok tarsharmasok egy [/ (5,) k6bos  involucziéban
(27. §., 4. p.).

Mert a #® gorbe 4,4, A', A'; pontparjai harménikusan valaszt-
jak el az 4,’A, pontpart, azért a £ gorbét az A, pontbdl projicziald
A, @ kipnak A, A4,, A, A, és A, A’y, A, A’, alkotéparjai a kipon szin-
tén harmoénikusan valasztjak el az 4, 4', = g, egyenest és a k®-nak
a, érint6jét az A, pontban, Ebb6l kovetkezik, hogy az 4,® kipra
vonatkozolag az [a,g,] sik polarissikja az 4, 4,4, A, A4’ sikok
A, Q' metsz6vonalanak, és az 4,® kup a, alkotéjanak érintSsikja,
mely az A, pontnak «, simulésikja, az A,Q', egyenesen megy
keresztiil. _

Ugyanigy kimutathatd, hogy az 4,4, pontoknak «,x, simuld-
sikjai a Q’,Q'; pontokon mennek Kkeresztiil, a mib6l mar l4thato,
hogy a 2® gorbe A4,4,A4, pontjainak simuldsikjai egymést az 4, 0",
A,Q, 4,0, egyeneseknek kozos 4 pontjaban, és hasonlokép kovet-
keztetve az A’ A’ A’; pontoknak o’;a’,0’; simuldsikjai egymast az A’
pontban metszik.

Az el6bbi tétel szerint az 4 pontnak harmoénikus poldrisa az
A, 4,4, haromszogre vonatkozdlag, tengelye a k3 gorbének; tehat
az Ay 434y = o, A, A", A", = o' sikoknak ¢ metszGvonala, tengelye,
az o, y%,, a'ia’y2'y sikok A4, A' metszépontjait Osszekdts egyenes
pedig, a dualitas folytan, hurja a 2% gorbének.

Ennélfogva :

Ha valamely k® I11.v. térgorbén oly két pontharmast vesziink fel,
hogy az egyiknek minden pontja a masik kettot, a masik havmasnak
egy pontjatol havmoénikusan vdlasztja el, akkor a két ponthdarmas-
nak sikjai egymast a k®-nak tengelyében metszik, ésa két ponthar-
mas simulosikjainak két metszépontjan kevesziiil mend egyenes a
k®-nak hirja. E tengely és hiir polavispar, a két ponthdrmas sik=
parja pedig polarissikja a simulé-sikhdrmasok két metsz6pontjanak
arra a hyperboloidra vonatkozélag, mely ama pontharmasok tdrs-
pontjait Osszekoté harom egyenesen megy kevesztiil és a mely hyper-
boloidon a k®-nak minden pontja rajta van.

Vagy részletezve :

A k® IIL r, térgdrbének | Egy pontbdl a IIL. r. tér-
egyik tengelyén keresztiil men§ | gorbéhez harom simul6sik ve-
sik a gorbét harom pontban zethet6 ; az a harom pont, mely
metszi; az a harom pont, mely e sikok simulépontjai koztil
e metszOpontok koziil kettGt- kett6t-kettSt a harmadiktol har-



kett6t a harmadikté]l harmoni-
kusan valaszt el, a felvett ten-
gelylyel ugyanegy sikban van.
Ez a sik a masik sikot harmo-
nikusan véalasztja el, a felvett
tengelybdl a gorbéhez vezethetd

ménikusan valaszt el, oly tulaj-
donsagu, hogy simulésikjai egy-
mast a felvett pontbdla gorbé-
hez vezethet6 huron metszik.
E metsz6pont és a felvett pont,
a gOrbének a huron fekvé

simulé sikoktol, pontjaitél harmoénikusan van
elvéalasztva.

Ha az el6bbi targyalast folytatandé a 2® gorbét a ¢ tengely-
nek az I'®-re vonatkozd kapcsolt polérissikjaival metsziik, tArspont-
harmasokat, azaz oly ponthdrmaspéarokat nyeriink, melyek mind-
egyikében egy pont a masik kett6t a masik harmasnak egy pontjatél
harménikusan valasztja el, és mely pontharmasok simuldsikjainak
metsz6pontparjai a g-nak az F®.re vonatkoz6 p polarisan kapcsolt
polusok lesznek. E ponthdrmasok tarspontjait 0sszek6té hurhédrma-
sok az F®-nek ¢ rendszerbeli alkot6i, mig e tars-pontharmasokon
keresztiil mené masik rendszerbeli alkoték tars-alkotéharmasok.
A tarsharmasok pedig oly haromszégparoknak szégpontjai, melynek
oldalai a ¢ tengelyt tars-pontharmasokban metszik.

A gtengelybdél az I'®)-hez vezetett  érintGsik ¢ érint6pontjaban,
a k® egy pontharmasanak és tars-pontharmasanak pontjai egyesiil-
nek ; maga a . érint6sik, a.J érint6pontnak simulésikja. Ugyanez mond-
hat6 a ¢-bél az I'*-hez vezetett masik érintSsikrol, »-r6l, melynek
érint6pontja K. A p hir tehat a 2© gorbét és az I'® hyperboloidot a
JK pontokban metszi. :

A valtoz6 tarspontharmasok a k@ gorbén, mint 4,4,4, és
A’ A’y A’ ésavaltozé tars-alkotéharmasok az I'®hyperboloidon, mint
Iuhohy és ' h'sh's, végre a g tengelyen levé tars-pontharmasok, mint
0,0:;0, és @',0',Q'; egy IO, I,® és egy iq@) kobos involucziot
képeznek ; az elsbnek harmaspontjai J X, a masodiknak harmasalko-
t6i aJ K pontokon keresztiil mené 2k alkotok, végre a harmadik kobos
involucziénak @;Q harmaspontjai, a g és I'®-nek metszGpontjai.

Ezért mondhatjuk :

Valamely &® 1I1. v. tévgorbe q tengelyén kevesztiil mend sikok
a gorbét egy 1¥ kobos involuczié pontharmasaiban metszik, mely-
nek harmaspontjai a g-bél a k'®)-hoz vezethetd v » simuldsikoknak
JK simulépontjai. Az I® tarsharmasainak sikjaiegy 1, négyzetes
involucziot képezmek a q siksovban, melynek ketléssikjai szinténés ».
E tarsharmasok pontjainak simulésikjai egymdst a k¥ térgorbe
JK = p hiirjanak pontparjaiban metszik és e pontpdroktil képezett
I ® négyretes involucziénak kettéspontjai szintén J és K.
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Az 19 tdars-harmasainak pontjai hdromszégpdroknak Sz6g-
pontjai; ezeknek oldalaiaq-t egy 1, kobds involuczié tdrshayrma-
saiban metszik, melynek hdrmaspontjai QiQr. Az I® tarshérma-
sainak simulosikjai haromélparoknak lapjai; ezeknek élei a p-bél az
I .val perspektiv [, kibds involuczionak ldrs-sikhdrmasaival
projxc-mllalnalz és igy emnek =; wy hdrmassikjai, a Q; Qs ponio-
kon mennek keresziiil, .

Az 19 tarspontjait osszekioté hirok egy I hyperboloid egyik
sugdrseregének sugarai, és ennek a lars-pontharmasokon keresztiil
mend sugarai egy I kobos involucziét képeznek, melynek g;gv har-
massugarai a k®-nak évinioi a JK harmaspontokban. A k'™ tars-
ponihdarmasain keves:iiil mend és I'®-uek mdsik sugdrseregehes tar-
toz6 sugavai tdars-sugarhdarmasai az I®-mal perspektiv 1, kibos
involuczios sugarsevegnek; ennek hihe harmassugarai szintén a
JK pontokon mennek keresziil és ép ngy, mint ;g a v sikokban
vannak.

A pg egyenespar polarispir; 78, az 1® tars-pontharmasainak
sikpdrja kapcsolt polarissikparja, és e lars-pontharmas simulosik-
Jainak melszopontparja kapcesolt pélusparja az I-nek, tehat az
1;®-nak hdarmaspontjai, a (g;hy) (g hj) pontpdrral és az I,®-nak
hdarmassikjai a | g; i) [g 1) sikparral esnek egybe.

E tétel alapjan a kobos involuczié minden tulajdonsagabol
tételeket szarmaztathatunk le a Ill. r. térgdrbére vonatkozolag.

Igy ismeretes, hogy a kobds involucziénak két ponthirmasa
héromfélekép képez oly négyzetes involucziét, melyben amannak
harmaspontjai tarspontok.

Ebbél kivetkezik :

~Ha valamely #® III. r. térgorbe egyik tengelyén, ¢-n, keresz-
tiil két sikot vezetiink, mely a gorbét az A,4,4,, B B,B, pont-
harmasokban metszi, és a jelolésben a ponthiarmasok ugyanegy
értelmilek, akkoraz

A4,By, A,B,, A;B,
A, By, A,B,, AB,
4,By, A,B,, A,B,

pontpérok egy-egy négyzetes involucziénak tarspontjai, tehat e tars-
pontokat dsszekoté hirok a #¥-mal egyiitt egy-egy hyperboloidon
fekiisznek. Ez a harom hyperboloid keresztiil megy a ¥®-nak azon
a p hirjan, mely a g-bél a k®-hoz vezetett tx simul6sikok JK
simul6pontjait tsszekoti.

A hérom négyzetes involuczi6 J, K, J,K,, J,K, kettGspont-
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parjait 6sszekot6é hurok a £®-mal egylitt egy oly hyperboloidon van-
nak, melynek egyik polarisparja a pg. A J,g sik még két KettGs-
ponton, pl. a J,J;-mon, a K,g sik pedig a hatralevé KkettSsponto-
kon K,K,-mon megy keresztiil,

De ha a g-n keresztlil vezetett két sik a % gorbét tars-har-
maspontokban metszi, tehat a ¢ » sikokat harménikusan valasztja
el, akkor még az 4,B,, A,B;, A,B, htirokis a ¥®-mal egy negyedik
hyperboloidon vannak, melyre vonatkozoélag a pg szintén poldris-
par.“ stb.

30. §. A harmadrendii térgdrbére vonatkozé kapcsolt
pontok. A nullarendszer rendigorbéi.

1, Valamely 4 pontbél a %@ III. r, térgérbéhez vezethets p
hiiron az az A’ pont, mely az A-t a ¥ és a p hiir metsz6pontjaitol
harmonikusan vélasztja el, az 4-hoz kapcsolt poninak neveztetik.
Ez értelmezésbdl kovetkezik, hogy az A'-hoz az A pont is kapcsolt;
tovabba, hogy ha az 4 pont a k®-nak valamelyik érint6jén van,
akkor az A-nak kapcsolt pontja az érintének érintGpontja; végre,
hogy a #® valamely 4 pontjanak kapcsolt pontja, az A4 pont érints-
jének minden pontja, beleértve magat az A-t is.

Ez értelmezésnek dualisan megfelel egy masik, mely a III. o.
siksor kapcsolt sikjaira vonatkozik. T. i.: a 2® IIL r. térgorbe vala-
melyik tengelyén keresztiil mené oly két sik, mely a tengelybsl a
gorbéhez vezetett két simuldsikot harmonikusan vélasztja el, kap-
csolt sikparja a III. r. térgorbe simuld sikjaitol képezett III. o. siksor-
nak és a III. r. térgorbének. A gorbe minden érintdsikjahoz az érints-
pont simuldsikja kapcsolt; és viszont egy simuldsikhoz minden
érintdsik kapcsolt, mely a gorbének a simulésikban levd érintGjén
megy keresztiil.

Az el6bbi § utolsé tételében a kovetkezs tulajdonsagat lattuk
mar a III, r. térgorbe kapcsolt pontjainak és kapcsolt sikjainak :

Minden kapcsolt pontpar- A III. r. térgdrbe minden
bol a III. r. térgorbéhez vezet- kapcsolt sikparjanak metszdo-
hetd simulésikok simuldpontjai pontjai a gorbével tars-ponthar-
tars-pontharmasok, masok,

(azaz olyanok, hogy minden harmasban két-két pont a harmadikat,
a méasik harmasnak egy pontjatél harmoénikusan valasztja el), mert
e tars-ponthdrmasokt6l meghatarozott kébos involuczibnak JK
harmaspontjai, a kapcsolt pontpart Gsszek6t6 huron vannak és
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azoknak simulésikjai, a kapcsolt sikpar metsz6vonaldn mennek

keresztiil,
AlIL r. térgorbe minden kapcsolt

pontparjanak az a tulajdonsaga sikparjdnak az a tulajdonsaga
van, hogy a IlIl. r, térgorbén van, hogy a IlIl. r. térgérbe si-
keresztiil mené minden hyper- mul6 sikjaitoél képezett III. o.
boloidra vagy II.r. kipra vo- siksorba irt minden hyperbo-
natkozoélag kapcsolt poluspar. loidra vagy kupszeletre vonat-

kozélag kapcsolt polarissikpar.,

Ugyanis, ha az 4 A’ kapcsolt pontparokat 0sszekotd egyenes
érint6je a k®)-nak, akkor az 4 (vagy az 4’) pont érintépontja annak,
és az AA’ érint6 a k®-mon keresztiil mend I'® hyperboloidnak vagy
I r. kupnak az A-hoz tartoz6 érintésikjaban van, és igy az A4/
kapcsolt pélusparja az F'®-nek.

Ha pedig az AA' egyenes hurja a k®-nak, tehat azt a JK
valos vagy képzetes pontparban metszi, akkor az A A’ szintén kap-
csolt polusparja az F'®-nek, mert az AA’ egyenes az F'®-tis a JK
pontparban metszi és az AA‘ pontpar ezekt6l harménikusan van
elvalasztva.

De ha egy kiilon bizonyitast kivinnank arra az esetre, a mely-
ben az AA4' egyenes a k®-mat, és az I'®-t képzetes pontparban
metszi, akkor ReYE szerint ekkép jarhatunk el:

A E®-mon keresztiil egy tetszésszerinti I'® hyperboloidot és
egy M® II. r. kupot fektetiink, mely utébbinak csticsa a k®-nak M
pontja. A k®-mon és az MA=g egyenesen keresztiil mens H®
hyperboloid egyik sugarseregét, S-et, 2®-nak az MA= g pontjain
keresztiil mend htirok képezik ; ennek sugarain vannak a g egyenes
pontjainak a 2®-ra vonatkozé kapcsolt pontjai. A ¢ egyenes pont-
jainak poldarissikjai az I'®-re vonatkozodlag, a ¢ pontsorral projektiv
siksort képeznek, melynek g, tengelye a ¢-nek polarisa; mig a ¢
pontjainak polérissikjai az M® kupra vonatkozoélag egy y sikban
vannak.

A y siknak és az S sugarsereg H® tartéjanak ¢ metszésében
vannak a ¢ pontjainak a %®-ra vonatkozé kapcsolt pontjai. A ¢
vonalban (mely kupszelet vagy egyenespar) levé pontsor, a ¢ pont-
sorral és ennek az F'®-re vonatkoz polarissikjai soraval g,-gyel pro-
jektiv, A ¢ pontjain keresztiil a 2®-hoz vezetett hurok kozott vég-
telen sok van, mely a k2®-mat valés pontparban metszi. A g-nek
mind e pontjaihoz tartozé kapcsolt pontok a ¢ pontsorban, és egy-
szersmind a g, siksorban a pontoknak megfelel6 sikokon vannak.
A g, siksor tehat perspektiv a ¢ pontsorral, és igy a ¢ minden pont-
21
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jahoz, még az A-hoz is kapcsolt pont A, a g, siksorban neki meg-
felel6 sikban van; azaz : AA’ kapcsolt péluspérja a tetszésszerinti
F@ hyperboloidnak., —

A ysik a H® hyperboloidot egy egyenesparban metszi, ha
érintGsikja a H'>-nek, azaz ha v az S sugarseregnek egy sugaran
megy keresztiil. A g-nek M pontja a y sikban van, és ha az S sereg-
nek az M ponton Keresztiil mend m sugara, mely a k2®-nak érintGje,
a v sikban van, akkor y a H®-Gt az m-ben és még egy masik egye-
nesben, g’-ben, metszi. Az m érintén vannak az M-hez kapcsolt
pontok, ¢'-6n pedig a ¢ tobbi pontjaihoz kapcsolt pontok. Minthogy
ez a g’ egyenes a H®-nek abban a sugarseregében van, mely a 2®-
mal perspektiv, azért ¢’ a 2®)-nak oly M’ pontjdn megy Keresztiil,
melynek ' érintéje, mint az S-nek egyik sugara, metszi a g-t. Az
[mg] sik simuldsikja a k®)-nak az M pontban, mert az M pontnak 2
érint6jén megy keresztiil és érintGsikja a H®-nek az M pontban,
Ugyanezért az [m'g’] sik is simulésikja a #®-nak az M’ pontban.

Egy oly g egyenes pontjainak Kkapesolt pontjai a £® IIL r. tér-
gorbére vonatkozolag, mely a 2®-mat nem metszi, egy &,@ III. r.
térgorbén vannak ; a k&, ® a k®-nak négy pontjain megy keresztiil,

Ugyanis ha a k®-mon keresztiil hdrom hyperboloidot fektetiink,
akkor a g pontjainak polarissikjai a harom hyperboloidra vonatko-
zolag, a ¢ pontsorral projektiv harom siksort képeznek, melynek
képzbdménye a &,@ III. r. térgorbe. A ¢ egyenes a k®-nak kifejthets
feliiletét négy pontban metszi; e pontokhoz kapcsolt pontok a %@-
mon vannak.

Egybefoglalva utébbi targyalasunk eredményeit, mondhatjuk :

Valamely ¢ egyenes pontjainak a k® 111, r. tévgovbére vonat-
koz6 kapcsolt pontjai dlialéban egy 'k\® III. r. térgorbén vannak,
mely a k®-mat négy pontban metszi; e metszéponiok koziil kettd-
ketts egybeesik és a k,® évinti a k®-mat ekét pontban, ha a g tengelye
a k®-nak. De ha a g-nek és a k®-nak egy kozis M pontja van, akkor
a k@ az M pont m érintbjévé és még egy kiipszeletté vagy g' egye-
nessé esik szét, a szevint a mint a g az M pont simulésikjan kiviil,
vagy a simuldsikban van. A g' egyenes a k®-nak szintén egyik simulé-
sikjaban fekszik és annak M simulopontjin megy kevesztiil és az
M, M pontoknak m, m' érintéi metszik a gg' egyenespart. Ha végre
a g egyenes a k® govbél két pontban metszi, akkor a k,® a g egyenessé
és a két metszépont évinidivé kovcsosul el (29. §. 3. p. végén).

2. Valamely o sik pontjainak a k® I11.v.térgorbéve vonatkozé
kapcsolt pontjai egy I'® I11. v, feliileten vannak, azaz oly feliileten,
melyet minden g egyenes harom pontban metsz.
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Ugyanis a ¢ pontjainak a k®-ra vonatkoz6 kapcsolt pontjai
egy k, @ Il r. térgorbén vannak ; ennek és ¢ siknak harom metszG-
pontjahoz kapcsolt pontok pedig a & egyenesnek metsz&pontjai az
F'® feliilettel. ,

Minthogy a ¢ sikban «* egyenes van, azért az F'®-mat o 11,
r. térgorbe vonja be ; az I'® minden pontjan o', két pontjan pedig
egy ily IIL. r. térgorbe megy keresztiil a feliileten. Maga a £® is az
F® feliileten van, mert a k®-nak érint6i a ¢-t metszik és e
metszépontoknak kapcsolt pontjai a £®-hoz tartoznak.

Ha a ¢ siknak és a 2® gorbének metsz6pontjait 4,4,4,-mal,
azokat a pontokat, melyek e metszépontok kozil kettét-kettt a
harmadikté]l harménikusan vélasztanak el A',4’,4’;-mal, az 4,4, 4,,
A, A A’ tarshdrmasok simulésikjait o, a0, o232/ ;-mal, e simul6
sikharmasok metszépontjait A, A’-sel, az A, 4,4, pontok érintsit
ajasa,-mal, és e pontokb6l a masik két pont érintéihez vezetett szelG-
ket b,b,b,-mal jel6ljlik, akkor az I'® keresztiil megyaz 4, 4,4, harom-
szog oldalain, az a,a,a, érintékén, az A'A",, A’A’,, A’A’; egyenese-
ken,valamintab, b,b, szelGkon. A hat elsG egyenest illetéleg ez kozvet-
len belathat6 ; a kovetkez8 harom egyenes pedig az A4, AA,, A4,
egyenesek pontjaihoz kapcsolt pontokat tartja ; végre a b, b,b, szel6k
azért vannak az I'® feliileten, mert a b; szel0nek polarissikja arra
az A;? 1L r. klpra vonatkozoélag, mely a k®-mat az 4; pontbdl pro-
jiczialja, a ¢ sik, és a b; pontjaibél a k®-hoz vezetett hurok, mint egy
I1,» hyperboloid egyik sugarseregének sugarai, e ¢ sikot egy kup-
szeletben metszik, melynek pontjaihoz kapcsolt pontok a b;-n vannak.
Az A' ponton keresztiil men6 harom [a;b;] sik és aq@’/= [4' A", 4’;]
sik tehat az I'® feliiletet az a;, b;, A‘A’; illetve az A’A’; egyenesek-
ben metszi. Az I'® felileten vannak végre a ¢ siknak poélusai a
[II. r. térgorbén keresztlil fektethetd Gsszes hyperboloidokra vonat-
kozolag.

Ha a ¢ sik a 2® térgorbének simuldsikja az 4, pontban, akkor
az F'® feliileten végtelen sok egyenes van, mely az (4,, ¢) sugarsor
sugarainak pontjaihoz kapcsolt pontokat tartja. Ezek az egyenesek
a k® gorbe egyes pontjain mennek keresztiil, e pontoknak simul6-
sikjaiban feklisznek és az A, pontnak érint6jét metszik.

E szerint: a #® I11. v. térgorbe valtozé pontjait azokkal a pon-
tokkal bsszekots egyenesek, melyekben evdltozd pontoknak simulésikjar
a k®-nak egy szilavd évintdjét metszik egy I'® II1. v. feliileten van-
nak; a szildrd érinté érintépontjanak simulésikja o, tartéja az E'®
pontjaihoz kapcsolt pontoknak.

3. A 1Il. r. térgorbe alaptulajdonsiga, hogy valamely pont-

21*




nak a gorbére vonatkozé kapcsolt pontja, egyszersmind kapcsolt
pblusa a pontnak mindazokra a hyperboloidokra és II. r. kipokra
nézve, melyeken a Il r. gbrbe rajta van. Ebbél kovetkezik, hogy
valamely pontnak polarissikjai a Il r. térgorbén keresztiil mend II.
r. kipokra vonatkozdlag egymast a ponthoz kapcsolt pontban
metszik. E polarissikoknak helyzetét még kozelebbr6l meghatarozza
a kovetkez6 tétel :

Valamely pontnak polarissikjai a I11. v. térgorbével perspek-
tiv I1. v. kitpokra vonatkozolag egy II. o. siksort képeznek, melynek
kozéppontja a pontnak a 111. v. térgovbére vonatkozo kapcsolt pontja.

Ugyanis az A pontot az A’ kapcsolt pontjaval sszekotd p hur
a k3 IIL r. térgorbét a JK valds vagy képzetes pontparban metszi,
mely kettGspontja egy a k®-mon levs I involuczids pontsornak.
(Az A pont mar meghatarozza a 2®-mon levé /®-6t, mert az A-n
keresztiil mend p htr az el6bbiek szerint csupanvalés elemek alkal-
mazasaval szerkeszthetd (26. §., 6. p. végén). Haez a p hur a 2®-mat
a JK valdés pontparban metszi, és a 2® minden 4; pontjahoz fel-
keressiik azt az A‘; pontot, mely A;-t a JK-t6] harménikusan elva-
lasztja, akkor az 4;4’ tarspontparja az /®-nek. Ha pedig a p hir
nem metszi a £®-mat valés pontparban, akkor az A-bdl a k*-hoz
vezethet6é harom valés simulésik simuldpontja A, 4,4, és e pont-
harmasnak A’ A',4’; tarsharmasa olyan, hogy ezeknek 4, 4°,, A; 4",
A A’, tarspontjai egyszersmind az I®)-nek is tarspontjai. Az I® tehat
ez uldbbi esetben is csupan valos elemek alkalmazasaval szer-
keszthetd.)

Az I® involuczids pontsort a 2% tetszésszerinti M pontjabdl
projiczialé M® involucziés kuip tarsalkotdinak sikjai egymadst egy &
egyenesben metszik, mely az MJ K = MA A’involuczié-siknak invo-
luczié sugara. Az 4 A’ pontok kapcsolt pélusok, tehat az MA, MA’,
h sugarak az M@ kup egy polarisharomélének élei és igy az 4 pont-
nak az M®-re vonatkoz6 polarissikja az A% sik.

Az I® tarspontjait 6sszekoté g sugarak egy H® hyperboloid
egyik seregének sugarai; a /» metszi mindezeket a sugarakat, tehat
a H®-nek masik seregéhez tartozik. Ha ezutan az M pontot valtoz-
tatjuk a %®-mon, akkor ezzel az M.k® = M® kup is valtozni
fog és a & leirja a H'9-nek egész sugarseregét, az A'h sik pedig, mely
az A pontnak polarissikja a valtozé M® kupokra, leir egy A‘® IL. r.
siksort.

Ep igy az A' pontnak polarissikjai a £®-mat projiczialo IL r.
kupokra nézve egy A® siksort képeznek, melynek sikjaia % sugar-
sereget az A pontbdl projiczialjak.
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Ha az A és A’ pontbdl a k®-hoz vezethetd sikok simulépont-
jait 4, 4,4, A’ A’,A’,-mal jeloljiik, akkor e tarsharmasok « és «*
sikjai az A’ és A pontoknak polarissikjai a Z/® hyperboloidra vonat-
kozblag. Az o, «' sikok egymast a k®-nek ¢ tengelyében, a H®
hyperboloidot a k2, k'® kupszeletekben metszik, mely utébbiak az
A dy,A;, A' A A4°, haromszogek Kkoriil vannak irva, és az A,
A’ pontoknak e kupszeletekre és haromszogekre vonatkozd pola-
risa, illetve harmoénikus polarisa a g. Minthogy pedig az A‘® siksor
a H® hyperboloidot abban a ktpszeletben érinti, melyben azt az 4’
pontnak polarissikja metszi, azért a 2 kupszelet rajta fekszik azon
az A‘® 1I. r. kipon, melyet az A'® II. o. siksor burkol.

Ugyanezért az A® kip, melynek érintésikjai az A’ pontnak
polarissikjai a k®)-mal perspektiv 1I. r. kiipokra nézve, szintén keresz-
tiil megy a £‘® kupszeleten, Az A® A‘® kipok egymast és a H®
hyperboloidot abban a két pontban érintik, melyben a g tengely
azokat metszi; e két k6zos érint6sik egyszersmind érintésikja annak
a két J, K? kupnak az AA’=p hir mentén, mely a 2®-mat a p
hiron levé J, K pontjaibdl projiczialja.

Ily két kupot, mint az 4®, 4’® a k®-ra vonatkozolag kapcsolt
kitpnak nevezhetiink.

Ha az AA’ kapcsolt pontokat az AA'= p htiron valtoztatjuk,
akkor ezzel a H{® hyperboloid, valamint a ¢ tengely nem valtozik,
de valtoznak az el6bbi ax’ sikok, 23 k2 kupszeletek és az A®
A‘® kupok. Mindezen kupoknak a ¢ egyenesen kozos pontparjuk
van, melyben a p(4,4’ . 4,4%; ., A, A';) involuczids siksor kettGs-
sikjai, azaz a J'® K™ kupoknak érintGsikjai a p hir mentén, azokat
érintik.

Egybefoglalva a talalt eredményeket igy fejezziik ki:

Az Aés A’ kapesolt pontoknak polarissikjai a k) I1L. v, tér-
gorbevel perspektiv I1. v, kitpokra vonatkozdlag egy A'® és egy A®
II. v. kitpnak évinitdsikjai, melyeknek csicsa az A’, illetve az A.

Az A'® és A® Fipok perspektivek azokkal a k®, illetve k'
kupszeletekkel, melyek koziil az elsé az A pontbol a k®-hoz vezetheté
simulésikoknak A, A, A, simulépontjain, a mdsik az A’ pontbdl a
k®)-hoz vezetheté simuldsikoknak A’ A',A’; simuldpontjain megy ke-
vesztiil és melyekve vonatkozdlag az A\ A, A, A', A', A, sikok q metsz0-
vonalanak, a k® tengelyének polusai az A,illetve az A’ pont.

E két kapesolt kitp A'?), A® egymast a g tengelyen az AA; A3 Ay
(és A' A’ A, A") négyszog oldalaitol kimetszett involuczionak kettds-
pontjaiban évinti, és a kipoknak e két kozis évintésikja, évintésikja
egyszeysmind amnak a két kipnak a kozis AA'=p hir mentén,
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mely a ¥-mat a p hitrnak és a K¥-nak kozos JK pontjaibol
projiczidlja.

Hogy ennek dudlis tételét egyszerlien kifejezhessiik: értsiik
egy siknak valamely kupszeletre vonatkozé pélusdn, a sik és a kup-
szelet sikja metszG6vonaldnak pélusit a kipszeletre vonatkozoélag.
E szerint az el6bbinek duadlis tétele igy szol:

Az o és o' kapcsolt sikoknak polusai a k™ Il r. térgorbe
simulésikjai sovdba, »-ba, beirt kiipszeletekre vonatkozdlag egy
2/ és egy 2D kupszelelnek pontjai, melyeknek sikja 2, illetve .

Az 2'® Fkipszelet be van irva abba a haromszogbe, melyben az
a sik és a kY gorbe kozos pontjainak a,2y%, simuldsikjai metszik az
2’ sikot, az ' pedig be van irva abba a hdromszogbe, melyben az
«' sik és a kD gorbe kozds pontjainak ' 2’2’y simulésikjai metszik
az « sikot, és az ax'== q tengelynek polusa e két kipszeletre vonal-
kozélag az A'= (',2',2'y), illetve az A = (2,2525) pont,

E két kapesolt kiipszelel 2'®és o egymadst a q tengelynek két
ponijaban melszi; ezek a q tengelyen kevesztiil mend w simulo-
sikokba irt kitpszeleteknek évintopontjai a g-val, —-

4. Minden ™ II1, r. térgorbe egy nullavendszerl haldroz meg,
melyben a gorbe pontjainak nullasikjai a poniok smmlosxk_;at AR
gorbét a nullarendszer rendigdrbéjének nevezzik,

Ugyanis a &® gérbe ABC pontjai és e pontoknak afy simulé-
sikjai egy nullarendszert hatdroznak meg (16. §, 9. p. elején),
melyben az ABC pontoknak nullasikjai az a2y sikok, mert ezek
egymast az ABC == siknak egy I’ pontjaban metszik. Ebben a
nullarendszerben a BC, iy; CA,y=; AB,{ egyenesparok polaris-
parok, tehat a 2'® gorbe tetszésszerinti [ pontjanak nullasikja 3, az
a sik, mely a D pontbél a BC, Zy; CA, vz és az AB, 23 polérisparok-
hoz vezetett szel6kdn megy keresztiil. A § sik tehat keresztill megy
azokon a pontokon, melyekben a &y, vz, =% egyenesek a BCD, CAD,
ABD sikokat metszik és ezért a d simuldsikja a 2® gorbe D pont-
janak. Az A BCD, %3 tetraederek pedig, mint az elobbiekbdl tudjuk,
Mosius-félék.

Ebben a #® IIL r. térgérbétdl meghatdrozott nullarendszerben
a k' gbrbének megfelel ennek simulésikjaitél képezett =™ III. o.
siksor ; a gorbe hurjainak poldrisai, annak tengelyei; a gérbe érin-
téinek maguk az érint6k, mint komplexussugarak, felelnek meg.
Minden P pontnak nullasikja = keresztiil megy a P pontbdl a &%
gorbéhez vezetett harom simulésik simulépontjan ; és minden siknak
azlesz a nullapontja, melyben asik ésa £2'® metszGpontjainak simul6-
sikjai taldlkoznak. A gorbét valés vagy képzetes pontparokban
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metsz8 huroknak oly tengelyek lesznek a polarisai, melyekbél valds,
illetve képzetes sirhuldsikok vezethetSk a gorbéhez ; és ha valamely
pontbdl a gorbéhez vezetett hir a gorbét képzetes pontparban
metszi, akkor a pont nullasikjaban fekvd tengelybdl szintén képzetes
simulésikpar vezethets a gorbéhez.

Mindezekbd! az latszik, hogy a Ill. r. térgorbe az irant a nulla-
rendszer irdnt, melynek rendigorbéje a IlL r. térgorbe ugy viselkedik,
mint a Kkupszelet a téle meghatdrozott polarismezd irdnyaban,
E vonatkozas egy részrél tényleg megegyezének mondhaté, de mas-
részt annyiban kiilldmboz6, hogy a polarismezd csak egy kupszeletet,
mint rendigorbét, hatdroz meg, melynek pontjai a polarismez&ben,
a nekik megfelel§ egyeneseken (polarisokon) vannak : ellenben a
nullarendszernek o7 rendigérbéje van, azaz o<’ szamu oly III, r. tér-
gorbe talalhat6, melynek pontjaihoz tartozé simulésikok ugyanegy
nullarendszerben ama pontoknak nullasikjai. Mig tehat a polaris-
mezének csak egy rendigorbéje (vezetd kupszelete) van, addig a
nullavendszer o szamir II1, v, tévgovbét, wmint vendigovbét, hata-
roz meg.

Ezt belathatjuk a kovetkez6kbdl :

Vegylink fel egy N nullarendszert és egy = sikot. A = sikban
vegyiink fel harom pontot, 4, 4,4,-mat, melynek nullasikjai az N-ben
o, %%, €s vezessiink az o, sikban az A4, ponton Keresztiil egy a,
egyenest.

Az A,A,A, ponton Kkeresztiil csak egy oly #® III. r. térgorbe

vezethet, melynek simuldsikjai ama pontokban o a2, és mely az
a,-et érinti (29. §., 4. p.). A ¥® mar rendigorbéje az N-nek, mert a
gorbe A, 4,4, pontjainak simulésikjai, az N-ben nullasikok. :
‘ Ha az a, sugarat az (4,, «,) sugarsorban valtoztatjuk oo! oly
I1I. r. térgorbét nyeriink, mint a 2@ volt, t. i. mely rendigorbéje az
N-nek. A = sikban azonban o%-szor vehetiink fel oly harom-harom
pontot, mint az 4,4,4,; ezért az N nullarendszernek o7 rendi-
gorbéje van.

E szamot még ugy is megkapjuk, ha meggondoljuk, hogy a
térben o2 III, r. térgOrbe és o nullarendszer van; minden nulla-
rendszernek tehat o7 III. r. gorbe a rendigérbéje. A térben pedig
azért van o2 [I[. r. térgbrbe, mert hat ponton altaldban csak egy III.
r. térgorbe fektethetd keresztiil, és hat pont a térben oo®-szor, a
gorbén pedig o=!*¢-szor vehetd fel.
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31. §. A harmadrendii térgdérbék osztdlyozdsa.

1. A IIL r. térgérbéket ép Ugy, mint a kupszeleteket, a végte-
len tavolban fekvd pontjaik mindsége és helyzete szerint osztalyoz-
hatjuk.

A végtelen tévol fekvd coo sik a 2@ III. r. térgdrbét harom
pontban, E,, F, és E;-ban metszi : ezek koziil vagy csak az F, valos
a masik ketté F, E, kapcsolt képzetes, vagy mind a hérom valos.
A valés E, F, és E, pontok pedig vagy mind kiilombdzOk, vagy
ketts egyesiil, tehat a gorbének egy érintGje van végtelen tdvol,
vagy végre mind a hdrom egybeesik, azaz a gérbének simuldsikja e
pontban a végtelen tavol levs ¢ sik.

Ha a @ III, r. térgérbének csak egy valés végtelen ta»oh
pontja van, akkor az kobds ellipsis ; ha pedig a gérbe végtelen tavol
fekvé pontjai mind valésak, akkor az kobos hyperbola, kobios hyper-
bolikus parabola, vagy kobis parabola a szerint,a mint ama pontok
kiildmbozdk, vagy ketté egybeesd, vagy mind a hdrom egybeeso.
Altaldban a 1II. r. térgdrbéket kobds térgorbéknek, vagy kobos kip-
szeleleknek is nevezik.

E fGosztalyozas mellett még alosztalyokat is lehet megkiilom-
boztetni. Nevezetesen : a kibis ellipsis egy sik képzetes korpontjain
és e sikra meréleges egyenesnek végtelen tavol fekvé pontjan me-
het keresztiil. A kobos ellipsist ez esetben kibis kérnek nevezziik.

Ep igy egy kobos hyperbola egyenoldalii, ha az egy orthogo-
nalis haromél éleinek végtelen tavol fekvé pontjain megy keresztiil;
végre a kobds hyperbolikus parabola egyenoldalit, ha a végtelen
tavol fekvo egyszer( és kétszeres pontjat valamely pontbél proji-
czidlé egyenes és sik egymasra merdleges.

A IIL r, térgorbék végtelen tdvol fekv6 pontjainak érintdit
asymplolaknak, simulésikjait pedig asymptétikus sikoknak nevez-
ziik. A kobos ellipsisnek egy, a kobos hyperbolanak pedig hérom
asymptotaja és ugyanennyi asymptétikus sikja van ; a kobos hyper-
bolikus paraboldnak egy asymptitija és két asymptitikus sikja
nyulik a végesbe ; végre a kobos paraboldanak nincs sem asympto-
tdja, sem asymptotikus sikja a végesben.

A IIL r. térgorbét annak végtelen tavol levé pontjabél proji-
czidlé kup hengerbe megy at. A kobos ellipsisen csak egy II. r. henger
fektetheté keresztiil; ez elliptikus- vagy forgashenger, mert a hen-
gernek egyik alkot6ja sem lehet végtelen tavol. A kébds parabolan
keresztiil mend II. r. henger parabolikus, mert végtelen tavol levd
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pontjanak simulésikja, mely a henger érintGsikja, végtelen tavol
van. A Kkobos hyperbolikus paraboldn egy hyperbolikus és egy
parabolikus hengert, a kobos hyperbolan pedig harom hyperbolikus
hengert lehet keresztiil fektetni. A kobos hyperbolikus parabolat az
E, egyszer(i pontjabol és nem a kétszeres Hy(E;) pontjabdl proji-
czialé henger a parabolikus,
mert e henger B, E, alkot6janak
érintGsikja végtelen tavol van.
Ellenben az E,(E,) pontbdl pro-
jiczidlé henger hyperbolikus,
melynek egyik asymptétikus
sikja parhuzamos a parabolikus
henger f6sikjaval és melynek al-
lasa E,E,, a masik asympt6-
tikus sikja pedig az FE,(E;)
kétszerespont simuldsikja. A ko-
bds hyperbolat pl. az E, pontja-
b6l projiczidldé hyperbolikus
henger asymptoétikus sikjai az
E, és E; pontok érintéin, tehat
e pontoknak ¢, €s e; asympto-
tain mennek Kkeresztiil parhuza-
mosan az U[E; pontnak ¢
asymptotajaval.

2. Ha a III. r. térgorbét,
mint két II. r. kip metsz6vona-
lat akarjuk eldallitani, felve-
sziink két kupot, M® és
M,®-et, melynek egy kozbs
a alkotéja, de ennek mentén
két kiillombozd érintdsikja van.
Hogy megtudjuk, mily III. r.
térgdrbék szerint metszik ezek
egymast az a alkoton kiviil, az M® kupot az a alkoté irdnyaban
eltoljuk, mig M csticsa nem egyesiil az M,® kipnak M, cstcséaval,
Az eltolt kip N®, az M,-et az a alkotén kiviil még harom alkoto-
ban, a,a,a,-ban, metszi. A szerint, a mint ez alkotok koziil csak
egyik valos, vagy mind a harom valds, de kiilombozs, vagy kettd
egybeesd, vagy mind a harom egybeesé : az M®, M,® kupok egy-
mast az a alkotén Kiviil még megfelelGleg egy kobos ellipsis, kobos
hyperbola, k6bos hyperbolikus parabola, vagy k6bos parabola sze-
rint metszik,

64. dbra.
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Ha az a,a,a; alkoték kozil kettd képzetes, akkor azoknak
sikja meghatarozhat6; e sikban fekvG és az M, ® kipra vonatkozd
kapcsolt poldrissugaraktdl képezett involucziénak kettGssugarai a
kobos ellipsisnek végtelen tavol fekvG képzetes pontjai. Ha pedig
ama alkotok koziil ketté egybeesik, akkor az M, ® kipnak érint5-
sikja ez egyesiilt alkotok mentén, a végtelen tavol fekvs sikot a

65. éabra.

kobos hyperbolikus parabola végtelen tivol fekvd érintGjében
metszi. —

AIIL r. térgorbe egy L. r. kipnak és egy II. r. hengernek is
lehet metsz6vonala. Az M I, r. klp a véle k6zds a alkotéval bird 1.
r. hengert, melynek érint6sikja az a alkoté mentén kiilombozik a
kup érintdsikjatol, az a alkotén Kkiviil még kobds ellipsisben (64.
abra), vagy kobos hyperbolaban (65. abra), vagy kobos hyperbolikus
paraboldban (68. dbra), mely utébbi még kobos paraboldba is at-
mehet (67. dbra), metszi, a szerint, a mint a henger elliptikus, hyper-
bolikus vagy parabolikus. A kup érintdsikja az a alkoté mentén a
hengert mind a hdrom esetben még egy ¢, alkotoban metszi, mely
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asymptétaja a gérbe és a henger végtelen tavol fekvé ), pontjanak.
A henger érintGsikja ¢, az e, alkoté mentén az F, pont simuldsikja,
tehat az F, pont asymptétikus sikja.

Ha az elsé esetben a kup és a henger kozos a alkotéjan ke-
resztiil a henger kapcsolt atmérdsikjaival parhuzamos sikparokat

vezetlink,akkorezek
a kupot egy alkot6-
involucziéban met-
szik, melynek a,a,
képzeteskettGssuga-
rai a kobos ellipsis-
nek E,E; végtelen
tavoli képzetes pont-
jait projiczialjak. - -
Ezért azalkot6-invo-
lucziénak  projek-
czi6ja annak involu-
czi6sikjara a kup
tetszésszerinti alko-
tdjabdl egy oly su-
garinvoluczi6, mely
a végtelen tavoli si-
kot egy pontinvolu-
czidban metszi; és
ennek az involuczi6-
nak kettGspontjai az
E,, E.

Ha tovéabba a
mdsodik esetben a
kip és a hyperbo-
likus henger k6z0s a
alkot6jan keresztiil a
hengernek 7w, =,
asymptotikus sikjai-

66. abra.

val parhuzamos sikokat vezetlink, igy ezeknek a kuppal még a,a,
kozos alkotojuk van, melyeknek FE,F; végtelen tavol levé pontjai a
kobos hyperbolan fekiisznek. A kupnak «,, 2, érint6sikjai az a,, a,
alkotok mentén, a T,, illetve w; asymptétikus sikokat a kobos hyper-
bola F,, I, pontjainak e,, ¢; asymptétaiban metszik.

De ha az a,, a, alkotoknak egyike a k6z6s a alkotéba kertil,
tehat a k6zos a alkoténak a kuphoz tartozé érintésikja parhuzamos
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a henger egyik asymptotikus sikjaval, akkor az E,, K, pontoknak
egyike szintén egybeesik az I,-gyel és a kobos hyperbola, kobos
hyperbolikus parabolava valik.

A harmadik esetben a kip és a parabolikus henger kozos a
alkotéjan keresztiil mend és a henger f@sikjaval parhuzamos sik a
kipot abban az a, alkotéban
metszi, melynek végtelen tivol
lev6 FE,E,; pontja a kobos
hyperbolikus paraboldnak két
egybeesé pontja. De ha az a,
alkot6 egybeesik az a-val, tehat
a kup és a parabolikus henger
a alkotdjanak a kuphoz tartozo
érint@sikja parhuzamos a hen-

| d L/ ger fésikjaval, akkor a kobos
| | A hyperbolikus ‘parabola kibis

3. Ha Fkét orthogonalis
kitpnak kiilombozo csiicsa és egy
kozos alkotéban kiilombozé évin-
i6sikja van és a kupok egyik
cziklikus sikjanak alldsa egyezd,
akkor azok egymast a kozds
alkoton kiviil még egy k'® kobis
kovben metszik.

Ugyanis ama parhuzamos
cziklikus sikokkal parhuzamos
= sikok a kupokat korokben
metszik, melyek ép ugy, minta
kO III. r, térgorbe a cziklikus
sikoknak képzetes korpontjain
mennek keresztiil. E mellett

67. dbra. mindegyik orthogonalis kipnak

ama cziklikus sikokra merdle-

ges alkot6ja van, melyek egymast a k(®-nak végtelen tavol levé

valés pontjaban metszik, amibdl mar kovetkezik, hogy a #i®

kobos kor. — Konnyen belathaté még, hogy a kobds korvel per-

spektiv I1. 7. kupok mind orthogonalisak és a kibos kérvel perspektiv
II. v. henger forgdshenger. —

Az egyenoldalii kobos hyperbolival perspektiv II. v. kipok
mind egyenoldaliiak és a hengerek mind egyenoldaliian hyperboli-

#
i paraboldba megy at.
I
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kusok, mert pl. e perspektiv kipok mindegyikébe egy, tehat végte-
len sok orthogonalis haromél irhaté be.

Ezért forditva mondhatjuk :

Két egyenoldalit kitp, melynek kiillombozé csticsa, kozés alko-
16ja és etben kiillombizé érintésikja van és mely két, parhuzamos
élekkel biro orthogonalis hdaromél koriil van irva, egymdst még egy
egyenoldalil kobos hyperboldban metszi. —

Az egyenoldali kobos hyperbolikus paraboléat olyannak értel-
meztiik, melynek az E, egyszer(i végtelen tavol fekvl pontja és az
E, kétszeres végtelen tavol fekvs pontjanak #, érint6je minden
pontbdl, tehat a gorbének M pontjabol is, egymdsra merdleges
egyenessel és sikkal projiczialtatik. Ebb&l kovetkezik :

Ha az M(aa,a,), M'(aa'ia’y) haroméleknek a,a,, a'\a’y élei de-
rekszoget képeznek, tovabba az a,a’y és a,a’, élei parhuzamosak, akkor
e haromeélek koviil ivt 11. v, kitpok, melyek az a élben két kiilombozo
sikot, az a, és a', élekben pedig két parhuzamos (tehat az a, és a'y-ve
merdbleges) sikot érintenck, egymdst az a-n kiviil még egy egyenoldalit
kobos hyperbolikus parabolaban metszik.

Egyenoldali kobos hyperbolikus parabolaban metszik egy-
mast: egy IL. r. kip és egy parabolikus henger, ha egy kozos alko-
téban kiilombo6z§ érintdsikjuk van és a henger alkotéi a kupnak
egyik érintGsikjara merélegesek ; tovabba egy egyenoldalian hyper-
bolikus és egy parabolikus henger, ha amannak egyik asymptétikus
sikja ennek alkotdira merdéleges.

32. §. A harmadrend(i térgorbéken Kkeresztiil mend
hyperboloidok; e térgdrbék simuldsikjaiba irt kap-
szeletek. A harmadrend{i térgorbék dtmérdi.

1. Minden 2® IILr. térg6rbén 4ltaldban négy forgadshyperboloid
fektethet6 keresztiil, mely vagy mind valds, vagy koziilok csak
kett6 valos a szerint, a mint a 2® kobos hyperbola vagy mas IIL r.
térgorbe.

Hogy egy ily forgashyperboloidot megszerkeszthessiink, jelol-
jiik a 2@ térgorbének M pontjan keresztiil a gorbe E, E, E; végtelen
tavol fekvG pontjaihoz vezetett félsugarakat a,a,a,-mal, az M(a,a,a;)
haromél koriil irhaté M, ® forgaskipnak tengelyét #,-gyel, végre a
k®-mat az M pontbdél projiczialo és igy szintén az M(a,a,a,) haromél
kortl irt kipot M®@-vel,
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Az M™ kip az M, forgaskiupot az a,a.a, alkot6kon Kivill
még egy ¢ alkotéban metszi, mely hurja a 2®-nak, és mely a ¢
forgéastengelyhez ép oly szog alatt hajlik, mint az M(a,a.a,) hirom-
élnek élei.

Ha az M pontot a £* gorbén viltoztatjuk, akkor a valtozé
M(a,aqa,) haromélek éleinek és az azok Kkorill irt forgdskupok £
tengelyeinek irinya nem viltozik, és ezért a #'® gérbe minden pont-
jén keresztiil vezethetd oly ¢ hur, mely a #, tengelylyel ép oly szi-
get képez, mint az M(a,a,a,) haromélnek élei. Ha gg’ két ily tulaj-
donsagu hurja a #®)-nak, akkor ezeknek az a,a.a, élekkel parhuza-
mos /i, i,ht, szel6i mar a 2¥-mal perspektiv sugarseregnek sugarai;
és mert a I, Ji,h,gg’ egyenesek a ¢, tengelylyel egyenld szoget ké-
peznek, azért ama sugdrsereg egy f, tengely(i forgashyperboloi-
don van,

Négy forgaskup irhat6 egy M(a,a,a;) haromél koriil, ha ennek
élei valésak és kiilombozok és az éleket egész sugaraknak vesz-
sziik ; csak kettd, ha az a.a; élek képzetesek, vagy ha valdsak és
egy M@ 1L r. kip a alkotéjaban egyesiilnek, és a forgaskipok az
M2-5t az a alkotéban érintik; végre szintén két forgaskup irhatéd
az M(a,a,a,) haromél koriil, ha ennek élei egy M@ II. r, kiip a alko-
16jdban egyesiilnek és a forgaskupok az M®-6t az a alkotéban két-
szeresen érintik (oscullaljak). Ez utdbbi két esetben a forgaskipok
tengelyei az M'® kip a alkotéjanak normalis sikjdban vannak és
egymadsra merélegesek (8. §. 2., 3., 4. és 5. p.).

Ezért mondhatjuk :

A kobos hyperbolan négy, a kibds ellipsisen, a kibos hyper-
bolikus parabolan és a kébés parabolan pedig csak két valés forgas-
hyperboloid feklethelo keresziiil.

Megtorténhetik, hogy a Ill. r. térgorbén keresztiil mend forgds-
hyperboloidok kozill egyik vagy masik forgaskippa valik. Ehhez
csak az kivantatik, hogy a forgashyperboloidon a gorbe hurjait
képezl sugarseregnek két sugara messe egymast, és pedig sziikség-
kép a gorbének egy pontjaban. Ugyanis ily két hir azon a forgas-
ktipon van, mely a hurok M metszGpontjabél a gorbe F, I, B, vég-
telen tavol fekvo pontjaihoz vezetett a,a,a; sugarakon megy
keresztiil ; és ez aforgaskp a gbrbének 6t, tehat valamennyi pontjat
projiczialja az M pontbdl. E szerint:

Ha a 2@ III. r. térgirbe egy tetszésszerinti N pontjabol az
E, E,E, végtelen tavol fekvé pontjaihoz a,a,a, sugarakat vezetiink,
¢s az N(a,a,ag) haromél koriil irhaté N,® , N,®, N,® N forgas-
kupokat metszéshez hozzuk azzal az N® kuppal, mely a k¥-mat az
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N pontbél projiczidlja, akkor a negyedik metszésalkotok g,, £,, g,
g, a k®-mat az M, M,, M;, M, pontokban metszik. Csak ennek a
négy pontnak lehet az a tulajdonsaga, hogy azokbol a %@ forgas-
kuppal projiczidltatik. Ezért: Altaldban a II1. ». térgérbén nem
lehet forgaskupot athelyezni; de lehetséges, hogy a gorbén kevesztiil
mend négy vagy két forgashyperboloid, részben vagy valamennyi
forgaskiippd fajul el.

2. A 111 . térgorbén o' hyperbolikus paraboloid megy keresz-
tiil; a gorbe barmely asymptoétajaval parhuzamos sikrendszer a gorbét
egy hyperbolikus paraboloidon fekv6 hurrendszerben metszi; ép
igy a gorbének barmelyik végtelen tavol fekvé hurja vagy érint6je
és egy végesben fekv6 hurja vagy érintéje mar meghatarozza az
ezeken és a gorbén Kkeresztiil mend hyperbolikus paraboloidot.
Kérdés, van-e ezek kozott egyenoldald ?

Legyen az K, I, a k® IIL r. térgorbének végtelen tavol fekvo
hurja, a ¢ egy azon keresztiil mend, tehat az E, E, pontok asympt6-
taival parhuzamos sik. A 2®-nak van egy oly g hurja, mely a ¢-re
merdGleges egyenesnek végtelen tavol fekvé pontjan megy keresz-
tiil, azaz a ¢ sikra merGleges. A k® pontjaibdl a ¢ és az E, E,-hez
vezethet$ szel6k mar egy egyenoldald hyperbolikus paraboloidnak

" egyik sugarseregét képezik, mert a masik sugéarseregnek egy g suga-

rara merGlegesek. Ebb8l kovetkezik, hogy kobds hyperbolan 3, a
kobos hyperbolikus parabolan 2, a kobos parabolan és a kobos ellip-
sisen pedig csak egy egyenoldalit hyperbolikus pavaboloid fektet-
heto kevesztiil.

3. Vizsgaljuk ezutan meg, hogy milyenek a III. r. térgorbe
simulésikjaiban levé és a simulésikoktél beburkolt kupszeletek,
melyeket roviden a simulésikokba beirt kiipszeleteknek akarunk
nevezni. E kupszeleteknek pontjai és érint6i a IIL. r. térgorbe érintdi-
nek és simuldsikjainak metsz6pontjai, illetve metszévonalai, egy-egy
simulésikkal. A Il r. térgorbének e kupszeletek mindegyikével van
egy kozos pontja és egy kozos érintGje, mely a kupszelet sikjaban,
mint a térgdrbe simuldsikjaban levé simul6pont, illetve érintd.

Legegyszerlibb a kobds parabolan megallapitani, hogy milye-
nek a simulésikjaiba irt kupszeletek. Ugyanis a kobos parabola
végtelen tavol fekvé s simulésikja a tobbi simulésikot a beirt
kupszeletek végtelen tavol fekvs érintSiben metszi; az e simulo-
sikba irt kupszeletnek pontjai és érint6i pedig a kobos parabola
érintGinek és simulésikjainak végtelen tavol fekvé pontjai és egyene-
sei. Ezért:

A kobis parabola simulésikjaiba beivt kiipszeletek mindannyian
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paraboldk ; és a kibds parabola érvintbi és simulosikjai egy I1. v. kiip
alkotéival és évintésikjaival parhuzamosak. —

A kobos ellipsisnek egy EH, valés és két kapcsolt-képzetes
pontja, B, F,, van végtelen tavol az e sikban. A koébos ellipsisnek
az ce sikban levs geo tengelyébdl tehat két valés simuldsik vezet-
het6 a gérbéhez, azaz: a kobos ellipsisnek két parhuzamos simulo-
sikja van.

E parhuzamos simulésikok a kobos ellipsis tobbi simulésikjat
parhuzamos egyenesekben metszik, és mert ezek az egyenesek a
simuldsikokba irt kupszeleteknek érintSi, azért e kupszeleteknek
végesben fekv6 k6zéppontjuk van, tehat czentralisok. A parhuzamos
simuldsikok simuldpontjai a kobos ellipsist egy ¢ véges és egy coo
végtelen nagy részre osztjak, mely utébbin van a gorbének B, vég-
telen tavoli pontja. Egy czentrdlis kupszelet pedig ellipsis vagy
hyperbola a szerint, a mint annak két parhuzamos érintGjét6l hata-
rolt szalagon bel6l vagy kiviil van egy, tehat valamennyi pontja.
Minthogy pedig a III, r. térgorbe pontjai az illeté pontok simulé-
sikjaiba irt kipszeletekben vannak, kovetkezik :

A kobos ellipsis simulosikjaiba irt kupszeletek ellipsisek vagy
hyperbolak, a szerint, a mint a simuldsikok simuldpontjai a gorbe
két parhuzamos simulésikjanak simuldpontjatol hatarolt véges vagy
végtelen hosszit ivén vammak; a két pavhuzamos simuldsikba irt
kiipszelet mindenike parabola. —

A kobos hyperbolikus parabolanak egy F, pontja és egy E,
pontjanak ¢, érintGje van végtelen tavol. Ez a #, a gérbe minden
simulésikjat végtelen tavol metszi, tehat a gbrbe simulésikjaiba irt
kupszeletek hyperbolak vagy parabolak. De mert a 7, csak az F,
pont ¢, simulésikjaba irt kupszeletnek lehet érintGje, azért csak
az ¢, asymptotikus sikba irt kupszelet parabola, a tobbi pedig mind
hyperbola. Azaz:

A kobos hyperbolikus parabola simuldsikjaiba irt kipszeletek
mind hyperbolak, kivévén azt az egy simuldsikot, mely a kétszeves
végtelen tavol fekvé pontnak asymptotikus sikja, és a melybe beirt
kitpszelet parabola, —

A k6bOs hyperbola az s sikot harom valés pontban metszi;
az s sikban levé g, tengelybdl tehat nem vezethetdk valés simul6-
sikok a gorbéhez, azaz: a kobos hyperboldnak nincsenek parhuza-
mos simuldsikjai. Egyik simulésikjaba sincsen tehéat parabola
beirva, hanem vagy ellipsis, vagy pedig hyperbola.

A kobos hyperboldnak egy tetszésszerinti = simuldsikja a g oo
tengelyt a Qe pontban metszi. Minthogy a Q= pontbdl a kobos
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hyperbolédhoz a =-n Kiviil nem vezethet6 valos simulésik, azért a ©
simulésikba beirt kupszelethez a Qo pontb6l nem vezethet6 valds
érint6par. E kupszeletnek ezért hyperbolanak kell lenni, mert ellip-
sishez, sikjanak minden egyenesével vezethetiink parhuzamos érin-
toket. Igy tehat:

A kobos hyperbolanak minden simulosikjdba beivt kipszelete
hyperbola. —

A IIL r, térgorbék simulosikjaiba beirt hyperboldknak egyes
végtelen tavol fekvo pontja vagy abbdl szdrmazik, hogy a simuld-
pont maga van végtelen tavol, tehat a simulésik asymptétikus, vagy
a térgorbének egy érintje van végtelen tavol, vagy végre a térgorbé-
nek ama simulésikkal parhuzamos érintéje van, mely tehat a simulé-
sikot végtelen tavol metszi: Ebbél kovetkezik, hogy eltekintve az
asymptotikus sikoktol: a kobds hyperbola wminden simulésikja a
Sorbe két érintbiével, a kobos hyperbolikus pavabola minden simuld-
sikja pedig a gorbének csak egy évintéjével pavhuzamos. A kobos
ellipsisnek vannak simulosikjai, melyek a gorbe egy évintijével sem
parhuzamosak és olyanok, melyek a gorbe két évintojével parhuza-
mosak ; az atmenetet a két fajta simuldsik kozott pedig a két pdr-
huzamos simuldsik képezi, melylyel a govbének csak egy-egy érvintdje
pavhuzamos. Végre a kobds parabolanak wincsen olyan simulésikja,
mely annak egy évinibjével parhuzamos volna.

4. A O 1L r. térgorbe simuldsikjaiba beirt kipszeletek kozép-
pontjainak geometriai helyét, a végtelen tavol fekvd s siknak e
kupszeletekre vonatkozé polusaiképezik. A 30. §. 3. p. utolso tétele
alapjan e geometriai hely egy ¢® kupszelet, melynek sikja y harmo-
nikusan valasztja el az c--t az ebben fekv g tengelybéla gérbéhez
vezethetd e simulésikoktol, Maga a ¢® kupszelet keresztiil megy
azokon az ', /', ', pontokon, melyek a gorbe B, K, E, végtelen tavol
fekvé pontjai koziil kettt- kett6t a harmadiktél harmonikusan valasz-
tanak el ; érinti annak a haromszognek oldalait a felezGpontokban,
melyekben az ¢,¢,e; asymptotikus sikok a y sikot metszik ; metszi a
g» tengelyt a 1z simul6sikokba beirt kipszeleteknek végtelen tavol
fekvé pontjaiban, végre kozéppontja, tehat a g tengelynek arra
vonatkozé poélusa, az E', F', I, pontok simuldsikjainak C metsz6-
pontja.

A k® III. v. térgovbe simulésikjaiba beirt kipszeletek kozép-
pontjai tehdat egy c® vomalon fekiisznek, mely ellipsis, hyperbola,
parabola vagy egyenes, a szevint, a mint a k® kobos hyperbola,
kobos ellipsis, kibos hyperbolikus parabola, vagy kobos parvabola.
A c? sikja v, az elsé esetben, egyenlé tavolsagra van a kobos ellipsis

Klug : Projcktiv Geometria. 22
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parhuzamos simulésikjaitol és ¢ a govbét egy pontban netszi;
a masodik esetben v a kobds hyperbolat abban a c®-n fekvé hdvom
poutban wmetszi, mely a végtelen tavol fekvd pontok kiziil kettét-
kettét a havmadikiol harmoénikusan valaszt el; a havmadik esel-
ben a vy egybeesik a kébis hyperbolikus pavabola kétszerves végtelen
tavoli pontjanak asympiotikus sikjaval, és ¢ érvinti a végtelen tavol
Jekvo érvintét a govbe pontjaban ; végre a kobos pavabola esetében a
¢ annak végtelen tavol fekvé évintéje.

5. Az ¢, végtelen tavol fekvé sik pontjaihoz kapcsolt pontok
a k@ III, r. térgérbére vonatkozolag egy F'® III. r. feliileten vannak,
mely egyszersmind geometriai helye a £%®-mon keresztil mend
hyperboloidok kozéppontjainak. Ha a £® végtelen tavol fekvé pont-
jait E, E, F;-mal, ezeknek asymptotait és asymptotikus sikjait e,eye;
és ¢ g5-mal, az B E,FE, ponthidrmas tdrsharmasat I, B, F';-mal,
ezeknek sikjat y-val, simulésikjainak metszGpontjat C-vel, végre az
egyes asymptotakkal parhuzamos és a masik két asymptotat metszé
egyeneseket f; f31;-mal jeloljiik, akkor a 30. §. 2. p. szerint, az F®
felillet keresztiil megy az F, E,I, haromszog o'dalain, az eee,
asymptétakon, a CF, =d,, CEy;=d, CIL';=d, egyeneseken,
végre az f, f; f, egyeneseken.

A d,d,d, egyenesek szarmazasuknal fogva a k® térgorbe ¢,
illetve ¢,e, asymptotikus sikkal parhuzamos hdrjait, melyek egy-egy
hyperbolikus paraboloidon vannak, felezik és ezért a &3 dimérdinek
neveztetnek. Az f,f,f, egyenesek szintén felezik a pontjaibél a
k®-hoz vezethet6 hurokat, melyek két-két asymptotan Kkeresztiil
mend hyperbolikus paraboloidon vannak, és mint ilyenek a &®-nak
szintén dtmérdéi.

Mint altalanosan kimutattuk, a d,e, f;, dye, f;, dye,f; egyenesek
egy-egy sikban vannak, tehat minden d atmér6 egy f atmérGt metsz,
és minden ilyen metsz6pont, SCHROTER™) szerint, a gorbe kizéppontja-
nak nevezhetd.

Mindezekbdl az egyes 1. r. térgorbékre vonatkozolag kovetkezik:

A kobos hyperbolanak havom valds dtmérdje van: d,dsds ;
ezek az asymptotikus stkokkal pavhuzamos hivokat felezik, és az
asympltotakat metsz6 atméroi annak a c® kipszeletnek, mely a gorbe
simulésikjaiba beirt kiipszeleteknek kézéppontjait tavtia, és a govbé-
nek azon pontjain mennek kevesztiil, melyek a gorbe végtelen tdavol
Jfekvé  ponmtjai  koziil kettot-kettét a harmadikiol havménikusan
vdlasztanak el.

*) Theorie d. Oberfl. zw. Ord. 810. old.
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Van ezeken kiviil a kobos hyperbolanak még hdarom wvalds
atméréie fifofy, mely a gorbén kevesstiil mené hyperbolikus henge-
veknek tengelye; exek egyenként két-két asymptotat és egy-egy d
atmérot metszenek és a harmadik asymptotaval parhuzamosak.

A kobos ellipsisnek csak egy valds d és egyvalds f atméridje van;
az elsé metszi a gorbét és annak asymptétajat és atmérije a ¢ kip-
szeletnek; az f dtmérd pedig melszi a d-t és tengelye a gorbén
kevesztiil mend elliptikus hengernek.

A kibos hyperbolikus parabolanak havom d dtmérdje koziil
egyik egybeesik a hdrom f dtmérd egyikével, mely a govbén kevesztiil
mend hyperbolikus hengernek tengelye ; a tibbi négy dtméré hataro-
zatlannd valik.

A kobos paraboldnak ' atméviéje van ; exek a govbe pontjain
mennek kevesztiil, e pontoknak simulésikjaiban fekiisznek és metszik
a végtelen tavol fekvd érintbt, azaz: parhuzamosak a govbén keresztiil
mend pavabolikus henger fosikjaval.

A kobos parabolanak e tulajdonsaga a 30. §. 2. p. végén levs
tételb6l kovetkezik, mert az c» sik simulésikja a gorbének a
végtelen tavol fekvd pontjaban.

Hon
L4






FOGLALAT.

1. FEJEZET.

Az els6éfokozatu alapalakzatoknak projektiv vonatkozasa és
Repzodmenyei™ — . et s s b
1. §. A siksornak projektiv vonatkozdsa a pont- suga;- és szksorm ==
1. A pont- vagy sugarsorral perspektiv helyzetli, projektiv
vonatlkozasu/sIKSor. . ' i oo e el oo o
. Két sugarsorral, vagy pont- és sugarsorral perspektiv 51k501

3 A siknégyes kettOsviszonya; kettéssikok, hatvany51kok
A5Involiiczios SikSorokl e S et il S e sl Lo Sl ey
5. Sikpartol harmonikusan elvalasztott e]emek L T eh e
Siksorokbol kimetszhetoé kiilonos sugdrsovok és pomtsorok .. ..
1. Projektiv sugar- és siksor perspektiv helyzetbe hozando...
2. Involuczids sugarsoron keresztiil kiillonds involuczids sik-
sort vezetni és involuczios siksort kiilonds involuczids
sugarsor szerint metszeni _.. ___ i o
Projektiv sik- és pontsorok perspektiv hclyzetbe hozandok
3. §. Az alapalakzatok képzodményei .. ___ 5 et A

)
P72

oo

1. Projektiv sorok kepzodmenyelrol altalaban iy :
2. Két projektiv sugarsor képzédménye, melynek I\ozos ko-
zéppontja van. A II. o. siksor ... ___ =

3. Két projektiv siksor képz6dménye, melynel\ tengelyel egy-
mast metszik. A IL r. kip .. .

4. Két projektiv pontsornak és két prOJektxv qusomak I\epzod-
ménye, melynek tartoi, illetéleg tengclyel nem metszik
egymast. A sugarsereg... .. ..

5. Az elobbiek Osszefoglalasa. A pontok, sugarak és slkok

STATARARICTDEN = goitris o e e gl A

II. FEJEZET.

A masodrendu KUpLT s S
4. §. A mdsodrendii hip s:arma:tam\a és pulnr:s z‘ulzz]donsagaz e
1. A IL r. kap, mint a kupszeletet egy pontbdl projiczialo
felBleE-it s o e s e memuindy Busaie el vk

Q

10
12—17
12

13

14



RO S

L ¥

A IL r. kipra vonatkozo Pascal- és Brianchon-tételek

A polarisnyalab fogalma
kup polaris tulajdonsagai .-
A II- r. kip polaris haroméle

AlL r.

. Hesse tétele a polarisnyaldabban ; a polaris négyél és nég y

lap fogalma

. Reye tételei a polaris negyelrol
. Két polarisnyalab koz0s polaris haroméle

. Az orthogondlis nyalab és a recziprékus l\up fowalma

BLsS A polm isnyalab folengelyei és fosikjai
1. A rotatérikus polarisnyalab
2. A polarisnyalab tengelyeinek SZCFI\CSLthel‘C vonatkozo

6.

8 §

segédtételek

—>5. A polarisnyalab tcngclyemel\ meghatarozasa
6. AIL r. kip fésikjaiban levo kapcsolt polarissugarak lsepezte
involucziéknak hatvanyai. A II. r. kip egyenlete

§. A poldrisnyaldb fokdlis sugarai és cziklikus sikjai ...
. A fokdlis sugar és a cziklikus sik fogalma ...

1
2.

4.

ot

>

7

. KiilonGs mdsodrendii kipok __ .
A IL r. henger; az orthogondlls nyalab és

1.
2-3.
4.
5.
6.
7

8—10.

11. Adott kupszeleten keresztiil mend forgaskipok.

1. Az altalanos II. r. kidp szcrkesztese pontokbol

A fokdlis sugarak ¢s cziklikus sikok helyzete. Tétel a IL. r.
ktp kormetszéseirdl
3. AL kup fokalis sugaraira és cziklikus 31k_|a1ra vonatl\ozo

tetelek-_,
A Il

sacrkesztesele alkalmas képletek
Altaldnos tételek a II. r.
cziklikus sikokra vonatkozodlag ...
Metrikus reldczié ama szogek kozott, melyeket a kup fok(x-
lis sugarai annak érintésikjaival képeznek. Ennek dualis

tétele -

kip fokalis suga1a1nak és cziklikus sxlqamak

kuprol a fokalis sugarakra és

A fokalis sugaraknak dexekszogu projekezioi a kup érintd-

sikjaira egy II. r. kiipon vannak. A dualis tétel ...
8. A IL r. kupot derékszogli alkotéparokban metsz6 sikok
geometriai helye. A dualis tétel...

A parabolikus kup

Az orthogonalis kup

A Pappus-féle kup
A Hachette-féle kup
Oly kupok, melyeknek cziklikus qxl\lal\dgv fokalis sugarai

mer6legesek

Az egyenoldali kip és dnnal\ I‘CClel okus kupja
Osszefog-

lalé tablazat a kiilonds kupokrol
. A madsodrendii kiipok szerkesztése

2. Egy valés haromél koriil irhato forgaskipok
3—4. Egy képzetes haromél koriil irhato forgaskipok...

Lap
17
18
20
21

22
23
24
25
26—34
26
27

20—32

33
34—39
34

36
38

41

43
44

46
49—70

49
51—54
54
57
59

60
61—66

66

70—81
70
72

74—78




— 343 —

5. Egy IL r. kdpot érintd ¢és osculild forgaskapok
8. A II. r. kiipokra vonatkozo szamldlégeometriai meghata-
) R S e R SR N F ARG AT

I, FEJEZET.

hyperboloid ... ... ... L =0 WY e S N .
§. A hwperboloidon fekvd \n'fantrqfrk LS L SRR S Sl
1. A hyperboloidon fekvo su;,urscrcuk PRGN s e

2. A hyperboloid cnmustJ.ueqmn.tvopontj:u egy egyenessel

3. A hyperboloid sikmetszése ¢és érintokupja .. ... . ..

4. A hyperboloidon fekvo involucziés sug:irscrcg; a I faja
kapcsolt-képzetes egyenesek ... ... .. — .

10. §. Hyperboloidikus fekvésn cgyenesckvol ... ... . o e .
1 A tetraeder magassagaira vonatkozo Stumr-u’.ul 53 bect

2. Annak dudlis tétele ... ... e A s S s

3—4. Dohlemann tétele hy pcrholmd]kus u'vmch\rol-..

5. Chasles tétele hyperboloidikus fekvést tetraederekrol ...
6—10. A Mobius-féle tetraederek ; a veliik kapesolatos hyperboloi-
dikus cgvenesek ; a Mobius-féle tetracderek sikmet-

szései ¢s tengelyeinek transversalisai ... ... .. .

11 §. A hyperboloid poliris islajdonsdgai ... L el
1. A hyperboloid pélusai és polan\stl\_].n‘ a térbcli pol..m
rendszer; a kapesolt polusok ¢s polarissikok ... ...

2. A poliarispir; a kapesolt polarisok ... .. ... . .
3. A polarisparra vonatkozo tételek ... . ... ... ... ..
4. A polinstetraeder ... _.. ) e
5. A poldristetracder metszése a h\'perbolmddal R
6. Oly tetraederek, melyek koziil az egyik a masiknak pola-

81—158
S1— 88
8t
89
85

86
§8—105
88

89
91—94
94

96—105
105—119

105
107
109
11!
112

ris alakzata. Ezeknek specialitasaira vonatkozo RL.\'C-'

(LS (L 1 i S RS 5%y (8C
. A hyperboloid polarisparjainak hclvzctc a tcrbcn
12, §. A hyperboloid fosikjai és femgelyei... ... ... el

1—2. A hyperbolmd asymptotikus kupja. kozéppont_;a, at-
mérdi és atmérosikjai ... .. e o

3. A hyperboloid tengelyei, fosnkjal és cgvcnlctc Rt 2

13. §. Kiilonsis hyperboloidok . o 3
1—2. Kiilénos hyperboloidok ; az ortho;.,onuh:. thLl’bOlOld

3. Az orthogonilis hyperboloidra vonatkozo metrikus rela-

CZIOK AR ! P o s
4. Orthogonalis siksort lwpczo Lap(.solt pol:ms s:kparok az
orthogondlis hvperboloxdra neZve: & s

5. Az egyenoldalu hyperboloid és a rajta levo deukszogu
hatoldalak ... .. ... =
6. A forgashyperboloid; két egyenesen kcrcnztul meno for
gashyperboloidok tengelyei ... ... ... ..

14 §. A hyperbolikus paraboloid szdrmaztatasa, tengelye és Iouk)m
1—2, A hyperbolikus paraboloid ; annak wzetouk;m, tengelye,
fosikial; TOMEIBZESE] oo v ot 50 oy e Vaid =

114
116
119—124

119—121
121

- 124136

124—128

128

126

131

133
136—149

136—139




— 344 —

3. A hyperbolikus paraboloid, mint egyenléen projektiv
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lucziéban metszik ... ... e

8. A hyperbolikus paraboloid strlkcmo vopaldizi ot sl
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Két kollinear és konplanar mez6bol leszarmaztathato
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timaszto sugarseregben levo vele projektiv involuczios
sugarseregnek ... ... oosl ! oon PRESEERISU DN
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