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ELŐSZÓ. 

A midőn e könyvet a nyilvánosságnak átadom, szólanom kell 
annak vonatkozásáról, a tizenegy évvel ezelőtt megjelent „projectiv 
Geometria Elemei" czímű könyvemhez, és be kell számolnom annak 
foglalatáról. 

A projectiv Geometria Elemeinek főtárgya: az ugyanegy sík-
ban fekvő első fokozatú alapalakzatoknak projectiv vonatkozása és 
képződménye, a kúpszelet. Ezeknek ismeretéből indultam ki jelen 
könyvem megírásakor. 

Megkezdem pedig a tárgyalást az I. fejezetben, a síksornak 
más sorokra való projectiv vonatkozásával. 

Ezt követi a II. és III. fejezetben az első fokozatú alapalakzatok 
két térbeli képződményének, a másodrendű kúpnak és a sugársereg-
nek tárgyalása. 

A sugársereg tanulmányozása annyi vonalgeometriai anyagot 
ölelt föl, hogy azzal könnyen tárgyalhattam a IV. fejezetben a 
lineáris komplexust és a lineáris kongruencziát. 

Az V. fejezetben behatóan foglalkozom a másodfokozatú 
alapalakzatok projectiv vonatkozásaival. Végre a VI. fejezet, két 
kollinear sugárnyaláb képződményéről, a harmadrendű térgörbé-
ről szól. 

Arra törekedtem e könyv megírásakor, hogy a felvett anyagot 
a mennyire lehet, kimerítően dolgozzam fel, s azért könyvemben 
sok újat is talál az olvasó. Fölöslegesnek tartom ezeket a szakember-
nek külön megjelölni, a ki pedig e könyvből tanulja először a tár-
gyat, arra nézve úgyis közömbös, hogy mely részek származnak 
tőlem. 

Mint a projectiv Geometria Elemei czímű könyvem, úgy ez is 
csak a Magyar Tudományos Akadémiának jelentékeny anyagi támo-
gatásával jelenhetett meg. Fogadja a Μ. T. Akadémia belém helye-
zett bizalmáért hálás köszönetemet. Ámde az író hálája csekély 
ahoz képest, melyet a magyar ifjúságnak kell éreznie és érez is, 
hogy anyanyelvén sajátíthatja el e szép tudományt, melynek nem-



csak nálunk, hanem más országban is kevés a művelője, mert meg-
alkotói elhaltak, közetlen követői pedig már elöregedtek. 

Vajha akadna a magyar ifjak között is olyan, ki teljes erejét e 
tárgy tanulmányozására s önálló művelésére szentelné és oly nim-
bust szerezhetne annak, a milyen azt a mult század első felében 

* övezte. 
Ha könyvem hozzájárul e czél előmozdításához, úgy fáradozá-

som dús jutalmát látja. 

Kolozsvártt, az 1903. év május havában. 

Klug Lipót. 



I. FEJEZET. 

A z első fokozatú alapalakzatoknak projectiv 
vonatkozása és képződményei. 

1. §. A síksornak projectiv vonatkozása a pont-, sugár-
és síksorra. 

1. Az egyenes pontjai, mint ismeretes, pontsort, a pont sugarai 
a síkban sugársort képeznek. A pontsor pontjainak és a sugársor 
sugarainak száma egyszeresen végtelen sok (oc1). 

Valamely s egyenesen keresztül menő összes síkoknak, az 5 
egyenes síkjainak, száma szintén ; e síkok síksort képeznek, 
melynek tengelye az s egyenes. 

A pontsort, a sugársort és a síksort alapalakzatoknak, és az 
ezekben levő pontokat, sugarakat és síkokat az alakzat elemeinek 
nevezzük. 

Az alapalakzatok egymásra projectiv vonatkoztathatók. A pont-
és sugársorok projectiv vonatkozása már az olvasó előtt ismeretes. 

A síksor projectiv vonatkozása a pont- vagy sugársorra leg-
könnyebben megérthető, ha azoknak perspektiv helyzetéből indu-
lunk ki. 

Az s síksor αβγ . . . síkjai a t egyenest a t pontsor ABC . . . 
pontjaiban metszik. Minden ς síknak az 5 síksorban megfelel egy 
X pont a t pontsorban, melyben t. i. a c sík a pontsor t tartóját 
metszi, s viszont a t pontsor minden Υ pontjának megfelel egy η sík 
az s síksorban, mely t. i. az Y pontot az s tengelyből projicziálja. 
Az s síksor projectiv van vonatkoztatva a t pontsorra, és e vonatko-
zásban a síksor minden síkjának az a pont felel meg a pontsorban, 
melyben az illető sík a pontsornak t tartóját metszi. A síksor a 
mellett hogy projectiv vonatkozású, még perspektiv helyzetű a pont-
sorral, mert a síksor minden síkja a pontsorban, a neki megfelelő 
ponton megy keresztül. 

Khig·: projectiv Geometria. 1 



Mozdítsuk el a pontsort és a síksort e perspektiv helyzetből. 
A síksor minden síkja αβγξτ) . . . ekkor már nem megy keresztül 
azokon az ABCXY... pontokon, melyek ama síkoknak a projectiv 
vonatkozásban megfeleltek. A síksor és pontsor perspektiv hely-
zete megszűnt, de megmaradt azoknak projectiv vonatkozása, mely 
a perspektiv helyzetből származott. 

Hasonlóképen, ha az s síksort egy τ síkkal metszük, egy 
(T,x) sugársort nyerünk a metszősíkban ΐ-ban, melynek Τ közép-
pontja a síksor 5 tengelyének metszőpontja, és melynek abc . . . 
sugarai a síksor αβγ . . . síkjainak metszővonalai a í síkkal. Az αβγ. . . 
síksor az abc . . . sugársorral perspektiv helyzetű és projectiv vonat-
kozású. Ε vonatkozásban a síksor minden ς síkjának az az χ sugár 
felel meg a (T, í) sugársorban, melyben a ξ a X síkot metszi, és a 
sugársor minden y sugarának az a r, sík felel meg a síksorban, mely 
az y sugarat az s tengelyből projicziálja. 

Elmozdítván a sugár- és síksort e helyzetéből, megszüntetjük 
a két sornak perspektiv helyzetét, de megmarad azoknak projectiv 
vonatkozása, mely az s síksor minden síkjához egy sugarat rendel 
a (T, 1) sugársorban, mint ama síknak megfelelőt. 

2. Két sugársor, mely külömböző síkban van és ugyanegy 
pontsorral perspektiv, tehát egymással és a pontsorral projectiv, 
egyszersmind perspektiv és projectiv ugyanegy síksorral. A síksor 
tengelye a két sugársor középpontjainak összekötő egyenese, a 
síksor síkjai pedig a sugársor megfelelő sugarain mennek keresztül. 

Két projectiv sugársor, melynek közös középpontja, e g y meg-
felelő közös sugara és két külömböző síkja van, szintén perspektiv 
és í g y projectiv ugyanegy síksorral. 

Ugyanis egy tetszésszerinti a sík a két sugársort (Τ, l) és 
(Τ, t])-et, két perspektiv pontsorban metszi, mert ezek a megfelelő 
közös sugárban egy megfelelő közös ponttal bírnak. Minthogy e 
pontsorokkal perspektiv (S, σ) sugársor a felvett (T, ΐ ) és (T, 4) 
sugársorokkal szintén perspektiv, azért az a síksor, mely az 
(S, σ)-val és a felvett sugársorok egyikével perspektiv, a másikkal 
is az lesz. 

A két tétel ekkép meg is fordítható : 
Két tetszésszerinti síknak metszése minden síksorral két projectiv sugársor. 

Ugyanis, ha a két metszősík l, 4 nem megy keresztül a síksor 
tengelyének ugyanegy pontján, akkor a két kimetszett sugársor 
perspektiv, tehát projectiv azzal a pontsorral, melyben a X, 4 síkok-
nak metszővonala a síksort metszi. Ha ellenben a í, 4 síkok a 



síksor tengelyének ugyanegy Τ pontján mennek keresztül, akkor 
minden σ sík, melyben nem fekszik a Τ pont, a síksort a X, 4 síkok 
által kimetszett sugársorokkal perspektiv sugársorban metszi, miből, 
már következik, hogy a x és ^-ben levő sugársorok projektivek. 

Az előbbi tételnek következménye, hogy: tetszésszerinti egye-
neseknek és síkoknak metszései minden síksorral projectiv sorok 
lesznek. Mert ha pl. a t, tí egyenesektől kimetszett pontsorokra 
gondolunk, akkor ezeknek t, ty tartóin keresztül fektetett ί, ΐχ síkok 
a síksort két projectiv sugársorban metszik, melyek a pontsorokkal 
perspektivek, tehát a pontsorok projektivek. 

Két síksorról, mely ugyanegy sugársorral perspektiv, azt 
mondjuk, hogy egymással is perspektiv helyzetű és projectiv vo-
natkozású ; e vonatkozásban azok a síkok felelnek meg egymás-
nak, melyek a sugársornak ugyanegy sugarán mennek keresztül. 
A két síksornak van egy közös megfelelő síkja, ebben van a két 
síksornak két tengelye. Ez értelmezésből következik, hogy két sík-
sor perspektiv, ha ugyanegy pontsorral perspektiv és tengelyei 
egymást metszik; mert a két síksor perspektiv azzal a sugársorral, 
mely a pontsort a tengelyek metszőpontjából projicziálja. Ellenben: 
két síksor, mely ugyanegy pontsorral perspektiv, de melynek ten-
gelyei nem metszik egymást, projectiv vonatkozású ugyan, de nem 
perspektiv helyzetű. Ugyanis ebben az esetben nincsen oly sugár-
sor, mely mindkét síksorral perspektiv, mert az ily sugársor közép-
pontjának mindkét síksor tengelyében kellene lenni, de a tengelyek 
nek a föltétel szerint nincsen közös pontjuk. A két síksor azonban 

projectiv vonatkozású, mert metszései minden síkkal vagy egye-
nessel projectiv sorok lesznek azzal a pontsorral, melylyel a sík-
sorok perspektivek. Ebből következik: 

Ha két síksort projectiv akarunk egymásra vonatkoztatni, 
akkor az egyik síksor három síkjának, αβγ-nak, megfelelő síkjait, 
α1β1γ1-εί, a másik síksorban tetszésszerint vehetjük fel. Az ααχ, ββΐ5 

γγχ megfelelő síkpároknak metszővonalaihoz vezetett t szelő e 
metszővonalakat, tehát ama síkpárokat az ABC pontokban metszi. 
A síksoroknak minden síkpárja, mely t egyenes pontjához vezethető 
már megfelelő lesz a két projectiv síksorban. 

3. A síksor tengelyére merőleges sík a síksort egy sugársorban 
metszi; e sugársor két-két sugarának hajlásszöge méri a síksorban 
a rajtuk keresztül menő síkoknak hajlásszögét. 

Messe a síksor αβγδ . . . síkjait egy annak tengelyére merő-
leges <7 sík az axbycxdy . . . sugársorban, a tetszésszerinti X sík az 
abcd . . . sugársorban, a t egyenes pedig az ABCD . . . pontsorban, 

1* 



és jelöljük a síksor αβ, αγ, . . . síkjainak hajlásszögeit (αβ), (αγ), 
. . .-vei, mely szögek az értelmezés folytán egyenlők az (a,b), (d,c), 
. . . szögekkel. 

Minthogy az ABCD . . . pontsor az előbbiek szerint projectiv 
az abcd . . . és az aíbícldl . . . sugársorral, azért az AB CD, abcd, 
aíbicid1 és αβγδ pontnégyesnek, sugárnégyesnek és síknégyesnek 
kettősviszonyai egyenlők, azaz: 

AC AD sin(ac) _ sin(ad) sin^Cj) sinia^d^) 
BG ' BD sinibc) ' sin(bd) sin{hxi7J ' sin(byd^) 

siu(v.y) _ sin(x$) 
s i n ( f i y ) ' sin('í'{) ' 

vagy szimbolikus jelöléssel: 

{ABCD) = ( λ ^ ) = {aJj^dJ = (αβγδ). 

Ezt pedig szavakban ekkép fejezhetjük ki : 
A síksor bármely síknégyesének kettősviszonya egyenlő annak 

a sugár- vagy pontnégyesnek kettősviszonyával, melyben ama sík-
négyes e g y tetszésszerinti síkot, vagy egyenest metsz. 

Ebből folyólag a perspektiv helyzettől függetlenül fejezzük ki 
az alapalakzatok projectiv vonatkozását, ha azt mondjuk: Két 
egymásra vonatkoztatott alapalakzat projectiv, ha az egyik alakzat-
ban bármely négyesnek kettősviszonya egyenlő a másik alakzatban 
neki megfelelő négyesnek kettősviszonyával. 

Ebből ismét következik: ha két alapalakzatot projectiv aka-
runk egymásra vonatkoztatni, akkor az egyik alakzatnak három 
eleméhez a megfelelő három elemet a másikban tetszés szerint 
választhatjuk; minden elem az első alakzatban a felvett hárommal 
egy négyest képez, melynek kettősviszonya ugyanannyi, mint a 
milyent a negyedik elemnek megfelelő elem a második alakzatban 
az ebben felvett hárommal képez. Továbbá: ha két különnemű 

projectiv alapalakzat oly helyzetű, hogy az egyik alakzatnak kettő-
nél több eleme fekszik a másik alakzatnak megfelelő elemében, 
vagy keresztül megy annak megfelelő elemén, akkor ez minden 
megfelelő elempárra nézve bekövetkezik, és így az alakzatok pers-
pektiv helyzetűek. Ha tehát két projectiv alapalakzat nem pers-
pektiv, akkor az egyiknek csak két eleme lehet a másiknak meg-
felelő elemében; továbbá : két közös tengelyű projectiv síksornak 
csak két megfelelő közös síkja, úgynevezett kettőssíkja van. 

Két projectiv síksorban vannak oly síkpárok, melyek ép oly 
szögeket képeznek egymással, mint a nekik megfelelő síkpárok 



továbbá van egy vagy végtelen sok egymásra merőleges síkpár, 
melynek a megfelelő síkpárja vagy síkpárjai szintén merőlegesek 
egymásra. Ugyanis ha a síksorokat az egyiknek és a másiknak ten-
gelyére merőleges síkkal metszük, akkor a kimetszett projectiv sugár-
sorok egyikében végtelen sok oly sugárpár van, melynek hajlásszöge 
egyenlő a neki megfelelő sugárpárnak hajlásszögével; továbbá az 
első sugársorban egy vagy végtelen sok oly derékszögű sugárpár 
van, melynek megfelelő sugárpárja vagy sugárpárjai a másikban 
szintén derékszögűek. Tekintve, hogy a kimetszett sugársorok 
sugarainak hajlásszögei mérik a síksorok síkjainak hajlásszögeit: 

e tulajdonságok a projektiv síksorokban is megvannak. 
Ha τza és 7:1p1 a két projectiv síksor derékszögű megfelelő sík-

párja, α.34, ββ1, . . . pedig más megfelelő síkpárok, akkor a 

tg (απ), tg (a l P i) = tg (βπ). tg (β ιΡ ι) = . 

szorzat képezi a projectiv síksorok hatványát, és ha a γγ15 

megfelelő síkpárok azok, m e t y e k r e nézve a 

(Y~) ~ (YiPI) ~ (πΧ) == (PiXi) 

szögek egyenlők, akkor ezek a síkok a projectiv síksoroknak 
hatványsíkjai. 

4. Két közös tengelyű projectiv síksor involucziós helyzetű 
(involucziós), ha azoknak bármilyen metszése síkkal vagy egye-
nessel involucziós sor. Ilyen lesz pedig a síksoroknak minden met-
szése síkkal vagy egyenessel, ha a síksor egy α (βχ) síkjának, mint 
az első, illetve a másodikhoz tartozónak megfelelő a15 illetve β síkjai 
a másik sorban, egybeesnek. A két síksor ekkor e g y involucziós 
síksort, vagy involucziót képez, melyben az előbbi megfelelő síkok, 
mint α(βχ) és cq(β) kapcsolt- vagy társsíkoknak neveztetnek. A szerint, 
a mint az involucziós síksor két pár társsíkja el van választva, vagy 
nincsen elválasztva egymástól, tehát az involucziós síksor elliptikus 
vagy hyperbolikus, annak két képzetes, illetve két valós kettőssíkja 
van, melyekben két-két társsík egyesül. Ezek a kettőssíkok pedig 
harmonikusan választják el az involucziós síksornak összes társ-
síkjait úgy, mikép a másik két involucziós alapalakzatnak kettős-
elemei harmonikusan választják el azoknak összes társelemeit. — 
Az oly involucziós síksort, melynek kettőssíkjai egymásra merőle-
gesek, egyenoldalúan hyperbolikusnak, vagy újabban szimmetrikus-
involucziós síksornak nevezzük, mert társsíkjai a kettőssíkok irá-
nyában szimmetrikusak. 



Minthogy minden involucziós sugársorban egy vagy vala-
mennyi társsugárpár derékszögű, azért az involucziós síksorban is 
legalább egy társsíkpár merőleges egymásra, vagy pedig valamennyi 
merőleges. Ha az involucziós síksornak kettőssíkjai valósak, akkor 
a derékszögű társsíkpár felezi a kettőssíkok hajlásszögeit; ha pedig 
az involucziós síksornak nincsenek valós kettőssíkjai, akkor van 
azokban egy különös társsíkpár, „a hatványsíkpár", melynek 
hajlásszögeit szintén felezi a derékszögű társsíkpár. — Az oly 
involucziós síksort, melynek minden társsíkpárja derékszögű, 
czirkularisnak, vagy újabban orthogonalis-nak nevezzük; ennek 
kettőssíkjai képzetesek, és minden társsíkpárja egyszersmind hat-
ványsíkpár. 

Az olyan síksort, melynek tengelye végtelen távol van, mely-
nek tehát síkjai párhuzamosak, párhuzamos síksornak nevezzük. 
A párhuzamos síksornak egyik síkja végtelen távol van, s metszése 
minden síkkal párhuzamos-sugarú sor. — Két síksornak, mely 
külön-külön párhuzamos síkokból áll, egy végtelen távol fekvő 
közös síkja van. Ha a két sor projektiv van egymásra vonatkoz-
tatva és a végtelen távol levő sík megfelelő, akkor a síksorok pers-
pektivek, és így a megfelelő síkpárok metszései párhuzamos sugarú 
sort képeznek. 

5. Minthogy a projektiv geometriában a harmonikus elemek-
nek kiváló szerepük van, szükséges, hogy azoknak harmonikus 
helyzetét minden változatában egyszerűen kifejezhessük. Az előb-
biek szerint, ha négy sík αβγδ harmonikus, vagy harmonikus 
négyest képez, akkor azoknak minden metszése síkkal vagy egye-
nessel harmonikus sugárnégyes, illetve harmonikus pontnégyes. 
És ha az αβ, γδ síkpárok társsíkok az αβγδ harmonikus négyesben, 
akkor azt mondjuk, hogy az egyik társsíkpár, pl. az αβ, harmonikusan 
választja el a γ síkot a Ó síktól, és a γ síknak minden pontját és 
egyenesét a δ síknak minden pontjától és minden egyenesétől. 
A PQ pontpár tehát harmonikusan van elválasztva az αβ síkpártól, 
ha az a két sík, mely a PQ pontpárt az αβ egyenesből projicziálja, 
harmonikusan van elválasztva az αβ síkpártól. Ép így: ha a pq 
egyenespárt az αβ síkpár harmonikusan választja el, akkor kell, hogy 
az αβ síkok s metszővonala messe a ρ és q-1 és az [sp\ síkok 
harmonikusan legyenek elválasztva az αβ síkoktól. 



2. §. A síksorokból kimetszhető különös sugársorok 
és pontsorok. 

1. Két sík a síksort általában külömböző (nem kongruens) 
sugársorban metszi. De ha a két sík párhuzamos, vagy a síksor 
tengelyéhez egyenlő szög alatt hajlik és metszővonala a síksor ten-
gelyére merőleges, akkor a két sík a síksort kongruens sugár-
sorokban metszi. A párhuzamos síksort minden sík, más síksort 
pedig ennek tengelyével párhuzamos sík párhuzamos sugarú sorban 
metszi. A párhuzamos síksort bármily egyenesek, más síksort pedig 
ennek bármelyik síkjával párhuzamos egyenesek, vagy egymással 
párhuzamos egyenesek hasonlóan-projektiv pontsorokban metsze-
nek. Párhuzamos egyenesek, melyek egy síksor tengelyétől egyenlő 
távolságra vannak, e síksort és így a párhuzamos síksort is egyenlően-projektiv pontsorokban metszik. Ugyanígy egyenlően-projektivek (azaz kongruensek) lesznek azok a sorok is, melyekben a 
párhuzamos síksort ennek síkjaihoz egyenlő szög alatt hajló egye-
nesek vagy síkok metszik. 

Az s síksor és a véle projectiv (Τ, τ) sugár sor perspektiv hely-
zetbe hozható, ha a sorok elemei nem párhuzamosak. 

Messe a síksor tengelyére merőleges ix sík a síksort a (Τχι ix) 
sugársorban és legyenek a (T, t) és (Tx, 4) projectiv sugársorokban 
az egymásnak megfelelő derékszögek szárai pr, illetve pxrx, és egy 
megfelelő sugárpár a és ax. 

Az a sugár a pr sugarak egyikével, pl. a ρ-vel kisebb szöget 
képez, mint az ö-nak megfelelő ax sugár jelenleg a p-nek megfelelő 
px sugárral. Ezért ha a PA = PXAX vonaldaraboknak végpontjait 
akkép helyezzük a pa és pxax szögek száraira, hogy PA a p-re és 
PXAX a px-re merőleges legyen, akkor TP > TxPx-né\ ( l . a) ábra). 
A Px pontból a PT radiussal leírt gömb az s síksornak tengelyét az 
S, Sx pontokban metszi (1. ábra), mig az SPXAX, SXPXAX síkok a 
síksor pyaxrx sugarain keresztül menő τ:χρ síkokat oly három-három 
sugárban metszik, melyek a par sugarakra boríthatok. Ebből kö-
vetkezik, hogy ha a ( Τ í ) sugársornak ρ, a sugarait az SPX, SAX-re 
vagy az SXPX, SXAX-re helyezzük, akkor ezzel a (Τ, í) sugársort a 
síksorral perspektiv helyzetbe hoztuk. 

Ha viszont a p-n keresztül menő és a l síkra merőleges síkban 
a Ρ pontból a PXTX radiussal kört írunk le, és ehhez a Τ pontból 
t, tx érintőket vezetünk, a síksornak ~xp síkja reá helyezhetők arra 
a három-három síkra, melyek a t és tx érintőket a par sugarakkal 



összekötik. Ebből következik, hogy a (Τ, ϊ) sugársort a t és a /rből 
projicziáló síksorok kongruensek az adott s síksorral, tehát ha a 
síksor .9 tengelyét a t vagy ^-be, a π síkot pedig a ^ sugáron át 

helyezzük, akkor az s síksort a (Τ, l) 
sugársorral perspektiv helyzetbe hoztuk. 

Ε szerkesztés mutatja, hogy mikép 
kell e g y sugársornak három sugarát, 
ab c-t, e g y síksornak három adott síkjába 
αβγ- ba, vagy e g y harmonikus sugárnégyes 
abcd sugarait e g y adott harmonikus sík-
négyes αβγδ síkjaiba helyezni. 

2. Minden elliptikus vagy hyperboli-
kus involucziós síksor perspektiv. helyzetbe 
hozható e g y megadott elliptikus, illetve 
hyperbolikus sugársorral, ha a sorok 
elemei nem párhuzamosak. 

Vegyünk fel először az elliptikus 
involucziós síksorban egy ααχ társsíkpárt, 
a sugársorban pedig egy aax társsugár-
párt és legyen a síksorban a sugár-

1. ábra. sorban bby az a társsíkpár, illetve társ-
sugárpár, mely amazokat harmonikusan 

elválasztja. Ha az előbbi szerkesztés szerint az aa^bby és αα1ββ1 

harmonikus sugár- és síknégyeseket perspektiv helyzetbe hoztuk, 
akkor ezzel az adott sugár- és síkinvolucziós sorok is perspektiv 
helyzetbe jutottak, azaz a sugársornak minden társsugárpárja a sík-
sornak egy társsíkpárján lesz. — 
A feladatnak végtelen sok meg-
oldása van, mert az ααλ társsugár-
párhoz az ααχ társsíkpárt tetszés-
szerint választhatjuk a síksorban. 

Ha másodszor a sugársor és 
síksor involucziója hyperbolikus, 
és ezeknek kettős elemei mn és 
akkor csak az mn sugarakat a p 1a. ábra. 
síkokra kell helyezni, hogy a sugár-
sort és a síksort perspektiv helyzetbe hozzuk, mert ekkor a sugár-
sornak minden társ sugárpárja a síksornak társsugár ρ árján lesz. 
Ε feladatnak szintén végtelen sok megoldása van, mert az mn 
szögnek szárai végtelen sokfélekép helyezhetők a y.v lapszögnek 
száraira. 



Ε feladatoknak speciális esetei: 
1. Elliptikus involucziós sugársoron orthogonalis síksort át-

helyezni; 2. hyperholikus involucziós sugársoron szimmetrikus-
involucziós síksort átfektetni. 

Legyen aax, bbx az elliptikus involucziós sugársornak két társ-
sugárpárja. Oly s egyenest kell keresnünk, melyből ama aax, bbx 

sugárpárok derékszögű síkpárokkal projicziáltatnak. Ha az a sík-
sor síkjaira az ax-ből merőleges síkokat bocsátunk, akkor e merő-
leges síkok amazokat egy különös kúpnak (úgynevezett orthogo-
nalis kúpnak) alkotóiban metszik, mely alkotókból az aax sugárpár 
derékszögű síkpárral projicziáltatik. Ugyanígy a b síksor síkjaira a 
by-ből merőlegesen bocsátott síkok amazokat egy másik orthogo-
nalis kúpnak alkotóiban metszik. A két orthogonalis kúp két közös 
alkotójából s és s^ből már az aax és bbx társsugárpárok, tehát az 
adott involucziós sugársornak összes társsugárpárjai o r t h o g o n a l i s 

síkpárokkal projicziáltatnak, és így az s és sx egyenesek lesznek a 
keresett orthogonalis síksoroknak tengelyei. 

A szerkesztés kivitele egyszerűsbül, ha a két felvett társsugár-
pár a derékszögű társsugárpár rrx és az a ggx társsugárpár (hatvány-
sugárpár), mely az rrx-et harmonikusan választja el, tehát az r^-hez 
egyenlő szög alatt hajlik, mert ekkor az rr-ből származó orthogo-
nalis kúp abba a síkpárba ppx-be korcsosul el, mely az r r x - e n ke-
resztül megy és merőleges a sugársor síkjára, a ^^-ből származó 
orthogonalis kúp pedig a ρ és irányában önmagával s z i m m e t r i k u s 

lesz. Ha tehát a ggx sugarak az r-rel kisebb szögeket képeznek, 
mint az rr-gyel, és a g egyenes G pontjából az r-re bocsátott merő-
leges talppontja R, és mi a sugársor Τ középpontjából 5 és sx érin-
tőket húzunk ahhoz a körhez, mely az Ti pontból a ρ síkban az RG 
radius hosszával leírható, akkor ezekből az s és sx érintőkből már a 
ggx sugárpár, valamint az rrx sugárpár derékszögű síkpárral proji-
cziálható. Az s és egyenesek lesznek tehát tengelyei azoknak a 
síksoroknak, melyekből az adott elliptikus involucziós sugársor 
orthogonalis síksorral projicziálható. 

Ha másodszor az adott involucziós sugársor hyperbolikus és 
annak kettőssugarai nm, akkor azok az s egyenesek, melyekből az 
mn sugárpár derékszögű síkpárokkal, tehát az adott sugársor 
szimmetrikus-involucziós síksorral, projicziálható egy orthogonalis 
kúpnak alkotói. Ezért ha az m kettőssugáron keresztül bármilyen 
síkot, az n kettőssugáron keresztül pedig erre merőleges síkot fek-
tetünk, úgy e két sík metszővonala s már tengelye egy oly sík-
sornak, mely az adott sugársort szimmetrikus involucziós síksorral 



projicziálja. A második feladatnak tehát 'végtelen sok meg-
oldása van. 

A két feladat fordítottja : 
1. Elliptikus involucziós síksort orthogonalis sugársorban 

metszeni ; 2. hyperbolikus involucziós síksort szimmetrikus-
involucziós sugársorban metszeni. 

Ha χα, és ββχ egy elliptikus involucziós síksornak két társsík-
párja, akkor oly σ síkot kell keresnünk, mely azokat derékszögű 
sugárpárokban metszi. Végtelen sok síkot lehet találni, mely a sík-
sor s tengelyének egy S pontján megy keresztül és az ααχ síkpárt 
derékszögben metszi ; ezek ismét egy különös kúpot burkolnak, 
melylyel alább foglalkozni fogunk és melyet parabolikus kúpnak 
nevezünk. Ép így parabolikus kúpot burkolnak azok az S-n keresz-
tül menő síkok, melyek a ββ1 síkpárt derékszögben metszik. A két 
kúpnak közös érintősíkja már orthogonalis sugársorban metszi a 
felvett síksort. 

A szerkesztés egyszerűsbül, ha az ααχ síkpár az involucziós 
síksornak derékszögű síkpárja ppx, a ββχ síkpár pedig annak a ppx-hez 
egyenlő szögek alatt hajló társsíkpárja (hatványsíkpárja) γγχ ; mert 
ekkor az első kúp azzá a két egyenessé rrx-gyé korcsosúl el, mely-
ben az & ponton keresztül menő és a síksor tengelyére merőleges 
X sík a opx síkpárt metszi; a második kúp pedig szimmetrikus a γγχ 

hatványsíkok irányában. Ha tehát a γ kisebb hegyes szöget képez 
a p-val, mint a ΡΧ-gyel, és mi az r egyenesnek R pontjából az RS 
radiussal kört írunk le, melynek síkja merőleges az r-re, akkor e 
kör a γ síkot két pontban, C Cx-ben úgy metszi, hogy a CSR, CXSR 
szögek 45°-úak. A [Cr], [Gxr\ síkok a ppx, γγχ síkpárokat, és így az 
adott involucziós síksornak minden társsíkpárját derékszögű sugár-
párokban metszik, tehát a kivánt tulajdonsággal bírnak. 

Ha másodszor αν az adott hyberbolikus involucziós síksornak 
kettőssíkjai, akkor e síksor s tengelyének pontján keresztül ^ sík 
fektethető, mely αν síkpárt derékszögben metszi; e síkok, melyek 
egy parabolikus kúpot burkolnak, már oly tulajdonságúak, hogy az 
adott síksort szimmetrikus-involucziós sugársorban metszik. Jelen-
leg tehát szintén végtelen sok síkot lehet egy ponton keresztül 
vezetni, mely valamely hyberbolikus involucziós síksort szimmetrikus-involucziós sugársorban metsz. 

3. Minthogy minden pontsor perspektiv helyzetbe hozható 
egy véle projectiv sugársorral, azért a pontsor egyszersmind per-
spektiv helyzetbe hozható egy véle projectiv síksorral is. Egy erre 
vonatkozó határozott feladat: 



„Hozzuk a t (ABC . . .) pontsort akképen perspektiv hely-
zetbe a véle projectiv s (αβγ . . .) síksorral, hogy annak t tartója az 
adott Ρ ponton menjen keresztül." 

A Ρ pontból a síksor tengelyére merőlegesen bocsátott sík a 
síksor αβγ . . . síkjait az S (abc . . .) sugársorban metszi (2. ábra). 
A t (ABC . . .) pontsort akkép he-
lyezzük (Proj. Geom. E. 46.) az a 
sugárra, hogy a C pontja az S-be 
jusson és ekkor az AB pontok az 
a sugár A'B' pontjában vannak. 
A B' ponton keresztül menő és a 
c-vel párhuzamos sugára^-t a B " 
pontban, míg az A'B" egyenes 
a c-t a C'' pontban metszi. A P-n 
átmenő és az A'B" egyenessel 
párhuzamos sugár az abc sugara-
kat az AqB^Cq pontokban metszi. 
Ha az A0BqC0 pontokon keresztül 
a síksor tengelyével a0b0c0 pár-
huzamosakat vezetünk, és az A0 

pontból az [a^b0c0] síkban az AB 
radiussal leírt körnek B\, B'.2 

metszőpontjait a b0 egyenessel, az 
A0 ponttal összekötjük, akkor a 
keresett tL, t2 egyenesek már az 
A0B\, A0B'2 egyenesekkel lesz-
nek párhuzamosak. 2. ábra. 

Ugyanis ha a t1} t.2 egyene-
sek a síksornak αβγ . . . síkjait az ALB1CÍ . . ., A2B.2C.2 . . . pon-
tokban metszik, akkor 

s (αβγ . . .) ~A S (abc . . .) Λ a (A'B'S . . .) Λ~ 
(Α'Β"σ· . . .) Λ (A0B0C0 · · ·) A (a0b0c0 . . .) 

7\ t, (A&Cl ...)A/2 (A%B%G% . . .) ; 

és mert 

AB = A0B\ = A0B'2 = AÍBÍ = A,R2 

azért a t(ABC . . .) pontsor kongruens a ti(AlB1C1 . . .) és a 
t2(A.2B.2C.2 . . .) pontsorral. 



Meg akarjuk még itt jegy< 
két projectiv síksor, melynek 
tengelyei egymást nem metszik, 
oc1 pontsorral lehet perspektiv. 
Minden egyenes, mely három 
megfelelő síkpárnak %y.íf ββχ és 
YYx-nek metszővonalait metszi, 
tartója egy ily pontsornak. 

i, hogy: 
két projectiv pontsor, melynek 
tartói nincsenek ugyanegy sík-
ban, oc,1 tengelyből projicziál-
ható a pontsorokkal perspektiv 
síksorokkal. Minden egyenes, 
mely három megfelelő pontnak 
AAy> BBy és (X\-nek összekötő 
egyeneseit metszi, tengelye egy 
ily síksornak. 

3. §. Az alapalakzatok képződményei. 

1. Ismeretes, hogy a síkban fennforgó dualitási elv alapján a 
pontnak az egyenes, tehát a pontsornak a sugársor a duálisán meg-
felelő alakzata. A tér alakzataira vonatkozó dualitást elv, mely az 
előbbit is magában foglalja, akkép nyilvánul, hogy a pontnak a sík 
képezi duális alakzatát. Ε szerint az egyenesnek, mely két ponton 
megy keresztül, duális alakzata az egyenes, mely két sík metsző-
vonala ; a sík pontjainak és egyeneseinek a ponton keresztül menő 
síkok és egyenesek; továbbá a pontsornak a síksor, a sugársornak 
pedig a sugársor duális alakzata. 

Ugyanegy síkban fekvő két projectiv pontsor képződménye, 
mint ismeretes, vagy két pont, vagy egy II. osztályú sugársor, a 
szerint, a mint a pontsorok perspektivek vagy általános helyzetűek. 
És ennek a síkra nézve duálisán megfelelő tétele: ugyanegy síkban 
fekvő két projectiv sugársor képződménye, vagy két egyenes, vagy 
egy II. r. görbe (kúpszelet), a szerint, a mint ismét ama sorok per-
spektivek vagy általános helyzetűek. 

Vizsgáljuk most meg, hogy mily duális képződmények szár-
maznak, ha a három alapalakzat: a pontsor, a sugársor és a sík-
sor közül két-két, akár egynemű, akár különnemű, de projektiv vo-
natkozásban álló sort használunk fel új alakzatok képzésére? 

Ha tekintetbe vesszük, hogy projectiv sorok képződményének 
elemei a sorok megfelelő elemeitől meghatározott, azaz rajtuk ke-
resztül menő vagy bennük fekvő pont, sugár vagy sík, akkor kö-
vetkező projectiv soroknak nincsenek képződményei: 

Két sugársornak, melynek síkja és középpontja külömböző és 
mely nem perspektiv helyzetű; továbbá a pontsornak és síksornak, 
mely szintén nem perspektiv helyzetű. 



Oly projectiv sorok pedig, melyek már ismert alakzatot ké-
peznek : 

a pontsor és a sugársor, ha 
amannak t tartója ennek l sík-
jában van, vagy pedig t nem 
fekszik a sugársor síkjában, de 
Τ középpontján megy keresz-
tül. Az első esetben a sorok 
síkképződménye határozatlan, 
vagy pedig a sugársornak ΐ 
síkja lesz, a szerint, a mint a 
sorok perspektivek, vagy nem 
azok; a második esetben a kép-
ződmény a t síksor. 

a síksor és a sugársor, ha aman-
nak s tengelye ennek Τ közép-
pontján megy keresztül, vagy 
pedig ha s nem megy a sugár-
sor középpontján keresztül, de 
ennek í síkjában van. Az első 
esetben a sorok pontképződ-
ménye határozatlan, vagy pedig 
a sugársornak Τ középpontja, 
a szerint, a mint a sorok per-
spektivek vagy nem azok; a 
második esetben a képződmény 
az s pontsor. 

Ugyancsak ismert alakzat a sugársor és a véle projectiv sík-
sor képződménye azoknak általános helyzetében, t. i. a kúpszelet. 

Az itt felsorolt eseteken kívül a projectiv alapalakzatok új 
alakzatokat képeznek. 

2. Ha két projektiv sugársornak (Τ, ΐ) és (Τ, tj)-nek ugyanegy 
Τ középpontja, de külömböző (í és 4) síkja van, akkor azoknak 
képződményére nézve két esetet külömböztethetünk meg. 

Az első esetben a sugársorok síkjainak metszővonala ρ = pv 

megfelelően közös sugár a két sugársorban. A sugársorok ekkor 
perspektivák, és a megfelelő sugarakat összekötő síkok egy s egye-

nesen mennek keresztül, tehát egy közönséges, azaz I. o. síksort, 
s-et, képeznek. De azonkívül még azt a síksort is a képződményhez 
tartozónak tekintjük, melynek síkjai ama megfelelően közös sugá-
ron, p-n, mennek keresztül. 

A második esetben a sugársorok síkjainak metszővonala nem 
megfelelően közös, a metszővonalnak tehát, mint az egyik vagy 
másik sorhoz tartozónak, más sugár felel meg a másik sorban, azaz 
a sugársorok nem perspektivek. Ε konczentrikus, de nem perspek-
tiv sugársoroknak síkképződménye (a megfelelő sugárpárokat össze-
kötő síkoknak összessége) egy II. 0. síksor. Ε II. ο. síksornak 
metszése bármely π síkkal, mely nem megy a sugársoroknak közös 
középpontján keresztül egy II. o. sugársor, mert a <7 a két sugársort 
két általános helyzetű projectiv pontsorban metszi, melynek 
képződménye ama II. 0. síksornak metszése a σ síkkal. — Ebből 



látható, hogy a II. o. síksor azoknak a síkoknak összessége, me-
lyek egy II. o. sugársor sugarait, síkján kívül fekvő pontból proji-
eziálják. 

A II. o. síksortól beburkolt felületet II. o. kúpfelületnek, vagy 
röviden II. o. kúpnak nevezzük; a II. o. síksor egyes síkjai a kúp-
nak érintősíkjai; minden érintősíknak metszése a szomszéd érintő-
síkkal az elsőnek érintő-alkotója a kúppal. A kúpot magát, ép úgy, 
mint a II. o. síksort, melynek síkjai a kúpot beburkolják, a felvett 
két projectiv sugársor képződményének tekintjük. 

Könnyen belátható, hogy ha a két konczentrikus projectiv 
sugársor helyett egy sugársort és egy véle projectiv pontsort 
veszünk fel, mely utóbbinak tartója sem nem megy keresztül a 
sugársor középpontján, sem nem fekszik annak síkjában, akkor 
azoknak síkképződménye (a megfelelő sugarat és pontot összekötő 
síkok összessége) vagy egy I. o. vagy egy II. o. síksor a szerint, a 
mint a pontsor tartójának és a sugársor síkjának metszőpontja, e 
metszőpontnak megfelelő sugáron van, vagy azon kívül van. 

3. Két projectiv síksor s és melynek tengelyei ugyanegy 
Μ ponton mennek keresztül, vagy perspektiv helyzetű, vagy nem. 

Az első esetben a síksorok ssx tengelyein keresztül menő sík 
- = megfelelően közös, a többi megfelelő síkpár pedig egymást 
egy (M, ?) sugársorban metszi, és ekkor e - síkot, valamint az 
( J f , ΐ ) sugársort és ennek í síkját a két síksor képződményének 
tekintjük. 

A második esetben, a midőn a síksorok nem perspektivek, 
tehát megfelelően közös síkkal nem bírnak, azoknak képződménye 
egy II. r. kúpfelület vagy rövidebben II. r. kúp. A síksoroknak 
megfelelő síkjai egymást e II. r. kúpnak alkotóiban metszik, és 
mindez alkotók, melyekhez a síksoroknak ssL tengelyei is tartoz-
nak az Μ = (ssj) pontban, a kúpnak csúcsában vagy középpont-
jában metszik egymást. 

A II. r. kúpnak minden síkmetszése, melynek síkja nem megy 
a kúp csúcsán keresztül, egy kúpszelet (II. r. görbe), mert a kúpot 
képező két projectiv síksornak metszése (nyoma) a metszősíkon két 

projectiv sugársor, melynek kúpszelet a képződménye. Ε kúpszelet 
pontjaiban két megfelelő sugár jut metszéshez, tehát e kúpszelet 
minden pontja nyoma egy kúpalkotónak a metszősíkon. 

Minthogy minden k® kúpszelet (°c2-szor) két projectiv sugár-
sor képződménye, úgyszintén a k® kúpszeletet burkoló II. o. sugár-
sor &(2) (°c2-szor) két projectiv pontsor képződménye, ama projek-



tiv sugársorokat a kúpszelet síkján kívül fekvő Μ pontból projicziáló 
síksorok, és ama pontsorokat az M-ből projicziáló sugársorok pro-
jektivek. És mert e síksoroknak és sugársoroknak képződménye a 

kúpszeletet, illetve a sugársort az Μ pontból projicziáló 
II. r. kúp, illetve II. o. síksor, azért a II. o. síksortól beburkolt II. o. 
kúp szintén II. r. kúp. A II. r. és II. o. kúp tehát nem külömbözik 
egymástól. 

Meg akarjuk még e helyen jegyezni, hogy ha a két projectiv 
síksor nem perspektiv, de tengelyei párhuzamosak, akkor kép-
ződményük egy különös tII. r. kúp, melyet II. r. hengernek neve-
zünk. A hengernek alkotói mind párhuzamosak egymással. 

4. Két projectiv síksornak képződménye, ha azoknak tengelyei 
nem metszik egymást, egy sugársereg. Minthogy a síksoroknak 
egyes megfelelő elemei folytonosan következnek egymásra, azért a 
sugárseregnek egyes sugarai is folytonosan fognak egymásra kö-
vetkezni, és így egy felületen lesznek, melyet egyágú hyperboloidnak. 
vagy rövidebben, mert ebben az egész könyvben csak az egyágú 
hyperboloidról szólunk, csak hyperboloidnak nevezünk. Magát a 
sugársereget közelebbről meghatározva, általában hyperboloidikus 
sugárseregnek mondjuk, de ha annak egy sugara végtelen távol 
van, akkor a sugársereget paraboloidikusnak, a felületet pedig, 
melyen e sugársereg rajta van: hyperbolikus paraboloid-nak szokás 
nevezni. A sugárseregnek egyes sugarai, a rajtuk keresztül menő 
hyperboloidnak, vagy hyperbolikus paraboloidnak alkotói. 

A sugárseregről, ugyanoly módon, mint az a II. r. kúp eseté-
ben történt, kimutatható, hogy annak metszése minden oly síkkal, 
mely a sugársereget képező két síksor egyikének tengelyén sem 
megy keresztül — szintén kúpszelet. 

Hátra volna végre oly két projectiv pontsornak t és í rnek, 
sugárképződményét megismerni, mely pontsoroknak tartói egymást 
nem metszik. De könnyen belátható, hogy a származó képződmény 
ismét egy sugársereg lesz, mert a t pontsornak pontjait a tx egye-
nesből projicziáló síksor projectiv, a tY pontsornak pontjait a t egye-
nesből projicziáló síksorral és e síksorok megfelelő síkjainak 
metszővonalai, egyszersmind összekötő egyenesei ama pontsorok 
megfelelő pontjainak. 

5. Ezek szerint a három alapalakzat: a pontsor, a sugársor és 
a síksor közül kettő-kettőnek, mely projectiv vonatkozású, de 
nem perspektiv helyzetű, következő duálisán megfelelő képződ-
ménye van : 



1. A kúpszelet (II. r. görbe), 
melynek pontjai két ugyanegy 
síkban fekvő és általános hely-
zetű projectiv sugársor meg-
felelő elemeinek, vagy egy sík-
sor és egy vele projectiv és 
általános helyzetű sugársor 
megfelelő elemeinek metsző-
pontjai. 

3. A II. r. kúp; ennek alko-
tói oly két projectiv vonatko-
zású és nem perspektiv hely-
zetű síksor megfelelő síkjainak 
metszővonalai, mely síksorok 
tengelyei ugyanegy ponton 
mennek keresztül. 

2. A II. o. síksor (és az attól 
beburkolt II. r. kúp), melynek 
síkjai két ugyanegy középpontú, 
de általános helyzetű projectiv 
sugársor megfelelő elemein, 
vagy egy pontsor és egy vele 
projectiv és általános helyzetű 
sugársor megfelelő elemein 
mennek keresztül. 

4. A II. o. sugársor (és az 
attól beburkolt kúpszelet), mely-
nek sugarai két ugyanegy sík-
ban fekvő projectiv vonatko-
zású, de nem perspektiv hely-
zetű pontsor megfelelő elemein 
mennek keresztül. 

5. A sugársereg (valamint az azoktól képezett hyperboloid 
felület), melynek sugarai vagy alkotói oly két projectiv 
pontsor megfelelő pontjain 
mennek keresztül, melynek 
tartói egymást nem metszik. 

síksor megfelelő síkjainak 
metszővonalai, melynek ten-
gelyei egymást nem metszik. 

Staudt e nyolcz alakzatot: a pontsort és a kúpszeletet, mint 
pontok sokaságát, az I. és II. o. sugársort, a II. r. kúpot és a sugár-
sereget, mint sugarak sokaságát, végre az I. és a II. o. síksort, mint 
síkok sokaságát, mely sokaságok mindannyian egyszeresen vég-
telenek (oc1): elemi alapalakzatoknak nevezte. Ezen elemi alap-
alakzatok közül bármely kettő egymásra projectiv vonatkoztatható 
és így új alakzatok képzésére alkalmazható. 

Ha felveszszük, hogy az elemi alapalakzatok elemeinek száma 
oo1, akkor a síkban pont és <~>2 egyenes van; mert a sugársor 
(rc1) sugarainak (oc1) pontjai betöltik az egész síkot pontokkal, 
továbbá pontsor (oo1) pontjaiból kisugárzó (σο1) sugarak ugyanegy 
síkban teljesen betöltik ezt a síkot sugarakkal (egyenesekkel). 

A térben oo3 pont és σο3 sík van. Ugyanis valamely a síkon 
kívül fekvő A pontból az a sík c«2 pontjához oc2 sugár vezethető és 
az ezeken levő (oc1) pontok betöltik az egész tért pontokkal; 
továbbá valamely sík oo2 egyenesének oo1 síkja van és mindezek 
betöltik a tért síkokkal. 

A térben egyenes van, mert pl. az α sík °o2 pontjából a 
β sík oo2 pontjához vezetett egyenesek betöltik az egész tért egye-
nesekkel. 



II. FEJEZET. 

A másodrendű kúp. 

4. §. A másodrendű kúp származtatása és poláris-
tulajdonságai. 

1. Láttuk az előbbiekben, hogy a II. r. kúp alkotói oly két 
projectiv síksor megfelelő síkjainak közös sugarai, melynek ten-

gelyei ugyanegy, egymásnak meg nem felelő síkban feküsznek; 
továbbá, hogy a II. o. kúp érintősíkjai oly két projectiv sugársor 
megfelelő sugarainak összekötő síkjai, melynek közös közép-
pontja, de külömböző síkja van és e síkoknak metszőegyenese 
nem megfelelőleg közös sugár a két sugársorban. A II. r. és a II. o. 
kúp e származásánál fogva minden síktól, mely nem megy keresz-
tül a képző síksorok tengelyeinek metszőpontján, illetve a sugár-
soroknak közös középpontján, egy kúpszeletben metszetik, és ezért 
a II. r. és a II. o. kúp nem külömbözik egymástól. Ε szerint: 

A II. r. kúp alkotói és érintősíkjai, projicziáló sugarai, illetve 
projicziáló síkjai e g y kúpszelet pontjainak és érintőinek a kúpszelet 

síkján kívül fekvő pontból. 
A II. r. kúpnak e tulajdonsága arra alkalmas, hogy a kúpszelet 

ismert projectiv tulajdonságait, azaz oly tulajdonságokat, melyek 
projicziálás által nem vesznek el, a II. r. kúpra átvihessük. Ε projectiv tulajdonságok következő tételekből származnak : 

projectiv pontsorokat és sugár-
sorokat pontokból vagy tenge-
lyekből projicziáló sugársorok 
és síksorok projektivek. 

projectiv síksorokból és sugár-
sorokból egyenesek vagy síkok 
által kimetszett pontsorok vagy 
sugársorok projektivek. 

2. Ismeretes a kúpszeletekről a következő két alaptétel: a 
kúpszelet pontjait annak tetszés szerinti két pontjából projicziáló 
sugársorok projektivek, és a kúpszelet érintői annak két tetszés-
szerinti érintőjét projectiv pontsorokban metszik. Ezekből a II. r. 
kúpra vonatkozólag származik: 

Azok a síksorok, melyek egy ' Azok a sugársorok, melyek-
II. r. kúp alkotóit, annak két 
tetszésszerinti alkotójából pro-
jicziálják, projektivek. 

Klng· : projectiv Geometria. 

ben egy II. r. kúp érintősíkjai 
annak két tetszésszerinti érintő-
síkját metszik, projektivek. 



Ugyancsak e tételből származik a II. r. kúpra alkalmazott 
Pascal-tétel és Brianchon- tétel, mely ekképen szól: 

A II. r. kúpba beírt hatéi át- A II. r. kúp körülírt hatlap 
ellenes lapjainak metszővonalai átellenes éleit összekötő síkok 
ugyanegy síkban feküsznek. (a hatlap főátlósíkjai) egymást 

ugyanegy egyenesben metszik. 
Minthogy a valós kúpszeletnek poláris tulajdonságai a fön-

nebbi alaptételből származtathatók le, a valós II. r. kúpnak úgy-
nevezett poláris tulajdonságai is a fönnebbi tételekből vezethetők 
le. De hogy e tulajdonságokról, melyek általában függetlenek attól, 
hogy a II. r. kúp valós vagy képzetes-e, szólhassunk, induljunk ki 
egy síkbeli poláris-rendszerből (P. G. E. 15. §.), melyet e könyv-
ben polárismezőnek akarunk nevezni. 

A polárismező tudvalevőleg oly vonatkozása a sík oc2 számú 
pontjainak, azaz a pontmezőnek, és oc2 számú egyeneseinek vagy 
sugarainak, azaz a sugármezőnek, hogy minden t pontsor pontjai-
nak egy Τ sugársor sugarai felelnek meg, s mely megfelelő sorok 
egymás irányában involucziós fekvésűek. Ily különnemű soroknak 
involucziós fekvése azt jelenti, hogy a t pontsort a Τ középpontból 
projicziáló sugársora Tsugársorral involucziós, vagya mi ugyanaz, 
a t pontsor tartója a Τ sugársort egy a t pontsorral involucziós 
pontsorban metszi. A megfelelő pontot és sugarat, mint a milyen a 
polárismezőben a Τ és t is, pólus és polárisnak, minden Q pontot, 
mely egy Ρ pont polárisán, p-n, fekszik a P-hez kapcsolt pólusnak, 
és minden q sugarat, mely a ρ sugár pólusán, P-n, megy keresztül 
a p-hez kapcsolt polárisnak nevezzük. A polárismezőnek pedig az a 
tulajdonsága van, hogyha valamely pont a polárisán fekszik, tehát 
a pont kapcsolt pólusával, és így egyszersmind a pontnak polárisa 
kapcsolt polárisával egyesül, akkor a polárismezőben végtelen sok 
ily pont és sugár van ; e pontok egy kúpszeleten feküsznek, a su-
garak pedig ennek a kúpszeletnek érintői. Ε kúpszeletet a poláris-
mező rendigörbéjének vagy vezető kúpszeletének (direktrixjének) 
nevezzük. Ha ellenben a polárismezőben nincsen olyan pont, mely 
polárisán fekszik, akkor a polárismező rendigörbéjéről azt mondjuk, 
hogy az képzetes kúpszelet. De e képzetes kúpszelet, mely nem 
képződménye két valós sugarakból álló projectiv sugársornak, 
mindama poláris tulajdonságokban megegyezik a valós kúpszelettel, 
melyek nem vonatkoznak a kúpszeletek pontjainak vagy érintőinek 
valós vagy képzetes mineműségére. 

3. Ezeket előre bocsátva, legyen az ε síkban egy polárismező 
megadva és projicziáljuk az ε síkban fekvő pontmezőt és sugár-



mezőt egy a síkon kívül fekvő Μ pontból sugarakkal és síkokkal. 
Ε projicziáló sugarakat (számra σο2) sugárnyalábnak és e projicziáló síkokat (oo2; síknyalábnak, az Μ pontot pedig a nyaláb 
középpontjának nevezzük. A pontmező, a sugármező, a sugár-
nyaláb és a síknyaláb, minthogy kétszeresen végtelen sok (°c2) 
pontot, sugarat, illetve síkot vagy általánosan °c2 elemet foglal ma-
gában, másodfokozatú alapalakzat, míg a pontsor, a sugársor és a 
síksor, mert elemeinek sokasága σο1 elsőfokozatú alapalakzat. 

A térben fennforgó dualitási elv szerint a pontmezőnek a sík-
nyaláb, a sugármezőnek a sugárnyaláb, a pontmező egy pontsorá-
nak a síknyaláb egy síksora, a sugármező egy sugársorának a 
sugárnyaláb egy sugársora a duális alakzata. Úgy mikép a pont-
és sugár mezőben megvan a dualitási elv, mely szerint a pontnak 
az egyenes (sugár) felel meg a síkban, úgy megvan e dualitási elv 
a sugár- és síknyalábban is, mely szerint a nyaláb egy sugarának 
egy sík felel meg a nyalábban. 

Az Μ sugárnyalábnak és síknyalábnak oly elemeit, melyek az 
ε polárismezőnek pólus és polárisait projicziálják, polárissugárnak 
és polárissíknak nevezzük. Ε szerint, ha a Τ pontnak az ε poláris-
mezőben polárisa a t' egyenes, akkor az Μ nyalábban az MT = t 
sugárnak polárissíkja az [Mt') = τ sík és a τ síknak polárissugara a 
t sugár. A t sugáron keresztül menő síkoknak polárissugarai Z-nek 
polárissíkjában, τ-ban, egy sugársort képeznek, mely ama síksor 
irányában involucziós fekvésű. Ez pedig annyit jelent, hogy e 
sugársort a t-bői projicziáló síksor involucziós az előbbi síksorral, 
vagy a mi ugyanazt fejezi k i : a síksor nyoma a τ síkon a sugár-
sorral involucziós sugársort képez. — A sugárnyalábot és a sík-
nyalábot ebben a kölcsönös helyzetben, mefyet elfoglalnak, együtt-
véve polárisnyalábnak, minden r sugarat a nyalábban, mely a 
nyaláb ρ sugarának polárissíkjában fekszik a p-hez kapcsolt poláris-
sugárnak, és minden ρ síkot, mely egy ~ sík ρ polárissugarán megy 
keresztül, a π síkhoz kapcsolt polárissíknak nevezzük. Ε szerint: 
a polárisnyaláb minden síkjában a kapcsolt polárissugarak invo-
lucziós sugársort, és minden sugarának kapcsolt polárissíkjai invo-
lucziós síksort képeznek. 

Minthogy az ε polárismező egybeeső kapcsolt pólusai és 
egybeeső kapcsolt polárisai a polárismező vezető kúpszeletének 
pontjai és érintői: a polárismezőt az Μ pontból projicziáló poláris-
nyalábban az egybeeső kapcsolt polárissugarak és polárissíkok egy 
II· r. kúpnak alkotói, illetve érintősíkjai. Ezt a polárisnyalábtól meg-
határozott II. r. kúpot a nyaláb rendi- vagy vezető kúpjának 



(direktrixjének) nevezzük s a szerint, a mint az ε polárismező· 
vezető kúpszelete valós vagy képzetes volt, a polárisnyalábnak 
vezető kúpja is ugyanilyen lesz. 

4. Ha a polárisnyaláb meghatározásához szükséges adatok 
ismeretesek, melyek olyanok, mintha a polárisrendszer meghatáro-
zására szolgáló adatok egy pontból projicziáltatnak, akkor azok 
meghatározzák a polárisnyaláb vezető kúpját. Viszont minden 
II. r. kúp meghatároz egy polárisnyalábot, melynek a kúp vezető 
kúpja, s melyről azt mondjuk, hogy a kúp által indukáltatik. 

Akkép, mint a II. r. kúp, minden síkot, mely nem megy közép-
pontján keresztül, kúpszelet szerint metsz: a polárisnyaláb is, legyen 
annak vezető kúpja valós vagy képzetes egy tetszésszerinti síkot, 
mely nem megy középpontján keresztül, polárismezőben metsz. 
Ugyanis az Μ polárisnyalábnak egy tetszésszerinti síksora /(αβγ...) 
és e sor poláris sugaraitól képezett (Μ, τ) sugársora involucziós 
fekvésű lévén, minden ε síkot involucziós fekvésű sugársorban, 
illetve pontsorban metsz, s ezért a polárisnyalábnak metszése az 
ε síkkal egy polárismező lesz. Úgy, mikép a polárismező tulajdon-
ságai a vezető kúpszeletének poláris tulajdonságai: a poláris-
nyalábnak tulajdonságai, a vezető kúpjának, tehát a II. r. kúpnak 
poláris tulajdonságai. Ezért oly tételekben, melyek a II. r. kúpnak 
poláris tulajdonságaira vonatkoznak, egyaránt használhatjuk a po-
lárisnyaláb vagy II. r. kúp kifejezést. 

Állítsuk most össze a kúpszeletek poláris tulajdonságaiból (P. 
G. E. 11. §.) folyó, és II. r. kúpra közvetlen átvihető poláris tulaj-
donságokat. 

Ha a II. r. kúp csúcsán keresztül menő 
t sugárnak polárissíkja τ, akkor 
a t-n keresztül fektetett síkok a 
kúpot oly alkotópárok szerint 
metszik, melyek a t és τ-tól 
harmonikusan vannak elvá-
lasztva. Ez alkotópárok a kúp 
tetszésszerinti alkotójából invo-
lucziós síksorral projicziáltat-
nak ; s mindez involucziós sík-
sorok a τ síkot ugyanegy invo-
lucziós sugársorban metszik, 
melynek társsugarai kapcsolt 
polárissugarak a kúpra vonat-
kozólag. 

τ síknak polárissugara t, akkor 
a kúpnak oly érintősíkpárja, 
mely egymást a τ-ban metszi, a 
τ és t-tői harmonikusan van 
elválasztva. Ε síkpárok a kúp-
nak tetszésszerinti érintősíkját 
involucziós sugársorban met-
szik ; s minden érintősíkon az 
ekkép kimetszett sugársorok a 
t sugárból ugyanegy involu-
cziós síksorral projicziáltatnakr 

melynek társsíkjai kapcsolt po-
lárissíkok a kúpra vonatko-
zólag. 



Minden a τ-val párhuzamos ε sík a kúpot és a tőle indukált po-
lárisnyalábot oly kúpszeletben (vagy polárismezőben) metszi, mely-
nek középpontja és kapcsolt átmérőpárjai a τ polárissugárnak, Z-nek, 
illetve a t-n keresztül menő kapcsolt polárissíkoknak metszései az 
ε síkkal. Ε kimetszett kapcsolt átmérőpárok tehát párhuzamosak a 
-r-ban fekvő kapcsolt polárissugarakkal. A kimetszett kúpszelet 
ellipsis, hyperbola vagy parabola, a szerint, a mint a kapcsolt poláris-
síkok, vagy a mi ugyanaz, a τ-ban fekvő kapcsolt polárissugarak 
elliptikus, hyperbolikus, vagy parabolikus involucziós sort képez-
nek, vagy még más szóval kifejezve: a szerint, a mint a τ sík a 
kúpot két képzetes, két valós vagy végre két egybeeső alkotó 
szerint metszi. Minden pont középpontja egy, a II. r. kúpból (és a 
tőle indukált polárisnyalábból) kimetszhető kúpszeletre (poláris-
mezőre) nézve; a sík állása megegyezik azon síkkal, mely a felvett 
ponton és a kúp csúcsán keresztül menő sugárnak polárissíkja. — 
Minden g egyenesen keresztül lehet oly síkot fektetni, hogy annak 
metszése a kúppal (a polárisnyalábbal) egy oly kúpszelet (poláris-
mező), melynek átmérője a g egyenes. A kúpnak Μ csúcsán ke-
resztül menő és a ^-vel párhuzamos ρ sugárnak polárissíkja τ: a 
jf-t egy Ο pontban metszi, mely a keresett kúpszeletnek közép-
pontja; ennek síkja pedig az OM sugár polárissíkjával párhuzamos. 

5. Minden oly háromélet a polárisnyalábban, vagy a II. r. 
kúpra vonatkozólag, melynek minden éle a szemben fekvő lapnak 
polárissugara (s mely tehát a polárismező vagy kúpszelet poláris-
háromszögének felel meg a nyalábban), a polárisnyaláb vagy a 
II. r. kúp polárisháromélének nevezzük. A polárisnyaláb poláris-
hároméleinek száma oc3. 

A valós II. r. kúp polárisháromélének egyik lapján fekvő 
kapcsolt polárissugarak és így az evvel szemben fekvő élen keresz-
tül menő kapcsolt polárissíkok elliptikus, míg a többi két lapon 
fekvő, illetve a többi két élen átmenő kapcsolt elempárok hyper-
bolikus involucziós sort képeznek. A polárisháromélnek két lapja 
tehát a kúpot valós alkotópárokban metszi, és két éléből valós 
érintősíkpárok fektethetők a kúphoz. 

Minthogy a polárismező két polárisháromszögének szögpont-
jai kúpszeleten feküsznek, és e polárisháromszögek oldalai egy 
másik kúpszeletnek érintői, azért a polárisnyaláb két polárishárom-
élének élei egy II. r. kúpnak alkotói, és lapjai egy másik II. r. kúp-
nak érintősíkjai. 

Tekintve, hogy egy ABC háromszög szögpontjainak polárisai 
a polárismezőben, az AB C-vel perspektiv háromszögnek oldalai 



következik: Ha a polárisnyalábban levő abc hároméi éleinek poláris-
síkjai αβγ, úgy e síkoktói képezett hároméi az abc-ve 1 perspektiv 
helyzetű a nyalábban, azaz: az a, βγ; b, γα; c, αβ éleket összekötő 
síkok ugyanegy ο egyenesen mennek keresztül, és az a, bc; β, ca; 
γ, síkpároknak metszőegyenesei egy ω síkban feküsznek, mely 
az ο sugárnok polárissíkja a nyalábban. 

Minthogy a polárismező síkjában fekvő minden kúpszelet 
pontjainak és érintőinek polárisai és pólusai egy másik kúpszelet-
nek érintői és pontjai, azért: Egy polárisnyaláb azon sugarainak és 
síkjainak polárissíkjai és polárissugarai, melyek egy II. r. kúpnak 
alkotói és érintősíkjai,egy másik II. r. kúpnak érintősíkjai és alkotói. 
A két kúpról azt mondjuk, hogy az egyik a másiknakpo lár i sa lakzata 
a polárisnyalábban. 

6. A kúpszeletre (polárismezőre) vonatkozó HESSE-tételek a 
polárisnyalábra alkalmazva, ekkép fejezhetők ki : 

Ha az aax, bbx sugárpárok 
kapcsolt polárissugarak egy 
polárisnyalábban, akkor az 
[ab], és az [ö&J, [a-Jj] 
síkpárok c, cx metsző egyene-
sei, azaz az abcaj)xcx négy-
lapnak szemben fekvő élei aaL, 
bbx, ccx kapcsolt polárissugarak 
a polárnyalábban. 

Egy olyan négylapot a polá-
risnyalábban, melynek szemben 
fekvő élei kapcsolt polárissuga-
rak : polárisnégylapnak ne-
vezünk. 

Ha az ααχ, ββχ síkpárok kap-
csolt polárissíkok egy poláris-
nyalábban, akkor az (αβ), (α1β1) 
és az (αβχ), (αχβ) sugárpárokat 
összekötő síkok γ, γ15 azaz az 
αβγα1β1γ1 négy élnek szemben 
fekvő lapjai αα^ ββ15 γΤι , 
kapcsolt polárissíkok a poláris-
nyalábban. 

Egy olyan négyélet a poláris-
nyalábban, melynek szemben 
fekvő lapjai kapcsolt poláris-
síkok : polárisnégyélnek ne-
vezünk. 

Minthogy az a és a b sugarak mindegyikét oc2-szor vehetjük 
fel a nyalábban és az a és b-hez σο1 számú kapcsolt polárissugár 
van, azért egy polárisnyaláb polárisnégylapjainak és polárisnégy-
éleinek száma °o6. 

A polárisnégyélnek három élét, abc-1, tetszésszerint vehetjük 
fel a polárisnyalábban ilf-ben; ez éleknek αβγ polárissíkjai az 
M(abc)-ve 1 perspektiv háromélnek lapjai. Ha a megfelelő éleket 
összekötő síkok metszőegyenese a d, és a megfelelő lapoknak 
metszőegyenesei a δ síkban feküsznek, akkor az M(abcd) poláris-
négyéi és az Μ(αβγδ) polárisnégylap az Μ nyalábban. Ebből is 
látható, minthogy a felvett abc élek mindegyikének σο2 helyzetet 



adhatunk a nyalábban, hogy a polárisnégyélnek száma a poláris-
nyalábban 

Egy polárisháromél és egy tetszésszerinti sugár (sík) a poláris-
nyalábban polárisnégyélet (polárisnégylapot) képez. Mert mind a 
három sík, mely a polárishároméi éleit a felvett sugárral összeköti 
kapcsolt polárissíkja a polárisháromél egyes lapjainak. 

7. A polárisnégyélekről és polárisnégylapokról REYE szerint 
a következő duális tételeket állíthatjuk fel: 

Ha a polárisnyaláb két 
polárisnégy élének két közös 
éle van, akkor azoknak Összes 
élei egy II. r. kúpon feküsznek. 

polárisnégylapjának két közös 
lapja van, akkor azoknak összes 
lapjai egy II. r. kúpnak érintő-
síkjai. 

Ugyanis, ha az M(abcd), M(abc'd') polárisnégyélek abcdc'd' 
éleinek polárissíkjai αβγδγ'δ', akkor, tekintve, hogy egy síksor 
polárissugaraival involucziós fekvésű: 

a{cdc(d') Λ A b(dcd'c') /\ b(cdc'd'), 

mert az αγ, αδ stb. sugarak megfelelőleg a bd, bc stb. síkokban 
feküsznek. Minthogy ezek szerint az a és a b élből a cdc'd' élek 

projectiv síknégyesekkel projicziálhatók: az abcdc'd' élek egy II. r. 
kúpnak alkotói. 

Ε tételnek következménye: 
Ha a polárisnyaláb egy polárisháromélének és egy 

polárisnégyélének egy éle 
közös, akkor az összes élek 
egy II. r. kúpnak alkotói. 

polárisnégylapjának egy közös 
lapja van, akkor az összes lapok 
egy II. r. kúpnak érintősíkjai. 

Két közös középpontú (konczentrikus) polárisnyalábnak 
közös polárisnégyéle és polárisnégylapja van. Az ily polárisnégy-
élnek két szemben fekvő lapját a, β-t, tetszésszerint vehetjük fel a 
nyalábban. Az α és β síknak polárissugarait a nyalábokban össze-
kötő a l f illetve βΑ sík, kapcsolt polárissíkja a, illetve β-nak mindkét 
nyalábban és így a közös polárisnégyélnek élei, az αβ, αβχ, αχβ, α1β1 

sugarak. Ily közös polárisnégyélek és lapokról kimutatható, hogy: 
Ha két konczentrikus polárisnyaláb két közös 

polárisnégyélének egy éle közös, | polárisnégy lapjának egy lapja 
akkor ez az él a többi hat sza-
bad éllel együtt egy II. r. kúpon 
fekszik. 

közös, akkor ez a lap és a többi 
hat szabad lap ugyanegy II. r. 
kúpnak érintősíkja. 

Legyenek a két polárisnégyélnek élei abed, ab'c'd'; azok az 
élek, melyek az abb' háromélt az egyes nyalábokban polárisnégy-



élekké egészítik ki ρ és p\ Az előbbi tétel szerint az abb'p, abcd; 
ább'p', abcd; abb'p, ab'c'd'; abb'pab'c'd' polárisnégyélek élei egy-
egy II. r. kúpon feküsznek. De a két első kúpnak abcdb' öt közös 
alkotója lévén, egybeesik; úgyszintén a két utóbbi kúp, mely az 
ab'c'd'b éleken megy keresztül. Ámde a p, p' élek mindkét kúpnak 
alkotói, tehát a kúpoknak szintén abb'pp' öt közös alkotójuk van ; 
miért is az abcdb'c'd' élek ugyanegy II. r. kúpnak alkotói. 

8. Két polárismezőnek (kúpszeletnek), mely ugyanegy síkban 
fekszik, tudvalevőleg általában csak egy közös polárisháromszöge 
van, s csak abban az esetben lesz a két polárismezőnek oc1 közös 
polárisháromszöge, ha egy sugársor összes sugarainak pólusai a 
két mezőben ugyanegy pontsornak pontjai, vagy a mi ugyanazt 
fejezi ki, ha a polárismezőknek vezető kúpszeletei kettősérintésűek. 
Hasonlókép két konczentrikus polárisnyalábnak általában e g y , s a 
nyalábok különös helyzeténél oc1 közös poláris hároméle van. 

Hogy két konczentrikus, de külömben általános helyzetű, po-
lárisnyalábnak, Mp, Mp'-nek, melynek középpontja az Μ pont, 
közös polárisháromélét megtaláljuk, analogusan járunk el, mint két 
kúpszelet közös polárisháromszögének meghatározásánál. A nyalá-
bok egy σ síkjában fekvő (M, cr) sugársor x sugarainak ς és ς' 
polárissíkjai az ( J f , σ) sugársorral és így egymással is projectiv 
5 és s' síksort alkotnak. Ε két projectiv síksor képződménye egy 
τ/-) II. r. kúp, melynek alkotói az ( J f , σ) sugársor χ sugaraihoz 
kapcsolt polárissugarak mindkét polárisnyalábban Mp-ben és 
Mp'-ben. 

A két konczentrikus polárisnyaláb tehát Steiner-féle rokon-
ságot (Projek. Geom. Elemei. 148. p.) létesít az Μ nyalábban ; ebben 
a nyaláb minden χ sugarának az a ς ξ' sugár felel meg, mely az 
A-hez kapcsolt polárissugár mindkét polárisnyalábra nézve; és a 
nyaláb minden σ síkjában fekvő sugársorának egy σ^2) II. r. kúp 
alkotói felelnek meg. Az Μ nyaláb egy másik síkjának, τ-nak, tehát 
e Steiner-féle rokonságban megfelel egy másik II. r. kúp τ/-2). 

A σ^τ^ 2 ) kúpoknak egy közös alkotója a στ síkok metsző-
vonalához kapcsolt polárissugár; e kúpoknak tehát van még három 
közös alkotójuk abc. Minden ilyen alkotó, pl. az a, mindkét nyaláb-
ban a σ és a τ sík egy-egy sugarához kapcsolt polárissugár, tehát a 
rajtuk keresztül menő α síknak polárissugara. Ugyanígy a b és a c 
sugárnak a két polárnyalábban ugyanegy β, illetve γ sík poláris-
síkja van. Az abc élektől és az αβγ síkoktól képezett háromélek 
azonban egybeesnek. Mert az α síkban fekvő kapcsolt polárissuga-
rak az egyes nyalábokban egy-egy involucziós sort alkotnak, me-



lyeknek egy közös elempárja az a-val együtt egy közös poláris-
háromélnek éleit képezi. Ugyanígy a [5 és γ síkokban a közös kap-
csolt polárissugárpárok a b és c sugárral egy-egy közös poláris-
háromélnek élei. De a két polárisnyalábnak egynél több közös 
polárishároméle nem lehet, mert már két polárisháromél, melynek 
nincs közös éle, egyfélekép határoz meg egy polárisnyalábot. Ebből 
következik, hogy a bc, ca, ac élek megfelelőleg az α, β, γ síkokban 
feküsznek, azaz az M(abc) == ΛΖ(αβγ) háromélek a két poláris-
nyalábnak közös polárisháromélét képezik. 

Visszatérve az (Μ, σ) sugársor sugarainak polárissíkjaitól 
képezett 5 és s' projectiv síksorokhoz, megtörténhetik, hogy azok 
perspektiv helyzetűek, tehát egy megfelelőleg közös δ síkkal bírnak, 
mely a tetszőlegesen felvett σ sík egy d sugarának polárissíkja a 
két polárisnyalábban. Ugyanígy a tetszésszerinti τ síkban is van egy 
dy sugár, melynek polárissíkjai a nyalábokban, egy δ1 síkkal esnek 
egybe. A d, dy sugaraknak δ, δ1 polárissíkjai egymást egy ρ sugár-
ban, a ddy == - síknak polárissugarában metszik, s mert a δ, δχ 

síkok nem mennek a dy, illetve d sugáron keresztül, azért a - sík 
minden sugarának a polárisnyalábokban közös polárissíkjai a ρ 
egyenesen mennek keresztül. A két polárisnyalábnak ebben a hely-
zetben végtelen sok közös polárishároméle van, melyeknek egy éle 
ρ és az ezzel szemben fekvő lapja - közös. Ebben az esetben tehát 
a két polárisnyaláb vezető kúpjai akár valósak, akár képzetesek, 
egymást két alkotóban, azaz kettőseit érintik, mely érintési alkotók 
a τ. síkban fekvő és mindkét polárisnyalábra vonatkozó kapcsolt 
polárissugarakból álló involucziós sornak kettőssugarai. 

9. A polárisnyalábok között legegyszerűbb az úgynevezett 
orthogonalis polárisnyaláb vagy csak orthogonalis nyaláb, melynek 
minden sugara merőleges polárissíkjára, tehát minden sugarán 
átmenő kapcsolt polárissíkok és minden síkjában fekvő kapcsolt 
polárissugarak orthogonalis (involucziós) sort képeznek. Az ortho-
gonalis nyaláb minden polárishároméle orthogonalis, azaz e három-
élnek minden élszöge és lapszöge derékszög; minden poláris-
négyélének szemben fekvő lapjai és minden polárisnégylapjának 
szemben fekvő élei derékszöget képeznek. Az orthogonalis nyaláb 
vezető kúpja képzetes, mert a nyalábban nincsen olyan valós 
sugár, mely polárissíkjában feküdnék. Minden sík az orthogonalis 
nyalábot képzetes körben metszi; e körnek valós középpontja a 
nyaláb Μ középpontjából a metszősíkra bocsátott merőlegesnek 
talppontja 0, s e kör radiusának négyzete: —MO'1. Valamennyi 
orthogonalis nyaláb (°o2), a végtelen távol fekvő síkot ugyanegy 



polárismezőben metszi, melynek vezető köre képzetes s melyet a tér 
végtelen távol jekvő képzetes körének nevezünk. Az orthogonalis 
sugársor a síkban analogonja az orthogonális nyalábnak a térben; 
amaz a sík végtelen távol fekvő egyenesét involucziós pontsorban 
metszi, melynek kettőspontjai a képzetes körpontok a síkban; ez a 
tér végtelen távol fekvő síkját polárismezőben metszi, melynek 
vezető kúpszelete a végtelen távol fekvő képzetes kör. Úgy, mikép 
az orthogonalis sor meg van határozva középpontja által, az ortho-
gonalis nyalábot is meghatározza annak középpontja. 

Minden kúpnak poláris alakzata az orthogonalis nyalábban 
egy másik kúp, melynek alkotói és érintősíkjai, amannak érintő-
síkjaira és alkotóira merőlegesek. Két kúpot, mely egymásnak 
poláris alakzata egy orthogonális nyalábban, recziprokus kúpnak 
nevezünk. Az egyik kúp minden polárisháromélének, polárisnégy-
élének és polárisnégylapjának poláris alakzata az orthogonalis nya-
lábban : polárishároméle, polárisnégylapja, illetve polárisnégyéle a 
recziprokus kúpnak, stb. 

5. §. A polárisnyaláb főtengelyei és fősíkjai. 

1. Ismeretes, hogy a polárismező (kúpszelet) síkjában vannak 
oly pontok és sugarak, mint a középpont, a gyújtópontok, a tenge-
lyek, a végtelen távol fekvő egyenes, melyek a többiektől különös 
tulajdonságaiknál fogva kiválnak. Ily különös sugarakat és síkokat 
a polárisnyalábban és vezető kúpja irányában is találunk, ezek : 
a polárisnyaláb főtengelyei, fősíkjai, fokalis sugarai és cziklikus síkjai. 

A polárisnyalábban oly összetartozó polárissugarat és poláris-
síkot, mely egymásra merőleges, a polárisnyaláb főtengelyének és 
fősíkjának, a polárisnyalábban előforduló orthogonalis polárishárom-
élét pedig a nyaláb fő-polárisháromélének nevezzük. Az orthogonalis 
nyalábban minden sugár és minden sík főtengely, illetve fősík. 
Az általános polárisnyalábnak a vele közös középpontú orthogonalis 
nyalábbal egy közös polárishároméle van ; e közös polárishárom-
élnek élei és lapjai képezik az általános polárisnyalábnak főtengelyeit 
és fősikjait. 

Az általános eljárás szerint (4. §,8. p.) az általános Μ poláris-
nyalábnak és a véle konczentrikus orthogonalis nyalábnak közös 
polárisháromélét, tehát ama polárisnyalábnak főtengelyeit követ-
kezőképen szerkesztjük: 

Az Μ polárisnyaláb két tetszésszerinti c és τ síkjában fekvő 
(Ili, <t), (Μ, τ) sugársoroknak polárissíkjai az s és t síksorok ; ugyan-



csak az (Μ, σ) és (3/, τ) sugársorok sugaraira merőleges síkok az 
s' és síksorok. 

Az 5 és 5', valamint a t és t' síksorok projektivek lévén, kép-
ződményüka illetve a τ/2) II. r. kúp, és e kúpoknak egyik közös 
ml alkotójuk a σ τ = m sugár polárissíkjában fekvő és a στ = m-re 
merőleges egyenes. A σ/2>, τ/2) kúpoknak e közös valós alkotóján 
niy-eη kívül van még legalább egy közös valós alkotójuk a. Az a-nak 
polárissíkjában, α,-ban, a kapcsolt polárissugarak között van legalább 
egy pár valós bc, mely mindig merőleges egymásra; ezek és az a 
sugár képezik az Μ polárisnyalábnak mindenkor valós főtengelyeit; 
e főtengelyeket páronként összekötő bc = a, ca = β, ab == γ 
síkok pedig annak fősíkjait. 

De ha a polárisnyaláb α síkjában a kapcsolt polárisok orthogo-
nalis sort képeznek, akkor e síkban végtelen sok főtengely van. 
Az ily specziális polárisnyalábot rotatórikusnak vagy forgási polá-
risnyalábnak, annak a főtengelyét forgástengelynek, a nyaláb 
vezető kúpját, mely valós vagy képzetes lehet, forgáskúpnak 
nevezzük. 

Ha végre a polárisnyalábbankét sík, α és β, merőleges poláris-
sugarára, α-ra és b-re, és azonkívül az α és β-ban a kapcsolt poláris-
sugarak orthogonalis sort képeznek, akkor a nyaláb egy tetszéssze-
rinti η síkjának polárissugara s, mint az ασ és a βσ sugarakra merő-
legesen álló és az a-n, illetve a b-n keresztül menő síkoknak metsző -
vonala, merőleges a σ-ra. A polárisnyaláb tehát ebben az esetben 
orthogonalis nyaláb. 

2. A polárisnyaláb és vezető kúpja főtengelyeinek stereomet-
riai szerkesztését az előbbiekben kifejtettük. Ε szerkesztés megen-
gedi, hogy a nyalábban két síkot σ és τ-t tetszésszerint vehessünk 
fel és azért lássuk,' hogy a szabadon választható η és τ sík czélszerű 
felvétele mikép egyszerűsíti a szerkesztést. Oldjuk meg tehát a 
gyakorlati czélnak megfelelőleg a következőképen fogalmazott 
feladatot: 

Adva van az ε síkban a kúpszelet {pl. ellipsis) és z-nak 
síkján kívül az Μ pont, melynek M' derékszögű projekcziója t-ra és 
r távolsága az ε síktól ismeretes; 'szerkesztendők annak az M.k(1) 

kúpnak főtengelyei, mely a kúpszeletet az Μ pontból proji-
cziálja (3. ábra.). 

A feladat lényegében nem más, mint a k® kúpszeletre vonat-
kozólag egy oly ABC polárisháromszöget szerkeszteni, mely az Μ 
pontból orthogonális (derékszögű) hároméllel M(abc)-vel projicziálható. 
Vagy pedig : a k^ kúpszeletnek és annak a képzetes körnek, ki(2> -nek 



közös polárisháromszögét szerkeszteni, melynek középpontja az M' 
és radiusának négyzete —r2, azaz mely kp képzetes körben az Μ 
középpontú orthogonalis nyaláb az ε síkot metszi. Ε szerint két 
adott polárismezőnek közös polárisháromszögét, ABC-1, kelt meg-
határozni. 

A k(2\ kP görbék &t2) kP Steiner-féle rokonságot állapítanak 
meg az ε síkban; ennél minden Ρ pontnak az a Px felel meg, melyben 
a P-nek a k® és k p -re vonatkozó polárisai egymást metszik, mely 
tehát a P-hez kapcsolt pólus a kP-re és a kp-re nézve. Minden 5 
egyenesnek az ABC háromszög körül írt oly sX(2) kúpszelet felel 
meg, mely az s pontjaihoz a kP- és kp -re vonatkozó kapcsolt pólu-
sokat tartja. Az 5-n és az s/2) -en a megfelelő pontok projectiv soro-
kat képeznek s ezért minden az 5-n fekvő involucziós sornak invo-
lucziós sor felel meg a z s ^ kúpszeleten. Ha a Ζ egyenes az s/2) kúp-
szeletet a JK pontokban metszi, akkor a Z-nek megfelelő Zt(2) kúp-
szelet is metszeni fogja az 5 egyenest a JK-nak megfelelő JyKx 

pontokban. A t egyenesen fekvő és az 5X(2> -re vonatkozólag kapcsolt 
pólusoknak, melyek tehát a JK pontpárt harmonikusan választják 
el és involucziót képeznek, egy involuczió fog megfelelni a t p kúp-
szeleten, melynek társpontjai a JXKX pontokat választják el harmo-
nikusan. Ugyanígy az 5 egyenesen fekvő -re vonatkozó kap-
csolt pólusoknak, melyek a JXKX pontpárt választják el harmonikusan 
és így szintén involucziót képeznek, az az involuczió fog megfelelni 
az s/2) kúpszeleten, melynek társpontjai a JK pontokat választják 
el harmonikusan. 

Ez utóbbi állítás általánosabban kifejezve (azaz ha a JKJxKy 

pontok nem valósak, tehát a Ζ és 5 nem metszi az s/2) és Z1,2)-et valós 
pontokban), szintén igaz marad t. i . : 

„Ha az 5 és a Ζ egyenesnek a k ^ k p Steiner-féle rokonságban 
az s/'2) és Zx(2) kúpszeletek felelnek meg, akkor a Ζ egyenesen az 
51(2) -re vonatkozó kapcsolt pólusoktól képezett involucziónak a t p 
kúpszeleten oly involuczió felel meg, melynek involuczió-tengelye 
az 5 egyenes, és az s egyenesen a Z/2)-re vonatkozó kapcsolt pólu-
soktól képezett involucziónak az 51(2) kúpszeleten oly involuczió 
felel meg, melynek involuczió-tengelye a Ζ egyenes." 

Ugyanis a Ζ egyenes valamely Ρ pontjából kisugárzó sugarak-
nak a &(2) kp Steiner-féle rokonságban oly kúpszeletsor felel meg, 
melynek alappontjai az ABC polárisháromszögnek szögpontjai és 
a P-nek megfelelő Px pont. Ama sugársor sugarai, köztük a Ζ is, 
az sx(2>-et az l s ι involuczióban, a megfelelő kúpszeletsor pedig, 
melynek egyik eleme a Z/2) kúpszelet, az s egyenest egy, annak 



megfelelő Is involuczióban metszi. A Ρ pontnak az s/2)-re vonat-
kozó polárisa keresztül megy a 2-nek s/2)-re vonatkozó Τ pólusán 
és az sx(2)-et, ha a JK pontpár (a t és az s/2) metszőpont párja) nem 
volt valós, az valós pontpárban metszi, mely az/6i involucziónak kettőspontpárja. A L ^ - n e k megfelelő pontpár LN a kf2) 

Steiner-féle rokonságban I s involucziónak kettőspontpárja, tehát a 
re vonatkozólag kapcsolt póluspár. 

Ha most a P-t tovamozgatjuk a t-n, akkor evvel az LÍN1 sugár 
a Τ körül forog és az I^IV, pontpárok is változnak az sx ( 2 )-enésaz 
LN pontpárok az s-en. Ez utóbbik, mint a t ^ - r e kapcsolt 
pólusok involucziót képeznek az s-en és a nekik megfelelő kapcsolt 
pólusok involucziót képeznek az s/2) -en ; de ennek az involucziónak 
involuczió-tengelye a Τ pontnak az sx

(2) -re vonatkozó polárisa t — 
és ezt fejezi ki a „ "-ben foglalt tétel. 

A tétel természetesen még abban a különös esetben is igaz 
marad, ha az .9 és t egyenesek és így az λ/2) és t^ kúpszeletek 
egybeesnek. Tehát : 

„Ha a £(2) Steiner-féle rokonságban az 5 egyenesnek az 
sL

(2) kúpszelet felel meg, akkor az s-en levő és az sx
(2) -re vonatkozó 

kapcsolt pólusoktól képezett involucziónak a k^ k(2) Steiner-féle 
rokonságban oly involuczió felel meg az sx(2)-en, melynek involuczió-
tengelye az s egyenes és igy pólusa az s-nek az sx

<2) -re vonatkozó 
pólusa." 

3. Nézzük most, hogy alkalmazhatók e tételek a &(2) kúpszelet 
és az Μ ponttal adott M./e(2) kúp főtengelyeinek egyszerű meg-
határozására. (3. ábra.) 

Az ε sík végtelen távol fekvő e^ egyenesének a k{2) Steiner-
féle rokonságban az eχ(2) egyenoldalú hyperbola felel meg. 
Ugyanis ha a k^ tengelyeinek végtelen távol fekvő pontjait JK-val 
jelöljük, akkor e pontoknak a k^-re és a k ^ - r e vonatkozó polárisai 
egymást a K, illetve a J pontban metszik, melyek az E^ kúpszelet-
nek végtelen távol fekvő pontjai; azaz az e/2> kúpszelet egyenoldalú 
hyperbola. Az E^ a körnek M' középpontján és a x2> ellipsisnek 
0 középpontján megy keresztül; mert ha a fc(2)-nek az M'O egye-
nesre merőleges átmérője és az M'O-hoz kapcsolt átmérője az e ^ 
egyenest az 0t és Μ1/ pontokban metszi, akkor az O^M/ pontoknak 
£(2)és ki@> -re vonatkozó polárisai az 0, M' pontokban találkoznak. Ha 
az M'O egyenesnek végtelen távol fekvő pontja a G, akkor a G-nek 
a kp> és F2) -re vonatkozó M'0V 0M\ polárisai egymást az E^2' 
hyperbolának Gx pontjában metszik. Ha az Ex(2) hyperbolában írt 
0'GxM' háromszög oldalainak felezőpontjain keresztül egyenese-



ket húzunk, melyek az illető oldalakat a JK pontoktól harmoniku-
san választják el, azaz a &(2) ellipsis tengelyeivel ugyanoly összegeket 
képeznek, mint az illető oldalak, akkor ezek az egyenesek egymást 
az -nek Ε középpontjában metszik, mert ama háromszög olda-
lakhoz, mint hyperbola-húrokhoz kapcsolt átmérők. [E középpontot 
a második specziális tételre alapítva akkép is megkaphatjuk, ha 
azoknak az OxM\G pontoknak keressük a k^kP Steiner-féle 
rokonságban a megfelelő pontjait 0M,Gret, melyek az O^M'^G 
pontokat a JK tól harmonikusan elválasztják; az 00, M'M, Gx(x 

egyenesek egymást az ^oo-nek e ^ - r e vonatkozó pólusában, E-ben 
metszik.] 

Az e p egyenoldalú hyperbola már a keresett ABC három-
szög körül van irva. De az ABC háromszög körül még egy 

kört is írhatunk. Hogy azt az / egyenest megtaláljuk, 
melynek a k ^ k p Steiner-féle rokonságban az /x(2) kör felel 
meg, gondoljunk az előbbi általános tételre: az dwn fekvő és 
az /χ(2) -re vonatkozó kapcsolt pólusoktól képezett involucziós sornak 
a kP k P -ben, az é ^ - e n fekvő oly involucziós sor felel meg, 



melynek involuczió-tengelye az f egyenes. De minden orthogo-
nalis sor az őoo egyenest az //2) körnek kapcsolt pólusaiban metszi; 
ebben a sorban társpontok JK és G0X. A JK-nak és a G0}-nek 
a k(2) kP) Steiner-féle rokonságban a KJ és a (?x0 pontok felel-
nek meg az e^2' -en; a 7£7 és Gx0 egyenesek metszó'pontjának 

-nek az e^p -re vonatkozó polárisa tehát az f egyenes. De e 
poláris az e/2)-nek Ρ középpontján, az 0GX vonaldarabnak felező-
pontján megy keresztül és így a ki2) -nek tengelyeivel ugyanolyan 
szöget képez, mint az 0öz-

vegyünk fel ezután az f egyenesen oly pontpárt, mely az 
c P - re vonatkozólag kapcsolt póluspár és keressük meg az ennek 
megfelelő pontpárját a k(2> k P Steiner-féle rokonságban. Ε pont-
pár az f p körön van és a pontpárnak összekötő egyenese az e^ 
egyenesnek az f -re vonatkozó pólusán, azaz az /x(2> körnek 
középpontján megy keresztül. 

Válaszszuk e czélból az f egyenesnek végtelen távol fekvő 
Ρ == (fe0o) pontját és az Ε pontot. Ezeknek a és kp-re vonat-
kozó polárisai egymást a és Ex pontokban metszik, melyek közül 
a P t még az ep ] hyperbolán is rajta van. (M/EP1 J_ EP, 
PXE = EM' ; az Ε pontnak a 7e/2)-re vonatkozó polárisa az UElt 

ha UEl J_ EM\ EM'.M'JJ = r"2, Ρ az PM' egyenesen van 
és II·/7 elválasztja az P, Z7 pontokat; az P-nek &(2>-ra vonatkozó 
polárisa PA U-t az Px pontban metszi.) 

Az vonaldarab az körnek átmérője, annak felező 
pontja az /x(2)-nek középpontja. Ezzel az f{-) == ΑΒΟΡχΕχ kör, 
és az e ^ == ABCM'G^OPy egyenoldalú hyperbola meg van 
rajzolva, melyeknek ABC metszőpontjai az Μ . k{2) II. r. kúp főten-
gelyeinek, abc-nek, nyomai az ε síkon. 

4. Czélszerűen lehet még az ABC pontok szerkesztésére 
egy a kP ellipsishez hasonló h/·2) ellipsist fölhasználni. 

A h p ellipsis kapcsolt átmérői a hasonlóság folytán párhuza-
mosak -nek kapcsolt átmérőivel, tehát azok a pontpárok, melyek-
ben a K2)-nek kapcsolt átmérőpárjai az e^-t metszik, kapcsolt pólu-
sok a h ^ -re. Ily két kapcsolt póluspár a J K és a GM\, melynek 
a £(2) k P Steiner-féle rokonságban a K J és GXM' pontpárok felel-
nek meg az e ^ - e n ; a K J és a GXM' egyenesek 0X metszőpontjá-
nak az e ^ -re vonatkozó polárisa, mely az Ρ pontot a GXM' vonal-
darab felezőpontjával összeköti, lesz tehát az a h egyenes, melynek 
a Steiner-féle rokonságban a #2> -vei hasonló kp* ellipsis felel meg. 
A h egyenes végtelen távol fekvő Q = (he«,) pontja és az Ρ pont 
kapcsolt pólus az e ^ -re, az Ρ és Q-nak a kP k p -ben megfelelő 



pontja az Eí és Qv Az Ex pontnak meghatározásáról már előbb 
szólottunk; a Q és 0y kapcsolt pólus az e/2) hyperbolára (mert az 
JK pontpártól harmonikusan van elválasztva), tehát az 0yQ pon-
toknak megfelelő pontjai a kW k{W Steiner-féle rokonságban az ê W 
egyik átmérőjének végpontjai; a Q1 pont tehát az OE egyenesen 
fekszik és EO = QyE. Az EÍQ1 vonaldarab és annak felező-
pontja a hyW ellipsisnek átmérője és középpontja. Ez az E1Q1 átmérő 
a 7%(2> ellipsis meghatározásához elégséges, mert a \W hasonló a 
kW-val. A h ellipsis az f yW kört az Ex ponton kívül a keresett 
ABC pontokban metszi. Ezeket a metszőpontokat a hxW megraj-
zolása nélkül a kW segélyével következőkép nyerjük : 

A ĥ W hasonló lévén a k(2)-val, a hasonlósági pontot S-et meg-
kapjuk, ha a - n e k az J^^ -gye l párhuzamos Eí0Q10 átmérője. 
E10Q10 végpontjait az E1 Qí pontokkal összekötjük; az összekötő 
egyenesek EíEi0, Qy Qx0-nak metszőpontja az S pont. 

Ε hasonlóságban az f2) körnek egy f10(2) kör felel meg, mely 
a kW-t az AaB0C0Eí0 pontokban metszi; s ha ezeket az S-ből 
ismét visszaviszszük az f±W körre, úgy megkapjuk az ABCEl 

pontokat. 
5. Foglaljuk most röviden össze az egész szerkesztést: Ha az 

M.kW II. r. kúpnak vezető vonala a kW ellipsis és Μ csúcsának de-
rékszögű projekcziója a k(2] sikjáraaz M' pont, végre az ellipsis közép-
pontja az 0, akkor az 0M'-hez kapcsolt ellipsisátmérő és az Oilí'-re 
az M' pontban merőleges egyenes egymást a Gy pontban metszi. 
Ha az M/OG1 derékszögű háromszög oldalainak felezőpontjain 
keresztül egyeneseket húzunk, melyek a &(2>-nak tengelyeivel 
ugyanoly szögeket képeznek, mint az M'OG^-nek illető oldalai, 
akkor ezek egymást egy Ε pontban metszik. A Qí pont az EO 
egyenesen a Py és U pont az EM' egyenesen akkép van megha-
tározva, hogy Q1E = EO, PtE = EM', EM'.UM'=—M'M*, 
és az £-nek a kW -ra vonatkozó polárisa az EM'U-ra.az U pont-
ban emelt merőlegest az El pontban metszi. A ^2)-hoz hasonló és 
hasonló fekvésű ellipsis,melynek átmérője a QyEy, és az a kör, melynek 
átmérője a PyEy, az EyABC pontokban metszi egymást. Ugyancsak 
az ABC pontokon és a P ^ G ^ M O ponton megy keresztül még 
egy egyenoldalú hyperbola is, melynek középpontja az Ε pont, és 
asymtotái a -nek tengelyeivel párhuzamosak. Az ABC három-
szög szögpontjai az Μ. kW kúp főtengelyeinek metszőpontjai a kW 
síkjával, az ABC háromszög magasságpontja pedig az M' pont.*) 

*) L. Wiener C. : Darstellende Geometrie; II. kötet 17. oldal. 



6. Minthogy a II. r. valós-kúp minden polárisháromélének két 
lapján a kapcsolt polárissugarak hyperbolikus involucziót, a har-
madik lapon elliptikus involucziót képeznek, azért ily tulajdonságú 
az M(abc) főpolárisháromél is. Jelöljük azt a lapját e polárishárom-
élnek, melyben a kapcsolt polárissugarak elliptikus involucziót ké-
peznek α = [bc]-ve\, és nevezzük az erre merőleges főtengelyt, 
a-t, a kúp elliptikus tengelyének, a másik két tengelyt, b és c-t, a 
kúp hyperbolikus tengelyének. 

Az α-ra merőleges síkok a kúpot ellipsisek szerint metszik 
(4. ábra), melyeknek középpontjai az a-η vannak és tengelyei a 
b, c-vel párhuzamosak, s a b 
vagy a c-re merőleges síkok 
a kúpot hyperbolák szerint 
metszik, melyeknek közép-
pontjai a b, illetve a c-n fe-
küsznek és tengelyei az ac, 
illetve cb főtengelyekkel pár-
huzamosak. Ebből követke-
zik : A II. r. kúp alkotói ú g y a 
főtengelyek, mint a fősíkok 
irányában symmetrikus fek-
vésnek. 

Nevezzük a kúp polá-
risnyalábja tetszőleges ε sík-
jának poláris sugarát e-nek; 
ε-nak metszőegyeneseit a bc, 
ca, ab fősíkokkal x, y, z-nek ; 4. ábra. 

e sugarak ea, eb, ec po-
lárissíkjainak metsző vonalait ama fősíkokkal, azaz az x, y, c-nek 
kapcsolt polárissugarait a fősíkokban χ', y', z'-nek. 

Ha bármily M(abc) hároméi lapjait az Μ nyaláb ε síkja az x, 
y, c-ben metszi és a nyaláb bármily e sugarán keresztül menő ea, 
eb, ec síkok ama lapokat az x', y\ z' sugarakban metszik, akkor 

sin (az), sin (bx). sin ( c y ) = sin (ay). sin (bz). sin (cx) 

sin (az'), sin (bx'). sin (cy') = — sin (ay'). sin (bz'). sin (cx') 
a miből 

(abzz'). (bcxx'). (cayy') — —1. 

De mert, az előbbi esetre visszatérve, az Μ (abc) hároméi 
orthogonális, a két előbbi relaczió következőképen egyszerüsbül: 

Klug : projectiv Geometria. 3 



tg (az), tg (bx). tg ( c y ) = 1 
tg (az'), tg (bx'). tg (cz') = — 1 

Ez utóbbi egyenletek baloldalainak szorzata három tényezőre 
osztható, melyek a fősíkokban fekvő kapcsolt polárissugaraktól 
képezett involuczióknak hatványai, a jobb oldalak szorzata nega-
tív, t. i. 

tg (az) tg (az'), tg (bx) tg (bx'). tg ( c y ) tg (cy') = — 1, 

s ezért: A polárisnyaláb fősíkjaiban a kapcsolt polárissugarak ké-
pezte involucziók páratlan számban elliptikusak, tehát vagy mind 
a három elliptikus, vagy csak egy, a szerint, a mint a nyaláb vezető 
kúpja képzetes vagy valós. 

Ha a polárisnyaláb vezető kúpja valós, és e kúp tetszéssze-
rinti Ρ pontjának távolsága a [bc], [ca], [ab] síkoktól y, z, továbbá 
az [ab] és a [ca] síkokban fekvő s^, kúpalkotók az a elliptikus 
tengelylyel ψ, $ szöget képeznek, akkor a Ρ ponton keresztül menő 
és az a-ra. merőleges síknak metszése a kúppal oly ellipsis, melynek 
fél tengelyei * tg ψ, * tg ·θ\ Ez ellipsis Ρ pontjának távolsága tenge-
lyeitől y, 2, tehát: 

y* g2 = ι 
tg% ψ ~ *2 tg1 ki-

vagy máskép írva: 

y2 cotg2 ψ -j- z2 cotg2 Ό- =íc2. 

Ez az egyenlet a II. r. kúpnak egyenlete vonatkoztatva annak 
főtengelyeire, mint koordináta-rendszer tengelyekre. 

6. §. A polárisnyaláb fokalis sugarai és cziklikus síkjai. 

1. Az orthogonális nyaláb minden sugarán keresztül menő 
kapcsolt polárissíkok és minden síkjában fekvő kapcsolt poláris-
sugarak orthogonális sort képeznek. De láttuk előbb, hogy a rotató-
rikus polárisnyalábban is van egy oly sugár, a forgástengely, a 
melyen keresztül menő kapcsolt polárissíkok orthogonális síksort 
alkotnak és e forgástengelyre merőleges fősíkban a kapcsolt poláris-
sugaraktól képezett sugársor orthogonális természetű. 

Azzal a kérdéssel akarunk most foglalkozni, hogy υαn-e az álta-
lános polárisnyalábban o l y sugár, a melyen keresztül menő, és o l y sík, 
a melyben fekvő kapcsolt elempárok orthogonális sort képeznek ? 

Ε czélból ugyanazt az eljárást követjük, mint a kúpszeletek 



gyújtópontjainak megállapításakor, mert e sugarak és síkok a poláris-
nyalábban tényleg analogusok a kúpszelet gyújtópontjaival a poláris-
mezőben. 

Láttuk, hogy az Μ polárisnyaláb egy σ síkjának # sugaraira 
merőleges kapcsolt polárissugarak egy σ^2) II. r. kúpnak xy alkotói, 
mely a polárisnyalábnak fő-polárishároméle, M(abc), körül van 
irva ; az # sugarak az (M, g) sorban és az xL alkotók a σi W kúpon pro-
jektivek. Ennek duálisán megfelel: a polárisnyaláb egy s sugarán 
keresztül menő ξ síkokra merőleges kapcsolt polárissíkok ξ ΐ5 egy II. 
r. kúpnak érintősíkjai, mely az Μ (abc) háromélbe be van írva, tehát 
a Ej, síkok egy II. o. síksórt képeznek; a ξ síkok az s síksorban 
és a ξχ síkok az sx(2) II. o. síksorban projektivek. 

A σ/2) II. r. kúpon fekvő főtengelyek bármelyikéből, pl. a 
b-bői, az χ és xx projectiv sugarak involucziós síksorral projicziál-
hatók, mert ha az χ a bc fősíkban van, akkor az xx az a főtengely 
és ha az # az ac fősíkban van, akkor az xx a c főtengely. A bc, ba 
síkok tehát felcserélhetően felelnek meg egymásnak azokban a projectiv síksorokban, melyek az (Μ, g) sugársornak és ac/2' kúpnak meg-
felelő χ és xL sugarait a b tengelyből projicziálják. Ugyanígy az s/2) II 
o. síksorhoz tartozó bármelyik fősík, pl. az ac, a ς és cx projectiv síkok 
sorát involucziós sugársorban metszi, mert ha a ς = as, akkor 
q == bc és ha a ξ = cs, akkor ξΑ == ac ; az a, c sugarak tehát fel-
cserélhetően felelnek meg egymásnak azokban a projectiv sorokban, 
melyben az ac sík, az s és s/2^ I. és II. o. síksort metszi. Ennélfogva : 

A polárisnyaláb tetszésszerinti 
sugarán keresztül menő síkok 
és az ezekre merőleges kap-
csolt polárissíkok a fősíkok bár-
melyikét involucziós sugársor-
ban metszik. 

síkjában fekvő sugarak és az 
ezekre merőleges kapcsolt po-
lárissugarak bármelyik főten-
gelyből involucziós síksorral 
projicziáltatnak. 

Messük ezután a polárisnyalábot a nyalábon kívül fekvő ε sík-
kal, mely az s tengelyű síksor ς síkjára és a reá merőleges kapcsolt 
polárissíkra, £x-re, merőleges. Ez az ε sík a nyalábnak három fősík-
ját ab, bc, ca-t hegyesszögű háromszögben, a síkokat pedig ama 
háromszög magasságpontján keresztül menő két egyenesben metszi. 
Ε két egymásra merőleges egyenes ama hegyesszögű háromszögnek 
csak egyik oldalát metszheti a szögpontoktól határolt vonaldarabo-
kon (oldalokon) belül. És ha a háromszögnek ez az oldala az ab 
fősíkban van, akkor a ς és ív I. és II. osztályú síksorok az ab fősíkot 
hyperbolikus involucziós sugársorban, a másik két fősíkot, bc-1 és 
ac-1 pedig elliptikus involucziós sugársorban metszik. A hyperbolikus 



involucziós sugársornak kettőssugarait f, f r g y e l jelölvén, látható, 
hogy az f - e n (és hasonlókép az j^-en) keresztül menő kapcsolt 
polárissíkok közül két pár merőleges egymásra: t. i. az s / = ς és a 
hozzátartozó íx a II. o. síksorból, valamint az f c és ab. Ennélfogva 
a polárisnyaláb f sugarán, valamint fx sugarán keresztül menő 
kapcsolt polárissíkok orthogonális síksort képeznek. 

Az f f x sugarak annak az involucziónak kettőssugarai, mely 
szerint a ς, íx I. és II. o. síksor az ab fősíkot metszi. Ha ez utóbbi 
síksorok helyett más ily vonatkozású I. és II. o. síksort η, τ^-t válasz-
tunk, melyek közül az elsőnek tengelye a t sugár, akkor ezek az ab 
fősíkot szintén egy uj involucziós sugársorban metszik. A két invo-
lucziós sugársorban azonban egyrészt az a b sugarak társsugarak, 
másrészt az st síknak és az erre merőleges kapcsolt polárissíknak 
metszései az ab fősíkkal szintén társsugarak; a két involucziós 
sugársor tehát egybeesik és így az π, η1 síksorok nem vezetnek uj 
f , fx kettőssugarakhoz. Ε vizsgálódásnak eredményét és a duálisán 
megfelelő eredményt ekkép foglalhatjuk egybe: 

A polárisnyalábnak valamennyi egymásra merőleges kapcsolt 
polárissíkpárja annak a három 
fősíkját involuczióban metszi; 
ezek közül kettő elliptikus, a 
harmadik hyperbolikus, mely-
nek f , fx kettőssugarai a nya-
lábnak úgynevezett fokális su-
garai. Bármelyik fokális sugáron 
keresztül menő kapcsolt poláris-
síkok orthogonális sort képez-
nek és bármelyik fokális sugárra 
merőleges sík a nyalábot oly 
polárismezőben (kúpszeletben) 
metszi, melynek egyik gyújtó-
pontja (fókusa) az illető fokalis 
sugárnak nyoma a metszősíkon. 

polárissugárpárja annak a há-
rom főtengelyéből involucziós 
síksorral projicziáltatik; ezek 
közül kettő elliptikus, a harma-
dik hyperbolikus, melynek κ, κχ 

kettőssíkjai a nyalábnak úgy-
nevezett cziklikus síkjai. Bár-
melyik cziklikus síkban a kap-
csolt polárissugarak orthogoná-
lis sort képeznek; és bármelyik 
cziklikus síkkal párhuzamos sík 
a nyalábot oly polárisrendszer-
ben metszi, melynek vezető 
kúpszelete valós vagy képze-
tes kör. 

2. Ha a II. r. kúp ab, ac fősíkjai a kúpot az sxs2) rxr2 alkotók sze-
rintmetszik és az5x53 alkotóknak hegyesszögű haj lásszögedé a főten-
gelyhez nagyobb, mint az rxr2 alkotóknak 0 hegyesszögű hajlásszöge 
az a főtengelyhez, akkor az f fx fokalis sugarak az ab fősíkban 
feküsznek és κ, κχ cziklikus síkok a b főtengelyen mennek keresztül. 

Ugyanis nevezzük a kúpnak érintősíkjait az sxrx alkotók men-
tén ax, pL-nek; az a-n keresztül menő és az sxrx síkra merőleges 
síkot τ-nak. A τ sík az s ^ - n e k polárissugarát σ1ρ1-εί az sx-től nem 



választja el, ellenben az νλ-tői elválasztja ; ennélfogva a c1p1-ből 
az síkra bocsátott merőleges síknak τ'-nek metszővonala az 
az? fősíkkal az α-t az Sj-től elválasztja; ellenben τ'-nek metszővonala 
az ac fősíkkal az a-t az rL-tői nem választja el. így tehát az egy-
másra merőleges kapcsolt polárissíkpárok, köztük a τ', s ^ síkpár is, 
az ab fősíkot hyberbolikus involuczióban metszik; az ab síkban lesz-
nek tehát a fokális sugarak. 

Másrészt az s1r1 kúpalkotók hajlásszögeinek felezői g. h, egy-
másra merőleges kapcsolt polárissugarak. És ha az a főtengelyre 
merőleges ε sík az svrvgh sugarakat az S1R1 GII pontokban metszi, 
akkor R} szükségképen a GH vonaldarabon van, mert MRÍ < MSV 

Ebből folyólag a ba, bc fősíkok a bg, bh síkoktól nincsenek elvá-
lasztva, ellenben a ca, cb síkok a c g , ch síkoktól el vannak vá-
lasztva ; az egymásra merőleges kapcsolt polárissugarak tehát a b 
főtengelyből hyperbolikus involucziós síksorral, a c tengelyből pedig 
elliptikus involucziós síksorral projicziáltatnak, s ezért a kúp cziklikus 
síkjai a b főtengelyen mennek keresztül. 

A II. r. kúp κ, valamint κχ cziklikus síkjaival párhuzamos síkok, 
mint láttuk, a kúpot körök szerint metszik ; a II. r. kúpon tehát oo^ 
kör van, melynek síkja a κ síkkal és c^1 kör van, melynek síkja κχ 

síkkal párhuzamos. Állítom, hogy a II. r. kúpon o l y két kör k(2) és 
kyW, melynek két síkja nem párhuzamos, mindig e g y gömbön fekszik. 

A kúpnak ac fősíkja merőleges a körök síkjaira és a 
kúpot, valamint e köröket is szimmetrikus részekre osztja. Ezért az 
ac fősík, mely a kúpot az rxrt alkotókban metszi, a kW -t és a kyW-et 
egy-egy kör átmérőnek AB és A végpontjaiban metszi. Az 
ABBlAí négyszögnek szögpontjai egy k.2W körön vannak, mert az 
AB, AyBy egyenesek az AA1 = BBX == r2 alkotókhoz eg3^enlő szö-
gek alatt hajlanak és nem párhuzamosak. A k2W körnek 0.2 közép-
pontjából az AB és AlB1 húrokra és így a k{2) és k±Wkörök síkjaira 
bocsátott merőlegesek 0és talppontjai a kW és \W köröknek közép-
pontjai, s mert az 0.2 pont egyenlő távolságra van az AB és AyBt 

pontoktól, azért egyenlő távolságra van egyszersmind a kW és kyW 
köröknek összes pontjaitól. Az 0.2 pont tehát középpontja annak a 
gömbnek, mely a kW'és k±W körökön keresztül megy. Ha fordítva egy 
kW körön egy gömböt és egy II. r. kúpot fektetünk keresztül, akkor 
azok egymást még egy körben β/2)-ben metszik. Vagy egy gömbön 
levő két tetszésszerinti körön mindig lehet II. r. kúpot keresztül fek-
tetni (és pedig általában két kúpot). 

A fokalis sugarak és a cziklikus síkok származásuknál fogva, 
mint már említettük, a kúpszeletek gyújtópontjaival analogus tulaj-



donságuak. A polárisnyaláb bármelyik fokalis sugarán keresztül menő 
kapcsolt polárissíkok és bármelyik cziklikus síkban fekvő kapcsolt 
polárissugarak orthogonális sort képeznek, úgy mikép a polárismező 
gyújtópontjaiból kisugárzó kapcsolt polárissugarak. De ebből a tulaj-
donságból leszármaztathatok a fokalis sugaraknak és a cziklikus 
síkoknak másnemű vonatkozásai a polárisnyaláb vezető kúpjához, 
mint azt a következőkben látni fogjuk. 

3. Nevezzük a II. r. kúp t és tx alkotóinak érintősíkjait τ és 
Tt-nek, ezeknek metszővonalát p-nek. A τ-χ síkok hajlásszögeinek 
felezősíkjai egymásra merőleges kapcsolt polárissíkok, tehát az f, f 
fokalissugaraktól harmonikusan vannak elválasztva és mert egy-
másra merőlegesek, azért a pf,\ pf síkok hajlásszögeit is felezik· 
Ennélfogva : 

A II. r. kúp két érintősík- j AII. r. kúp csúcsán keresz-
jának metszővonalát a f o k a l i s t ü l menő tetszésszerinti sík a 
sugarakkal összekötő síkok a cziklikus síkokat oly sugarak-
két érintősíkhoz egyenlő szögek 
alatt hajlanak. 

ban metszi, melyek a metsző-
síkban fekvő kúpalkotókhoz 
egyenlő szögek alatt hajlanak. 

Ennek különös esete áll elő, ha a két érintősík, illetve a két 
kimetszett alkotó egyesül: 

A II. r. kúp minden érintő-
síkja felezi ama síkoknak egyik 
hajlásszögét, mely síkok az 
érintősík érintőalkotóját a foka-
lis sugarakkal összekötik. 

A II. r. kúp bármely alko-
tója felezi azoknak a sugarak-
nak egyik szögét, melyben az 
alkotó érintősíkja a cziklikus 
síkokat metszi. 

Ε két tétel alapján a II. r. kúpnak érintősíkjait és azoknak 
érintőalkotóit megszerkeszthetjük, ha annak a két fokalis sugara f, 

f és egy érintősíkja τ, illetve a két cziklikus síkja κ, κχ és egy alko-
tója i ismeretes. 

Az f-nek a τ-ra vonatkozó tükörképét -̂t az /-gye i összekötő 
g f x sík, a τ síkot a t érintőalkotóban metszi, mert az f t , f x t síkok a 
c-hoz egyenlő szögek alatt hajlanak. A τ síkban, a kúp Μ csúcsán 
keresztül egy ρ egyenest vezetünk és p-n keresztül oly τχ síkot fek-
tetünk, hogy a τχ a p f , pf síkokkal ugyanoly szögeket képezzen, 
mint a τ érintősík képez a p f , pf síkokkal. Ε τχ sík szintén érintősíkja 
a kúpnak és ha az y-nek a-^-re vonatkozó tükörképe gx, akkor g x f x 

sík a Tj-t ennek érintőalkotójában, Zrben, metszi. Eszerint a ρ egye-
nesnek változtatásával az (Jf , τ) sugársorban a kúpnak összes érintő-
síkját és azoknak érintőalkotóját megszerkeszthetjük. 



Minthogy a ggx tükörképek a p-hez oly szög alatt hajlanak, 
mint az f , és 

< ( L M ÍPÁ)) = (ÍÁPl [pgy}\ 

azért az M(gpfx), M(gxpfx) háromélek symmetrikusak, tehát 

ι — ( g f i ) = (gi/i) = m + m 
2 (ígAl [ápD - (IpáI í t e ] ) , 

vagy szavakba foglalva: 
1. AII. r. kúp egyik fokalis 

sugarának tükörképei az érintő-
síkokra vonatkozólag a másik 
fokalis sugárhoz egyenlő szögek 
alatt hajlanak, tehát oly forgás-
kúpnak alkotói, melynek for-
gástengelye ez utóbbi fokalis 
sugár. 

2. A kúp két alkotóját egy 
fokalis sugárral összekötő síkok 
egyik hajlásszögének felező-
síkja keresztül megy ama két 
alkotó két érintősíkjának met-
szővonalán. 

Az 1. tétel következménye 
Azoknak az ( f t ) , ( f x t ) szö-

geknek összege, valamint kü-
lömbsége, melyet egy változó 
kúpalkotó t, a fokalis sugarakkal 
f f - g y e i képez állandó és 
egyenlő a fokalis sugarakkal 
ugyanegy fősíkban fekvő sxs.2 

alkotók egyik vagy másik haj-
lásszögével. 

Ugyanis láttuk előbb, hogy 
de ha a t alkotó az ab fősíkban 

Ha a II. r. kúp egyik 
cziklikus síkjában az egyes alko-
tókra merőleges sugarakat állí-
tunk, melyek egymást a kúp 
csúcsában metszik, akkor e su-
garakon keresztül menő síkok, 
melyek az alkotókkal ugyan-
oly szögeket képeznek, mint a 
cziklikus sík, egy forgáskúpnak 
érintősíkjai; ennek forgástenge-
lye merőleges a másik cziklikus 
síkra. 

Két kúpalkotón keresztül 
menő sík metszése egy cziklikus 
síkkal, felezője ama szögnek, 
melyet akét kúpalkotó érintősík-
jának metsző vonalai ama czik-
likus síkkal képeznek. 

Azoknak a (κτ), (κχτ) szö-
geknek összege, valamint kü-
lömbsége, melyet a kúp egy vál-
tozó érintősíkja τ, a cziklikus 
síkokkal κ/^-gyel képez állandó 
és egyenlő a cziklikus síkok 
metszővonalán keresztül menő 
p x , p.2 érintősíkok egyik vagy 
másik hajlásszögével, 

az ( f t ) ( f x t ) szögek összege állandó ; 
fekvő sxs.2 alkotók egyike, akkor 

(ft) + ( f j ) = ( A ) + cΜ = (A) + (s,f) = (sA). 



És ha az ( f t ) -j- (ff) = (.^Sj) kifejezésben (ff) szög helyett 
180°— ( f \ t ) szöget írunk, hol az j\ félsugár az /x-nek a kúp csúcsán 
túl hosszabbított részét jelenti, akkor 

( / ^ - a ^ O - ^ - i s o o 
vagy 

(ff) ~ ( f t ) = 180°- (s2sL) = (5'Λ), 
hol s'2 az s2-nek szintén a kúp csúcsán túl hosszabbított részét 
jelenti. 

A duálisán megfelelő tételre vonatkozólag következőket jegyez-
zük meg: A bc fősík a kúpot, annak érintősíkjait és a κ, κ1 cziklikus 
síkokat két részre osztja; vegyük e részek egyikét tekintetbe. 
A kúpnak τ érintősíkja és a két cziklikus sík két háromélet képez; az 
egyik a félkúpot magába zárja, a másik kizárja; ez utóbbi hároméi 
ama két szögének (κτ), (-/.^-nak összege, melyet az érintősík a czik-
likus síkokkal képez állandó és egyenlő, a b főtengelyen átmenő Pi, 
ρ2 érintősíkok hajlásszögének kiegészítőszögével, vagyis 

(κτ) + ( κ ι τ ) = 1 8 0 0 - ( ρ 2 Ρ ι ) . 

Ha pedig az egyik cziklikus síknak, pl. a >4-nek, a bc fősíkon 
túlhosszabbított felét κ^-nek nevezzük, tehát (χ^) = 180° — (*'ιτ)> 
akkor 

(κτ) + (κ1τ) = (κτ) + 180° - (κ',τ) = 180® — (ρ2?1) 
es 

( κ ' 1 τ ) - ( κ τ ) = ( ρ 2 ρ 1 ) . -

Az előbbi 2. tétel általánosítható, hogy ha egy harmadik vál-
tozó τ2 érintősíkot veszünk fel, mely a τ τχ állandó érintősíkokat a 
változója, ρ sugarakban metszi ésaT τχτ2 síkoknak érintőalkotói t tx t.2. 

Ugyanis 

( m \./Pi\) = (I p j l Uh \\ ( í k j l L/KI) - (lpf\> ΓΛΊ) 
tehát 

(\pj\, ι f p \ ) = ( m ι f p j ) + ( í p j j, \ a i ) - í ( i n 
es így : 

A II. r. kúpnak egy vál-
tozó érintősíkja annak két ál-
landó érintősíkját oly sugarak-
ban metszi, melyek az egyik 
vagy másik fokalis sugárból ál-
landó lapszögek alatt projicziál-
tatnak. 

Egy változó kúpalkotónak 
összekötő síkjai két állandó kúp -
alkotóval bármelyik cziklikus 
síktól oly sugarak szerint met-
szetnek, melyeknek hajlásszögei 
állandók. 



Ε tételek egyszersmind arra tanítanak, hogy mikép lehet 
két projectiv r síksort, melynek 
tengelyei egymást metszik, 
egyenlően-projektiv sugársorok 
szerint metszeni. 

oly tengelyt találni, melyből két 
konczentrikus, de külömböző 
síkban fekvő projectiv sugársor 
egyenlően -projektiv síksorok-
kal projicziáltatik. 

4. Jelöljük a II. r. kúp a elliptikus tengelyének hajlásszögét az ab 
fősíkban fekvő f , fx fokalissugarakhoz ε-mal, a b főtengelyen keresz-
tül menő κ, κχ cziklikus síkokhoz ε'-mal, az ab és ac fősíkokban 
fekvő sxs2, rxr% alkotókhoz ψ, #-val, végre jelöljük a kúp csúcsát 
M-mel. 

Az M(afrx) háromélnek az a élnél levő lapszöge derékszög, 

0 / > = ε , ( r j ) = (as/) = ψ, (rxa) = θ· tehát 
1 cos ψ — cos ε . cos θ. 

Másrészt az sx alkotó érintősíkját a1-nek nevezvén, a b, c, 
| σχκ | = e élekkel bíró Μ (bee) háromélnek (be) oldala, azaz a (bc) 
szög derékszög; 

< ([bel ·'-) - 90®- ε', < ([bc], σχ) = 90®- ψ 
3 Κ ) = 2 Μ + Οισ ι)] = 180° - 1 (180° - 2θ) = 90°-(- ι>; 

tehát 
cos (90°+θ) = — cos (90°— ε'), cos (90° —ψ) 

végre 
2 sin d-—sin ε', sin ψ. 

Ha a II. r. kúpot annak elliptikus tengelyére merőleges síkkal 
metszük, mely a kúpnak Μ csúcsától h távolságra van és a kimet-
szett ellipsis tengelyeit és excentriczitását 2a, 2b, 2ovel, a fokalis 
sugarak metszőpontjainak és a cziklikus síkok metszővonalainak 
távolságát 2d, illetve 2&-val jelöljük, akkor az előbbi 1. és 2. egyen-
letekből és az 

3. . . a = htg'l), b = htgü, d htgt, δ = htgz', c% = a^—b2 

egyenletekből következik : 

/he _ _ bV a* + h* 
4 ~ V tf + 1Ϊ* ' c 

Ε két egyenlet alapján a II. r. kúpnak fokalis sugarai és 
cziklikus síkjai könnyen szerkeszthetők, ha ismeretes a kúpnak ellip-
tikus tengelyére merőleges metszése, mely egy 2a, 2b tengelyű ellip-



sis és ismeretes csúcsának h távolsága az ellipsis síkjától, mely csúcs 
az ellipsis középpontjában annak síkjára emelt merőlegesen fekszik. 

5. Állítsunk a II. r. kúp f fokalis sugarára egy merőleges síkot, 
mely a kúpot a kúpszeletben, az f-et és ennek φ polárissíkját a 
kW gyújtópontjában JF'-ben és az ehhez tartozó vezérlő vonalban 
/'-ben metszi. Ha a kúpszelet egy változó Ρ pontjából merőle-
geseket bocsátunk a φ síkra és az f egyenesre és ezeknek talppontja 
Q, illetve R, akkor a kS2) minden Ρ pontjára vonatkozólag 

PF': PR = állandó 

és a k{2) síkjának minden Ρ pontjára vonatkozólag 

PR : PQ = állandó, 

tehát a k{-] kúpszelet minden Ρ pontjára vonatkozólag 

FF': PQ = állandó. 

Minthogy ez az állandó változatlan marad, ha a Ρ pont a kúp-
nak egy alkotóját befutja, következik : 

A II. r. kúp pontjainak a kúp bármelyik fokalis sugarától és 
az ehhez tartozó polárissíktól mért távolságai állandó viszonyban 
vannak. Vagy más szóval kifejezve : 

A II. r. kúp tetszőleges 
alkotójának hajlásszöge egy fo-
kalis sugárhoz és annak poláris-
síkjához, oly két szög, melynek 
sinusa állandó viszonyt ad. 

A II. r. kúp tetszőleges 
érintősíkjának hajlásszöge egy 
cziklikus síkhoz és annak polá-
rissugarához, oly két szög, mely-
nek sinusa állandó viszonyt ad. 

Hogy ezeket az állandókat, λ és λ '-t a kúpnak ψ, θ állandói-
val (ψ > Ό·) kifejezhessük, nevezzük a kúp / fokalis sugarának és e 
sugár polárissíkjának hajlásszögét a kúp a elliptikus tengelyéhez 
ε-nak, illetve τ-nak. 

A fokalis sugár és polárissíkja harmonikusan választja el az 
ab fősíkban fekvő SjS2 kúpalkotókat, tehát 

tg^ = tgz.tgx; 
másrészt találtuk, hogy 

cos ψ = cos ε. cos θ· 

végre az előbbi proporczióból következik, ha Ρ az sx vagy s2-n van 

. sin ('ψ—ε) 
sin (τ—ψ) 

Ε három egyenletből a τ, ε értékeket kiküszöbölvén : 

λ = V 1 - f tgH)- — tgHl· cotg2ψ. 



Α λ' állandó értéket, mely a jobb oldalon álló tételre vonatko-
zik, a duálisán megfelelő 

y = s m , tg*ü — tgz'. tgV, sin {> = sin ε'. sin ύ 
SÍ7-Í (ο·—τ ) 

egyenletekből határozhatjuk meg ekképen : 

V = \í \-\-cotg2ψ — cotg% tg*», 

ha a két kiküszöbölt szög z' és τ', a kúp egyik cziklikus síkjának és 
e sík polarissugarának hajlásszöge a kúp elliptikus tengelyéhez. 

A három egyenlet közül az elsőt ekkép vezethetjük le közvet-
len : A kúp egyik κ cziklikus síkjának a kúpra vonatkozó poláris-
sugarát jelöljük k-val, a kúp csúcsát és egyik érintősíkját Μ és π-vel, 
azt a kört, melyben a κ-val párhuzamos sík a kúpot metszi -vei, 
végre ennek a k-n fekvő középpontját O-val, radiusát pedig r-rel. 

Az 0 pontból π síkra bocsátott merőleges hossza r. sin (-κ) és 
Oilí . sin (~k), tehát 

„, _ OM sin (πκ) 
r (π/e); 

és ha a t: sík az ac fősíkban fekvő alkotók egyikének érintő-
síkja, akkor 

v== sin ( s ' - f t ) 
(sin -9'—τ'). 

6. A kúpszelet ama tulajdonságának analogonja, hogy gyújtó-
pontjaiból az érintőkre bocsátott merőlegeseknek szorzata állandó, a 
II. r. kúpon is felismerhető. 

Ha a II. r. kúp t alkotója τ érintősíkjának hajlásszögét a t f 
síkhoz, s így egyszersmind a t f x síkhoz ω-val jelöljük, akkor az 
M ( f f x i ) háromélből következik, mert 3 (ffx ) = 2ε, 

cos 2ε = cos ( t f ) cos ( t f x ) — sin ( t f ) sin ( t f x ) cos 2ω — 
cos ( t f ) cos ( t f x ) — sin ( t f ) sin ( f t x ) -f- 2 sin ( t f ) sin ω. sin ( t f x ) sin ω, 

s mert 

sin ( x f ) — sin ( t f ) . sin co, sin — sin ( t f x ) sin ω 
k m + m = 2ψ, 

azért 

sin (τ/), sin (xfx)—\ (cos 2ε — cos2ψ) = sin (ψ+ε) sin (ψ—ε)= állandó 
= tg2 θ cosH 



Ennélfogva: 
A II. r. kúp fokalis sugarai 

a kúp érintősíkjaihoz oly szögek 
alatt hajlanak, mely szögek si-
nusának szorzata állandó. (E 
szorzat a kúp állandóival kife-

A II. r. kúp alkotói a 
cziklikus síkokhoz oly szögek 
alatt hajlanak, mely szögek 
sinusának szorzata állandó. (E 
szorzat a kúp állandóival kife-

jezve = tg2d· cos2,j.) jezve = sin2cotg2'!).) 

7. Ismeretes, hogy a kúpszelet gyújtópontjaiból annak érintőire 
bocsátott merőlegeseknek talppontjai egy körön feküsznek, melynek 
átmérője a kúpszelet főtengelye. Kérdés, mikép nyilvánul e tulajdon-
ság a II. r. kúpon, azaz : ha a II. r. kúp fokalis sugarait derékszög 
alatt a kúpnak érintősíkjaira projicziáljuk, mi lesz e projekczióknak 
geometriai helye ? 

Messe egy az f fokalis sugárra merőleges p. sík a kúpot és az 
f-et a &(2> kúpszeletben és az F/ pontban ; F' a k2>-nek egyik gyújtó-
pontja. ' 

Az F' pontból a kW kúpszelet V érintőjére bocsátott merőle-
gesnek talppontja rajta fekszik azon egyenesen, melyben az jT-en 
keresztül menő és az Mt' érintősíkra merőleges sík az Mt' érintő-
síkot metszi; s mert a t' érintő változásával ama talppontok egy l 
körön feküsznek, melynek átmérője a kW főtengelye, azért az /foka-
lis sugárnak derékszögű projekcziói az M.kW kúp érintősíkjaira egy 
Μ. III. r. kúpnak alkotói. 

Az M. l kúp az M.kW kúpot azokban az s ^ alkotókban 
érinti, melyek ez utóbbi kúp f f x fokalis sugarain keresztül 
menő ab fősíkban feküsznek. Ebből következik, hogy a két kúpnak 
a bc főtengelyei és fősíkjai közösek, s mert az M.l kúpnak egyik 
cziklikus síkja az eredeti kúpnak/fokalis sugarára merőleges, azért 
a másik cziklikus síkja a másik fokalis sugárra is merőleges lesz, 
s így az /^-nek derékszögű projekcziói az Μ . kW kúp érintősíkjaira 
szintén az M.l kúpon feküsznek. 

Az Μ. I-nek cziklikus síkjai egymást a c főtengelyben metszik, 
e kúpnak tehát vagy az a, vagy a b az elliptikus főtengelye. Hogy 
megtudjuk, melyik a kettő közül az elliptikus főtengely, s hogy 
mily nagyok e kúpnak állandói, nevezzük az Μ. kW kúp ab és ac 
fősíkjaiban fekvő alkotóknak, az f f x fokalis sugaraknak és a cziklikus 
síkoknak hajlásszögeit az M.kW kúp a elliptikus tengelyéhez, mint 
előbb ψ, Ό-, ε, ε'-vel,és az M.l kúpra vonatkozólag ugyanezeknek az 
egyeneseknek és síkoknak hajlásszögeit az a tengelyhez ψ/, θ·/, zh 

t'i- sel. 



Az előbbiek folytán θ·/ = ψ, ε'ζ — 90° — ε ; de mint minden II. 
r. kúpra vonatkozólag, úgy az M.l-re is sin = sin z'u sin 
tehát jelenleg sin ψ = cos ε. sin ψ/, miből 

sin ψ/ = 
sin ψ 
cos ε 

tg ψ cos 9· 

es 

tg 
tg'i 

Ψ* ν 1 - j - tg*ü — tg*<b 

Ez egyenlet szerint a ψ* valós vagy képzetes a szerint, a mint 
1 tg29 nagyobb vagy kisebb, mint tg'^; ez eseteknek megfelelő-
leg lesz az a vagy a ~b az M.l kúpnak elliptikus tengelye; s ha 
1 -{- tgí2,\} = tg2<]>, akkor az M.l kúp egy síkpárrá fajul el. Az Μ. I 
kúp vagy a síkpár az Μ . Z?(2) kúpot az sxs2 alkotók szerint érinti és 
az első esetben bezárja, a másodikban pedig kizárja azt. 

A talált eredmény egybefoglalva ekkép szól: 
A II. r. kúp fokalis suga-

rainak derékszögű projekcziói 
annak érintősíkjaira oly II. r. kú-
pon feküsznek, melynek főten-
gelyei az eredetinek főtenge-
lyeivel egybeesnek, cziklikus 
síkjai pedig az eredeti kúpnak 
fokalis sugaraira merőlegesek; 
a két kúp egymást abban a két 
alkotóban érinti, mely az ere-
detinek fokalis sugaraival egy 
fősíkban fekszik, vagy a mi 
ugyanazt fejezi ki, mely a leszár-
maztatott kúp cziklikus síkjai-
nak metszővonalára merőleges. 

Ha az eredeti kúp állandói 
ψ, θ (hol ψ > θ), akkor a leszár-
maztatott kúpnak ψ;, -θ·/ állandói 
ezekkel ekkép függnek össze : 

•í>7 = 

tq α H V ± ( i + tg^ — tg^) 

Ha a II. r. kúp alkotóit a 
cziklikus síkoknak az illető alko-
tókra merőleges sugaraival sí-
kok által összekötjük, akkor 
ezek a síkok oly II. r. kúpot bur-
kolnak, melynek síkjai az erede-
tinek síkjaival egybeesnek, fo-
kalis sugarai pedig az eredeti 
kúpnak cziklikus síkjaira merő-
legesek; a két kúp egymást ab-
ban a két síkban érinti, mely 
az eredeti kúp cziklikus síkjai-
nak metszővonalán megy ke-
resztül, vagy a mi ugyanazt fe-
jezi ki, mely a leszármaztatott 
kúp fokalis sugarainak síkjára 
merőleges. 

Ha az eredeti kúp állandói 
ψ, θ (hol ψ > Ό·), akkor a leszár-
maztatott kúpnak ψ ,̂-θ·̂  állandói 
ezekkel ekkép függnek össze : 

ψί« = θ, 
c o t g f t 

cotg {>,, 
V ± ( 1 •+cotg^-cotg2i)·) 



s így a két kúpnak elliptikus 
tengelyei vagy egybeesnek, vagy 
külömbözők, vagy a leszármaz-
tatott kúp egy síkpárrá fajul el 
a szerint, a mint 1 -J- tg2»— tg%h 
nagyobb, kisebb vagy egyenlő 0. 
Az első esetben a leszármazta-
tott kúp az eredetit bezárja, a 
másodikban pedig kizárja. 

s így a két kúpnak elliptikus ten-
gelyei vagy egybeesnek, vagy 
külömbözők, vagy a leszármaz-
tatott kúp egy egyenes párrá fajul 
el a szerint, a mint 1 -f- cotg'^b — 
cotg29- nagyobb, kisebb vagy 
egyenlő 0. Az első esetben a 
leszármaztatott kúp az eredeti-
től be van zárva, a másodikban 
ki van zárva. 

A baloldalon álló tételt tekintve, az eredeti és a leszármaztatott 
kúp oly helyzetű, mint a jobb oldali tételnél a leszármaztatott és az 
eredeti kúp. 

A két tétel következménye : 
Ha az f egyenes merőle-

ges a II. r. kúp egyik cziklikus 
síkjára annak csúcsában és egy 
derékszögű lapszöget akkép 
mozgatunk, hogy egyik szára 
az f-eη menjen keresztül, a lap-
szög éle pedig a kúpon marad-
jon, akkor a derékszögű lapszög 
másik szára egy II. r. kúpot 
burkol, mely a felvett kúpot a 
cziklikus síkban fekvő tengelyre 
merőleges alkotókban érinti és 

Ha a κ sík merőleges a 
II. r. kúp egyik fokalis sugarára 
annak csúcsában és egy derék-
szöget akkép mozgatunk, hogy 
egyik szára a κ-ban maradjon, 
síkja pedig a kúpot érintse, 
akkor a másik szár egy II. r. 
kúpot ír le, mely a felvett 
kúpot a fokalis sugáron keresz-
tül menő fősíkra merőleges érin-
tősík érintőalkotójában érinti és 
egyik cziklikus síkja a κ. 

egyik fokalis sugara az f . 
Ε tételek specziális esetéről alább fogunk szólani. 
8. Foglalkozzunk most azzal a feladattal: milyen kúpot bur-

kolnak mindazok a síkok, melyek az M. kW kúpot derékszögű alkotó-
párokban metszik? továbbá az ennek duálisán megfelelő feladattal: 
milyen kúpon feküsznek mindazok a sugarak, melyekből az M . k p 
II. r. kúphoz vonható érintősíkok egymásra merőlegesek. A két fel-
adat egyikével a másik is meg van oldva, mert ha az Μ . kW és M . l\W 
kúpok egymásnak recziprokus kúpjai és azt találjuk, hogy az 
Μ .kW kúpot derékszögű alkotók szerint metsző síkok az M.cW) 
II. r. kúpot burkolják, akkor e kúp reeziprokus kúpjának, Μ . cx(2) -nek, 
minden alkotójából az Μ . £/2)-hez vonható érintősíkok egymásra 
merőlegesek és az Μ . cyW szintén II. r. kúp. 

Messük az Μ . kW kúpot és reeziprokus kúpját M . k ^ - 1 az 
elsőnek az egyik cziklikus síkjával párhuzamos ;x síkkal a kW· kör-



ben, illetve a k p kúpszeletben (5. ábra). Az Μ csúcsnak M' derék-
szögű projekcziója a JA síkra a k p -nek egyik gyújtópontja, míg az 
Μ. kp) kúpnak egyik fokalis sugara az MM'. 

Az Μ. IP kúp MT alkotójára azok az MQ, MR alkotók merő-
legesek, melyekben az Μ. k ^ kúpnak az JÍP-re merőleges érintő-
síkja az Μ. JP kúpot metszi. És feladatunk : az M(PQR) hároméi 
MPQ, MPR lapjaitól burkolt kúpnak rendjét megállapítani, ha a 

háromélnek MP éle az Μ. /<;(2) kúpnak alkotója és MQR lapja az 
M. k/2) kúpnak MP-re merőleges érintősíkja. 

Bocsássunk az MM'egyenesen keresztül az M(PQR) hároméi 
MQR, MPQ és MPR lapjaira merőleges síkokat, melyek ezeket az 
MPV MD, ME egyenesekben metszik s nevezzük ezeknek az egye-
neseknek, valamint a hároméi éleinek metszőpontjait a α síkkal 
PyDEPQR-nek és a kW kör Κ középpontjából a PQ és PR-re bocsá-
tott merőlegeseknek talppontjait Ώχ és P^nek. 

Tekintve a kW körbe beírt PQR háromszöget, melynek az M' 
pont a PPjl magasságán fekszik és melynek PQ, PR oldalaira 



az Μ'Ό, Μ'Έ egyenesek merőlegesek, s tekintve továbbá a 
PM'E~PRPX, PM'D~PQPÍ háromszögeket: 

P M ^ = PD_PQ = F D . F D i = P E . m 

A DDyEEy pontok tehát oly c(2) körön feküsznek, melynek 
középpontja az M'K vonaldarab felezőpontja C. Ε c (2 ) kör r radiusá-
nak négyzete: 

PM' Ρ Ρ 

r2 = PC2 — PE.PE\ = PC2 - ' ^ 

és mert a PC az M'PK háromszögnek középvonala, azért 
2 = F E } + P M ' 2 — 2 M ' C 1 — PM'· PP1 

1 2 " ~~ 
PK2 — PM'. M'PÍ — 2 M'C2 PIP—MM'Z —2M'C\ 

s így az r független a k ^ körnek Ρ pontjától. 
Ennélfogva az MM' sugárnak MD, ME derékszögű projek-

cziói az M(PQR) hároméi MPQ, MPR lapjaira az J£c ( 2 ) II. r. kúp-
nak alkotói, s ezért a háromélnek MRQ, MPR lapjai oly II. r. kúp-
nak M.cW. nek érintősíkjai, melynek egyik fokalis sugara az MM'. 

Ε vizsgálatok alapján fölírhatjuk a következő duális tételeket: 
Azok a síkok, melyek a II. r. 

kúpot egymásra merőleges al-
kotók szerint metszik oly II. r. 
kúpnak érintősíkjai, melynek 
fokalis sugarai az eredeti kúp 
cziklikus síkjaira merőlegesek, 
és így a két kúp főtengelyei 
ugyanazok. 

Azok a sugarak, melyekből 
a II. r. kúphoz húzható érintő-
síkok egymásra merőlegesek, 
oly II. r. kúpon feküsznek, 
melynek cziklikus síkjai az 
eredeti kúp fokalis sugaraira 
merőlegesek és így a két kúp 
főtengelyei ugyanazok. 

Jegyzet. Számítás útján kimutatható, hogy ha az eredeti K(2) 

kúp fősíkjaiban fekvő alkotók a kúp elliptikus tengelyével A'-szel ψ 
és & szöget (ψ > képeznek, tehát a kúp egyenlete a főtenge-
lyekre vonatkoztatva: 

y2cotg%l> - j - z2cotg2d· = 

akkor annak a K/2> kúpnak egyenlete, melynek érintősíkjai az ere-
deti kúpot derékszögű alkotók szerint metszik 

f z2_ = 

W H ) + tg^itg^— i ) ~~ tg^+tg^ 



és annak a K2(2) kúpnak egyenlete, melynek alkotóiból az eredeti-
hez vonható érintősíkpárok merőlegesek 

y\ 1 - t g 2 » ) - j - z\\-tgH) = x\tg2θ - f tg^l). 

Ezekből az egyenletekből pedig következik, hogy ha 

ψ & 
U g y a n a k k o r 

ψ & 
Κ/2) 1 K2e) 

< 45° < 45° képzetes kúp 
valós kúp, melynek 
elliptikus főtengelye 

az tf 

45° < 45° az [ x y ] fősík 
két, a ζ főtengelyen 
keresztül menő sík 

> 45° < 45° 
valós kúp, melynek 
elliptikus főtengelye 

a c 

valós kúp, melynek 
elliptikus tengelye az 

y főtengely 

> 45° 45° 
két egyenes az [xz] 

fősíkban az y főtengely 

> 45° > 45° 
valós kúp, melynek 
elliptikus főtengelye 

az * 
képzetes kúp 

45° 45° az tf főtengely az [yz] fősik. 

7. §. Különös másodrendű kúpok. 

1. Az általános II. r. kúpon kívül megismerkedtünk már az 
előbbiekben különös kúpokkal. Ilyen volt először is az a II. r. kúp, 
melynek csúcsa végtelen távol van, és melyet II. r. hengernek ne-
veztünk. Maga a II. r. henger pedig a végtelen távol fekvő alkotóit 
tekintve: elliptikus (vagy különös esetben forgáshenger), para-
bolikus vagy hyperbolikus henger lehet a szerint, a mint annak 0, 
1 vagy 2 valós alkotója van végtelen távol, tehát minden síkmet-
szése, mely nem párhuzamos a henger alkotóival: ellipsis, parabola, 

hlug : projectiv Geometria. 4 



illetve hyperbola. Az elliptikus és hyperbolikus hengernek két fő-
síkja és egy azok metszővonalában levő főtengelye, valamint a két 
valós fokalis sugara van véges távolságban ; a parabolikus henger-
nek csak egy fősíkja és egy· fokalis sugara van véges távolságban, a 
többi fősíkok és főtengelyek végtelen távol vannak. 

A kúp főtengelyeit tekintve, szintén megkülömböztettünk két 
különös kúpot. Az első olyan volt, hogy poláris nyalábjában minden 
sugarat és síkot főtengelynek, illetve fősíknak lehetett tekinteni. 
Ε kúp polárisnyalábja az orthogonalis nyaláb, alkotói pedig képze-
tesek és a végtelen távol fekvő képzetes kört projicziálják. 

A második különös kúp, melyről előbb szintén szólottunk, a 
forgáskúp; ennek ĉ »1 főtengelye és köztük egy, a többiekre merő-
leges különös főtengelye van, melyet forgástengelynek neveztünk. 
Ε forgástengelyen, a-n, keresztül menő kapcsolt polárissíkok ortho-
gonalis síksort, a forgástengelyre merőleges fősíkban, α-ban, fekvő 
kapcsolt polárissugarak pedig orthogonalis sugársort képeznek. 
Ε sugársornak minden sugara főtengelye, ama a síksornak pedig 
minden síkja fősíkja a forgáskúpnak. 

Úgy mikép az általános II. r. kúp, a forgáskúp is a főtengelyek 
és a fősíkok irányában szimmetrikus. Ha tehát a g egyenes a forgás-
kúpnak egyik alkotója, akkor a ̂ -nek tükörképei az a forgástengely-
nek összes síkjaira vonatkozólag, szintén alkotói annak a kúpnak. 
S mert a g egyenes a tükröző síkban fekvő a körül a tükörképébe 
forgatható, azért az egész forgáskúpot úgy írhatjuk le, hog}̂  tetszés-
szerinti g alkotóját az a forgástengely körül addig forgatjuk, míg 
eredeti helyzetébe vissza nem tér. A kúpnak e származtatási mód-
ját tekintve nevezzük azt forgáskúpnak. — A forgáskúpnak minden 
alkotója és minden érintősíkja úgy annak forgástengelyéhez, mint 
az arra merőleges fősíkhoz egyenlő szög alatt hajlik. 

Az Μ forgáskúpnak az Μ orthogonalis polárisnyaláb képzetes 
vezető kúpja iránt az a különös hefyzete van, hogy az a forgás-
tengelynek kapcsolt polárissíkjai, és az a polárissíkjában, az α fő-
síkban, levő kapcsolt polárissugarak, melyek orthogonalis síksort, 
illetve sugársort képeznek, mindkét kúpra nézve ugyanazok. A két 
kúpnak tehát az α fősíkban két közös alkotója van, mely ama 
orthogonalis sugársornak két képzetes kettőssugara, és melynek 
érintősíkjai, az a forgástengety orthogonális síksorában levő képze-
tes kettőssíkok. 

A forgáskúp tehát a csúcsához tartozó orthogonális nyaláb-
nak vezető kúpját, a forgástengelyre merőleges fősík két képzetes 
alkotójában, azaz kettősen érinti. 



És fordítva : Minden II. r. kúp, mely az orthogonalis nyaláb 
vezető kúpját kettősen érinti: forgáskúp. 

Tekintve, hogy a végtelen távol levő képzetes kör rajta van 
minden orthogonalis nyalábnak vezető kúpján, azért: minden 
forgáskúpot és (ha annak csúcsa végtelen távol van) minden forgás-
hengert olyannak tekinthetünk, mely a végtelen távol fekvő képzetes 
kört kettősen érinti. 

Más különös kúpokat akkép nyerünk, hogy a kúp fokalis 
sugarainak, vagy cziklikus síkjainak adunk előre különös helyzetet, 
vagy pedig azoknak egyes alkotóit vagy érintősíkjait különös köl-
csönös helyzetben vesszük fel. Ily kúpokkal és azoknak tulajdon-
ságaival akarunk a következőkben foglalkozni. 

2. A parabolikus kúp. A II. r. k ú p n a k ^ fokális sugarait és 
ezeknek síkjában levő SjS2 kúpalkotókat tetszésszerint vehetjük fel, 
hacsak sx52 egyenespároknak szögfelezői, melyek a kúpnak 
főtengelyei lesznek, egybeesnek. Válasszuk tehát az ff, sxs2 egye-
nespárokat akképen, hogy f | s?t és / I sx legyen; az sts2 alkotó-
párok ekkor a kúpnak elliptikus tengelyével, tf-szel, 45°-nál nagyobb 
szöget képeznek. 

A fokalis sugaraknak amaz általános tulajdonságánál fogva, 
hogy bármelyik fokalis sugárra merőleges sík a kúpot oly kúpsze-
letben metszi, melynek gyújtópontja ama fokalis sugárnak talpa a 
metszősíkon következik: hogy az ilyen kúpot, bármelyik fokalis 
sugarára merőleges sík parabola szerint metsz. 

Messük tehát az ilyen kúpot, melynek csúcsa az M, az f 
fokalis sugárra merőleges ε síkkal a pW parabolában, és nevezzük 
az /-nek metszőpontját az ε-mal, mely a pW gyújtópontja, P-nek; 
a másik fokalis sugárra f-re merőleges sx alkotónak és érintősík-
jának metszését az ε-mal S, illetve s-nek; az f-re merőleges 
alkotónak az ε-mal párhuzamos érintősíkját a2-nek; a kúp érintő-
síkját egy tetszésszerinti t alkotó mentén τ-nak; végre az (5, τ) 
metszőpontot T'-nek és az ετ metszővonalat t'-nek. 

A pW parabolának t' érintője merőleges az FT' egyenesre és 
az MFT' ==Ξ ρ síkra, tehát a Z'-sel párhuzamos χσ2 == MQ egyenes 
is merőleges a ρ síkra és ennek ilIT' ξ= xgl egyenesére, és azon-
kívül a ρ sík is merőleges a τ-ra. Ennélfogva: 

Ha e g y változatlan csúcscsal Μ bíró (T'MQ) derékszög akkép 
mozog, hogy szárai (T'M és MQ) két szilárd síkon (axarön) marad-
nak, akkor a derékszög síkja (τ) e g y II. r. kúpot burkol, mely az 
előbbivel megegyező. 

Továbbá: Ha e g y derékszögű síkpár (ρτ) akkép mozog, hogy 
r 



egyik síkja (ρ) e g y szilárd f egyenesen megy keresztül, metszövonala 
(ρτ) pedig e g y szilárd síkon (a^en) marad, akkor a derékszögű sík-
párnak másik síkja (τ) e g y az előbbivel megegyező kúpot burkol, 
melynek a szilárd f egyenes egyik fokalis sugara. 

A kúpnak ez utóbbi származtatása a parabolára emlékeztet, 
melyet tudvalevőleg egy derékszögnek egyik szára burkol, ha a 
másik szára egy szilárd ponton megy keresztül és a csúcsa egyene-
sen mozog. A tárgyalt kúpot ez oknál fogva parabolikus kúpnak 
akarjuk nevezni. 

A parabolikus kúpnak a parabolára emlékeztető még más 
tulajdonsága is van. Hogy ezt lássuk, nevezzük az előbbbi M.pV) 

Minthogy a T^Fl, IFT.2 háromszögek egyenszárúak és kon-
gruensek, a 1\MI, 1MT2 háromszögek is azok lesznek, és mert a 
pW parabola egyik tulajdonsága folytán ΤχΝλ = JK2, azért 

Ennélfogva : A parabolikus kúpnak e g y változó érintősíkja a 
kúpnak bármily két, a fokalis sugarain keresztül menő fősíkhoz 
egyenlő szögek alatt hajló érintősíkját egyenlően-projektiv sugár-
sorokban metszi. 

Vagy: Két egyenlően-projektiv (kongruens) sugársornak 
képződménye, ha közös középpontnak, külömböző síkban fekvőek, de 
nem perspektiv helyzetűek, parabolikus kúp; ennek egyik fősíkja. 
felezi a sugársorok síkjainak τ, , x,2-nek, egyik hajlásszögét. Ε fősík-
ban fekvő Sj, s., alkotók σ19 σ2 érintősíkjai a sugársorok síkjainak 

metszővonalához egyenlő szög alatt hajló megfelelő sugarakon 

6. ábra. 

parabolikus kúpnak, az [ s ^ ] 
fősíkjához egyenlő szögek 
alatt hajló két tetszésszerinti 
érintősíkját τχ és tynek, egy 
változó érintő síkját τ-nak, 
mely síkok a kúpot a txt2t 
alkotókban érintik. Ε síkok-
nak és alkotóknak metszései 
a pw parabola síkjával le-
gyenek (6. ábra) a t\t\t' 
egyenesek és a T f F f l pon-
tok, és a t\H\t4 háromoldal 
szögpontjai legyenek: 

Nt = (t't\), N, =. (t't',\ I=(i\t'2). 

TXMN, 3 = 1MN, 3 



mennek keresztül és ezekre az érintősíkokra a kúp fokalis sugarai 
merőlegesek. 

A paraboláról tudjuk, hogy az két általános helyzetű, egyenlően-projektiv pontsornak képződménye. 

3. A pW parabolának ε síkjában (7. ábra) annak s csúcsérin-
tőjétől egyenlő távolságra 
két egyenest, mv és m.2-öt 
veszünk fel. A parabola F 
gyújtópontjában annak sík-
jára emelt merőlegesnek Μ 
pontját azmx és m.2-ve 1 össze-
kötő síkok : = Mmx és 
υ,2~Μηι.2. Az M.pW para-
bolikus kúpnak tetszéssze- j/ 
rinti τ érintősíkja az m.2 

egyeneseket az M l t M2 pon-
tokban, a pW parabola síkját 
a V egyenesben, a és u2 

síkokat az = Μ ± Μ = τ ^ 
és Z2 = M2Μ == ·ψ2 egyenesekben 
M.ft'mf^) háromélekből következik: 

7. ábra. 

metszi. Az Mx{t'mff) és 

sin(t'lx) sin(t\uij) sin(t'l.2) sin(zu.2) 
s i n i t ' m S W ( T P . 1 ) ' sinfm.2) SW (T (A2 ) 

de az MXFM.2, MXMM.2 háromszögek egyenlőszárúak, tehát 

(*'/,) <£ = (/'*,) és (2 'mj < = (í'm2) <£ 
es így 

S M Í ( ™ 1 ) 

sm(T{A2) 
síwfouj 
sinitu^) 

— állandó. 

Tekintve, hogy az mxm.2 egj^enesek&pW parabolának kapcsolt 
polárisai, tehát a ^ ^ síkok az .M.£>(2) kúpnak kapcsolt poláris síkjai, 
következik: ama szögek sinusainak viszonya, melyeket a para-
bolikus kúpnak változó érintősíkja két, α fokalis sugarain ke-
resztül menő fősíkra merőleges kapcsolt polárissíkkal képez, 
állandó. 

És fordítva: ha két sík metszővonalának valamely pontján 
keresztül oly síkokat vezetünk, a melyek hajlásszögeinek sinusa a 
két síkhoz állandó viszonyban van, akkor ezek a változó síkok egy 
parabolikus kúpot burkolnak; a két sík a kúpnak oly kapcsolt 
polárissíkpárja, mely a fokalis sugarakat tartó fősíkra merőleges. 



Ha a parabolikus kúpot és fokalis sugarait az elliptikus tenge-
lyére merőleges és a kúp csúcsától h távolságra levő síkkal 
metszszük és a kimetszett ellipsis tengelyeit 2a, 2b-ve 1, a fokalis 
sugarak metszőpontjainak távolságát 2d-v& 1 jelöljük, akkor e kúp 
fokalis sugarainak ama különös helyzete folytán, hogy azok a 
fokalis sugarak síkjában levő alkotókra merőlegesek: 

ad = h?; 

s mert az általános II. r. kúpra nézve (6. §; 4. ρ ; 4. képlete szerint) 

d = 
h V a* b8 

l f b* + 1Ϊ2 

azért e parabolikus kúpra nézve 

h = V"a* — c 

V m 

és (6. §. 4. p.; 3. képlete sz.) 

tgVj _ tg*d- = 1. 

4. Az orthogonalis kúp. A parabolikus kúpnak recziprokus 
kúpja szintén egy különös II. r. kúp, melyet Schröter*) ·— orthogo-
nalis kúpnak nevezett. 

Hogy erről fogalmat szerezzünk, induljunk ki a ε síkban fekvő 
parabolából (8. ábra), melynek csúcsa és csúcsérintője S és 5, 

gyújtópontja az F, és az 
F pontban az ε-ra emelt / 
merőlegesnek tetszéssze-
rinti pontja M. Az M.pW 
parabolikus kúpnak egyik 
fokalis sugara az f , a másik 
pedig, mely az ε síkot az 
Fí pontban metszi, a kúp 
Ms = σί érintősíkjára az 
Μ csúcsban emelt merő-
leges f v 

Ha az M.p® kúpnak 
τ érintősíkjára az Μ pont-
ban merőlegest emelünk, 
mely az ε síkot a Τ pont-

ban metszi, és τ-nak metszővonalát és metszőpontját az ε síkkal és 
az s egyenessel t' és 2"-sel jelöljük, akkor az 

8.ábra 

*) Die Theorie der Oberilachen zweiter Ordnung. (1880.) 67. oldal. 



MF2 = T'F . FT = SF . FF, 

viszonylat következtében T'SF ~ FfTF, tehát az FTFX úgy 
raikép az FST' <£, derékszög. Ennélfogva az M. pW kúpnak τ 
változó érintősíkjára az Μ pontban emelt merőleges az ε síkot olv 
Γ pontban metszi, mely az ε síkban az FFt átmérő fölé írható kW 
körön van. Az M. pW kúpnak recziprokus kúpja tehát oly M. kW 
kúp, melynek jellemző tulajdonsága, hogy az az ε sík, mely e 
kúpot a kW körben metszi és az ezzel párhuzamos cziklikus síkja 
κ e kúpnak f alkotójára merőleges, és így a másik cziklikus síkja 
κχ az alkotóra merőleges. 

Minthogy egy II. r. kúpnak főtengelyeire, fősíkjaira, fokalis 
sugaraira és cziklikus síkjaira a csúcsban emelt merőleges síkok és 
egyenesek a recziprokus kúpnak fősíkjai, főtengelyei, cziklikus 
síkjai, illetve fokalis sugarai lesznek ; és mert az egyik kúpnak projectiv-tulajdonságai a másik kúpra is a sugár- és síknyalábban 
uralkodó dualitási elv szerint átvihetők : a parabolikus kúpnak a 
2. és 3. pontban talált tulajdonságai az orthogonalis kúpra nézve a 
következőkbe mennek át: 

„Ha két egymást metsző egyenesen keresztül egy derékszögű 
síkpárt fektetünk és azt akkép mozgatjuk,hogy az egyik sík mindig 
az egyik egyenesen, a másik sík pedig a másik egyenesen menjen 
keresztül, akkor a síkpárnak változó metszővonala egy orthogonalis 
kúpot ír le." 

Vagy.: „Ha két egymást metsző egyenest veszünk fel, és az 
egyiknek síkjaira a másik egyenesen keresztül merőleges síkokat 
vezetünk, akkor a merőleges síkpárok egymást a két felvett egye-
nesen keresztül menő orthogonalis kúpnak alkotóiban metszik." 

„Ha egy derékszög akkép mozog, hogy egyik szára egy 
szilárd κ síkon marad, síkja pedig valamely egyenes körül forog, 
akkor annak másik szára oly orthogonalis kúpot ír le, melynek a κ sík 
egyik cziklikus síkja." 

„Két nem perspektiv helyzetű egyenlően projectiv (kongruens) 
síksornak képződménye, ha tengelyei egymást nem metszik, ortho-
gonalis kúp." 

„Ha két szilárd egyenes metszőpontján keresztül egyeneseket 
vezetünk, melyeknek hajlásszögei a két szilárd egyeneshez olyanok, 
hogy azok sinusának viszonya állandó, akkor azok a változó egye-
nesek egy orthogonalis kúpnak alkotói. A két szilárd egyenes 
kapcsolt polárissugárpárja e kúpnak és a kúp cziklikus síkjaira 
merőleges fősíkban van." 



bS = h 2 ; 

s mert az általános kúpra nézve 

δ = 
b \[~αϊ - f - Ji2 

V a? — tf ' 

azért az orthogonalis kúp esetében 

ab 
k = V 

és (6. § ; 4. p.; 3. képlete szerint) 

M = tg* θ 
5 ' tf ö a2 

és 
cotg* θ· — cotg2 ψ = 1. 

Vagy fordítva: 
..„Az orthogonalis kúp alkotói a cziklikus síkjaira merőleges 

fősíkban fekvő két kapcsolt polárissugárhoz oly szögek alatt hajla-
nak, melyeknek sinusa állandó." 

Az előbbi és ez a tétel még ekkép is fogalmazható : 
„Ama pon-

tok geometriai he-
lye, melyeknek két 
metsző egyenestől 
mért távolságai ál-
landó viszonyt ad-
nak, orthogonalis 
kúp." 

„Az orthogo-
nalis kúp pontjai-
nak oly két kap-
csolt polárissugár-
tól mért távolsági 

9. ábra. viszonya, mely két 
polárissugár a kúp 

cziklikus síkjaira merőleges fősíkban van, — állandó." 
Ha az orthogonalis kúp elliptikus tengelyére merőleges és a 

csúcstól h távolságra levő sík a kúpot a 2a és 2b tengelyű ellipsis-
ben, a kúp cziklikus síkjait pedig két párhuzamos egyenesben 
metszi, melyeknek távolsága 2δ, akkor 



δ. Α Pappus-féle kúp. — R E Y E *) PAPPUs-féle kúpnak nevez egy 
oly kúpot, mely valamely -(W gömbnek egyik kW főkörét a gömb 
tetszésszerinti Μ pontjából projicziálja (9. ábra). 

Ε kúpnak származtatásánál fogva az a tulajdonsága van, hogy 
a kúp csúcsán és a &('^kör 0 középpontján keresztül menő síkok a 
kúpot derékszögű alkotópárokban metszik. 

Minthogy az 0 középpontnak a kW körre vonatkozó polárisa 
végtelen távol van : az MO egyenesnek az M.kW kúpra vonatkozó 
poláris síkja κ párhuzamos a kW síkjával, azaz: MO polárissugara e 
kúp κ cziklikus síkjának. 

A kW kör 0 középpontjában annak síkjára emelt merőleges a 
γ gömböt két pontban metszi; ezek közül legyen Κ az a metsző-
pont, melyet a kW kör síkja a kúp csúcsától elválaszt. Az MK 
egyenesen az M. kW kúpnak elliptikus tengelye, mert az MOK sík a 
kúpot két szimmetrikus részre osztja, és az MK egyenes ama síkban 
fekvő kúpalkotóknak egyik hajlásszögét felezi. 

Az Μ pontból a kW síkjára bocsátott MKX merőleges az MOK 
síkban van, és az rx, r2 alkotókkal ugyanoly szögeket képez, mint 
az MO az r 2 , rx-gye\. Ezért az MKX-nek is az a tulajdonsága van a 
kúp irányában, mint az MO-nak, t. i . : az MKX egyenesen keresztül 
menő síkok az M.kW kúpot szintén derékszögű alkotópárokban 
metszik. Az MKx-nek a kúpra vonatkozó κχ polárissíkja a yW gömböt 
az Μ pontban érinti, merőleges az MO gömbsugárra és a kúpnak 
második cziklikus síkja. 

A kW kör síkjának és az MK egyenesnek L metszőpontján 
keresztül menő és az MK-ra merőleges sík a kúpot ellipsisben 
metszi. Minthogy MK felezi az rxr% derékszögű alkotópár hajlás-
szögét : 2 . LM egyenlő ama ellipsisnek egyik tengelyével; a másik 
tengely pedig a kW körnek az 0L-re merőleges húrja, s mint ilyen 
a 2 .LM-nél nagyobb. Az LM" tehát a kimetszett ellipsis fél-mellék-
tengelyével egyenlő, a mi jellemzetes tulajdonsága a Pappus-féle 
kúpnak. Ennélfogva: 

Ha valamely ellipsis L középpontjában síkjára merőlegest 
emelünk, és ezen o l y Μ pontot veszünk f e l , mely az L középponttól 
az ellipsis fél-melléktengely ének távolságára van, akkor az ellipsist 
az Μ pontból projicziáló kúp, Pappus-féle kúp. 

A kúp bármelyik cziklikus síkjának polárissugara merőleges 
a másik cziklikus síkra, és e polárissugáron keresztül menő minden 
sík a kúpot derékszögű alkotópárokban metszi. Ezért a kúp bármelyik 

*) REYE : Die Gcometrie der Lage. (1899.) I. Abth., 260. old. 



cziklikus síkjára merőleges síknak metszése a kúppal egyenoldalú 
hyperbola. — 

Ha valamely körnek egyik átmérője e g y egyenoldalú hyper-
bolának főtengelye és a kör síkja a hyperbola síkjára merőleges, 
akkor a hyperbolát a kör bármelyik pontjából projicziáló kúp 
Pappus-féle kúp. 

Jelöljük (10. ábra) a tételben előforduló kört kW -vel, a hyper-
bolát 7i(2)-vel, ennek középpontját és csúcsait C, S, St-gyei, a kör 
valamely pontját .M-mel, az Μ pont érintőjének metszőpontját az 
SS, egyenessel 0-val ; az 0 pontban az SSL-re merőlegesen álló ε 

síknak metszőpontjait a hyperbolával A, A-gyel, és metszőpont-
jait az MS, MS, egyenesekkel B, B,-gyel. 

Az egyenoldalú hyperbolának tulajdonsága, hogy 

OM = A0= 0At ; 

az MSS, és MBB, derékszögű háromszögek miatt pedig 

OM =-- B0 = 0BV 

Az M.hW kúp tehát az ε síkot oly körben metszi, melynek 
egymásra merőleges átmérői A0Ax és BOB,; az OM = 0A = OB 
egyenlet következtében pedig ez a kúp Pappus-féle. — 



Ha mint előbb, a Pappus-féle kúpot is annak elliptikus tenge-
lyére merőleges és a csúcstól h távolságra levő síkkal metszük és 
a kimetszett ellipsisnek fő- és melléktengelyei 2a, 2b, excentriczitása 
2c, a fokalis sugarak metszőpontjainak távolsága 2d , a cziklikus 
síkok metsző vonalainak távolsága e síkok polárissugarai metsző-
pontjainak távolsága 2δ', végre a ψ, θ szögek jelentése ugyanolyan, 
mint az általános kúpnál, akkor 

h = b, θ· = 45°, ψ > 45° 
d = __ c _ * = y _ = h c _ 

Vb* + b* V 2' ~ c ' ^ + 

6. A Hachette-féle kúp. 
Szerkeszszük meg a Pappus-féle kúpnak recziprokus kúpját. 

Ε végből messük a Pappus-féle kúpot az elliptikus főtengelyére 
merőleges ε síkkal az e('2) ellipsisben, melynek fő- és melléktengelye 
2a és 2b. Ε kúpnak alkotóira az Μ csúcsban emelt merőleges síkok 
az ε síkot egy oly e'W ellipsis érintőiben metszik, melynek fő- és 
melléktengelye 2b és 2b2 : a, mert az Μ pont az ε síktól b távol-
ságra van. 

Az M . eW Pappus-féle kúpnak ama tulajdonsága miatt, hogy 
κ, κχ cziklikus síkjaira az Μ pontban merőlegesen álló MKX és MO 
egyeneseknek síkjai a kúpot derékszögű alkotópárokban metszik, 
következik, hogy az Μ. e(2) kúpnak M.e'W recziprokus kúpja oly 
tulajdonságú, hogy merőleges érintősíkpárjai a κ, vagy a κ1 síkban 
metszik egymást. 

De az MKX, MO, egyenesek polárissugarai a κχ, κ cziklikus 
síkoknak az Μ . é2 ) kúpra vonatkozólag, s mert a κ, κΑ síkokra 
merőlegesek, azért azok az Μ. e'W kúpnak fokalis sugarai. Másrészt a 
κχ , κ síkok az Μ. e'W kúpra vonatkozólag is polárissíkjai az 
MKX, MO fokalis sugaraknak. 

Ha tehát REYE szerint az M . e'W kúpot, mint a Pappus-félének 
recziprokus kúpját, HACHETTE-félének nevezzük, mondhatjuk: 

Ha valamely ellipsis középpontjában annak síkjára merőlegest 
állítunk és erre az ellipsis fél-főtengelyének hosszát a középponttól 
mérve az Μ pontig reá visszük, akkor az a kúp, mely az ellipsist az 
Μ pontból projicziálja, Hachette-féle kúp. Ε kúpnak az a jellemzetes 
tulajdonsága van, hogy az egymásra merőleges érintősíkpárjai e g y -
mást a fokalis sugarainak polárissíkjaiban metszik, és e poláris-
sugarak fölváltva merőlegesek a fokalis sugarakra. 

A Hachette-féle kúpot a következőképen is s z e r k e s z t h e t j ü k : 

Valamely ellipsis egyik gyújtópontjában, .F-ben, merőlegest állítunk 



annak síkjára és az ellipsist a merőlegesnek abból az Μ pontjából 
projicziáljuk, melynek távolsága az ellipsis síkjától egyenlő az ellipsis 
fél-melléktengelyével; a projicziáló kúp Hachette-féle. 

Ugyanis MF egyik fokalis sugara a kúpnak; a másik fokalis 
sugár M0, az ellipsis 0 középpontján megy keresztül, mert az MF, 
M0 egyenesek a kúpnak az MOF síkban fekvő alkotóihoz egyenlő 
szögek alatt hajlanak. Az M0 fokalis sugárnak polarissíkja az ellipsis 
síkjával párhuzamos, tehát a másik fokalis sugárra merőleges és ez 
egy jellemző tulajdonsága a Hachette-féle kúpnak. 

Ε kúpra nézve a már többször használt állandók a következők: 

h = a , θ < 45°, ψ = 45° 

- δ M j E E E . 
\f a*+ W c ' c 

hol 2d' amaz egyenespárok távolsága, melyben a fokalis sugarak 
polárissíkjai az ellipsis síkját metszik. 

Meg akarjuk még e helyen jegyezni, hogy a 49. oldalon levő 
táblázat 2. és 4. sorában jelzett kúpok Hachette-, illetve Pappus-félék. 

7. Oly kúpok, melyeknek cziklikus síkjai, vagy fokalissugarai 
merőlegesek. — Láttuk az 5. pontban, hogy ha egy hW egyenoldalú 
hyperbolának SS, főtengelye egy kW körnek átmérője és a két görbe 
síkja egymásra merőleges, akkor a hW-Qt a kW bármely pontjából 

projicziáló kúp Pappus-féle. Nézzük most, hogy mily különös tulaj-
donsága van egy oly kúpnak, mely a kW kört a hW. hyperbola egy 
tetszésszerinti Μ pontjából projicziálja. 

Minthogy az egyenoldalú hyperbola tulajdonsága folytán az 
Μ pontból az SS,- re bocsátott MM, merőleges az MS, MS, egyene-
sekkel ugyanoly szöget képez, mint az SS, az MS„ MS egyenesekkel, 
tehát az Μ. kW kúp MS,MS, alkotói az Μ pontból az SS, egye-
nesre merőlegesen bocsátott v., síkkal ép oly szögeket képeznek, 
mint a kW kör síkjával, vagy az avval párhuzamos κ cziklikus síkkal: 
Az Μ. k'-< kúpnak κ és x, cziklikus síkjai egymásra merőlegesek. 

Tekintve, hogy a síkjának és reá merőleges MM, egye-
nesnek M, metszőpontjából a kW körhez húzott érintő az MM, 
vonaldarabbal egyenlő, következik: 

Ha valamely kör síkjának tetszésszerinti M, pontjában a sikra 
merőlegest állítunk, és ezen o l y Μ pontot veszünk f e l , melynek a kör 
síkjától mért távolságra MM„ egyenlő az M, pontból a körhez húz-
ható érintő hosszával, akkor a kört az Μ pontból projicziáló kúpnak 
cziklikus síkjai merőlegesek egymásra. 



Vagy végre: Ha valamely pont derékszögű projekcziója egy r 
radiussal bíró kör síkjára a kör középpontjától d távolságra van, és 
négyzete a pont távolságának a kör síkjától (r2— d2), akkor az a 
kúp, mely a kört a felvett pontból projicziálja vagy Pappus-féle, vagy 
olyan, melynek cziklikus síkjai merőlegesek egymásra, a szerint, a 
mint r> d, vagy r < d. — 

Szerkeszszük most meg az előbbi Μ . kW kúpnak reeziprokus 
kúpját, melynek tehát fokalis sugarai merőlegesek egymásra. 
Az Μ . kW kúp érintősíkjaira az Μ pontban emelt merőlegesek a 
kW kör síkját oly h'W hyperbolában metszik, melynek S'S\ csúcs-
pontjai az Μ. kW kúp MS, MSL alkotóinak érintősíkjaira emelt merő-
legeseknek metszőpontjai az SSrgye\; középpontja 0, az S'S\ 
felezőpontja; egyik gyújtópontja M u az Μ pontból a kW síkjára 
bocsátott merőlegesnek talpa. De mert az Μ pont a kW egyenoldalú 
hyperbolán van, azért az MSSU MS\S' és az MS,MU MS'M, három-
szögpárok kongruensek, tehát MM, egyenlő a h'W hyperbola fél-
melléktengelyével. 

Ebből folyólag a merőleges fokalis sugarakkal bíró kúp követ-
kezőkép szerkeszthető : Valamely hyperbola egyik gyújtópontjában 
annak síkjára merőlegest emelünk, és erre a talpponttól mérve reá 
visszük a hyperbola fél-melléktengelyét az Μ pontig ; a hyperbolát az 
Μ pontból projicziáló kúpnak egyik fokalis sugara merőleges a hyper-
bola síkjára, a másik pedig azzal a síkkal párhuzamos, tehát a kúp 
két fokalis sugara merőleges egymásra. Előbb azt találtuk, hogy ha 
e szerkesztésben a hyperbolát ellipsissel helyettesítjük, akkor a kúp 
Hachette-féle. 

8. Az egyenoldalú kúp és annak reeziprokus kúpja. 
Két, közös csúcscsal bíró orthogonalis háromélnek 

élei, alkotói egy II. r. kúpnak. ! lapjai, érintősíkjai egy II. r. 
kúpnak. 

Ugyanis ha a két orthogonalis hároméi M(aía.2ai) és Μ (b,b.2b3), 
akkor a következő egymásra merőleges síkpároknak 

a,a.2 j^bva^ α,αΆ J_ b,az 

öi&aJL&A. a i h JL 

metszővonalai az a,b, élekkel együtt egy orthogonalis kúpon 
feküsznek. Ennélfogva 

a, (a^a-.b^b.,) χ b, (a3a.2b.0b.2), 

s mert általában 

b, {a.Áa.2b.6b.J η\ b, (a2a.db.2bd), 



azért 
ax (a2a.Ab,b^ Λ" \ {a.2a:)b,b:)), 

mely viszonylat, a II. r. kúpok általános tulajdonságát tekintve, a 
baloldali tételt igazolja. Ebből pedig az következik, hogy a jobboldali 
tétel is helyes, mert a második kúp az elsőnek recziprokus kúpja. 

A baloldalon levő tétellel értelmezett kúpot SCHRŐTER egyen-
oldalú kúpnak nevezi; a jobboldali tétellel értelmezett kúp tehát az 
egyenoldalú kúpnak recziprokus kúpja. 

Ha az előbbi Μ{αχα2αφ^)φ^) egyenoldalú kúpon egy tetszés-
szerinti cL alkotót veszünk fel, és a kúpot a cx-re a csúcsban merő-
legesen álló yx síkkal a c2c3 alkotókban metszük, akkor ezek az 
alkotók is merőlegesek egymásra úgy, hogy az Μ (cxc2c3) hároméi 
is orthogonalis. 

Ugyanis a II. r. kúpra átvitt ÖESARGUES-féle tétel szerint a γχ sík 
az M(cxaxa2aa) négyélnek szemben fekvő lapjait és a kúpot 
involuczióban metszi. Ez az involuczió azonban orthogonalis, mert 
a γχ sík az M(cxaxa2a3) négyélnek szemben fekvő merőleges 
síkpárjait 

merőleges sugárpárokban metszi; tehát a c2 is merőleges a c3-ra. 
Minthogy e bizonyításban nem használtuk fel az Μ (bxb.2b3) 

orthogonalis háromélet, azért: 
Minden II. r. kúp, mely egy orthogonalis hároméi 

c{ax J_ a2a3, cxa2 J_ a.áax-et 

élein megy keresztül, egyszer-
smind végtelen sok (oo1) ortho-
gonalis hároméi élein is keresz-
tül megy. A kúpnak minden 
alkotója, éle egy ily orthogona-
lis háromélnek. Egy orthogona-
lis hároméi körül irt II. r. kúp 
tehát egyenoldalú kúp. 

lapjait érinti, egyszersmind oo1 

orthogonalis háromélnek lapjait 
érinti. A kúpnak minden érintő-
síkja, lapja egy ily orthogonalis 
háromélnek. Egy orthogonalis 
háromélbe beirt II. r. kúp tehát 
recziprokus kúpja az egyen-
oldalú kúpnak. 

Ebből következik: 
Az egyenoldalú kúp bárme-

lyik alkotójára merőleges sík a 
kúpot egyenoldalú hyperbolá-
ban metszi. 

Az egyenoldalú kúp reczipro-
kus kúpjának bármelyik érintő-
síkjával párhuzamos sík a kú-
pot oly parabolában metszi, 
melynek vezérlő vonala keresz-
tül megy a kúp csúcsának a 
metszősíkon levő orthogonalis 
projekczióján. 



Ugyanis az Μ egyenoldalú kúp tetszésszerinti a, alkotója, éle 
e kúpba beirt M(a1a.2a3) orthogonalis háromélnek. Tehát minden az 
aL-re merőleges ε sík párhuzamos a kúpnak a2a.A derékszögű alko-
tóival és ezért a kúpot oly egyenoldalú hyperbolában metszi, melynek 
asymptótái párhuzamosak az a,2a,-mai. 

A jobb oldali tételben jelzett Μ kúpnak tetszésszerinti ax 

érintősíkja egy a kúp körül irt M(y.xα2α3) orthogonalis háromélnek 
lapja. Tehát minden az a,-gyei párhuzamos ε sík e kúpot parabolában, 
annak α2α3 derékszögű érintősíkpárját pedig a parabola derékszögű 
érintőpárjában, εα2 és εα.,-ban, metszi. A parabola derékszögű érintő-
párjai annak vezérlő vonalában találkoznak, tehát az α//,( ε síkoknak 
metszőpontja, mely az Μ csúcsnak derékszögű projekcziója az ε 
síkra, a parabola vezérlő vonalán van. 

De fordítva is következik : 
Ha valamely egyenoldalú 

hyperbola síkjára a hyperbola 
egyik pontjában merőlegest 
állítunk, akkor az a kúp, mely 
az egyenoldalú hyperbolát e 
merőlegesnek bármely Μ pont-
jából projicziálja, egyenoldalú. 

Ugyanis a z ^ egyenesen és az 
Μ ponton keresztül az egyen-
oldalú hyperbola asymptótáival 
párhuzamosan vezetett α.2α.ό 

egyenesek, alkotói ama proji-
cziáló kúpnak ; a kúp tehát az 
Μ(α{α.2αΆ) orthogonalis há-
roméi körül van írva, és ezért 
egyenoldalú. 

Ha valamely parabola sík-
jára e parabola vezérvonalának 
egyik pontjában ay merőlegest 
állítunk, akkor az a kúp, mely 
a parabolát e merőlegesnek 
bármely Μ pontjából projiczi-
álja az egyenoldalúnak reczi-
prokus kúpja. 

Ugyanis a projicziáló kúp-
nak a parabola síkjával párhu-
zamos y.y érintősíkja, és az^-en 
keresztül menő α2α3 érintősík-
síkjai egy M(y-Ly-2y.3) orthogo-
nalis háromélnek lapjai; ezért 
a projicziáló kúp, recziprokusa 
egy egyenoldalú kúpnak. 

9. Ismeretes, hogy az egyenoldalú hyperbolába beírt tetszés-
szerinti háromszögnek magasságpontja szintén rajta van az egyen-
oldalú hyperbolán. Ezzel analogus tétel az egyenoldalú kúpra 
vonatkozólag ekkép szól: 

Az egyenoldalú kúp reczi-
prokus kúpja körül írt tetszés-
szerinti háromélnek magasság-
síkja érintősíkja ama reczipro-
kus kúpnak. 

Ha az MilJ^l-i) hároméi élein keresztül a szemben fekvő 
\,X2>\lapokra α,,(A2,f*s merőleges síkokat állítunk, úgy ezek egymást 

Az egyenoldalú kúpba beírt 
tetszésszerinti háromélnek ma-
gasságvonala alkotója ama 
egyenoldalú kúpnak. 



egy egyenesben, a hároméi magasságvonalában,metszik.Ugyanis,ha 
a Ujfx2 síkok metszővonala az Z, akkor az l-re az Μ pontban merőle-
gesen álló ε sík az M i i j e i ) négyélet othogonalis involuczióban 
metszi, mert a λ1α1 , λ2α2 derékszögű síkpároknak metszővonalai 
a μ.χ és M2-re merőleges ε síkkal, derékszögű egyenespárok. 
Az V 2 = >3 és 7/3 sík tehát szintén derékszögű egyenespárban metszi 
az ε síkot; s mert az ZZ3 sík merőleges az ε síkra, azért az ZZ3 sík 
merőleges az l j 2 = \> síkra is, miből már következik, hogy az ZZ3 sík 
azonos a síkkal. — Az M(lJ.2lsl) négyélnek minden szemben 
fekvő lappárja lxl, Z2Z3; hh hh; hh hh derékszögű lévén, annak 
minden éle magasságvonala a másik három éltől képezett 
háromélnek. 

Eddigelé csak azt igazoltuk, hogy a hároméi élein keresztül a 
szemben fekvő lapokra bocsátott merőleges síkok egymást ugyan-
egy egyenesben, a hároméi magasságvonalában metszik. 

írjunk ezután az Μ(ΖΧΖ2Ζ3) hároméi körül egy egyenoldalú 
kúpot; ezt az Μ kúpot az lrre az M-ben merőlegesen álló π sík az 
α2α3 derékszögű alkotópárban metszi. Nevezzük a kúpnak azt az 
alkotóját, melyben az M(lxl2h) hároméi Zx éléből a szemben fekvő 
Z2Z3 lapra bocsátott ax merőleges sík a kúpot metszi Z-nek. Απ sík a 
kúpba beírt M(Z1Z2Z3Z) négyélnek szemben fekvő lappárjait és a kúpot 
involucziós sugárpárokban metszi; ez az involuczió azonban 
orthogonális, mert a ττ sík a kúpot az a.2a3 derékszögű alkotópárok-
ban, az ZXZ, Z2Z3 derékszögű lappárokat (minthogy π | lx) szintén 
derékszögű egyenespárokban metszi. A π sík tehát az l.2l, 
Z3Z, Z:Z2 lappárokat szintén derékszögű egyenespárokban metszi, és 
mert az Llx és Z1Z2 lapok merőlegesek a ττ-re, azért ama lappárok 
derékszögűek és így az Ζ magasságvonala az Μ(ΖΧΖ2Ζ3) háromélnek. 
Ezzel a baloldalon álló tétel igazolva van. 

A jobb oldalon álló tétel a másiknak duális tétele, csak tudnunk 
kell, hogy mit értünk egy hároméi magasságsíkján. A magasságsík 
a magasságvonalnak duális alakzata a nyalábban, azaz polárissíkja 
a magasságvonalnak abban az orthogonális nyalábban, melynek a fel-
vett hároméllel közös csúcsa van. A hároméi magasságvonala három 
síknak metszővonala, mely az egyes éleken keresztül megy merőlege-
sen a szemben fekvő lapokra. A hároméi magasságsíkja tehát három 
egyenesen megy keresztül, melyek egyenkint a hároméi egyes 
lapjaiban vannak és merőlegesek ama lapokkal szemben fekvő 
élekre. Ε szerint: a hároméi éleire a csúcsban merőlegesen álló 
síkok a szemben fekvő lapokat három egyenesben metszik, melyek 
a hároméi magasságsíkjában vannak. 



10. Fektessünk most valamely kW ellipsisen keresztül, melynek 
tengelyei 2a, 2 a z egyenoldalú kúppal recziprokus kúpot, melynek 
Μ csúcsa az ellipsis 0 
középpontjában annak 
síkjára emelt merőlege-
sen legyen és számítsuk 
ki, hogy milyen h távol-
ságra van az Μ csúcs az ^ 
ellipsis síkjától. 

írjunk e végből (11. 
ábra) az ellipsis körül az 
ellipsist magába záró 
PTTX egyenszárú három-
szöget, melynek Ρ csúcsa j 1 á b r a 

a főtengelyen van, TTX 

alapja pedig az ellipsist a főtengelyen levő S csúcsban érinti. 
Messe a főtengely másik csúcsának, iS'-nek, érintője a PT egye-
nest a T' pontban és legyen 

PS = l , ST= TyS = n, S'T' = rí. 

Az ellipsisnek tulajdonsága folytán 

tehát 
b2 

nrí — , 

η — rí 2 a 
rí* η l 

De ha a PTTX-nek magasságpontja az ellipsisnek középpontja, akkor 

rí2 = al, 

miből tekintettel az előbbi egyenletre: 

rí2 — b2 = 2a2, vagy n2 — a2 — a2-\-b2. 

Ha végre azt kívánjuk, hogy a Ρ TTX háromszöget az Μ pont-
ból projicziáló hároméi orthogonalis, tehát az ellipsist projicziáló kúp 
az egyenoldalúval recziprokus legyen, akkor az Μ pontnak távolsága 
az 0-tól: 

h = V rí —a2 = \f ci2 —J— b2. 

Ha ismét az ellipsis fő- és melléktengelyének csúcspontjait 
projicziáló kúpalkotók a kúp MO elliptikus tengelyével ψ és í)· szö-
get képeznek, tehát 

Klug : projectiv Geometria. δ 



— 6 6 — 

α = htg<\>, b = 

akkor az utolsó egyenlet folytán <22 egyenoldalúval reeziprokus kúpra 
n é z v e 

Ebből következik, hogy az egyenoldalú kúpra vonatkozólag : 

cotg2'b - f cotg2& = 1. 

És ha ez egyenoldalú kúp az előbbinek reeziprokus kúpja, akkor 
ez, az előbbi ellipsisnek síkját egy oly ellipsisben metszi, melynek 
2a, 2b tengelyei az MO = h vonaldarabbal ekkép függnek össze 

h = 
ab 

V 

11. Szólani akarunk végre még azokról a pontokról, a melyek-
ből egy megadott kúpszelet forgáskúppal projicziáltatik. 

12. ábra. 

Két kúpszeletet fokalis kúpszeletnek nevezünk, ha azoknak 
síkjai egymásra merőlegesek, és az egyiknek, tehát bármelyiknek, 
gyújtópontjai, a másiknak a főtengelyen levő csúcspontjai. Fokalis 
kúpszeletek pedig csak ebben a kapcsolatban lehetségesek : ellipsis 
és hyperbola, vagy két kongruens parabola. 



A fokalis kúpszeleteknek az a tulajdonságuk van, hogy az 
egyiknek pontjaiból a másik kúpszelet forgáskúppal projicziáltatik. 

Hogy ezt kimutassuk, vegyünk fel a IP k,W fokalis kúp-
szeletek egyikén, pl. a k,W -en egy Μ pontot és projicziáljuk ebből 
a k<?)-őt az M.k<® kúppal (12. és 12a. ábra). Ennek egyik fősíkja 
a k,W -nek síkja, és ebben az elliptikus főtengely t, a kx(2> -nek érin-
tője az Μ pontban, a mely az 
M-hez futó MS, MS, vonó-
sugaraknak egyik hajlásszögét 
felezi. 

Az MSS, háromszögbe 
írható köröknek egyike IW, a 
K2)-nek SS, főtengelyét ennek 
F gyújtópontjában érinti (mert 
az Μ és F pontokhoz tartozó 
MS, MS, és FS, FS, vonó-
sugaraknak összege vagy kü-
lömbsége állandó a szerint, 
a mint a k p ellipsis vagy hy-
perbola) ; az MS, MS, oldalakat 
pedig az IW kör az S', S\ pon-
tokban érinti. 

Az S'S\-en keresztül 
menő és az MSS, síkra merő-
leges ε sík az Μ .kP kúpot és t tengelyét a c(2) kúpszeletben és 
ennek C középpontjában, a kW-nek síkját az f egyenesben, végre 
az SS, és MF egyeneseket a G és F' pontokban metszi. 

A G pont pólusa az MF-nek az IW körre, és így az f egyenes 
polárisa az F pontnak a c-re nézve. Ha tehát az /-en a PF, egy 
kapcsolt póluspárja a kW -nek és így egyszersmind a c(2)-nek, akkor a 

PG. PG, = GF* = GS'. GS\ = GC. GF' 

viszonylatnak két szélső egyenlőségéből következik, hogy a cW kúp-
szelet kör. Minthogy pedig a cW körnek síkja az M.kP kúpnak t 
tengelyére merőleges, azért az M . kW kúp forgáskúp. 

12a. ábra. 

A 68. és 69. oldalon levő táblázatban egybe vannak foglalva 
a tárgyalt különös kúpok állandóinak összefüggései egymással. 

A kúpot, annak elliptikus tengelyére merőleges és a csúcstól 



A kúp neve vagy tulajdonsága h d 

A parabolikus kúp c cl 

a 

Az orthogonalis kúp 
ab ac 

Az orthogonalis kúp c V 2a2—b2 

A PAPPUS-féle kúp b EV 2 
2 

A HACHETTE-féle kúp a ac 

Merőleges cziklikus síkokkal biró kúp . 
ab aV 2 

Merőleges cziklikus síkokkal biró kúp . \/ a2,—2b2 2 

Merőleges fokalis sugarakkal biró kúp . V a2—2b2 V a2—2 b2 

Az egyenoldalú kúp 
ab ac 

Az egyenoldalú kúp 
V a2 +b2 \[2a?+b* 

Az egyenoldalúnak recziprokus kúpja . Vat+b2 W + P 
v a2-\-2b2 

Merőleges fokalis sugarakkal és merő-
leges cziklikus síkokkal biró kúp . . 

a = 2b 
h = bV 2 d=bV"2 

A PAPPUS-féle parabolikus kúp . . . b = c b\f 2 
2 

A HACHETTE-féle orthogonalis kúp . . a = bV 2 aV 3 

3 

Az általános forgáskúp 
tetszés 

szerinti 0 

A PAPPUS- és HACHETTE-féle forgáskúp , a — b 0 

Az egyenoldalú forgáskúp 
a\f 2 

2 " 
0 

Az egyenoldalúval recziprokus forgáskúp a\f 2 0 



Α ψ és Ό· közötti 
relaczió 

V 2α*—b 
c 

a* b 

bV~a*+b* 
c 

abVJ/ 
c 

ab 
V ^-2b* 

bV 2 

ab \ ía*+2b* 

c V a*+b* 

1/2 a*+b* 
c 

bV2 

&1/3 

2b 

t g ^ - t g ^ - 1 

cotg* tt—cotg* ψ = 1 

# = 45°, ύ>45° 

ψ = 45°, <9<450 

cotg* &-\-2cotg* ψ = 1 

tg2 ψ—2^2θ· = 1 

co^2 0·— ψ = 1 

tg* = 1 

tg ψ = cotg θ = V 2" 

θ =-45°, tg'l = V 2 

ψ = 45°, cotg d = V2 

{> = ψ = 45° 

V2 

A kúp egyenlete tengelyeire, 
mint koordináta tengelyekre 

vonatkoztatva 

Τ 

#-!-**> k > l 

yi- f s2 (β2 + l ) = kx* 

jV2 z2 k2 

y>* s2 

k*' 1— k* 
y2 S2 

y* 2 

cotg ψ =•· cotg ö· = -V/2 

- f -2z2 = tf2 

2 + Z2 = tf2 

y - ( - 2 z 2 = tf2 

jv2 + = tf2 

tf2 



h távolságra levő síkkal képzeljük metszve ; a kimetszett ellipsisnek 
fő- és melléktengelye 2a, 2b, kétszeres excentriczitása 2c. A kúp 
fokalis sugarainak metszőpontjai, és cziklikus síkjainak metsző-
vonalai az ellipsis síkjával 2d, illetve 2δ távolságra vannak ; az ellipsis 
fő- és melléktengelyének csúcsain keresztül menő kúpalkotók 
hajlásszöge 2ψ, 2$; végre a kúp alábbi egyenletében, mely annak ten-
gelyeire van vonatkoztatva, a k szám állandó. 

8. §. A másodrendű kúpok szerkesztése. 

1. A II. r. kúp meg van határozva, ha ismeretes annak Μ csúcsa 
és egy a kúpon fekvő kúpszelet, vagy oly adatok, melyek e kúp-
szelet meghatározásához elégségesek. Ebből folyólag a II. r. kúp 
meg van határozva, ha ismeretes pl. annak öt alkotója, vagy öt 
érintő-síkja, stb. 

A II. rendű kúp meghatározása annak nyolcz általános hely-
zetű pontjából e helyen nem tárgyalható. De tárgyalható a kúp 
meghatározása ezekből az adatokból azokban az esetekben, a 
melyekben a nyolcz pont közül 

a) öt egy síkban, a többi három pedig e síkon kívül van; 
b) négy pont és a másik négy pont egy-egy síkban van; 
c) három pont egy egyenesen és a többi öt pedig az egye-

nesen kívül általános helyzetben van. 
Lássuk egyenként e feladatok megoldásait: 
a) Nevezzük az öt pontonkeresztülfektetettkúpszeletet / 2̂>-nek, 

a többi három pontot, mely nincsen ugyanegy egyenesben, ABC-nek. 
Az ABC sík a kW kúpszelet síkját a t egyenesben, a kW kúpszeletet 
pedig a JK pontokban metszi, melyek vagy képzetesek, vagy való-
sak és ez utóbbi esetben egybeesők is lehetnek a t egyenesen. 
Mind a három esetben lehet az ABC és a JK pontokon keresztül 
fektetni egy kxW kúpszeletet. 

A további feladatunk oly pontot találni, melyből a kW kxW kúp-
szeletek és így a tőlük meghatározott polárismezők egyike a másikba 
projicziálható. Kössük e végből össze a t egyenesnek a kW és a kxW-re 
vonatkozó Τ és Tx pólusát a TTX egyenes által. A TTX egyenesen és 
a kW kúpszeletnek egy valós Ό pontján keresztül fektetett sík a 
kW-t még az Ε valós pontban, a kxW-őt a DXEX pontokban a t egyenest 
pedig az Ν pontban metszi. Ha a 1\EX pontok képzetesek, akkor a 
nyolcz adott ponton keresztül nem fektethető valós kúp. Ha ellen-
ben a DXEX pontok is, úgy mint a BE pontok valósak, akkor a 
OEDXEX négyszög DE, DXEX; DDX, EEX és DEX, DXE szemben 



fekvő oldalai egymást a négyszög átlósháromszögének Ν, M, Mx 

szögpontjaiban metszik. S mert & DE pontpár az NT-tői, a DXEX 

pontpár pedig a NTy-tői harmonikusan van elválasztva, azért a TT^ 
pontok ama négyszögnek MMX átlóján vannak. A TTX egyenesnek 
úgy az ilf, mint az Mx pontja már csúcsa a keresett kúpnak, mert 
pl. az MTTXJ, MTTyKsíkokat az MJ, MK egyenesekben érintő és 
az MDDX egyenesen keresztül menő, és így ez adatokkal meg-
határozott II. r. kúp, keresztül megy a k(2) és kxW kúpszeleteken is, 
mert ezeknek síkja az Μ kúpot oly két kúpszeletben metszi, 
melyek közül az első a Ό ponton megy keresztül és a TJ, TK 
egyeneseket a J, Κ pontokban érinti, tehát a P ; a második pedig a 
Dx ponton megy keresztül és a TXJ, TXK egyeneseket a J , K pontok-
ban érinti, tehát a kxW. 

Ha azonban a J K pontok és így ezekkel a TTX pontok is 
egybeesnek a t egyenesen, akkor a t egyenes három pontjából a 
kxW kúpszeletekhez egy-egy érintőt vezethetünk. Két-két ily érintő, 
mely a üí-nek egy pontjában találkozik, meghatároz egy síkot és a 
h árom sík egymást a keresett kúpszeleteken keresztül menő II. r. 
kúpnak csúcsában metszi. 

A feladatnak tehát 0, 1 vagy 2 megoldása van, a mennyiben a 
középső esetben az egyik kúp abba a síkpárba korcsosul el, mely a 
k(2) és kxW kúpszeleteken megy keresztül. 

A tárgyalt szerkesztésből következik : 
Két, külömböző síkban levő 

és egymást két (valós vagy kép-
zetes) pontban metsző kúp-
szeleten két valós II. r. kúp fek-
tethető keresztül, ha a két kúp-
szelet síkjai metszővonalának 
egy tetszésszerinti pontjából 
mindkét kúpszelethez valós, 
vagy mindkét kúpszelethez kép-
zetes érintők vezethetők. A két 
kúp csúcsa a kúpszeletek síkjá-
tól harmonikusan van elvá-
lasztva. 

Ha a két kúpszelet két metsző-
pontja egybeesik, akkor a kúp-
szeleteken csak egy II. r. kúp 
fektethető keresztül; a másik 
kúp, a két kúpszelet síkpárjává 
korcsosul el. 

Két II. r. kúp, melynek két 
külömböző csúcsa és két (valós 
vagy képzetes) közös érintő-
síkja van, egymást két valós 
kúpszeletben metszi, ha a két 
csúcs összekötő egyenesén 
keresztül menő tetszésszerinti 
sík mindkét kúpot valós, vagy 
mindkét kúpot képzetes alko-
tókban metszi. A két kúp-
szelet síkja a kúpok csúcsaitól 
harmonikusan van elválasztva. 

Ha a két kúpnak két érintő-
síkja egybeesik, akkor azok 
egymást csak egy kúpszelet-
ben metszik; a másik kúp-
szelet a két kúp csúcsává kor-
csosul el. 



b) A második feladat, melynek megoldását magunk elé tüztük, 
ez volt: nyolcz ponton keresztül II. r. kúpot fektetni, ha közülök 
négy és a másik négy egy-egy síkon van. 

A feladat az előbbire vezethető vissza, ha sikerül a négy első 
ponton, ABCD-n, és a négy utóbbi ponton, A^B^C-J)^n, oly 
két kúpszeletet keresztül vezetni, mely egymást két pontban metszi. 

Az ABCD és az AíBiClDí pontokon keresztül menő kúp-
szeletek ama pontok síkjainak metszővonalát egy-egy involuczióban 
metszik. Ε két involucziónak van egy közös társpontpárja, JK, mely 
vagy valós, vagy képzetes, vagy egybeeső (azaz egy közös kettős-
pont). Az ABCD JK és AyB^CyD^JK pontokon keresztül vezetett 
kúpszeletek már olyanok, hogy a rajtuk keresztül menő II. r. kúpok 
a feladat megoldásai. 

c) A harmadik feladat azt kívánja, hogy egy II. r. kúp vezettes-
sék át három ponton, mely egy g egyenesen van, azaz ezen a^-n és 
még más öt ponton, AB CD E- n. 

Ha az Ε ponton oly u egyenest vezetünk keresztül, mely 
metszi a g-t és a mellett 

u (ABCD) Λ g (ABCD), 

akkor az u és g rnetszőpontja M, már csúcsa lesz a keresett II. r. 
kúpnak, mert az ug kúpalkotókból az A Β CD pontokon keresztül 
menő kúpalkotók projectiv négyesekkel projicziáltatnak. 

Az ED egyenesen keresztül oly τ síkot vezetünk, hogy az 
EDA, EDB. EDC és τ síkok a g(ABCD)-ve 1 projectiv sík-
négyest képezzenek. Azután megszerkesztjük azt a KW II. r. kúpot, 
melynek alkotói Ε A, EB, BC, ED és a melynek érintősíkja az ED 
alkotóban a τ sík. Ε K{2) kúpnak minden alkotójából az ABCD pon-
tok a g(ABCD)-ve\ projectiv négyesekkel projicziáltatnak. A g 
egyenes a K® kúpnak két alkotóját, u-t és v-t, az U és Fpontokban 
metszi. Ezek az U és V pontok lesznek a kívánt II. r. kúpoknak 
csúcsai. A feladatnak tehát 0, 1, vagy 2 valós megoldása van, a 
szerint, a mint a g egyenes a KW kúpot nem metszi valós pontok-
ban, érinti, vagy két valós pontban metszi. 

2. A különös II. r. kúpok közül csak a forgáskúp szerkesztését 
akarjuk tárgyalni, és pedig abban az esetben, ha annak három alko-
tója van adva. 

A forgáskúp meg van határozva, ha ismeretes annak három 
alkotója axa%a3, mely egy tetszésszerinti M(a1a2a3) háromélnek három 
éle lehet. A forgáskúpot azért határozza meg már alkotója (vagy 
három érintősíkja), mert a forgáskúp az Μ orthogonális nyaláb 



vezető kúpját, Mp-t, kettősen érinti és ez a föltétel két alkotóval 
egyenértékű. 

Határozzuk meg tehát annak a forgáskúpnak forgástengelyét, 
mely az M(axa.2a3) hároméi körül van írva. 

Ha az M(axa2a3) hároméi (a2a.:), (a3ax) élszögeinek mx, m.2 fele-
zőin keresztül az a.2a3, illetve a3ax lapokra u2 merőleges síkokat állí-
tunk, akkor ezeknek [A2 = t metszővonala a hároméi éleihez 
egyenlő szögek alatt hajlik, s mint ilyen tengelyét képezi a hároméi 
körül írható forgáskúpnak. 

Ha az M(axa2a3) hároméi (a.2a3), (a3ax) élszögeí mellékszögei-
nek felezői m'x, m'2, és az ezeken keresztül menő és az a2a3, a3ax 

lapokra merőlegesen álló síkok [j.\, <j.\, akkor ezeknek és az előbbi 
\j.x, u2 síkoknak következő metszővonalai \J'\[J<% = tx, \>.x\j\ = t2, 

== t3 szintén egyenlő szögek alatt hajlanak a hároméi éleihez, te-
hát szintén tengelyei a hároméi körül írható forgáskúpoknak. Ε sze-
rint minden hároméi körül n é g y forgáskúp írható. 

Ε forgáskúpokat azonban most abból a föltételből akarjuk 
szerkeszteni, hogy azok az Μ orthogonális nyaláb M P vezető kúp-
ját kettősen érintik. A feladat lényegében megegyezik a kúpszeletekre 
vonatkozó következő feladattal: valamely háromszög körül oly kúp-
szeletet írni, mely egy adott kúpszeletet kettősen érint. (P.G.E. 134. 
oldal.) 

Ha két II. r. kúp MW, Mp egymástagh alkotókban, tehát kettő-
sen érinti, akkor a kúpok közös Μ csúcsán keresztül menő gh = a 
síknak mindkét kúpra vonatkozólag ugyanegy s polárissugara van s 
úgy a ΰ síkban levő kapcsolt polárissugarak, mint az s síksorban levő 
kapcsolt polárissíkok mindkét kúpra vonatkozólag ugyanazok. 
Az Μ nyaláb tetszésszerinti χ sugarának pedig kapcsolt poláris-
sugara mindkét kúpra vonatkozólag az sx síknak a σ síkban fekvő 
polárissugara xx. 

Ha tehát az Μ(αχα.2α3) hároméi be van írva az Μ kúpba és az 
mxm/, m.,m.2, m3m'3 sugárpárok harmonikusan választják el az 
α.2α3, α3αχ, α,α.2 élpárokat és a mellett kapcsolt polárisok az MP 
kúpra vonatkozólag, akkor azok hármanként egy-egy síkban, az 

m'xm\m'3 = x, m\m2m3 = T1? mxm'.2m3 = τ2, mxm2m'3 = x3 

síkban feküsznek és az M<2\ Mp) kúpoknak két érintőalkotója e síkok 
egyikében van. Az ϋ1(ττ1τ2τ3) négylapnak átlós hároméle az 
Μ(αια.2α3) hároméi, tehát amannak bármely két lapja és a másik két 
lapja, ennek egy élétől és az avval szemben fekvő laptól harmoni-
kusan van elválasztva. 



Ε mellett, ha az M(axa2a3) háromélnekaxa2 = a3 lapja az Mf2 

kúpot az Z3Z'3 alkotókban, az axa3 == oc2 lapja pedig az Jí^2) kúpot az 
Z2Z'2 alkotókban metszi, akkor az M(Z2Z'2Z3Z'3) négy élnek Z2Z'3 élei, 
melyek az m2m'.2 sugárpártól, és az Z3Z'3 élei, melyek az m3m'3 sugár-
pártól harmonikusan vannak elválasztva, oly helyzetűek, hogy az 
mxm.2m/3 = τ3, mx w3 τ2 síkpárok és az m'xm<2m3 = τ1} 

«'jW'jWÍ 'j == τ síkpárok harmonikusan választják el az Z2Z'2, Ζ'2Ζ'3 

lapoknak Zt metszővonalát, az Z2Z3, Z'2Z'3 lapoknak Z'x metsző-
vonalától. 

Ezek az lxl'x egyenesek még az Z^jZ^^^a-j^aa és Z3Z'3=a1a2=a3 

síkoktól is harmonikusan vannak elválasztva; továbbá az 
polárissugara az Z1Z/1 síknak, míg az Z^̂  egyenesek kapcsolt poláris-
sugarak az MyW kúpra vonatkozólag. 

Ezt tekintetbe véve, következőkép szerkeszthetjük meg az 
M(axa.,a3) hároméi körül írt azt a II. r. kúpot, mely az .il/orthogonalis 
nyaláb MP> vezető kúpját kettősen érinti, mely tehát forgáskúp. 

Az a.2a3 sugaraknak mxm\ szögfelezői, és az a3ax sugaraknak 
m.2m\2 szögfelezői, kapcsolt polárissugarak az a.2a, és az a3ax alkotó-
párokon keresztül menő minden II. r. kúpra nézve, de kapcsolt 
polárisok az Μ orthogonális nyalábban is. Az M(axa.2a3) hároméi 
körül írt II. r. kúp tehát az Mj® kúpot az 

m\m'.2 = τ, m'xm.2 = τΐ5 mxm'.2 t2, mLm.> = τ3 

síkban fekvő alkotókban érintheti kettősen. 
Minthogy a τ, τ ΐ5 τ2, τ3 síkoknak polárissugarai t, tx, t.2, t3 mind-

két kúpra nézve ugyanazok, azért e polárissugarak merőlegesek ama 
síkokra. A t, tx, Z2, Z3 egyenesek tehát főtengelyei, a τ, τ1? τ2, τ3 síkok 
pedig fősíkjaí a kivánt kúpoknak. De e τ, τ χ . . . síkokban fekvő kap-
csolt polárissugarak az M/2) kúpra nézve orthogonalis sugársort 
képeznek, s mert e kapcsolt polárisok az egyes szerkesztendő 
kúpokra nézve is kapcsolt polárisok, azért a kivánt kúpok forgás-
kúpok és azoknak forgástengelyei a t, t.2 és Z3 egyenesek. 

Hogy ezek a forgáskúpok az előbb szerkesztettekkel egybeesnek, 
onnan következik, hogy e Z, tx, Z2, t, forgástengelyek ugyanazok, mint 
az előbb talált forgástengelyek. Ugyanis az előbbi ^ és μ2 síkok 
olyanok, hogy _\_m\, | m\2; tehát a u2 síkoknak metsző-
vonala merőleges az ηι\ηϊ%Έ==τ síkra és így mindkét esetben egybe-
esik a Z-vel. Ugyanez áll a többi Zt· egyenesekre nézve is. 

3. Szerkesszük meg az M(axa.,az) hároméi körül írható forgás-
kúpnak forgástengelyét, ha a h á r o m é l a.2a3 élei kapcsolt-képze-
tesek. 



Az M(axa2a.Á) hároméi ax éle valós, α2α3 élei pedig az (Μ, ax) 
sugársorban adott I elliptikus involucziónak képzetes kettőssugarai. 
Az 7 involucziónak mxm'x derékszögű társsugarai harmonikusan 
választják el az a.2a., kettőssugarakat, tehát kapcsolt polárissugarai 
a keresett M(2> kúpnak, valamint az Μ orthogonális nyaláb M P 
vezető kúpjának. 

Az előbbi általános szerkesztés szerint ezen az mx-eη és 
m\-e,n mennek keresztül azok a τ,· síkok, melyekben az M.W és 
M P kettős érintésű kúpoknak érintő alkotói vannak. 

A valós ax élnek az MP kúpra vonatkozó polárissíkjában 
(βχ 1 ax) most oly lxl\ sugárpárt kell találni, mely harmonikusan 
választja el az Μ.(μχα.2α.Λ) hároméi axaz = α2, αχα% = a3 kapcsolt-
képzetes lappárjait és az Mp-re vonatkozólag kapcsolt polárispár. 
Ha tehát az 1 sugárinvolucziót az ax élből a síkra projicziáljuk, 
úgy e projekezió Τ ismét egy elliptikus sugárinvoluczió lesz és 
ennek egymásra merőleges társsugarai a keresett lxl'x sugarak. 

Ezután megszerkesztjük az m\- en keresztül azt a τχχ síkpárt 
és az w3-en keresztül azt a τ2τ3 síkpárt, mely harmonikusan választja 
el az lxl'x sugárpárt és egyszersmind az axocx sugarat és síkot. Ha az 
χχ, aLmt, axm\ síkok a βχ síkot a bx, cx, c'x sugarakban metszik, 
akkor a ττχ keresztül megy azokon a sugarakon, melyek az lxl\, bxc\ 
sugárpárokat, és τ.2τ3 keresztül megy azokon a sugarakon, melyek 
az lxl\ és bxcx sugárpárokat harmonikusan választják el. 

Minthogy m1m\ társsugárpárja az I involucziónak, tehát cxc\ 
társsugárpárja az I ' involucziónak, és az lxl\ ez utóbbi elliptikus 

involuczióhoz tartozik, azért az lxl\, cxc\ sugárpárok el vannak 
választva. 

Bárhol legyen is e sugárpárok sorában a bx sugár, az lxl\ 
sugárpár vagy a bxcL, vagy a bxc'x sugárpárt választja el; a miből 
az következik, hogy megfelelően vagy a síkpár, vagy a ττχ sík-
pár képzetes lesz. 

A ττχ (vagy τ2τ3) síkokban vannak azok az alkotópárok, 
melyekben az M(axa2a3) körül írt II. r. kúp az M P kúpot kettősen 
érinti; a r~x (vagy τ2τ3) síkok tehát fősíkjai, és az Μ nyalábban az 
ezekre merőlegesen álló ttx (vagy t2tz) sugarak forgástengelyei, a 
keresett forgáskúpnak. 

Mindezekből azt látjuk, hogy az M(axa. iaz) károméi körül csak 
két valós forgáskúp írható, ha a háromélnek egyik éle valós, a másik 
kettő pedig kapcsolt képzetes. 

Ε megoldásban az v.x síkban adott I elliptikus involuczió egy-
másra merőleges mxm\ társsugarainak egyikén vagy másikán 



keresztül oly két síkot τ^-e t , illetve τ2τ3-ί kellett keresztül vezetni, 
mely az élet és a vele szemben fekvő lapot és ezenkívül az Γ invo-
lucziónak egymásra merőleges társsugárpárját harmonikusan 
választja el. De megtörténhetik, hogy az /', mely az I involuczió-
nak projekcziója az ax élből, az ay-re merőleges βχ síkra, az Μ 
nyalábban orthogonális involuczió. Ekkor az /' involucziónak nem-
csak egy merőleges társsugárpárja ( V i ) van> hanem végtelen sok, 
és ekkor a tárgyalt megoldás nem vezet czélhoz. 

De ettől eltekintve, még akkor sem lehet a feladatot az előbbi 
eljárás szerint megoldani, ha az ax és βχ sík egymást az vagy l\ 

egyenesben metszi 
és e metszőegye-
nes (by) egybeesik 
az wiy vagy m\ 
egyenessel. 

4. A követke-
zőkben oly megol-dását adjuk a ki-
tűzött feladatnak, 
mely ezekben az 
esetekben is alkal-
mazható lesz. 

Erre fölhasz-
náljuk STAUDT-nak a 
következő tételét és 
szerkesztését: 

„Ha valamely 
kW kúpszelet síkjá-
ban egy tetszéssze-

úgy mindig lehet két 
egyenest találni, mely az J-t oly pontinvolucziókban metszi, hogy 
annak társpontjai kapcsolt pólusok a #2)-re nézve." (Beitr. z. Geom. 
d. Lage 165. pont.) 

Legyen az I involuczió középpontjának, a ^pontnak, a kW-ve 
vonatkozó polárisa a t, továbbá legyen az I-nek egy tetszésszerinti 
társsugárpárja a bb\, az a társsugárpárja pedig, mely egyszersmind 
kapcsolt polárispárja a F2>-nek, az aa* (13. ábra). Az aa't tehát poláris-
háromszöge a kW-nék. 

A b sugáron változó Ρ pontnak polárisai a kW vonatkozólag a 
b4 sugarat a Ρ pontsorral projectiv P' pontsorban metszik ; e projectiv pontsoroknak megfelelő pontjai tehát kapcsolt pólusok a kW.re 

rinti elliptikus sugárinvoluczió I van adva, 



nézve és képződményük a cW kúpszeletet burkoló II. r. sugársor. 
A bb' egyenesek, mint ama pontsorok tartói, érintői a c(2>-nek és 
pedig a (tb) és (tb') pontokban, melyek a (bb') == Τ pontnak az 
egyik és másik pontsorban megfelelnek. Az aa', bb' sugárpárok el 
lévén választva az / sorban, el lesznek egyszersmind a ( t a ) (ta') és 
(tb) (tb') pontpárok is választva a t egyenesen; s mert az utóbbi 
pontpár a cW kúpszeleten van, azért a (ta), (ta') pontok közül az 
egyik (ta'), a cW-n belül, a másik pedig (ta), azon kívül van, és csak 
ez utóbbiból vezethetők valós érintők a <7(2)-hez. 

Ebből a (ta) pontból a cW-hez vezetett gx, g2 érintők már a 
kivánt tulajdonsággal bírnak, mert egyrészt mint érintői a c^-nek a 
bb' sugárpárt, a &(2)-nek kapcsolt pólusaiban metszik, másrészt 
az aa' sugárpárt is a kW -nek kapcsolt pólusaiban metszik, minthogy 
a (ta) pontnak polárisa a kW -re nézve az a'. 

A kivitel alkalmával nem szükség a cW kúpszeletet megrajzol-
nunk, mert miután a c®-nek bb', gxg2 érintői harmonikus fekvésű 
érintők, minden más érintője a c(2)-nek azokat harmonikus pont-
négyesekben metszi; a gxg% érintők tehát harmonikusan választják 
el a b-η és b'-ön levő projectiv pontsorok minden megfelelő pont-
párját PP'-t, valamint a Τ pontot és a t egyenest. 

Ezek szerint a g1gi egyenespárt következőkép szerkesztjük : 
Miután felkerestük az 1 involuczióban azt az aa' társsugárpárt, 

mely kapcsolt poláris a kW -re nézve, és a sugársor Τ középpontjá-
nak a kW-re vonatkozó polárisát t-i, egy bb' társsugárpárt veszünk 
fel az Ρ ben és a b sugár valamely Ρ pontjának a kW-re vonatkozó 
polárisát metszük a &'-sel a P' pontban. A keresett gegyenesek, 
vagy az (at) vagy az (a't) ponton mennek keresztül és harmonikusan 
választják el a PP' pontpárt és egyszersmind a Τ pontot és a t 
egyenest. 

Ezek után már áttérhetünk a kitűzött feladathoz, mely ekkép 
szól : 

írjunk az Μ(α1α2αΆ) hároméi körül forgáskúpot, ha annak a, 
éle valós, az a.2a3 élei pedig egy az ax síkban levő / elliptikus involucziónak kettőssugarai. 

Megoldás*) : Az Μ pontból egy yW gömböt írunk le, mely az 
<3ret az A1A\ pontokban, az ax síkot a kW körben metszi. 

Felkeressük azt a két egyenest gx-t és grőt, melyek az/sugár-
involucziót oly Ix és /2 pontinvolucziókban metszik, melyeknek 

*) HOFFMANN F. : Die Construction doppelt berührender Kegelschnitte. 
(Teubner, 1886; 30. és 90. oldal.) 



társpontjai kapcsolt pólusok a kW körre nézve. Az Μ pontból az 
Axgx síkra bocsátott tx merőleges és az Axg2 síkra bocsátott t.2 

merőleges már forgástengelyét képezi a keresett forgáskúpoknak. 
Ugyanis az Axgx sík a γ(2) gömböt egy az Ax ponton keresztül 

menő kxW körben metszi, tehát a kW és kxW körök egy II. r. kúpon van-
nak és így egymást a gx egyenesnek két pontjában metszik. A kW kör 
a j^-etaz Ix involucziónak képze;es kettőspontjaiban metszi, ezeken a 
kettőspontokon fog tehát a kxW kör is keresztül menni, azaz: az 2, 
pontinvolucziónak társpontjai kapcsolt pólusok a kxW körre 
nézve. 

Ebből következik, hogy az Ix pontinvolucziót az Μ pontból 
projicziáló sugárinvoluczió, mely az eredeti /involuczió, oly tulajdon-
ságú, hogy társsugarai kapcsolt polárissugarak arra az M.kxW kúpra 
vonatkozólag, mely a kxW kört az Μ pontból projicziálja; azaz : 
az Μ. kxW kúp az M(axa.2a3) hároméi körül van írva. De az Μ. kx W 
kúp forgáskúp, mert az Μ pontból a körnek Axgi síkjára 
bocsátott tx merőleges, a kxW körnek középpontján megy keresztül. 

Ép így kimutatható, hogy az az Μ. k2W kúp, mely az Axg,2 

síknak és a yW gömbnek metszését, a k%W kört, az Μ pontból proji-
cziálja, szintén az M(aía2a.i) hároméi körül írt forgáskúp, melynek 
forgástengelye az Μ pontból az Axg2 síkra bocsátott t.2 merőleges 
egyenes. 

5. írjunk az Μ(αχα.2α.Λ) hároméi körül forgáskúpot, ha a 
háromélnek két éle a2a3 egy MW Π. r. kúpnak két egybeeső 
alkotója a. 

Ily forgáskúpot kettőt lehet találni. 
Állítsunk az aax síkra 14, ;j.\ merőleges síkokat, melyek aax 

egyeneseknek mx, m\ szögfelezőin mennek keresztül. Állítsunk 
továbbá az MW kúp érintősíkjára az a alkotó mentén, merőleges 
síkot α-t, mely az a-η megy keresztül; ez az MW kúp a alkotójának 
normális síkja. A \>-x[j\ síkok az χ normális síkot a kivánt forgás-
kúpok ttx forgástengelyeiben metszik. — 

Oldjuk meg végre ezt a feladatot, ha a háromélnek ax éle 
szintén az MW kúpnak a alkotójában van. Azaz: 

Szerkesszük meg azokat a forgáskúpokat, melyek az MW //. r. 
kúpot annak a alkotójában kétszeresen érintik (oskullálják). 

Az MW kúpnak normálissíkja α az a alkotó mentén az a-hoz 
szomszédos alkotó normális síkját egy t egyenesben metszi, 
mely az egyik keresett forgáskúpnak forgástengelye. A másik 
forgáskúpnak forgástengelye tx szintén az α normális síkban van és 
merőleges az Μ csúcsban az előbbi t tengelyre. 



A t forgástengelyt akkép szerkeszthetjük,hogy az MW kúpot egy 
síkkal a kW kúpszeletben metszük; és ennek (ασ) pontjában meg-

szerkesztjük a görbületi kör középpontját N-et, mely a K2) kúpszelet 
két szomszéd normálisának metszőpontja; a t forgástengelyen ezen 
az Ν ponton megy keresztül. 

6. Mielőtt e fejezetet bevégeznők, még ennek tárgyára vonat-
kozó számláló geometriai részről is akarunk szólani. 

Minden síkban annyi a sugársor, a mennyi a pont, azaz °c2, 
mert minden pont lehet egy sugársor középpontja. 

A térben levő sugársorok száma tehát οοδ7 a pontsorok és a 
síksorok száma pedig csak oo4, mert ennyi a pontsorok tartója és a 
síksorok tengelye. 

Minden g egyenesnek metsző egyenese van, és minden g 
egyenesre egyenes merőleges, mert az első esetben a g egyenes 
minden pontjából σο2 egyenes sugárzik ki. A második esetre gon-
dolva pedig a g egyenesre minden egyenes merőleges, mely a ^-re 
merőleges számú síkban van. 

A térben általános helyzetű és ^ 7 merőleges egvenpár van ; 
továbbá oa1 egymást metsző és «>ö egymást metsző és merőleges 
egyenespár van, mert minden sugársorban van °c2 egymást metsző és 
co1 merőleges sugárpár. 

Minden sor ^3-félekép vonatkoztatható projectiv egy más 
adott sorra, mert az első sor három eleméhez a másodikban három 
elemet oc3_félekép választhatunk ki, mely amazoknak megfelel. 

Ε szerint minden pont-, sugár- vagy síksor oc^-félekép lehet 
projectiv az összes pont- vagy síksorokkal és <~8-félekép lehet projectiv 

az összes sugársorokkal. Van tehát összesen σο11 projectiv pontsorpár 
ésugyanannyi síksorpár, végre projectiv sugársorpár. Konczentri-
kus és hasonlóképen konplanar (ugyanegy síkban fekvő) projectiv 
sugársorpár van oc*0, és ugyanennyi projectiv pontsorpár és síksor-
pár, melynek tartói, illetve tengelyei egymást metszik. 

Az egyenesen vagy a kúpszeleten öt pontot <~5-féleképen, 
ellenben a síkban öt pontot c^>10-féleképen lehet felvenni, s mert a kúp-
szelet meghatározásához öt pont szükséges, azért minden síkban 
oc5 kúpszelet van. Egy megadott sík 1, 2, 3, 4, 5 adott pontján 
át (vagy ugyanennyi egyenest érintőleg) οο3; oo2; oci és 1' kúp-
szelet fektethető. A síkban tehát parabola és kör van. A tér 
kúpszeleteinek száma σο8, ezek között van °o7 parabola és kör. 



Valamely sík kúpszeleteit a síkon kívül fekvő pontokból 
projicziáló kúpok a tér összes II. r. kúpjai. Ε szerint: 

A térben =>o8 II. r. kúp van. 
Az orthogonális és a parabolikus kúpok száma mert minden 

metsző egyenespár meghatároz egy orthogonális kúpot, melynek 
ama egyenespár oly két alkotója, hogy ez alkotók egyikére vagy 
másikára merőleges síkok a kúpnak cziklikus síkjai. És mert a 
parabolikus kúp az orthogonalisnak duálisán megfelel, azért amazok-
nak száma szintén <~7. 

A Pappus-féle és a Hachette-féle kúpok száma °<=7. 
Ugyanis a térben kör van ; minden kör egy gömb félköré-

nek tekinthető, melynek oc2 pontjaiból a felvett kör «=2 Pappus-féle 
kúppal projicziálható. Volna tehát összesen oo°+2 Pappus-féle kúp, 
ha minden ily kúpon, csak egy kör feküdnék. Minthogy azonban a 
Pappus-féle kúpon oo1 kör van, azért e kúpok száma csak °o7. 

oo7 az o l y kúpoknak száma, melyeknek fokalis sugarai, vagy 
cziklikus síkjai merőlegesek. 

A két fokalis sugár a II. r. kúp két pár érintősíkjával egyenlő 
értékű, mert minden fokalis sugárból két, a fokalis sugárral megadott 
képzetes érintősík vezethető a kúphoz. Van tehát oo1 oly kúp, mely-
nek ugyanegy a fokalis sugárpárja. De ha mind a ooü lehetséges derék-
szögű és egymást metsző egyenespárt tekintjük fokalis sugárpárnak, 
akkor az ezekkel meghatározott kúpok száma ®o7. 

Az egyenoldalú kúpoknak és ezek recziprokus kúpjainak száma 
szintén <>=7. 

Ugyanis a térben oo0' derékszögű és egymást metsző egyenes-
pár és így egyszersmind <*>tí orthogonális hároméi van. Minden 
háromélen oc2 II. r. kúp meg}' keresztül, de minden ily kúpban 
co1 derékszögű hároméi írható be; ezért az egyenoldalú kúpok 
száma <*>7. 

A forgáskúpoknak, a Hachette-féle orthogonális kúpoknak, a 
Pappus-féle parabolikus kúpoknak (melyek amazoknak recziprokus 
kúpjai) száma °<Λ 

Minden egyenes °o2 forgáskúp tengelye, és a térben °o4 egyenes 
van. Ezért a forgáskúpok száma 

Adott síkban az egész térben pedig az·»" kongruens ellipsis 
van. Minden ily ellipsist csak véges számú (t.i. két) pontból projicziál-
hatjuk Hachette-féle orthogonalis kúppal, vagy annak reeziprokus 
kúpjával, a Pappus-féle parabolikus kúppal. Ezért összesen ily 
különös kúp lehetséges. Vagy: ha az orthogonális kúpnak az az 
alkotó párja, melyre a cziklikus síkok merőlegesek, olyan, hogy a fél 



hajlásszögnek, cotangense == \f 2, akkor az orthogonalis kúp 
egyszersmind Hachette-féle. De minden szög a térben oo" számban 
fordul elő s ezért a Hachette-féle orthogonalis kúpok száma, melyek 
külömben mind kongruensek, oo6. 

Az egyenoldalú forgáskúpoknak, ezek recziprokus kúpjainak, a 
Pappus- és Hachette-féle forgáskúpoknak száma oo5; mind e kúp 
külön-külön egymással kongruens. — Végre az orthogonalis nyaláb 
képzetes vezető kúpjainak száma csak oo3# 

III. FEJEZET. 

A hyperboloid 

9. §. A hyperboloidon fekvő sugárseregek. 

1. A 3. §-ból tudjuk, hogy két projectiv pontsornak, a 
g^AyByCy . . .)-nek és a g2{A2B.2C2 . . .)-nek, melyeknek gx,g2 

tartói nincsenek ugyanegy síkban, képződménye hyperboloid, és 
két projectiv síksornak, a gx[y-x^^ . . .]-nek és a g ^ a ^ f a · · -]"nek, 
melyeknek tengelyei egymást nem metszik, képződménye szintén 
hyperboloid. Ha a ^2[α2β2γ2 . . .] síksor a gfAyByG, . . .) pont-
sorral, a ^[χχβιγ! . . .] síksor pedig a gfA2B2G2 . . .) pontsorral 
perspektiv, akkor a két pontsornak és a két síksornak képződménye 
ugyanegy hyperboloid, mert az AXA2, BXB2, Οχ(72 . • . pontoknak 
összekötő egyenesei egyszersmind az α2, βχβ2, γ2 . . . síkoknak 
metszőegyenesei hv h h s . . . — A hyperboloidot alkotó h f i f i % . . . 
sugarakat együttvéve sugár seregnek, külön-külön pedig a hyper-
boloid alkotóinak, vagy a sugársereg sugarainak, a hyperboloidot 
pedig a sugársereg tartójának nevezzük (14. ábra). A h f i f i 3 . . . 
sugárseregről azt mondjuk, hogy a {A1BXG1 . . .) és (A2B2C2 . . .) 
pontsorral, valamint az (α1β1γ1 . . .), és (α2β2γ2 . . .) síksorral per-
spektiv, mert sugarai amazoknak pontjain mennek keresztül, illetve 
ezeknek síkjaiban feküsznek. A sugársereg sugarainak száma oo1. 

A sugárseregnek jellemző tulajdonsága, hogy ha e g y egyenes 
annak három sugarát metszi, akkor az annak valamennyi sugarát 
f o g j a metszeni. Ugyanis ha a hxhfi3 . . . sugársereg a gx(AxBxCx...), 
g2{A2B2C2 . . .) projectiv pontsoroknak képződménye és a gi egye-
nes a hfifi-z sugarakat metszi, akkor annak a két projectiv 
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síksornak, mely a gr-ből a két felvett projectiv pontsort projicziálja, 
három, tehát minden megfelelő síkja közös. A két projectiv pont-
sornak tehát minden megfelelő pontpárja a jfr-vel ugyanegy síkban 
van, s így a fojtok3 . . . sugárseregnek minden sugara metszi a gi-t. 

De fordítva is következik, hogy mindazok a sugarak, melyek 
három egymást nem metsző egyenest, gig^g^-mat, metszenek, sugár-
sereget képeznek. Ugyanis az a síksor, melynek tengelye a három 
felvett g egyenes egyike, a másik két g egyenest projectiv pont-
sorokban metszi, s e projectiv pontsorok képződménye egy 
sugársereg, mely mind a három g egyenest metszi. Ugyanezt a 
sugársereget nyerjük, ha a 
három g egyenes egyikének 
pontjait a másik két g egye-
nesből síkokkal projícziál-juk; e síkok két projectiv 
síksort adnak, melynek kép-
ződménye a három g egye-
nest metsző sugársereg. 

Ebből ismét az követ-
kezik, hogy mindazon g% su-
garak, melyek egy hi sugár-
seregnek három, tehát vala-
mennyi sugarát metszik, egy 
uj sugársereget képeznek; 
e két sugársereg közül min-
denik a másiknak vezető, 
v a g y támasztó serege, s mind-
két sugársereg ugyanegy hy-
perboloidon fekszik, mely 
mindkét sugárseregnek tar-
tója. Ε szerint: 

A hyperboloidon két sugársereg van, melyek közül egyik a 
másiknak vezető serege. Ε két sugársereg bármelyikének sugarai, a 
vezető sugárseregnek sugaraitól projectiv pontsorokban metszenek, 
és e vezető seregnek sugarait ama pontsorokkal és í g y egymás között 
is projectiv síksorokkal projicziálják. 

A sugársereg sugarait a támasztó sugársereg sugaraiból projicziáló oo1 projectiv síksorokról azt mondjuk, hogy azok egy síksor-
sereget képeznek, azok a oo1 projectiv pontsorok pedig, melyekben a 
sugársereg a támasztó sugárseregnek sugarait metszi, egy pontsor-
sereget alkotnak. 



Minthogy három egyenest a térben <>°12-féleképen, a sugár-
seregben pedig <>c3-féleképen vehetjük fel, azért a hyperboloidok és a 
sugár seregek száma 

2. Minden ε sík, mely egy g sugárseregnek egyik sugarán, 
^,-n, keresztül megy, e sugársereg vezető seregének, h-nak, is tartal-
mazza egyik sugarát; mert az ε sík a ^-nek minden sugarát metszi 
és e metszőpontok a h sugárseregnek egy sugarán, mondjuk a 7^-en, 
feküsznek. Az ε = [gih,] síkban fekvő minden t egyenes a g és h 
sugárseregeket tartó HP hyperboloidot két pont metszi, t. i. a (tgi) és 
a (tht) pontban. Ε metszőpontok egybeesnek, ha a t egyenes a 
( g j t j ponton megy keresztül és az ε síkban van, és akkor a t egye-
nes érintője a hyperboloidnak. Minden a (gih,) ponton keresztül menő 
és az ε síkban fekvő egyenes, mert a hyperboloidot két egybeeső 
pontban metszi, érintője a hyperboloidnak, míg minden a (gih,) 
ponton keresztül menő 5 egyenes, mely nem fekszik az ε síkban a 
hyperboloidot még egy, a (g ih,)-től külömböző pontban metszi, mivel a 
| gis] sík még tart egy h2 alkotót a h seregből, melynek (,sh2) metsző-
pontja az s-sel, az s-nek második metszőpontja a hvperboloiddal. 
A |gih,] síkot azon tulajdonságánál fogva, hogy minden benne fekvő 
és a (gih,) ponton keresztül menő t egyenes a H.W) hyperboloidot a 
(gA) pontban érinti, a hyperboloid érintősíkjának nevezzük, és 
a {gihx) pont e ( j ^ j síknak érintőpontja. 

Ε szerint: a hyperboloid minden pontjának érintősíkja az 
illető ponton átvonuló két alkotón megy keresztül; az alkotó külöm-
böző pontjainak külömböző érintősíkja van, s minden sík, mely egy 
alkotón keresztül megy, érintősíkja a hyperboloidnak ez alkotó egy 
pontjában ; végre a hyperboloid valamely alkotóján keresztül menő 
érintősíkok és azoknak érintőpontjai egymással projectiv sorokat 
adnak. 

Minden 5 egyenes, mely nem alkotója a hyperboloidnak, azt 
két pontban metszi, és minden ily s egyenesen keresztül két érintő-
sík vezethető a hyperboloidhoz ; a szerint, a mint az 5-nek metsző-
pontjai hyperboloiddal valósak, képzetesek vagy egybeesők, az 5-en 
keresztül menő érintősíkok is ugyanily természetűek lesznek. 
Tekintsük ugyanis a hyperboloidot két projectiv síksor képződmé-
nyének. Az 5 egyenes e két síksort két projectiv pontsorban metszi, 
melynek két kettőspontja a hyperboloidnak metszőpontja az s-sel. 
Ha e kettőspontok valósak és azokat a rajtuk keresztül menő és a 
hyperboloidon fekvő alkotókkal ekkép jelöljük (gfa), (gjhj ) , akkor az 
5-en keresztül menő érintősíkok [gihj], [gjhi\. Ha ama projectiv 
pontsorok kettőspontjai egybeesnek, tehát az 5-nek csak egy (gihi) 
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közös pontja van a hyperboloiddal, akkor az s a [gjhi\ érintősíkban 
fekszik és az s-en keresztül nem vezethető más érintősík a hyper-
boloidhoz. 

Az egyenes és a hyperboloid metszőpontjainak szerkesztése 
tehát lényegében megegyezik a következő GERGONNE-ÍÓI származó 
másodfokú feladattal: 

Adva van n é g y általános helyzetű egyenes h f i j t ? s ; szerkesz-
tendők o l y egyenesek, melyek ezeket metszik. 

Ugyanis ha a hfi2hz egyeneseket egy h sugársereg három suga-
rának, tehát e sugárseregen keresztül menő hyperboloid három 
alkotójának tekintjük, akkor e hyperboloid és az s egyenes két 
valós, képzetes vagy egybeeső metszőpontján keresztül menő g 
alkotók a hfi2h3s egyeneseknek metsző egyenesei (transversalisai, 
vagy szelői) lesznek. A feladatot pedig STEINER szerint következő-
képen oldjuk meg: A h3 pontjait a hx és h.rből az s-re projicziáljuk : 
ekkép az s-en a h.Á pontsorral projectiv pontsorokat nyerünk. A két 

projectiv pontsor egyik kettőspontját J-et, a ht és a &2-vel össze-
kötő [hxJ], [h%J] síkoknak metszőegyenese g j , az s-nek J pontján 
megy keresztül és a/í3-mat metszi, mivel ama síkoka &3-nakugyan-
egy pontját projicziálják; végre a hx, h2-1 is metszik, mert azokkal 
egy-egy síkban feküsznek. 

A feladatnak általában 2, 1, 0 számú valós megoldása van, s 
csak akkor lesz a feladatnak végtelen sok megoldása, ha az s-en 
létesített két projectiv pontsornak kettőnél több, tehát végtelen sok 
megfelelő pontja esik egybe, vagyis ha az s egyenes a hji%hz-mai 
ugyanegy hyperboloidon fekszik. S ezért: ha négy egymást nem 
metsző egyenesnek kettőnél több szelője van, akkor a négy egyenes 
egy hyperboloidon fekszik, azaz hyperboloidikus fekvésű. Általában 
négy egyenesről akkor mondjuk, hogy hyperboloidikus fekvésű, ha 
azok közül bármely háromnak minden transversalisa egyszersmind 
a negyedik egyenesnek is transversalisa. Ebben az egyenesek 
különös helyzeteire vonatkozó értelmezés is benn foglaltatik. 

Minthogy a térben ^ hyperboloid és minden hyperboloidon 
hyperboloidikus fekvésű egyenes van, azért a hyperboloidikus 

fekvésű egyenes-négyesek száma σο13. 
A következő §-ban több érdekes példában fogunk bemutatni 

hyperboloidikus fekvésű egyeneseket. Itt azonban még megemlítjük, 
hogy ha négy egyenes hfifi.Jt^ hyperboloidikus fekvésű, akkor 
azoknak végtelen sok transversalisuk van, és ezek mindenikén a 
négy egyenes projectiv pontnégyeseket metsz ki. Ha azonban a 
négy egyenes nem hyperboloidikus fekvésű, akkor azoknak két 



transversalisán, u és v-n, a négy egyenes oly pontnégyeseket metsz 
ki, melyek nem projektivek. Ha a hjt^hjt^ egyeneseknek egyik 
transversalisuk az u, és az a pontnégyes, melyben u a négy 
egyenest metszi, és az a síknégyes, mely az w-ból a négy egyenest 
projicziálja, projectiv, akkor a négy egyenesnek vagy nincs több 
transversalisa, vagy pedig végtelen sok van tehát hyperboloidikus 
fekvésű, a szerint, a mint az adott egyenesek hármának bármelyik 
transversalisa a negyediket nem metszi, vagy pedig metszi. 

3. Az előbbiekben kifejtettük, hogy a sugársereg valamely 
sugarán keresztül menő bármely sík a sereg sugaraitól egy egye-
nesen fekvő pontsorban metszetik, továbbá, hogy a sugársereg vala-
mely sugarán fekvő bármely pontból a sereg sugarai egy (I. o.) 
síksorral projicziáltatnak. De könnyen belátható, hogy a sugár-
sereg irányában általános helyzetű ε sík a sugársereg sugarait egy 
kúpszelet pontjaiban metszi, és minden általános helyzetű Ε pontból 
a sugársereg sugarai egy II. o. síksorral projicziáltatnak. 

Ugyanis ha a sugársereg sugarait két projectiv síksor képződ-
ményének tekintjük, akkor azok az ε metszősíkot két általános hely-
zetű sugársorban metszik, melyeknek képződménye a sugársereg 
metszése az ε síkkal. És ha másodszor a sugársereget két projectiv 
pontsor képződményének tekintjük, akkor e két projectiv pontsort 
az Ε pontból projicziáló sugársorok képződménye II. o. síksor, 
melynek egyes síkjai a sugársereg sugarait az Ε pontból projicziálják. — Minthogy minden sík, mely a sugársereg valamely sugarán 
keresztül megy, a sugársereget tartó hyperboloidnak érintősíkja, 
azért a hyperboloidnak, e g y a felületen kívül fekvő ponton keresztül 
menő érintősíkjai e g y II. r. kúpot burkolnak, s a hyperboloidnak 
metszése e g y o l y síkkal, mely nem tartalmaz alkotókat, e g y kúpszelet. 

Fektessünk a hyperboloid három érintősíkjának, a l g j i x ] , \gfi2], 
[^•3/iy]-nak, érintőpontjain, ( g f i y ) , (g2h2), (gsh3)-mon keresztül az ε síkot 
és nevezzük a három érintősík metszőpontját E-nek. A hyperboloid-
nak az Ε ponton keresztül menő összes érintősíkjai egy II. o. síksort 
képeznek, tehát ezen érintősíkok bármelyikében, pl. a [gjhj]-ben 
fekvő g j h j alkotók az Ε ponton keresztül menő többi érintősíkoktól, 
[gihi]-tői, projectiv pontsorokban metszetnek. Ennélfogva a 
g f h j t j i . . . . . hi), hj(gxg2g3 . . . gi) pontsorok és a gj[hxhfiz . . . hi\, 
hj[gxg2g3 . . . gí] síksorok projektivek. 

Az ε sík az egymást támasztó gxg.jg-3 . · · gi, h j i ^ · · · 
sugárseregeket ugyanegy kW kúpszeleten fekvő GXG2G, . . . Gi, 
HxH2Hz . . . Hí pontsorokban metszi, melyek, mert az előbbi 
hj[gxg2 . . .], gjihfi-2 . . .] síksorok projektivek voltak, egymással 



projektivek lesznek. De e pontsoroknak három megfelelőleg közös 
pontjuk Gx = Hx ΞΞΞ (g±hx), ~ J72 — (g2h2), Gs~ H, =(g.dhó) van, 
tehát minden megfelelő pontjuk, Git Hí is egybeesik, s így az Ε 
ponton keresztül menő [gihi] érintősíkoknak (giht) érintőpontjai is a 
kW kúpszeleten lesznek. Ezért: 

A hyperboloidon kívül levő Egy sík és e g y hyperboloid 
pontból a hyperboloidhoz fek- közös pontjainak érintősíkjai 
tethető érintősíkok érintőpontjai e g y II. r. kúpot burkolnak, 
e g y kúpszeleten vannak. tehát e g y ponton mennek ke-

resztül. 
A baloldali tételből következik, hogy egy Μ pontból a hyper-

boloidhoz húzható érintők egy II. r. kúpnak alkotói, mert ezek az Μ 
pontból a hyperboloidhoz vezetett érintősíkok érintőpontjain mennek 
keresztül, melyek általában egy kúpszeleten feküsznek. Az a II. r. 
kúp, melynek alkotói egy pontból a hyperboloidhoz húzható érintők, 
az illető pontnak a hyperboloidhoz tartozó érintőkúpja. 

4. A hyperboloid bármelyik sugárseregének sugarai a másikat 
projectiv pontsorokban metszik. Ha tehát a két egymást támasztó 

sugársereg egy-egy sugarán, a grn, és a hi-n, egy-egy projectiv 
pontsort veszünk fel, és a megfelelő pontokon keresztül menő suga-
rakat a másik seregből megfelelőknek tekintjük, akkor a két sugár-
sereget egymásra projectiv vonatkoztattuk. 

Az egymást támasztó projectiv sugárseregeknek pontképződ-
ménye egy kúpszelet, síkképződménye pedig egy II. o. síksor. 
Ugyanis három megfelelő sugárpár metszőpontján (gxhx), (g2h.2), 
(^3fe3)-mon keresztül menő sík a hyperboloidot egy kúpszeletben 
metszi; ezen a sugárseregek megfelelő sugarainak nyomai oly 

projectiv pontsorokat képeznek, melyeknek három, tehát minden 
megfelelő pontjuk közös. 

A sugársereg sugarait involucziósan párosítjuk, ha a sugár-
sereget tartó hyperboloidot egy ε síkkal metszük és a kimetszett 
kúpszeleten (vagy ha az ε érintősík, tehát a kimetszett kúpszelet a 
sugárseregnek és az ezt vezető sugárseregnek egy-egy sugarává 
fajul, ez utóbbin) involucziós pontsort veszünk fel; a sugárseregnek 
az involucziós pontsor társpontjain keresztül menő sugarai képezik 
involucziósan párosított sugárseregnek társsugarait. A szerint, a mint 
ama felvett pontsor elliptikus vagy hyperbolikus involucziót képezett, 
a sugársereg is ilyen involucziót fog képezni. A hyperbolikus invo-
lucziós sugársereg társsugarai nem választják el egymást a hyper-
boloidon és kettőssugarai a seregnek valós sugarai. Az elliptikus 
involucziós sugársereg társsugarai egymást a hyperboloidon elvá-



lasztják, tehát kettőssugarai képzetesek. A képzetes sugarak abban 
külömböznek egy elliptikus involucziós sugársor képzetes kettős-
sugaraitól, hogy ezeknek e g y valós pontjuk van, t. i. a sugársor 
középpontja, és ezeken egy valós sík megy keresztül, t. i. a sugár-
sor síkja. Az elliptikus involucziós sugársereg kettőssugarainak 
nincsen valós pontjuk és azoknak egyikén sem lehet valós síkot 
keresztül fektetni. Ε végből STAUDT az elliptikus involucziós sugár-
seregnek kettőssugarait II. f a j ú képzetes egyeneseknek, az elliptikus 
involucziós sugársor képzetes sugarait pedig I. f a j ú képzetes egyene-
seknek nevezte. (STAUDT : Beitr. z. Geom. d. Lage. 7 . § . ) 

A II. fajú kapcsolt képzetes sugarak minden 
síktól egy kapcsolt-képzetes 
pontpárban metszetnek. 

pontból egy kapcsolt-képzetes 
síkpárral projicziáltatnak. 

Ha az aa\ bb' . . . sugárpárok az involucziós sugársereg társ-
sugarai, a mely esetben az involucziós sugársereget ekkép jelöljük: 
aa'. bb' . . ., akkor e sugársereg egyik sugarán, tehát vezetősugár-
seregének is egyik, pl. a h sugarán keresztül menő ε sík a sugársereget 
a h-n fekvő hiaa'. bb' . . .) involucziós pontsorban metszi; ennek 
kettőspontjai az aa'. bb' . . ., involuczió sugársereg (valós vagy 
képzetes) kettőssugarainak metszőpontjai az ε síkkal. 

Ha pedig az ε sík nem megy keresztül az aa'. bb' . . . sugár-
seregnek egy sugarán, akkor az ε a sugársereget egy involucziós 
kúpszeletben, ^2)-ben, metszi, melynek társpontjai, a sugársereg 
társsugarainak metszőpontjai az ε síkkal. A k^-n levő involucziós 
pontsor kettőspontjai, már az involucziós sugársereg kettőssuga-
rainak metszőpontjai az ε síkkal. Ama involucziós pontsor 
involucziós tengelye q a &(2)-t a kettőspontokban metszi; és 
ha a &(2)-n levő involucziós pontsort annak bármely pontjából 
a #-ra projicziáljuk, úgy a q-n nyert pontsor szintén involucziós 
és kettőspontjai egybeesnek a projicziált pontsor kettőspontjaival. 
Ε szerint minden ε síkban lehet egy határozott valós egyenesen oly 
involucziós pontsort előállítani, melynek kettőspontjai az adott 
aa' .bb' . . . involucziós sugársereg kettőssugarainak metszőpontjai 
a z ε síkkal. Ép így lehet a duális eljárás szerint minden Ε ponton 
keresztül egy határozott valós q egyenest vezetni, mely egy oly 
involucziós síksornak tengelye, hogy annak kettőssíkjai az adott 
sugársereg kettőssugarait projicziálják. — 

Négy egyenesnek, abcd-nek, melyek közül egyik sem metsz 
egy másikat a többi három közül, és melyek nem hyperboloidikus fek-
vésűek, mint láttuk, két valós vagy képzetes, vagy két egybeeső valós 
szelője van, a szerint, a mint pl. az abc-η keresztül menő hyper-



boloidnak és a d egyenesnek metszőpontjai valósak, képzetesek 
vagy egybeesnek. Ha tehát a d-n keresztül menő tetszésszerinti sík 
az abc hyperboloidot a k&) kúpszeletben metszi, és a £(2>-n azt az 
involucziós pontsort vesszük fel, melynek involucziós tengelye a d 
egyenes, akkor annak társpontjain keresztül menő azon alkotók a 
hyperboloidon, melyek az abc alkotókat metszik, egy. involucziós 
sugársereget képeznek. Ennek valós vagy képzetes kettőssugarai az 
abcd egyeneseknek valós vagy II. fajú képzetes szelői. 

10. §. Hyperboloidikus fekvésű egyenesekről. 

1. A 64. oldalon kimutattuk, hogy ha az ,S{abc) hároméi 
a, b, c élein keresztül a szemben fekvő bc, ca, ab lapokra 
az α, β, γ síkokat merőlegesen fektetjük, úgy ezek egymást egy 
g egyenesben, a háromélnek úgynevezett magasságvonalában, 
metszik. Ε tételnek egy elemiebb, de az előbbitől lényegében keve-
set eltérő bizonyítása a következő: Az αβ síkoknak g metsző-
vonalára merőlegesen álló sík, mely nem megy a hároméi csúcsán 
keresztül, a hároméi abc éleit az ABC pontokban, a g egyenest 
pedig egy G pontban metszi. Ε G pont az ABC háromszög magas- v 

ságpontja (mert a BC egyenes, mint a bc és ABC sík metszővonala 
merőleges az α síkra és így annak AG egyenesére, továbbá a CA 
egyenes, mint a ca és ABC sík metszővonala merőleges a β síkra és 
így annak BG egyenesére), tehát AB merőleges a CG-re és egy-
szersmid az SG=g-re, valamint azoknak összekötő SCG síkjára, 
mely utóbbi sík szintén merőleges az SAB Ξ ab síkra. De az SCG 
sík, mely a c élen megy keresztül és merőleges az ab síkra az előbbi 
γ sík, és így az αβγ síkok egymást a g egyenesben metszik. 

Ezt fölhasználva könnyen bebizonyítható SxEiNEimek*) a követ-
kező tétele: 

Minden tetraedernek magasságai hyperboloidikus fekvésüek. 
Ugyanis ha a tetraeder A1A2A3A4 szögpontjaiból a szemben 

fekvő lapokra bocsátott hxh2hzh± merőlegeseket, a tetraederek 
magasságait, figyelembe vesszük, azt látjuk, hogy az AJi2 , Axh3, 
AJt4 síkok, melyek megfelelőleg az ΑΧΑΛΑ±, AXA4A2, AyA2A3, tetra-
ederlapokra merőlegesek, egymást az A1(A2A3A,S) hároméig magas-
ságvonalában metszik; a gx magasságvonal tehát a tatraedernek 
mind a négy magasságát metszi. Ugyanígy kimutatható, hogy a 

*) STEINER : Gesam. Werke (1881); 454. oldal; 78. pont. 



tetraeder más három-három lapjából képezett A2(A3A4AX), 
A3(AáAxA2), AfA xA 2A 3 ) hároméleknek g2, g3, g± magasságvonalai 
szintén metszik a tetraedernek hf i f i f t^ magasságait, tehát úgy e 
magasságok, mint a négy háromélnek magasságvonalai (mert kettő-
nél több szelőjük van) hyperboloidikus fekvésűek. — Az előbbi 
tételt pedig még a következővel egészíthetjük ki : egy tetraedernek 
lapjai egyszersmind négy háromélnek l ap ja i ; e négy háromélnek 
magasságvonalai hyperboloidikus fekvésűek. 

A hf i f i f i^ magasságok és a gxg2gzg,x magasságvonalak ugyan-
egy hyperboloid két sugárseregéhez tartoznak, tehát a négy gi ma-
gasságvonal mindenik hi magasságot projectiv pontnégyesekben 
metszi, és ugyanígy a négy hi magasság mindenik g magasság-
vonalat projectiv pontnégyesekben metszi. 

Ha a négy magasság közül kettő, pl. a hx és h.2 egymást metszi, 
akkor azoknak síkja az AXA3 élen megy keresztül, merőleges az 
A3A4 élre és a gxg2 is abban a síkban van. Minthogy ekkor az 
AxA2 J_ A3A4 : a h3 és h4 magasságok a g3g4 magasságvonalakkal 
együtt szintén egy síkban feküsznek és így ezek is metszik egymást. 
És pedig a gxg2h3hA egyenesek egymást a [hxh2] síknak, a g^gf i fn 
egyenesek pedig egymást a [h.<h4] síknak egy-egy pontjában metszik, 
és ekkor a hfifi.fi,x magasságokon, valamint a gxg2g3gi magasság-
vonalakon keresztül menő hyperboloid a [hfi .^ síkpárrá kor-
csosul el. Ε síkpár metszővonalán vannak a hxh2 és h3h:i egyenes-
pároknak metszőpontjai, és ugyanott a g3g í és gxg2 egyenespároknak 
metszőpontjai. Az ilyen négy egyenest, mint a hfi2h3h,x vagy a gxg2gzg± 
ebben a helyzetben kétszöges fekvésű sugaraknak nevezünk. 

A midőn a hx a h2h3 magasságokat metszi, a hx egybeesik a 
^-gye l és így a h,x magasságot is metszi. Ebből pedig tekintettel az 
előbbire következik, hogy a hxh2h.Ah± magasságok közül bármely kettő 
találkozik, és mert azok nem fekhetnek ugyanegy síkban, azért 
ugyanegy ponton mennek keresztül és mindenik h magasság a gi 
magasságvonallal egyesül. A tetraedernek ekkor mind a három szem-
ben fekvő élpárja merőleges egymásra, és így egy tetraedernek 
0, 1 vagy 3 szemben fekvő élpárja lehet merőleges egymásra. 

2. A tárgyalt tételeknek duálisán megfelelő tételei akövetkezők 
lehetnek: 

„A tetraeder magasságainak harmonikus polárissíkjai a tetra-
eder azon hároméleire vonatkozólag, melyeknek csúcsain az egyes 
magasságok keresztül mennek, a csúcsokkal szemben fekvő lapokat 
hyperboloidikus fekvésű egyenesekben metszik." 

„A tetraederhez tartozó háromélek magasságvonalainak har-



mónikus polárissíkjai e háromélekre vonatkozólag a csúcsokkal 
szemben fekvő lapokat hyperboloidikus fekvésű egyenesekben 
metszik." 

Ha a G pontnak harmonikus polárisa egy ABC háromszögre 
vonatkozólag a g4 egyenes, és az & a háromszög síkján kívül fekvő 
pont, akkor az Sg' sík harmonikus polárissíkja az SG sugárnak az 
S(ABC) háromélre vonatkozólag. Az Sg' sík tehát harmonikusan 
választja el az SGA, SGB, SGC síkokat az S(ABC) hároméi 
élpárjaitól. 

Tartsuk meg a tetraederre az előbbi jelölést; legyen tehát 
A1A2A.,Ai annak négy szögpontja; hxh2hzh^ annak négy magassága; 
gxg<zg3g± pedig hároméleinek magasságvonala. Jelöljük e magasságok 
és magasságvonalak harmonikus poláris síkjainak metszővonalait a 
háromélek csúcsaival szemben fekvő tetraederlapokkal h\h'Jt\h\-
gyel, illetve g/g'^g^g'^-gyel 

A gxh2 sík az AXA2 élen megy keresztül, tehát az a pont, mely 
a gxh2 síkot a tetraeder A:>AX szögpontjaitól harmonikusan elvá-
lasztja, benne van a g\ és a h\, egyenesben, és így ez utóbbiak 
egymást az A3A4 élnek egy pontjában metszik. Ugyanígy kimutat-
ható, ha a gxh3 és gxh4 síkból indulunk ki, hogy a g\h43 és g'xh\ 
egyenesek egymást az A2A±, A2A3 éleken metszik. A h\ egyenes 
pedig az A2A;iA4 síkban van, tehát a g \ egyenes metszi a h\h'2h'Ji\ 
egyeneseket. Ép ily egyszerű úton igazolható, hogy a g'2g'3g4x egye-
nesek is metszik a négy h'i egyenest, tehát úgy a négy h'i, mint a 
négy g'i egyenes hyperboloidikus fekvésű. — 

Ha tetraedernek AXA2, A3A,X szemben fekvő élei egymásra 
merőlegesek, tehát hxh2 magasságok és a gxg2 magasságvonalak 
ugyanegy síkban vannak, akkor az a pont, mely e síkot az A3Aá 

pontoktól harmonikusan elválasztja a g'xh'2 és ag'2h/i egyenesekben 
van, tehát a h'xh42 és a g'xg'2 egyenespárok egymást ugyanegy 
pontban metszik. Hasonlóképen hz4h/g3'g± egyenesek is keresztül 
mennek azon a ponton, mely a Wg^g^ síkot az AXA2 pontoktól 
harmonikusan választja el; a hxh2gxg2, h.h^g, síkoknak metsző-
vonala és a h'\h4\g'\gl2, h'3h\g'3g\ pontoknak összekötő egyenese 
pedig, az AXA3, A2AiX; AXA4, A2A3 szemben fekvő élpároktól van 
harmonikusan elválasztva.— 

Ha a tetraedernek mind a három szemben fekvő élpárja merő-
leges egymásra, tehát a gi magasságvonalak a hi magasságokkal 
egybeesnek és ezek a h j t ^h^ magasságok egy H. pontban talál-
koznak, a gi vonalak is egybeesnek a ^Vekkel és ezek egy síkban 
feküsznek, mely a R pontnak harmonikus polárissíkja a tetraederre 



vonatkozólag. Valamely Ρ pontnak harmonikus polárissíkja e g y 
tetraederre vonatkozólag, általánosan szólva, az a π sík, mely har-
monikusan választja el a Ρ pontból a tetraeder szemben fekvő 
éleihez vezetett transversalisokat az illető éleken fekvő szögpont-
pároktól. Viszont a Ρ pont harmonikus pólusa a 77 síknak a tetra-
ederre vonatkozólag. 

3. *) Hyperboloidikus fekvésű egyenesekre vonatkozó egy más 
példát mond a következő tétel, mely általánosítása a tetraeder 
magasságaira vonatkozó tételnek: 

Ha valamely tetraeder lapjaira mint alaplapokra gúlákat 
állítunk, melyeknek oldallapjai az alaplapokhoz egyenlő szögek alatt 
hajlanak és pedig mind a négy gúlát az eredeti tetraederen kívül, 
akkor e gúlák csúcsait az alaplappal szemben fekvő csúcscsal 
összekötő egyenesek hyperboloidikus fekvésűek. (DÖHLEMANN.) 

Hogy e tételt bebizonyítsuk, induljunk ki egy -S (Imn) három-
élből, melynek az Imn éleknél levő lapszögei λρ.ν. Helyezzünk ennek 
lm, mn, nl lapjaira az S(lmn) háromélen kívül oly Imrí, mnl', 
nlm' hároméleket, hogy ezeknek az l'm'rí élekből kiinduló lapjai a 
szemben fekvő lapokhoz φ szög alatt hajoljanak, és mutassuk meg, 
hogy ekkor az IV, mm', nrí síkok egymást eg}' egyenesben 
metszik. 

Jelöljük e három sík metszővonalát az mn, ill. nl, lm síkokkal 
lx, mx, nx-gyei. Az S(llxm), S(ll'm) hároméleknek és az S(llxn), 
S (IVη) hároméleknek az l élnél egyenlő lapszögei vannak, tehát e 
lapszögek sinusa megfelelőleg: 

sin ( m l f ) . sin u sin (ml') sin ([/. -j- φ) 
sin (llx) süt (IV) 

sin (nlx) sin ν sin (nl') sin (v -j- φ) 
sin (llx) sin (IV) 

a miből következik, mert (ml') <£ = (nl') : 
sin (mlx) sin (u-|~<p) sin ν 
sin (nl}) sin (;> - f - 9 ) . sin α 

Ha még a két analogus relacziót felírjuk 
sin (nmx) sin (v -j- φ) sin λ 
sin (lmx) sin (λ φ) sin ν 
sin (lnx) sin (λ -f- φ) sin α 
sín(mnx) sin (α.-}-φ) sin λ 

l i 

* 

u 

h 

*) A 3. és 4. pont az első olvasásnál kihagyható. 



és az előbbivel sorozzuk, akkor az egyenlet jobboldala egyenlő 
egygyel, azaz: 

sin (mlx) sin (nmt) (sin (ΙηΛ) ^ 
SÍM (ηΙχ) sin (Inty) sin (mn 

a mely már azt mutatja, hogy az l l j ' , mmxm', nnxrí síkok egymást 
ugyanegy egyenesben metszik. 

Vegyünk ezután fel egy tetraedert és helyezzünk ennek 
lapjaira a tetraederen kívül oly háromoldalú gúlákat A'JBCD, 
B'CDA, C'J)AB, D'ABC-t, hogy ezeknek azA',B', C',D' csúcsai-
ban találkozó lapjai az alaplapokhoz mind egyenlő szögek alatt 
hajoljanak és mutassuk meg, hogy az AA', BB', CC', DD' egye-
nesek hyperboloidikus fekvésűek. 

Ha a háromélre előbb levezetett tételt az A(BCD), B(CDA), 
C(DAB), D(ABC) háromélekre alkalmazzuk, azt találjuk, hogy az 
ABB',ACC', ADD4; BCC',BDD', BAA'; GDD', CAA',CBB', 
végre a DAA', DBB', DCC' síkhármasak egymást egy-egy egye-
nesben metszik. De ezek az egyenesek az AA', BB', CC', DD' 
egyeneseknek transversalisai, tehát úgy azok, mint emezek hyper-
boloidikus fekvésűek és így a tétel igazolva van. 

4. Térjünk vissza az előbbi S(lmn) háromélhez és annak 
lapjaira helyezett S(l'mrí), S(lm'n), S(lmrí) háromélekhez. Cseréljük 
fel az S(l'mn) háromélnek l'n lapját annak az mn síkra vonatkozó 
tükörképével, mely az l'm lapot egy l" egyenesben metszi úgy, 
hogy az S(l'mn) hároméi helyett egy S(l"mn) háromélet nyerünk. 
Cseréljük fel továbbá az S (Im'n) háromélnek m'n lapját az nl síkra 
vonatkozó tükörképével, meiy az m'l lapot egy m" egyenesben 
metszi úgy, hogy az S{lm'n) helyett e g y S (lm"n) háromélet nyerünk. 
Az S(l"mn), S(lm"n), S(lmrí) háromélek ismét oly tulajdonságúak, 
hogy az 11", mm", nrí síkok egymást egy egyenesben metszik, mert 
e háromélekre vonatkozó képleteket az előbbi és képletekből 
akkép nyerjük, hogy ezekben (v-f-o) helyett (v — <p)-t írunk, se e 
cserével a 2. képlet nem változik. 

Ha továbbá az S(l'mn), S(lm'n), S(lmrí) hároméleknek tükör-
képei az mn, nl, ml lapokra vonatkozólag az S(l'"mn)> S(lm"'n), 
S(lmrí"), másrészt az S(l"mn), Silm"n), S(lmrí) hároméleknek 
tükörképei ugyanazon lapokra vonatkozólag S(l""mn), S(lm""n), 
S(lmn"'), akkor úgy az ll"\ mm'", nrí" síkok, mint az 11"", mm'"', 
nrí" síkok egymást egy-egy egyenesben metszik, mert az első 
esetben nyert háromélekre vonatkozó képletek az lx , 12, l s képle-
tekből akkép származnak, hogy azokban (λ -j- φ), (υ. -[- <p), (ν φ) 



helyett (λ — φ), (υ. <ρ), (ν — <p)-t írunk, a második esetben pedig, 
hogy Íj, 12, l3-ban (λ + φ), (ρ.-f φ) helyett (λ — Φ), illetve (α—-<p)-t 
irunk, s mely csere által a 2. kcplet nem szenved változást. 

Ha tehát az S (Imn) hároméi m és η élén keresztül két-két síkot 
fektetünk, mely az mn laphoz © szög alatt hajlik, akkor ezek egy-
mást négy egyenesben l'l"V"l""-ben metszik, melyek az mn-nel 
együtt négy háromélnek élei. Ε háromélek közül kettő a másik 
kettőnek az mn síkra vonatkozólag tükörképe. Ugyanígy lehet a φ 
szög megtartásával az nl és az lm lapokra is négy-négy háromélet 
helyezni, melyeknek ama lapokon kívül fekvő élei m'm"m"'m"", 
n'n"n"'n"". Az előbbiekből következik, hogy az V . . ., m' . . 
n' . . . éleket az l, m, η élekkel összekötő tizenkét sík oly helyzetű, 
hogy azok egymást hármasával nyolcz egyenesben metszik. 

Ha ezután ismét az ABCD tetraederre gondolunk, és annak 
Β CD lapján levő BC, CD, DB élein keresztül két-két síkot helye-
zünk, melyek a BCD lappal φ szöget képeznek, akkor ez a hat sík 
egymást nyolcz Ai pontban metszi, melyek közül négy a másik 
négynek tükörképe a BCD síkra vonatkozólag, s mely nyolcz pont a 
BCD lapon nyugvó tetraedernek csúcsa. Ugyanígy lehet a <p szög 
megtartásával a CDA, DAB és ABC lapokra is nyolcz-nyolcz 
tetraedert helyezni, melyeknek csúcsait B\ Cl, 2>'-vel akarjuk jelölni. 
Ha az A\ B\ C\ D1 pontokat az A, B, C, D pontokkal összekötő 
egyeneseket az a1, b\ cl és d*-vel jelöljük, akkor az előbbiek szerint 
e 32 egyenesből 64-szer lehet négyet-négyet úgy kiválasztani, hogy 
azok hyperboloidikus fekvésűek legyenek. T. i. egy tetszésszerinti 
a{ és egy tetszésszerinti b' egyeneshez, már egy ezek által meghatá-
rozott é és d{ egyenes tartozik úgy, hogy az egymástól külömböző 
egyenes-négyesek száma 8.8=64. 

Ha a © szöget derékszögnek vesszük fel, akkor az összes A\ 
Bi, C\ 2>'pontok végtelenbejutnak, és pedig a tetraedernek A, Β ,0, D 
pontjain keresztül menő magasságok végtelen távol levő pontjaiba. 
Ezért a tetraeder magasságaira vonatkozó Steiner-tétel, az általános 
tétel specziális esetének tekinthető. 

Ha ellenben a φ szög a zérushoz közeledik, akkor az A\ B\ 
C\ Di pontok az ABCD tetraeder BCD, CDA, DAB, ABC lapjaiba, 
mint háromszögekbe írható köröknek középpontjaihoz közelednek, 
és ha φ = ο, akkor tényleg e középpontokba mennek át. 

Jelöljük a BCD háromszögbe beírt körök középpontjait 
A0A2AsA&-gye\, hol az első beirt kör mind a három oldalnak véges 
darabját, a többi három beírt kör pedig rendre a CD, DB, BC olda-
laknak véges darabját érinti. Ha ugyanígy a CDA, DAB, ABC 



lapokba írt körök középpontjait ̂ -Z^i^Z?!, D0DXD.2D3-mal 
jelöljük, úgy a négy ai Ξ AAÍ, négy bi == BBÍ, a = CCi, di == DDT 

egyenes közül 32-szer lesz négy-négy hyperboloidikus fekvésű. 
Ezek pedig: 

a0 Κ c0 d0 a-2 Cl di a. Κ Cl d0 a* h Co di 
a0 Κ c± d. a-z Κ d. a?> κ C-2 d3 \ Cx d2 

a0 Κ Cl dx a2 Κ C0 d0 α.Λ κ C0 dx aá Κ C1 d0 

a0 Κ d% a% Κ C± dz a3 \ Ci d% Κ % d3 

a0 h C2 d0 a2 h Co d2 as b3 d;3 h Cl d.2 

a0 h C1 d3 a2 Κ dx a3 h C4 d0 a* h di 
a0 Κ C(> d.2 a2 Κ c2 do a3 h d. «1 Κ ds 
a0 h dx a.2 h Cl d3 a3 h c2 dx aA Κ Ci do 

5. Hyperboloidikus fekvésű egyenesekre vonatkozó új példát 
látunk a következő (CHASLES-TÓL eredő) tételben kifejezve. 

Ha két tetraeder ABCD, A'B'C'D' o l y helyzetű, hogy az AA', 
BB', CC\ DD' szögpontpárokat összekötő egyenesek hyperboloidikus 
fekvésűek, akkor e szögpontpárokkal szemben fekvő lappároknak 
αα', ββ', γγ', δδ' metszővonalai is hyperboloidikus fekvésűek. — A két 
tetraedert ebben a helyzetben hyperboloidikus fekvésűnek nevezzük. 

Jelöljük a tételben felírt szögpontpároknak összekötő egyeneseit 
abed-ve 1, a lappárok metszővonalait a ^ c ^ - g y e l . 

Vegyük figyelembe az A'(B'CD'), A'{.BCD) közös csúcsú 
hároméleket. Ezeknek A'B', A'B; A'C', A'C; A'D1, A'D élpárjait 
összekötő síkok egymást egy a egyenesben, az A' pontból a föltétel 
szerint a BB' = b, CC' = e és DD' = d-hez vezethető transversa-
lisban metszik. Ezért ama háromélek perspektivek, és így az A'C'D', 
A'CD; A'D'B', A'DB·, A'B'C', A'BC lappároknak metszővonalai 
ugyanegy síkban feküsznek. Ε metszővonalakon vannak a CD, DB, 
BC éleknek metszőpontjai az A'C'D\ A'D'B', A'B'C' síkokkal, 
tehát amaz élek eme síkokat egy a ' egyenesen fekvő három pont-
ban metszik. De metszőpontokon mennek keresztül az A'C'D , 
ACD; A'D'B', ADB; A'B'C', ABC síkpároknak bx, ex, dx metsző-
vonalai, tehát a BCD síkban fekvő a4 egyenes metszi a bx, cx, dx 

egyenest, valamint a BCD síkban levő ax egyenest is. 
Ugyanígy kimutathatjuk, ha a B'(C'D'A'), B\CDA); 

C\D'A'B'), C\DAB); D'(A'B'C'), D\ABC) perspektiv hároméi-
párokból indulunk ki, hogy a cxdxax, dxaxbx, axbxcx egyeneseknek 
metszőpontjai a CDA, DAB, síkokkal szintén egy-egy bc', 
d' egyenesben vannak, melyek szintén mind a négy egyenest 
a1Z71c1á1-et metszik, s melylyel aztán a tétel igazolva van. 



Lássuk a különös eseteket! 
Tételezzük fel, hogy a tetraederek szögpontjait összekötő abcd 

egyenesek kétszöges fekvésűek, tehát pl. hogy az ab és cd egyene-
sek egymást metszik, és e metszőpontok síkjaiknak metszővonalá-
ban vannak. 

Ekkor az AB, A'B' valamint a CB, CB' élek is metszik 
egymást, tehát az ABC, A'B'C'; ΑΒΌ, A'B'D' síkpároknak dx, cx 

metszővonalai az (AB, A'B') ponton, és az ACD, A'C'B'; BCD, 
B'C'B síkpároknak bx,ax metszővonalai a (CD, C'D') ponton mennek 
keresztül. 

Az AB és A'B' élek a [cd] = CC'DD' síkot az Ε ésΈ pontok-
ban metszik, melyek a (cd) ponttal ugyanegy egyenesben vannak, 
mert a föltétel szerint az AA'BB' = | ab] sík a (cd) ponton megy 
keresztül. A CDE, C'D'E' háromszögek tehát perspektivek a (cd) 
pontra vonatkozólag, miért is megfelelő oldalpárjaiknak : CD, C'D'; 
DE, D'E', EC, EC-nek metszőpontjai ugyanegy egyenesben van-
nak. De a második és harmadik metszőpont az ABC, A'B'C', illetve 
az ABD, A'B'D' síkpároknak dly cx metsző vonalán van, tehát a 
[dxcx j sík az a (CD, C'D') = (axbx) ponton megy keresztül. 

Hasonlóképen kimutatható, hogy az [ a f y ^ sík az (AB, A'B') = 
\cxdx] ponton megy keresztül, s minthogy ezek szerint az [axbx], 
\cxdf] síkok metszővonala egyszersmind az (axbx% (cxdx) pontok-
nak összekötő egyenese: az af>xcxdx egyenesek is kétszöges 
fekvésűek. Ε szerint: 

Ha két tetraeder szögpontjait, e g y bizonyos rendben össze-
kötő n é g y egyenes kétszöges fekvésű, akkor az ezekkel szemben fekvő 
lapok metszővonalai is kétszöges fekvésűek. — A két tetraedert ekkor 
kétszöges fekvésűnek nevezzük. — 

Ha négy hyperboloidikus fekvésű egyenes közül három egy-
mást páronként metszi, akkor a metszőpontok vagy mind egybe-
esnek és a negyedik egyenes is ezen a ponton megy keresztül, vagy 
pedig ama metszőpontok külömbözők, tehát a három egyenes 
ugyanegy síkban van, és ekkor a negyediknek is ebben a síkban 
kell lenni. Mert csak ezekben az esetekben lehetséges, hogy a 
három első egyenesnek minden transversalisa a negyediket is 
messe. 

Két tetraeder szögpontpárjait összekötő egyenesek nem fekhet-
nek ugyanegy síkban, mert akkor a tetraederek is e síkban lenné-
nek. Ennélfogva a szögpontok összekötő egyenesei csak az előbbi 
első eset alá tartozhatnak, és ekkor a reájuk vonatkozó tétel 
így szól: 



Ha két tetraeder szögpontpárjait e g y bizonyos rendben össze-
kötő egyenesek e g y Ο pontban találkoznak, akkor e szögpontpárok-
kal szemben fekvő lappárok metszővonalai e g y ω síkban vannak és a 
tetraederek ekkor (czentrikusan) perspektiv helyzetűek. 

Ugyanis ha a tetraedereknek oly szögpontjait, melyek az Q 
ponttal egy egyenesben vannak, megfelelő szögpontoknak, és oly 
éleit és lapjait, melyek megfelelő szögpontokon mennek keresz-
tül, szintén megfelelőknek nevezzük, azt látjuk, hogy a hat meg-
felelő élpár metszőpontjai hármasával a négy megfelelő lappár 

metszővonalában vannak. De e négy vonal közül bármily kettő 
metszi egymást (egy megfelelő élpár metszőpontjában), és mind a 
négy nem megy egy ponton keresztül, tehát mind a négy metsző-
vonal egy síkban van. 

6. Bemutatunk végre hyperboloidikus fekvésű egyeneseket az 
úgynevezett Möbius-féle tetraederekben. Két tetraedert, melyeknek 
bármelyike a másikba be van írva és a másik körül van írva, 
Möbins-féle tetraedernek nevezünk, mert MÖBIUS ismerte fel először, 
hogy ily helyzete két tetraedernek lehetséges. 

Ha a Τ = ABCD tetraederbe és a körül egy T'^A'B'C'D1 

tetraedert akarunk írni, akkor (15. ábra) ennek D' csúcsát tetszés-



szerint vehetjük fel az ABC = δ lapban, és ennek a Z)'-vel szemben 
fekvő δ' lapját tetszésszerint vezethetjük a Β csúcson keresztül. 
Ezután a δδ' = <2 egyenessel metszük az ABCD' négyszög BC,AD 
ŰA, ; CZ)' szemben fekvő oldalpárjait az EE\ FF', GG' 
pontpárokban, melyek involucziót képeznek. Végre a δ' síkban egy 
A'B'C' háromszöget veszünk fel úgy, hogy az A'B'C'D négyszögnek 
A'D, B'C ; B'D, C'A'; C'D, A'B' szemben fekvő oldalpárjai az 
EE', FF', GG' involucziós pontpárokon menjenek keresztül, — ami 
végtelen sokfélekép lehetséges. 

Az ABCD, A'B'C'D' tetraederek már a kivánt helyzetűek, 
mert azoknak csúcsai ilyképen vannak azoknak αβγδ, α'β'γ'δ' lapjai-
ban elhelyezve: 

α-ban a BCDA' α'-ben a B'CD'A 
β- „ „ CD AB β'- „ „ C'D'A'B 
γ- „ „ DABC y- „ „ D'A'B'C j 

δ- „ „ ABCD' δ'- „ „ A'B'C'D. 

Ε különös helyzetű nyolcz pont ABCDA'B'C'D' a következő 
hyperboloidikus fekvésű egyeneseket szolgáltatja: 

AB, CD, A'B', C'D'; AB', BA', CD', DC, 
AC, BD, A'B', D'B'; AC', BD', CA', DB·, 2) 

AD, BC, A'D', B'C'·, AD', BC, CB', Β A', 

hol mindenik sorban az első négy egyenesnek transversalisa a 
második négy egyenes. így, az első sort tekintve, AB' metszi az AB 
és A'B'-1 az A és B' pontban; de metszi a CD és C'D'-1 is, mert 
ezekkel a β, illetve az y.' síkban van. Β A' metszi az AB és A'B'-X a 
Β és A' pontban, és metszi a CD és C'D' is, mert ezekkel az α 
illetve a β' síkban van, stb. 

Hogy a Möbius-féle tetraedereknek e tulajdonságát egy tételbe 
foglalva kifejezhessük, nevezzünk azoknak nyolcz csúcsa közül oly 
kettőt-kettőt, melynek bármelyike a másikkal szemben fekvő lap-
ban van, megfelelőnek, továbbá két megfelelő csúcscsal szemben 
fekvő lapot szintén megfelelőnek, végre legyen a két tetraedernek 
oly két éle megfelelő, melyen megfelelő csúcsok vannak. 

Ε szerint: két Möbius-féle tetraedernek két megfelelő éle és az 
ezekkel szemben fekvő szintén megfelelő két éle hyperboloidikus 
fekvésű. 

Az ABCDA'B'C'D' pontok az 
ABCD l ABCD'} AB'CD' ) AB'C'D} , 
A'B'C'D'\ A'B'CD \ A'BC'D \ A'BCD'y" ' 

AIöbius-féle tetraedereknek csúcsai. 
Klug : Projectiv G'eometria. ' 

k. 



így pl. a második csoportban felírt tetraederck azért Möbius-
félék, mert az elsőnek A, Β, C', D' csúcsai, a másodiknak 
B'CD, CDA', DA'B, B'CD lapjaiban vannak, és a másodiknak 
A', B', C, D csúcsai az elsőnek BCD', C'D'A, D'AB, ABC lapjai-
ban vannak, mint ezt az 1) táblázat mutatja. Ugyanez mondható a 
másik két tetraederpárról is. 

De ezek az új Möbius-féle tetraederek nem nyújtanak más 
hyperboloidikus fekvésű egyenesnégyeseket, mint a 2) táblázatban 
felírtak. 

7.*) Ismertetni akarjuk e helyen a Möbius-féle tetraedereknek 
még más érdekes tulajdonságait. 

Jelöljük a Τ = ABCD és T' = A'B'C'D Möbius-féle tetraede-
rek megfelelő csúcsainak összekötő egyeneseit, a csúcstengelye-
ket, és megfelelő lapjainak metszővonalait, a laptengelyeket, ekképen: 

AA' = a,, BB' = bu CC = c l y DD' === d, 
αα '==a, ββ'==2>, γ y ' = c , W = d, 

és feleljen meg minden csúcstengelynek az a laptengely, melyben 
a csúcstengelyen levő csúcsokkal szemben fekvő lapok egymást 
metszik. 

Kimutatható, hogy minden csúcstengelyből a többi megfelelő 
csúcspárok involucziós síkpárokkal projicziáltatnak, továbbá minden 
laptengely a megfelelő lappárokat involucziós pontpárokban metszi. 

így az a, csúcstengelyt a BB', CC', DD' pontpárokkal össze-
kötő síkpárok a d laptengelyt a GG', FF', FF' involucziós pont-
párokban metszik, tehát ama síkpárok is involucziósak. Továbbá az 
a laptengelyt, mely az 

y. = A'BCD = AB'C'D' 

síkok metszővonala 

a.$==AB'CD, $' = A'BC'D' síkok az (AB',CD), (A'B, CD') 
„ γ = ABC'D, γ = A'Β'CD' „ „ (AC',DB), (A'C, D'B') 
„ δ = ABCD', 8' = A'B'C'D „ „ (AD',BC), (A'D, B'C') 

pontpárokban metszik, melyek az a laptengelyen involucziót képez-
nek, mert e pontpárok úgy az A'BCD négyszög, mint az AB'CD' 
négyszög szemben fekvő oldalainak metszőpontjai az a-val. 

A tétel azonban még általánosabban is kifejezhető, és pedig 
ekképen: 

*) Ε §-nak további részlete a könyv első olvasásánál kihagyható. 



Ugyanis egy a 8 síkban fekvő b egyenes az AJBCD' négyszög 
BC, B'A; GA, BB'; AB, CB' szemben fekvő oldalpárjait ugyan-
azokban a pontpárokban metszi, a melyekben az α, a ' ; β, β'; γ, γ ' 
megfelelő lappárok, és egy a Z) ponton keresztül menő b* egyenes-
ből, mely pl. a δ lapot egy £)* pontban metszi, az A, A ' ; Β, B ' ; 
C, C' megfelelő csúcspárok involucziós síkpárokkal projicziáltatnak, 
mert ezek a síkpárok a d egyenest ugyanabban a három involucziós 
pontpárban metszik, mint az ABC&* négyszögnek szemben fekvő 
oldalai. A mit pedig a Möbius-féle tetraederek 8 lapjáról és Β csúcsá-
ról kimutattunk, az érvényes a többi lapokra és csúcsokra nézve is. 

8. Vizsgáljuk most meg ama nyolcz egyenes helyzetét, mely-
ben valamely σ sík a Möbius-féle tetraederek lapjait metszi. Jelöljük 
e végből az αβγδα'β'γ'δ' lapoknak metszővonalait a σ síkkal rendre 
abcba'b'c'ö'-sel, az abcd laptengelyeknek és az chjbxcydx csúcs-
tengelyeknek metszőpontjait a σ síkkal 2133(53), S ^ ö ^ ^ - g y e l . 

Kimutatható, hogy az 

abcb ) «&c'b'i ab'cb') ab'c'b) 
a'b'c'b' j a'b'cb { abc'b' \ ^ a'bcb' ] ^ 
ab'c'b' \ a'bc'b'} a'b'cb'/ a'b'c'b) 
a'bcb f Ά ί ab'cb \ θ ι abc'b \ abcb' J 

négyoldalpárok oly helyzetűek, hogy szögpontpárjainak összekötő 
egyenesei közül hat megy a melléjük írt pontokon keresztül. 

így pl. az 
(ab) (c'b'), (bc) (a'b'), (ac) (b'b') 
(a'b') (cb), (b'c') (ab), (a'c') (bb) 

egyenesek ez 912 ponton mennek keresztül. 
Ugyanis az előbbi tétel folytán, az abc, α'6'c' háromszögek-

nek oldalai a b' egyenest egy involuczióban metszik, tehát az 
(ab) (c'b'), (bc) (a'b') egyeneseknek 2I2 metszőpontján keresztül megf-
áz (ac) (b'b') egyenes. 

Ugyanígy 
az abb, a'b'D' háromszögek oldalai a c egyenest involuczióban metszik, 
a bcb, b'c'b' „ „ az α 
az acb, a'c'b' „ „ a b „ 



tehát 
az ( a c ) ( b ' b ' ) , (bc)(a'b') egyeneseknek W2 metszéspontján keresztül megy a (cb)(a'b'), 
„ (ab)(c'b'), (ac)(b'b') „ „ „ „ „ (ab)(b'c'), 
„ (bc)(a/b/), (ab)(c/b/) „ „ „ „ „ (bb)(a'c'), 

és így mind a hat felírt egyenes az % ponton megy keresztül. 
Hasonlókép mutatható ki a jelzett tulajdonság a többi 

hét négyoldalpárról. De hátra van még annak igazolása, hogy ezek 
az pontok az af>xcxdx csúcstengelyeknek metszőpont-
jai a σ síkkal, a mi következőkép történik: 

Az A'B, AB, A'C, AC egyenesek a σ síkot az (ab'), (cb), 
(ac'), (bb) pontokban metszik; ennélfogva az A'AB, A'AC és τ 
síkoknak metszővonalai az AA', (ab')(cb), (ac')(bb) egyenesek, 
tehát az AA' == ax egyenes keresztül megy a másik kettőnek Sít 
metszőpontján. 

Az 2Ι23(£ϊ), ^ © Α Φ Χ , négyszögek olyan helyzetűek, 
hogy szögpontjaik hármasával tizenhat egyenesen vannak, ezek az 
egyenesek pedig: 

Sí, % $ κ ' 3í S , 
9 3 5 3 X 3 Í 2 23 V - ^ 93 Γ Α (£., 2 3 ( ^ 2 ) , 

e si2 e D t © wx © x>., 
φ vi2 ® &x ^ 2?\ C © ^ ®2 



Annak kimutatására, hogy pl. az pontok egy egyene-
sen feküsznek, induljunk ki (16. ábra.) az 

(oc) (b 'b ') (a'c) ( a V ) ( c b ) ( a 6 0 
hatszögből, melynek három nem egymásra következő szögpontja a 
c egyenesen van, a másik három pedig "a b' egyenesen van, mely 
tehát Pascal-hatszög. Ezért a szemben fekvő oldalak metszőpontjai 

|(QC) (b'DO. (ct'b') (cb)] = 
|(b'b') (a'c), (cb) ( a b O N H i 
j(a'c) ( a ' b ' ) , ( a b ' ) (ac)| = ( a a ' ) = = 

ugyanegy egyenesen vannak. 

Ha pedig az 
(oc) (b'b) (cb) <a '60(cb0 ( 6 V ) 

Pascal-hatszögből indulunk ki (17. ábra), melynek szögpontjai szintén 
a cb' egyenespáron feküsznek, következik, hogy a szemben fekvő 
oldalaknak metszőpontjai: 

|(QC) (b 'b), ( a ' b ' ) (cbOl = 
i(b'b) (cb), (cbO (b'b')| = (bb') = = 2) 
| ( c b ) ( a ' b ' ) , (b'b') (ac)| = = 5i2 

szintén ugyanegy egyenesen vannak. 
Hasonlókép igazolható, hogy a többi ponthármasok is egy-

egy egyenesen vannak. — írjuk most fel a talált eredménye-
ket a következő tételbe: 

Egy tetszésszerinti sík két Möbius-féle tetraeder lapjait 
nyolcz egyenesben metszi, mely nyolcz négyoldalpár oldalainak 



tekinthető. Ε négyoldalpárok mindegyike o l y tulajdonságú, hogy 
a szögpontpárjaikat összekötő egyenesek hatával e g y ponton mennek 
keresztül. Ilyen pont tehát nyolcz van, melyek két pontnégyesre 
bonthatók; ezeknek egyikében a megfelelő tetraederlapok metsző-
vonalai, a laptengelyek, metszik a felvett síkot. Az egyik pont-
négyes fontjait a másik pontnégyes pontjaival összekötő egyenesek 
négyesével négy pontban, tehát e g y harmadik pontnégyesben talál-
koznak, mely a csúcstengelyeknek metszése a felvett síkkal. 

A tételben előforduló három pontnégyes egyikében, 5UB(S2)-ben 
a Möbius-féle tetraederek laptengelyei, a másikban, SÍ1931®1S)1 -ben, 
annak csúcstengelyei metszik a felvett síkot. Milyen jelentést adha-
tunk még a harmadik pontnégyesnek, 9í2Q32(£22)2-nek ? 

Az Sí2 pontban találkoznak az 

(ab) (c'bO, ( b c ) ( a ' b ' ) , (ac) (b'b') 
(a 'b') (cb), (b'cO (ab), (a 'c ') (bb) 

egyenesek. Az (ab) pont az ABCD tetraeder οφ = CD élének, a (c'b') 
pont pedig az A'B'C'D' tetraeder y$'==A'B' élének metsző-
pontja a G síkkal. Ugyanígy a többi felírt pont ama tetraederek többi 
éleinek metszőpontja a G síkkal. Ε szerint: az ABCD, A'B'C'D' 
Möbius-féle tetraederek élei a G síkot tizenkét pontban metszik, ha 
az egyik tetraeder éleinek metszőpontjait összekötjük az ezeknek 
megfelelő élekkel szemben fekvő éleknek metszőpontjaival, akkor 
az összekötő egyenesek egy 2I2 pontban találkoznak. 

Ugyanígy származnak a (S2, S)2 pontok a 3) alatt levő más 
három Möbius-féle tetraederpárból. Ezért mondhatjuk : 

Ha két Möbius-féle tetraeder éleit e g y tetszésszerinti síkkal 
metszük és az egyik tetraeder hat élének metszőpontjait, az 
egyes élekkel szemben fekvő éleknek megfelelő élek metszőpontjai-
val egyenesek által összekötjük, ú g y ez a hat összekötő egyenes 
ugyanegy pontban találkozik. Ugyanebben a pontban találkozik 
az a négy egyenes is, mely a két Möbius-féle tetraeder négy pár 
megfelelő csúcs- és laptengelyének metszőpontjait a felvett síkkal 
összeköti. 

Vagy: 
Egy tetszés szerinti G sík két Möbius-féle tetraeder megfelelő 

csúcs- és laptengelyeit né^y pontpárban metszi, melynek négy összekötő 
egyenese e g y pontban találkozik. Ez a G sík a két tetraeder lapjait o l y 
két négy oldal szerint metszi, melynek szögpontjai ama találkozási 
vontból egymásba projicziáltatnak. 

9. A Möbius-féle tetraedereknek nevezetes tulajdonsága, hogy a 



négy csúcstengelynek és a négy laptengelynek ugyanaz a két 
szelője van. 

Hogy ezt kimutassuk, induljunk ki abból az EE'. FF'. GG' 
pontinvoluczióból, melyben az αχ', ββ', γγ' megfelelő lappárok a 
δδ' == d tengelyt metszik, és húzzunk annak MdNa kettőspontjaiból 
az ax = AA', bx == BB' csúcstengelyekhez az m, η szelőket (15. ábra). 

Az axbxd tengelynek m, n, AB, A'B' szelői a d tengelyt az 
MdN GG' harmonikus pontnégyesekben metszik, és ezért az ax, bx 

tengelyeket is ugyanilyen pontnégyesekben fogják metszeni, tehát 
az AA', BB' pontpárok az m, η szelőktől harmonikusan vannak 
elválasztva. 

Minthogy az AA', FF' és a BB', EE' pontpárok az m, η szelők-
től harmonikusan vannak elválasztva, azért úgy az AF, A'F', m, n, 
mint a BE, B'E', m, η egyeneseknek minden szelője az illető négy 
egyenest harmonikus pontnégyesben metszi. 

Az a pont tehát, mely az AF, BE egyeneseknek C metsző-
pontját az m, η szelőktől harmonikusan elválasztja, rajta van az 
A'F' és B'E' egyenesen, s így ezeknek C' metszőpontja. Az m, η 
szelők tehát a GG' megfelelő csúcsokat is harmonikusan választják 
el és metszik a GG' ΞΞΞ CX csúcstengelyt. 

Hasonlóképen az AA', EE', és BB', FF' pontpárok az m, η 
szelőktől harmonikusan lévén elválasztva: az AE', A'E, m, η 
egyeneseknek és a BF', B'F, m, η egyeneseknek minden szelője az 
illető egyeneseket harmonikus pontnég^^esekben metszi. 

Az a pont tehát, mely az AE', BF' egyeneseknek D metsző-
pontját az m η szelőktől harmonikusan elválasztja, rajta van az AE', 
B'F egyeneseken s így ezeknek Ό metszőpontja. Az m η szelők 
ezért a DO' megfelelő csúcsokat is harmonikusan választják el és 
metszik a DD' = dx csúcstengelyt. 

Minthogy végre az AA', BB', 6 C', DD' megfelelő csúcsok 
az m, η szelőktől harmonikusán vannak elválasztva a BCD^=a., 
B'CD' = a ' ; GAD = %, C'A'D' = V, ABD == γ, A'B'D' Ξ γ' lap-
párok az m, η szelőktől szintén harmonikusan lesznek elválasztva, 
és ezért az m, η szelők az αα' = a, ββ' = b, γγ' == d laptengelyeket 
is metszik. Ehhez képest mondhatjuk : 

A Möbius-féle tetraederek csúcs- és laptengelyeinek két közös 
(valós vagy képzetes) szelője van, mely ú g y a megfelelő csúcspáro-
kat, mint a megfelelő lappárokat harmonikusan választja el. 

10. Két Möbius-féle tetraeder szerkesztését megkezdhetjük 
annak a két szelőnek, m és M-nek, felvételével, mely az összes 
csúcs- és laptengelyeket metszi. Felvehetjük azonkívül még az egyik 



tetraedernek három csúcsát, pl. ABC-t. Ezután megszerkesztjük 
azokat az A', B\ C' pontokat, melyek az A, B, C-t az m, η egyenes-
pártól harmonikusan elválasztják. Az ABC, A'B'C' síkok egymást a 
d laptengelyben, az AB'C', BC'A\ CA'B', ABC síkok egymást a 
D' pontban, végre az A'BC, B'CA, C'AB, A'B'C' síkok egymást a 
Ό pontban metszik, és ABCD, A'B'C'B' a két Möbius-féle tetra-
eder. — Ha az η egyenes az m-re merőleges síknak végtelen távol 
fekvő egyenese, akkor az előbbi eljárás szerint az ABC-ből szer-
kesztett ABCD, A'B'C'D' Möbius-féle tetraederek egymásnak 
tükörképei az m tükröző egyenesre vonatkozólag. (Érdekes volna 
azoknak az m egyeneseknek geometriai helyét fölkeresni, melyre, 
mint tükröző egyenesre vonatkozólag, egy adott ABCD tetraedernek 
tükörképe az adottal Möbius-féle tetraedert képez!) 

A Möbius-féle tetraeder első szerkesztése alkalmával (a 96. 
oldalon) egy ABCD' négyszögből és egy, annak szemben fekvő 
oldalait az EEFF', GG' pontpárokban metsző d egyenesből indul-
tunk ki, mely d-n keresztül menő δ' síkban egy A'B'C'D négyszöget 
akkép vettünk fel, hogy annak szemben fekvő oldalai szintén az 
EE\ FF', GG' pontpárokon menjenek keresztül. Ha a d egyenest 
nem vesszük fel tetszésszerint ama négyszög síkjában, hanem úgy, 
hogy az a D' pontnak harmonikus polárisa legyen az ABC három-
szögre vonatkozólag, tehát az Ε', F', G' pontok harmonikusan válasz-
szák el az E, F, G pontokat az FG, GE, EF pontpároktól, akkor a d 
egyenes a D pontnak is harmonikus polárisa az A'B'C' háromszögre 
vonatkozólag. De ekkor nemcsak a d laptengelynek van az a tulaj-
donsága, hogy harmonikus polárisa a D, D' pontoknak az A 'B'C', 
ABC háromszögekre vonatkozólag, hanem az a, b, c laptengelyek is 
harmonikus polárisai a megfelelő alf bv cx csúcstengelyeken fekvő 
csúcsoknak, a laptengelyeken keresztül menő lapokban fekvő, és a 
tetraedereket határló háromszögek vonatkozólag. 

Ugyanis az a laptengely a δ és δ' lapokat az (AD',BC) =A<), 
(A'D, B'C)==A<V pontokban metszi, melyek közül az A?> pont az 
E = (A'D, BC) pontot a BC pontpártól harmonikusan választja el; 
az Αδ pont pedig akkép van elhelyezve, hogy a DEA'A,)' pont-
négyes kettős viszonyának értéke = — 2. Ebből pedig már az követ-
kezik*), hogy az a laptengely harmonikus polárisa az A' pontnak a 
BCD háromszögre vonatkozólag, és így egyszersmind az A pontnak 
a B'C'D' háromszögre vonatkozólag. Ε szerint: 

Ha két Möbius-tetraeder o l y különös helyzetű, hogy egyik lap-
tengelye harmonikus polárisa e g y tetraedercsúcsnak a másik tetra-
edert határló háromszögre vonatkozólag, akkor mind a négy lap-



tengelynek ugyanez a tulajdonsága van, és a csúcstengelyek 
harmonikus polárissugarai bármelyik tetraeder lapjának a másik 
tetraedert határló háromélekre vonatkozólag. 

Ily különös Möbius-féle tetraederek csúcs- és laptengelyeinek 
közös szelői mindig képzetesek. 

11. §. A hyperboloid poláris tulajdonságai. 

1. Egy Ρ pontból a hyperboloidhoz fektethető érintősíkok 
érintőpontjain keresztül menő ~ síkot (9. §. 3.) a Ρ pont poláris-
síkjának, és a Ρ pontot a π sík pólusának nevezzük. Ez értelmezés 
alapján a hyperboloid valamely Ρ pontjának polárissíkja, a Ρ pont 
érintősíkja és egy r érintősíknak pólusa, az érintőpont P. 

Ebből látható, hogy oly módon, mint a α sík pontjai és egye-
nesei között a α síkban fekvő bármely kúpszelet, és az Μ nyaláb 

*) Ha (18. ábra) a POR háromszög P, Q, R szögpontjait az 0 ponttal össze-
kötő egyenesek a szemben fekvő oldalakat a P', Q', R' pontokban metszik cs a 

P",Q",P" pontok a P', Q', R' pontokat a QR, RP, PQ pontpároktól harmonikusan 
választják el, akkor a P"Q"R" pontok az Ο pontnak a POR háromszögre vonat-
kozó harmónikus polárisán fektisznek.Ha a PO, QO, RO egyeneseknek metszőpontjai 
a P"Q"R" egyenessel P1} Qly Ru 

akkor : (ΡΡΌΡ0 = (QQ'OQJ = (RR'ORj) = — 2. 

Ugyanis az (R"Q, Q"R) Ξ P0 pont a POP'Ρx egyenesen akkép fekszik, hogy 

(.P'PP0O) = - 1, (P'PyPPo) = — 1, tehát (P'PP^P0) = 2, 
és így : 

(ΡΡΌΡ]) =(P'PP10) = (Ρ'ΡΡ,Ρο) (P'PPoO) =2.- 1 =-2. 



síkjai és sugarai között e nyalábban fekvő bármely II. r. kúp, vonat-
kozást, úgynevezett poláris vonatkozást létesít: a tér pontjai és 
síkjai között a hyperboloid vonatkozást hoz létre, melyben minden 
Ρ pontnak e g y π sík, a Ρ pontnak a hyperboloidra vonatkozó poláris-
síkja, és minden síknak e g y pont, a síknak a hyperboloidra vonat-
kozó pólusa felel meg. 

A tér pontjainak és síkjainak e vonatkozását térbeli poláris 
vonatkozásnak vagy polaritásnak, a polaritás alapján rendezett tért, 
poláris-térnek vagy polárisrendszernek, végre azt a hyperboloidot, 
mely a polaritást létesíti, a poláris-tér vezető- vagy rendifelületének 
nevezzük. 

Vegyük tekintetbe a Ρ pontnak egy hyperboloidhoz tartozó 
érintő kúpját, tehát azt a II. r. kúpot, melynek alkotói a Ρ pontból 
a hyperboloidhoz vezethető érintők. A Ρ ponton keresztül menő p, sík 
ezt az érintőkúpot két valós alkotó szerint, a hyperboloidot egy k ^ 
kúpszeletben metszi, melynek ama alkotók érintői. Ebből következik, 
hogy a Ρ pontnak a kf2) -re vonatkozó polárisa, a Ρ pontnak π polá-
rissíkjában van, és így a P-n keresztül menő és a Oj síkban 
levő sugarak metszőpontjai a hyperboloiddal, (melyek tehát a 
β ^ - e n vannak), a Ρ ponttól és a rr síktól harmonikusan lesznek 
elválasztva. 

Ha a p2 egy másik sík, mely a P-n keresztül megy és a kúpot 
két valós alkotóban, a hyperboloidot egy kúpszeletben metszi, 
akkor a P-n keresztül menő és a 52 síkban fekvő sugarak metsző-
pontjai a hyperboloiddal, a P-től és --től szintén harmonikusan 
vannak elválasztva. Ha végre a p.s a P-n keresztül menő tetszés-
szerinti sík, mely ama kúpot nem metszi valós alkotók szerint, akkor 
a PiPs» a ?2?:s egyeneseknek metszőpontjai a hyperboloiddal a 
P-től és π-től harmonikusan vannak elválasztva, tehát a (p3-) 
egyenes szintén polárisa a Ρ pontnak arra a kúpszeletre vonat-
kozólag, melyet a p3 sík a hyperboloidból kimetsz. Ennélfogva 
általánosan : 

Valamely Ρ ponton keresz-
tül menő síkok a hyperboloidot 
kúpszeletek szerint metszik ; a 
Ρ pontnak e kúpszeletekre vo-
natkozó polárisai a Ρ pontnak 

Ha valamely π síknak pont-
jaiból a hyperboloidhoz érintő-
kúpokat fektetünk, akkor a -
síknak e II. r. kúpokra vonat-
kozó polárissugarai egymást 

a hyperboloidra vonatkozó po- egy pontban, a π síknak hyper-
lárissíkjában feküsznek. boloidra vonatkozó pólusában, 

metszik. 
Nevezzük a Ρ sík polárissíkjának egy pontját i^-nek. A PB 

egyenesen keresztül menő sík a hyperboloidot oly kúpszeletben 



metszi, melyre nézve a PR pontpár kapcsolt pólus, s ezért az P-nek 
polárisa e kúpszeletre vonatkozólag, tehát az R-nek polárissíkja a 
hyperboloidra vonatkozólag, a Ρ ponton megy át. Ε szerint: 

A - síkban fekvő pontoknak 
polárissíkjai a hyperboloidra vo-
natkozólag, --nek pólusán, P-n, 
mennek keresztül. 

A Ρ ponton keresztül menő 
síkoknak pólusai a hyperbo-
loidra vonatkozólag, a Ρ pont 
polárissíkjában, x-ben, feküsz-
nek. 

Ebből az előbbi tétellel egybevetve következik: 
Ha a Ρ pontnak polárissíkja a hyperboloidra vonatkozólag a 

ττ sík, akkor a Ρ nyaláb sugarainak metszőpontjai a hyperboloiddal, 
valamint e metszőpontok érintősíkjai, a Ρ ponttól és a - síktól har-
monikusan vannak elválasztva. 

2. A Ρ pontnak a hyperbo-
loidra vonatkozó polárissíkjá-
ban, π-ben, minden pontot és 
egyenest a P-hez kapcsolt pó-
lusnak, illetve kapcsolt poláris-
nak nevezünk. 

A - síknak a hyperboloidra 
vonatkozó Ρ pólusán keresztül 
menő minden síkot és egyenest, 
a ~-hez kapcsolt polárissíknak, 
illetve kapcsolt polárisnak ne-
vezünk. 

Ha az & pont a Ρ és R pontokhoz kapcsolt pólus, tehát a Ρ 
és R pontok - és ο polárissíkjainak q = metszővonalában fekszik, 
akkor az 5-nek polárissíkja σ, & PR pontokon, tehát a PR = qx 

egyenesen megy keresztül; és fordítva: a qx-en keresztül menő síkok 
pólusai a q-ban feküsznek. Ε szerint: 

A hyperboloidra vonatkozólag bármely egyenesen 
keresztül menő síkoknak pólu-
sai egy egyenesen feküsznek. 

fekvő pontoknak polárissíkjai 
egymást egy egyenesben met-
szik. 

Ily két egyenes, mely közül bármelyik a másikon keresztül menő 
síkok pólusait tartja, együttvéve polárispárnak, külön-külön pedig 
az egyiket a másik polárisának nevezzük úgy a hyperboloidra vonat-
kozólag, mint a hyperboloidtól meghatározott polárisrendszerben. 
A polárisrendszerben polárispár van, mert minden egyenesnek 
van egy polárisa, mely véle egy párt alkot. 

Ha a q és qy egyenes polárispár a HW hyperboloidra vonatko-
zólag és a q a hyperboloidot a (gxhx), (g.Ji2) pontokban metszi, akkor 
e pontoknak érintősíkjai [gxh/\, ], mint ama metszőpontoknak 
polárissíkjai, a qx egyenesen mennek keresztül. Ez a qx egyenes a 
hyperboloidot tehát szintén metszi a (gxh2), (g^hx) valós pontokban, 
melyeknek érintősíkjai a pban találkoznak. Ha q és qx 



polárispár közül a q egyenes a hyperboloid ] érintősíkjában van 
és a ( g j t j ) érintőponton megy keresztül, akkor annak polárisa qx 

szintén keresztül megy a (gjiy) ponton és a [ g M síkban fekszik; 
s mert a qx egyenes benne van a q bármely pontjának polárissík-
jában, azért a gx, hx alkotók a q, qx-tői harmonikusan vannak elvá-
lasztva. Ha végre a q egyenes ebben a [gxhx] érintősíkban a gx, hx 

egyenesek egyikével egyesül akkor a qx is egy esül ugyanazzal az 
egyenessel. 

Könnyen belátható, hogy két egymást metsző q, r egyenesnek 
qx, rx polárisai is metszik egymást, mert a \qr\ síknak pólusa, a 
qx-ben és az 74-ben fekvő pont. Mindazokat az rx egyeneseket, 
melyek a q egyenes polárisát, ^-et , metszik, a q-hoz kapcsolt polá-
risnak nevezzük. Az egyenes kapcsolt polárisainak száma oc3. 

Valamely q egyenesen fekvő A síksor síkjainak pólusai a 
pontsor polárissíkjai a hyper- hyperboloidra vonatkozólag a 
boloidra vonatkozólag a pont- síksorral involucziós fekvésű 
sorral involucziós fekvésű sík- pontsort képeznek, 
sort képeznek, melynek tenge-
lye qx, a #-nak polárisa. 

Ugyanis a q-η keresztül fektetett - sík a hyperboloidot egy Ψ 
kúpszeletben, a q pontsor polárissíkjait pedig e pontsornak a kW -re 
vonatkozó polárisaiban metszi, melyek a pontsorral involucziós fek-
vésű sugársort képeznek. 

A hyperboloidra vonatkozólag az (A, β) sugársor sugarainak 
polárisai, a sorral projectiv (Β, a) sugársort képeznek, melynek Β 
középpontja és α síkja, ama (A, β) sor β síkjának pólusa és A közép-
pontjának polárissíkja. 

Ugyanis az a pontsor, melyben az (A, β) sugársor az αβ == q 
egyenest metszi, projectiv pontjai polárissíkjainak sorával, és így 
egyszersmind azzal a (Β, a) sugársorral, melyben az α sík azt a sík-
sort metszi. 

A hyperboloidra vonatkozólag a kúpszelet pontjainak poláris-
síkjai II. o. síksort, és egy sugársereg (vagy II. o. sugársorj sugarai-
nak polárisai szintén sugársereget (illetve II. r. kúpot) képeznek. 

Tekintsük a kúpszeletet két projectiv sugársor képződményé-
nek. Ε sorok polárisai közös középpontú és projectiv sugársorok 
lesznek, melyeknek képződménye II. o. síksor. Ha pedig a sugár-
sereget két projectiv pontsor képződményének tekintjük, akkor e 
két pontsor polárissíkjainak képződménye, mely szintén sugársereg, 
a felvett sugársereg polárisaiból áll. 



Könnyen belátható, hogy négy hyperboloidikus fekvésű egye-
nesnek a hyperboloidra vonatkozó polárisai szintén hyperbolikus 
fekvésűek. 

3. A hvperboloidra vonatkozólag valamelv egvenesen 
fekvő kapcsolt pólusok a hy-
perboloid tetszőleges alkotójá-
ból ugyanazzal az involucziós 
síksorral projicziáltatnak, mint 
az egyenes polárisán fekvő kap-
csolt pólusok. 

keresztül menő kapcsolt polá-
rissíkok a hyperboloid bármely 
alkotóját ugyanabban az invo-
lucziós pontsorban metszik, 
mint az egyenes polárisán ke-
resztül menő kapcsolt poláris-
síkok. 

Ugyanis (a jobboldalon álló tételre gondolva), ha az r egyenes 
a hyperboloid egy tetszőleges polárispárját, q és <7x-et, és egy g alko-
tóját metszi, akkor az r-nek polárisa ry szintén metszeni fogja a 
q, qx és Ennélfogva a [qr] és [ g r j kapcsolt polárissíkok a g 
alkotót ugyanabban a pontpárban metszik, mint a [q^r] és [qxr^\ 
kapcsolt polárissíkok. És ha a q, qA. és g egyenesek szelőjét, r-t, vál-
toztatjuk, azt látjuk, hogy a#-n s a^-en keresztül menő összes kap-
csolt polárissíkpárok a g-t ugyanazokban a pontpárokban metszik. 

Ha a q és qx a hyperboloidnak oly polárispárja, mely egymást 
nem metszi, akkor a hvperboloidon fekvő bármelyik sugárseregben 
azok a sugarak, melyek a <7, ^x-et harmonikusan elválasztják, invo-
lucziósan vannak párosítva, s mint ilyenek egy involucziós sugár-
sereget képeznek. A szerint a mint a g-nak, és így egyszersmind a 
í/j.-nek, metszőpontjai a hyperboloiddal valósak vagy képzetesek: 
a hyperboloidon meghatározott mindkét involucziós sugársereg 
hyperbolikus, illetve elliptikus. 

Ugyanis azok a pontok, melyek a hyperboloid egy gi alkotójá-
nak pontjait a q, q^tol harmonikusan elválasztják egyrészt a hyper-
boloidon, másrészt egy egyenesen feküsznek, mely a gi-t nem metszi; 
ennélfogva ez utóbbi egyenes a g sugárseregnek egy sugara^,·. 
A q-η keresztül menő tetszőleges sík a hyperboloidot a k^ kúp-
szeletben, a qx-et a Q pontban metszi, mely a #-nak a -re vonat-
kozó pólusa. A [Qq~\ síkban a Q-η keresztül menő sugarak a 
involucziós pontsorban metszik, melynek társpontjai a q, qx egyene-
sektől harmonikusan vannak elválasztva ; a hyperboloidnak e társ-
pontokon keresztül menő alkotói, akármelyik rendszerhez tartozza-
nak azok, a q és ^-től szinten harmonikusan lesznek elválasztva. 
Abban az esetben, a midőn a q egyenes a hyperboloidot, és így a£(2> 
kúpszeletet is, valós pontokban metszi, a &,2>-n meghatározott involu-
cziós pontsor és ezzel egyszersmind a hyperboloidon levő két involu-



cziós sugársereg hyperbolikus természetű. Ε sugárseregeknek két 
pár kettőssugara egy tetraedernek két pár szemben fekvő élpárja, 
melynek harmadik szemben fekvő élpárja a qqv 

Ha a | Qq\ sík helyett a q-η keresztül más síkot fektetünk, 
akkor K2) kúpszelet ugyan változni fog, de a két involucziós sugár-
seregnek minden társsugárpárja ugyanaz marad, mert pl. a gi-1 a 
q, qx-tői ósak egy sugár g\ választja el harmonikusan. Ebből még az is 
következik, hogy ha a q és qx-tői az előbbiek szerint meghatározott 
involucziós sugárseregeknek társsugarai gig'i, hih'i, akkor a (giht), 
(g'ih'i), valamint a (gih'i), (g ' i lu) pontpárok összekötő egyenesei a qqv 

egyeneseket metszeni fogják. — 
Függetlenül a polárispártól, mint már előbb (9. §. 4.) láttuk, úgy 

párosíthatjuk egy sugársereg sugarait involucziósan, hogy vagy a 
támasztó sugárseregnek egyik sugarán e g y involucziós pontsort 
veszünk fel; ennek társpontjain keresztül menő sugárpárok az adott 
sugárseregben már egy involucziós sugársereget képeznek. Vagy 
pedig az adott sugársereget egy síkkal kúpszelet szerint metszük és 
ezen egy involucziós pontsort veszünk fel; ennek társpontjain 
keresztül menő sugarak az adott seregben már involucziósan vannak 
párosítva. A kúpszeleten felvett involucziós pontsor involucziós ten-
gelye, s annak a sugársereget tartó hyperboloidra vonatkozó polárisa, 
harmonikusan választja el a szerkesztett sugársereg társsugarait. 

Ha a hyperboloid két sugárseregének sugarai involucziósan 
vannak párosítva és mindkét involuczió hyperbolikus, vagy elliptikus, 
akkor ezek a hyperboloidra vonatkozólag egy polárispárt, qqx-et, 
határoznak meg, mely a két involucziós sugársereg társsugarait 
harmonikusan választja el. 

Amidőn ugyanis mindkét involuczió hyperbolikus, annak 
a tetraedernek harmadik szemben fekvő élpárja, melynek másik két 
élpárját ama involucziós sugárseregek kettőssugarai képezik. 

A midőn mindkét involucziós sugársereg elliptikus természetű, 
vegyünk fel mindkettőben két pár társsugarat gxg\, g%g'^ és hji\y 

h.2h'.2-őt, melyek egymást harmonikusan elválasztják (Proj. G. E. 54.). 
A ( g y h y ) (g\h\) pontokon keresztül menő sík a hyperboloidot 
egy kW kúpszeletben, a sugárseregeket, a kW -n fekvő involucziókban 
metszi. Ezekben a i g j i y ) , (g\h\) társpontokat a (g.2h.2)-tői, a g\- és 
/í'2-ben fekvő pont választja el, tehát a g'.2h'.2 egymást szintén a kW-n 
metszi, s mert a két involucziónak két társpontpárja ( g j i y ) (g\h\), 
( gAHg 'zK) közös, azért azok csak egy involucziót képeznek a 
kW-on; ennek involucziós tengelye q, és g-nak polárisa qL, a két 
involucziós sugárseregtől meghatározott polárispár. 



Ha a hyperboloidon a két sugársereg közül egyiknek sugarai 
hyperbolikus, a másikénak sugarai elliptikus involucziót képeznek, 
akkor az a polárispár, mely mindkét involucziónak társsugarait 
harmonikusan választja el, II. fajú képzetes egyenes. — 

Egy elliptikus involucziós sugárseregben mindig van egy társ-
sugárpár, mely a sugársereget tartó hyperboloidnak egy qqx poláris-
párját, mely nem metsző egyenespár, harmonikusan választja el. 
Ugyanis azok a sugárpárok az adott sugárseregben, melyek aqqx-et 
harmonikusan választják el, egy új involucziós sugársereget képez-
nek. Ennek pedig az adott elliptikus sugársereggel mindig van egy 
(vagy oc1) közös társsugárpárja, mely már a keresett sugárpár lesz. 

4. Egy oly tetraedert, melynek mindegyik lapja a szemben 
fekvő csúcsnak polárissíkja, és így mindegyik éle, a szemben fekvő 
élnek polárisa valamely hyperboloidra vonatkozólag, a hyperboloid, 
valamint a tőle meghatározott polárisrendszer, poláristetraederenek 
nevezzük. 

A poláristetraederek száma a hyperboloidtól meghatározott 
polárisrendszerben oc6; mert a poláristetraederegyik csúcsáttetszés-
szerint választhatjuk a térben; annak többi három csúcsa egy 
tetszésszerinti polárisháromszögnek szögpontja arra a kúpszeletre 
vonatkozólag, mely szerint a felvett pont polárissíkja a hyperboloidot 
metszi. A hyperboloid poláristetraedere tehát oly tulajdonságú, hogy 
mindegyik 
lapjában fekvő három éle, po- csúcsából kisugárzó hároméi, 
lárisháromszög arra a kúp- polárisháromél arra a kúpra 
szeletre vonatkozólag, melyben vonatkozólag, melynek alkotói 
ama lap a hyperboloidot metszi. ama csúcsból a hyperboloidhoz 

húzható érintők. 
A poláristetraeder egyik lapjában fekvő élek közül kettő a 

hyperboloidot valós, a harmadik képzetes pontpárban metszi; az 
ezekkel szemben fekvő élek, mint amazoknak polárisai, szintén ily 
tulajdonságúak. 

Ha az ABCD tetraedernek két szemben fekvő élpárja AB, CD; 
AC, BD polárispár egy hyperboloidra vonatkozólag, akkor a har-
madik élpár AD, BC (mert az A és D pontnak polárissíkja BCD, 
illetve ABC is az lesz, és a tetraeder poláristetraedere a hyper-
boloidnak. — 

„Minden tetraedernek általános tulajdonsága, hogy ama pont-
négyes, mely szerint valamely egyenes annak lapjait metszi, projectiv ama síknégyessel, mely a felvett egyenesből ama lapokkal szem-
ben fekvő csúcsokat projicziálja." (STAUDT.) 



Messe (19. ábra) a ρ egyenes az ABGJD tetraeder ily képen felírt 
csúcsaival szemben fekvő lapjait az AXBXCXDX pontokban és nevez-
zük az AXBXCX pontok projekczióit a D pontból a szemben fekvő 
lapra A^B^C^-nék, a DXG és AB egyenesek metszőpontját P-nek. 

p(AxBxCxDx) Λ ( A J i J l J ) , ) λ (BAGJF) 7\DX (BAC.C) 7\p [BAC.C] 

mert a két első négyes a 7)-re, a következő kettő a Opontra perspek-
tiv ; ámde a [pC^\ és [pD] sík ugyanegy, tehát 

ρ (AXBXCXDX) Λ Ρ [BADC]7\p [ABCD]. 

Ε tétel segélyével kimutatható, hogy : 
A hyperboloid poláristetraederének 

csúcsait valamely egyenesből 
és annak a hyperboloidra vonat-
kozó polárisából projicziáló sík-
négyesek projektivek. 

lapjait valamely egyenes és 
annak a hyperboloidra vonat-
kozó polárisa projectiv pont-
négyesekben metszi. 

Ugyanis ha ABCD egy poláristetraeder, és a q-nak polárisa qx, 
akkor az [Aq] síknak pólusa a BCD síknak és a qx egyenesnek met-

szőpontja, tehát a q [ABCD] 
síknégyes projectiv azzal a 
pontnégyessel, melyben a qx 

az A, B, C, D-vel szem-
ben fekvő lapokat metszi, 
és így az előbbi tétel alap-
ján a qx[ABCD] síknégyessel 
is. — Minthogy q[ABCD] 
Λ q.i[ABCD], azért a megfelelő 
síkok metszővonalai a qqx-gye\ 
együtt egy hyperboloidon vagy 

II. r. kúpon feküsznek a szerint, a mint a qqx egyenesek egymást 
metszik vagy nem metszik. Tehát: egy hyperboloid poláristetraederé-
nek négy csúcsa és egy tetszésszerinti polárispár vagy egy hyper-
boloidon vagy II. r. kúpon fekszik. Ezt még ekképen is kifejezhetjük: 

A hyperboloid bármelyik poláristetraederének csúcsaiból egy 
polárispárjához vezetett szelők hyperboloidikus fekvésűek. 

5.*) A hyperboloid poláristetraederének 4 éle a hyperboloidot 
nyolcz valós pontban, a másik két éle négy képzetes pontban metszi; 
a valós pontokon keresztül menő alkotók az egyik és a másik rend-
szerben harmonikus négyeseket képeznek. 

19. ábra. 

*) Ε §-nak hátra levő része a könyv első olvasásánál kihagyható. 



Ugyanis az AjA2AsAá poláristetraedernek AXA2A3 lapja a 
hyperboloidot kúpszeletben metszi, melyre nézve az három-
szög polárisháromszög. Ha tehát ennek AXAV A2A.f oldalai a kúp-
szeletet valós pontpárokban metszik, akkor ezek a pontpárok, és így 
a rajtuk keresztül menő és bármelyik rendszerhez tartozó alkotó-
párok, harmonikusan vannak elválasztva. Ámde ezek az alkotó-
párok a poláristetraedernek az A1A%, A2A3-mai szemben fekvő 
AaA4, Α4Αχ éleit is metszik, mert ezek amazoknak polárisai a hyper-
boloidra vonatkozólag. 

A hyperboloid bármely alkotója a hyperboloid minden poláris-
tetraederének négy lapját négy pontban metszi; e metszőpontok 
közül az a két pár van egymástól elválasztva, mely a poláris-
tetraedernek a hyperboloidot (valós pontban) nem metsző éleiben 
találkozó lappárokon nyugszik. (Következménye a 3. pontban levő 
tételeknek.) 

„Ha a a hyperboloidnak egy tetszésszerinti alkotója, akkor a 
hyperboloidnak három ugyanahoz a rendszerhez tartozó g2gagá alko-
tója a gy-et a hyperboloid valamely poláristetraederének szemben 
fekvő élpárjaitól, és a másik rendszerhez tartozó h j i ^ h ^ alkotója 
a gx-et, valamint a g2gzg±-t, ama tetraeder csúcspontjaitól és az 
azokkal szemben fekvő lapjaitól, harmonikusan választja el. 
A Mig'iSzgii W W alkotóknak 16 metszőpontja a poláristetraeder 
lapjaiban fekszik, és ezért a poláristetraeder lapjai ama nyolcz alkotót 
oly pontnégyesekben metszik, melyek egymással és a négy g, vala-
mint a négy h alkotóval projektivek." 

A hyperboloid a felvett Α1Α2Α3Α4: = ιχ1 α2α3α4 poláristetraeder 
egyik lapját, pl. az <xx 

-et, a kW kúpszeletben a felvett gx 

alkotót pedig az v.L lap a kW -nek Kv pontjában metszi. Ha a Kx 

pontnak projekcziói az A2A3Aá háromszög így felírt szögpontjaiból 
a kW-re : K2K3Kiy tehát a KXK2K3K± négyszögnek átlósháromszöge 
az A2A3A4, akkora hyperboloidnak a KXK2K3K4 pontokon keresz-
tül menő gtg2g-dg^ \h 2 h 3 \ alkotói már a tételben említettek. 

Ugyanis g±, a h J i ^ W alkotókat az α ^ α ^ tetraederlapokban 
metszi, mert pl. az A{ a \g-Jii\ síkban van, és a poláristetraeder tulaj-
donsága folytán a g f i alkotók az A, ponttól és az α,· laptól har-
monikusan vannak elválasztva, tehát a ( g j a ) pont az α{ síkban lesz. 

Ebből következik, hogy gi (wwJAKKhhTxkw (K1K2K3Ki)7\g1g2g3gí. 

De ez utóbbi alkotók bármelyike a hf i f i f i^ alkotókat a poláris-
tetraeder lapjaiban metszi, mert ezek a h alkotók megfelelőleg a 

Klug: projectiv Geometria. 8 



& ( « 1 * 2 α 3 α 4 ) Λ & ( α 2 α ΐ α 4 α : ) ) ^ <?3 ( α 3 α 4 α 2 χ ΐ ) Α ( α 4«3 α 8* ΐ ) projectiv 

pontnégyesek pontjain mennek keresztül. 
Hogy végre a felírt négy g és négy & alkotók közül bármely 

kettő a poláristetraeder egy szemben fekvő élpárjától harmonikusan 
van elválasztva, onnan következik, hogy a poláristetraedernek min-
den szemben fekvő élpárja a hyperboloid polárispárja, és a KXK.2KZK± 
négyoldalnak bármely oldala két szemben fekvő élpárt és két g 
(vagy két h) alkotót metsz, és a kimetszett pontpárok harmoniku-
san vannak elválasztva. 

Ha a hyperboloidon négy ugyanegy rendszerhez tartozó alkotó 
van adva, akkor számú oly poláristetraedert lehet találni, mely-
nek lapjai azokat az alkotókat projectiv pontnégyesekben metszik. 

Ugyanis a kívánt poláristetraedernek egyik lapját (vagy egyik 
csúcsát) tetszésszerint vehetjük fel. A négy alkotó metszőpontjai e 
lappal egy négyszögnek szögpontjai, melynek átlósháromszöge már 
a keresett poláristetraedernek egyik határló lapja; e lapnak pólusa a 
poláristetraedernek hiányzó negyedik szögpontja. 

6. Valamely háromszög oldalainak polárisai a hyperboloidra 
vonatkozólag egy háromélnek élei; a háromszög oldalai a velük 
szemben fekvő szögpontok polárissíkjait ugyanegy q egyenes 
három pontjában metszik, s a háromszög szögpontjainak összekötő 
síkjai a szemben fekvő oldalak polárisaival egy qx egyenesen mennek 
keresztül, mely a^-nak a hyperboloidra vonatkozó polárisa. 

Ugyanis a felvett háromszög síkja a hyperboloidot egy kúp-
szeletben, a hároméi lapjait egy háromszögben metszi, mely az 
előbbi háromszögnek poláris ábrája a kúpszeletre vonatkozólag. Ily 
két háromszög azonban perspektiv (Projek. G. E. 97. és 98. oldal); 
a kollineaczió-tengely a q egyenes ; a kollineaczió-középpont pedig 
g-nak pólusa a kúpszeletre vonatkozólag. Minthogy qx ezen póluson 
és az előbbi síknak a hyperboloidra vonatkozó pólusán megy keresz-
tül, a qqx polárispár a hyperboloidra nézve. — 

Valamely A tetraeder AXAÍTA3AÁ csúcsainak poláris-
síkjai, és χχα2α3α4 lapjainak BxB2B3B á pólusai a RW hyperboloidra 
vonatkozólag ugyanegy Β tetraedernek lapjai, illetve csúcsai; az AB 
tetraedereknek, Α,Β, csúcsait összekötő egyenesek, valamint az á l -
lapjainak metszővonalai, hyperboloidikus fekvésűek. 

A tétel első része egészen világos. A másodikra vonatkozólag 
az A tetraeder három csúcsának, AXA2AS-nak, polárissíkjai egy 
Β±(ΒχΒ2Β3) háromélnek lapjai, tehát az előbbi tétel szerint az 
ΑΧΒΧΒ.Χ, Α.2Β»Β±, Α.ΛΒΖB4 síkok egy D'4 egyenesen mennek keresz-
tül, mely az AXBX, A2B.2, A.,B:I, AXB± egyeneseket metszi. Ugyanígy 



lehet, ha az A tetraedernek más három csúcsából indulunk ki, a 
BXB2B3 pontokon keresztül menő három oly egyenest, dxd2d3-mat 
találni, mely a tételben jelzett AíBí egyeneseket metszi, tehát ezek 
az AxBíy A2B2, A3B3, A4B4 egyenesek hyperboloidikus fekvésűek. 
Ha végre meggondoljuk, hogy az AíBí egyeneseknek polárisai az 
y-ípi egyenesek, és amazok di szelőinek polárisai az α,β; egyenese-
ket metszik, úgy .a tétel utolsó része is igazolva van. 

A tételben jelzett kétszer négy egyenes AíBí és azonban 
egyszerűbb kölcsönös helyzettel bír, s így a rajtuk keresztül menő 
hyperboloid elkorcsosul, ha az eredeti A tetraeder különös hely-
zetű a hyperboloid irányában: 

És pedig: 
a) Ha az A = AXA2A3A4 tetraedernek egy élpárja, pl. az AXA2, 

Α3Α± kapcsolt poláris a hyperboloidra nézve, tehát AXA2-nek polá-
risa, B:IB'4, metszi az AsAé-et, és BXB2 metszi az AxA2-t. Ekkor 
ugyanis az AXBX, A2B2 és az A,B3, A4B4 egyenesek egy-egy pont-
ban találkoznak, melyeknek összekötő egyenese egyszersmind az 
AxA2BxB2, A3A4B,B4 síkoknak metszővonala, mert csak az ilyen 
helyzetben lehet a négy AIB{ egyeneshez kettőnél több metsző-
egyenest húzni. Az AíBí egyenesek ekkor kétszögös sugarakat 
képeznek, és ugyanily helyzetűek az xt% síkpárok metszővonalai is. 
Ha egy oly tetraedert akarunk szerkeszteni, melynek AXA2, ASA4 

élei kapcsolt polárisok, akkor annak három csúcsát, pl. az AxA2A3-at, 
tetszésszerint választjuk ; a negyediket, A4-et, pedig abban a sík-
ban vesszük fel, mely az A3 pontot az AXA2 oldalnak polárisával 
összeköti. Ebből a szerkesztésből látható, mert az ' AXA2A3 pontok 
tetszésszerint, az A4 pont pedig egy síkban vehető fel, hogy az ily 
tetraederek száma oc*1. 

b) Ha az A tetraedernek két pár szemben fekvő éle kapcsolt 
poláris, akkor az Α{Β, egyenesek közül az előbbi AXBX, A2B2; 
A3B3, A4B4-en kívül még más két pár is metszi egymást, tehát mind 
a négy egy ponton megy keresztül. Ez esetben az A tetraedernek 
mind a három szemben fekvő élpárja kapcsolt poláris és így mond-
hatjuk : 

Ha egy hyperboloidra vonatkozólag egy tetraedernek két pár 
szemben fekvő éle kapcsolt poláris, akkor a harmadik szemben 
fekvő élpárja is az lesz. 

Ha egy oly tetraedert akarunk szerkeszteni, melynek szemben 
fekvő élpárjai kapcsolt polárisok, akkor annak három csúcsát 
AxA2A3-at tetszésszerint vehetjük fel és megszerkeszthetjük azt a 
Β4(ΒΧΒ2Β3) háromélt, melynek élei az AXA2A3 háromszög oldalai-



nak polárisai. Az AXA2A3 csúcsoknak összekötő síkjai a szemben 
fekvő oldalak polárisaival egymást egy q egyenesben metszik, mely-
nek tetszésszerinti Ai pontja képezi a keresett AxAiA3Ai tetraeder-
nek negyedik csúcsát. 

Ugyanis az AxAá, A2Aá, A.}Aá tetraederélek a szemben fekvő 
A2A3, AaAx, AXA2 éleknek BxBiy B.2BX, B3Bá polárisait metszik, 
tehát az AxAá, A2Aá, A3Aá éleknek B2B3, B3BX, BXB2 polárisai is 
metszeni fogják az A2A3, A?AX, AXA% éleket az AiBi = q egye-
nesnek qx polárisán, és ezért az AXBX, A2B2> A3B3 egyenesek a q 
egyenesnek egy 0 pontján mennek keresztül. Ez az 0 pont az 
A, A, A, Aá, BXB.2B3BX perspektiv tetraederek kollineaczió-közép-
pontja; az O-nak a ^-en keresztül menő polárissíkja pedig a kolli-
neácziósík ω. Az AiBj egyenesek ekkor pontbeli sugarak, mert az 
0-n mennek keresztül, az αi% egyenesek pedig síkbeli sugarak, 
mert az ω síkban feküsznek. 

oc·10 számú oly tetraeder van, melynek szemben fekvő élei 
kapcsolt polárisok valamely hyperboloidra vonatkozólag. 

7. Vizsgáljuk meg mikép helyezkednek el a hyperboloidnak 
polárispárjai a térben. 

Jelöljük g-ve\ a HW hyperboloidnak valamely alkotóját, továbbá 
qq'-se\, a Jí(2)-nek egy olyan polárispárját mely nem metszi a H^-őt. 

Minthogy a qq' és g egyenesek minden η szelőjének polárisa 
r'i szintén szelője a qq' és ,^-nek, és az nr'i polárispárok a q-η 
fekvő kapcsolt pólusokon mennek keresztül, azért a qq' és 
metsző nr ' i polárispárok egy elliptikus involucziós sugársereget 
alkotnak, melynek tartója az SW hyperboloid. 

Az nr'i sugársereg minden qi szelőjének polárisa, q\, szin-
tén szelője e sugárseregnek, tehát, qiq\ polárispárok szintén involu-
cziós sugársereget alkotnak az S(2) hyperboloidon ; ennek egyik 
társsugárpárja a felvett qq', egyik kettőssugara a g, a másik kettős-
sugara pedig a HW-nek az a g' alkotója, mely a^- t a qq'-tői har-
monikusan választja el. 

A ii (2)-nek polárispárja a HW-őt agg' alkotókon és a 
I iW. nek másik rendszeréhez tartozó hji'i alkotóin metszi úgy, hogy 
ez az nr'i polárispár a H(2) fekvő ghig'h'i négyszögnek átlópárja. 
Másrészt e hili'i alkotópár polárispárja az 6(2)-nek, mert átlópárja az 
$ (2)-n fekvő gng'r'{ négyszögnek. 

Az &(2)-n az nr ' i sugárpárokból álló elliptikus involucziós 
sugársereg a ^-t egy involucziós pontsorban találja; tehát az S(2>-nek 
hih'i polárispárjai a Η W-n egy elliptikus involucziós sugársereget 
alkotnak. Ennek két II. fajú kapcsolt-képzetes kettőssugara jk\ 



egyszersmind kettőssugara a Yív'í sugárseregnek az SW-n úgy, hogy 
a i í ( 2 ) ésS (2) hyperboloidok egymást a gg'jk négyszögben metszik, 
és e négyszögnek két átlója, mely szintén II. fajú kapcsolt-képzetes 
egyenes, polárispár mindkét hyperboloidra vonatkozólag. 

A HW másik sugárseregének sugarai szintén oly involucziós 
sereget képeznek, melynek gig'i társsugarai polárispárok az S (2>-re 
vonatkozólag, és ennek az involucziós sugárseregnek kettőssugara 
a gg' valós alkotók lesznek. 

Ε szerint: 
Ha a H{2) hyperboloid egyik (valós) alkotóján g-n, és egyik 

(valós) polárispárján qq'-ön, mely a Η öt nem metszi, hyper-
boloidot fektetünk keresztül, akkor ez a hyperboloid $(2), a H^-öt a 
g-n kívül még e g y g' alkotóban, és a másik sugársereghez tartozó 
két II. f a j ú kapcsolt-képzetes alkotóban, jk-ban, metszi. 

A gg'jk négyszög oldalain keresztül menő Η (2> és S{2) hyper-
boloidok helyzete olyan, hogy bármelyik hyperboloidon azok az alkotó-
párok, melyek a gg' (valós) vagy a jk képzetes alkotókat harmoniku-
san választják el, s mint ilyenek involucziós sugárseregeket képeznek, 
polárispárok a másik hyperboloidra vonatkozólag. 

Ha a HW hyperboloid és a qq' polárispár, mely azt nem metszi 
valós pontokban, adva van, akkor ezzel a jk kapcsolt képzetes egye-
nespár is meg van adva, mert ez, a qq' polárispárnak és HW hyper-
boloidnak négy képzetes metszőpontján megy keresztül és a H(2> 
hyperboloidnak egyik vagy másik sugárseregéhez tartozik. 

Ha tehát a qq' polárispáron és a HW hyperboloid g sugár-
seregének egyes sugarain keresztül hyperboloidokat fektetünk, 
akkor ez a számú S{2) hyperboloid a qq'jk négyszög oldalain megy 
át és a HW.t a jk-η kívül a g sugárseregnek azokban a sugárpár-
jaiban metszi, melyek a qq'-tői és a qq'jk négyszögnek j*k* átlóitól 
harmonikusan vannak elválasztva. Ezek a gg' sugárpárok a l /^ -n 
egy elliptikus involucziós sugársereget képeznek, melynek kettős-
sugarai j*k*. Ép így, ha a qq' polárispáron és a HW hyperboloid h 
sugárseregének egyes sugarain S(2) hyperboloidokat fektetünk 
keresztül, akkor ez a σο1 számú $ ( 2 ) hyperboloid a qq'j*k* négyszög 
oldalain megy át és a Il^-t a jk-n kívül a h sugárseregnek azokban 
a sugárpárjaiban' metszi, melyek a qq'-\.ő\ és a qq'j*k* négyszög jk 
átlóitól harmonikusan vannak elválasztva. Ezek a hh' sugárpárok a 
HW. η egy elliptikus involucziós sugársereget képeznek, melynek 
kettőssugarai jk. 

Legyen most az rr' olyan polárispárja a H&-nek, mely azt, a 
gg' és hh' (valós) alkotókon metszi, továbbá legyen a q, és így annak 



q' polárisa, szelője az rr'-nek. A gg'qq' egyeneseken már az előbbi 
tulajdonsággal biró <S(2) hyperboloid megy keresztül; ezen rajta 
van a felvett rr' polárispár is. Ha a q-1 az (rq) ponton és a q' egye-
nesen keresztül menő síkban az (rq) pont körül forgatjuk, akkor 
minden új helyzetében oly q egyenest nyerünk, mely polárisával 
#'-sel együtt metszi a felvett rr' polárispárt, és mindezek a qq' polá-
rispárok a gg' alkotópárral meghatároznak egy S<2) hyperboloidot. 
Ε szerint a //(2) hyperboloidot metsző rr' polárispáron és a gg' 
alkotókon, teháí az rr'gg' négyszögön, úgyszintén az rr' poláris-
páron és a hh' alkotókon, tehát az rr'hh' négyszögön, «>1 oly &(2) 

hyperboloid megy keresztül, melyen a J?(2>-re vonatkozólag poláris-
párok vannak. 

Ha végre az r egyenes érinti a hyperboloidot a (gh) pont-
ban, tehát az r és annak polárisa r', a (gh) ponton megy keresztül és 
ennek [gh] érintősíkjában van, akkor ama S(2) hyperboloidok, 
melyek az rr' metsző polárispárokat tartják, síkpárokká fajulnak el. 
Ε síkpároknak egyik síkja mindig a [gh] sík, a másik pedig vagy az 
r-n, vagy a r'-ön megy keresztül. 

Ez utóbbi eredményeket egybefoglalva mondhatjuk : 
Minden q egyenesen és annak a H{2) hyperboloidra vonatkozó 

q' polárisán oo1 o l y S^2) hyperboloid megy keresztül, melynek minden 
alkotójához a H{2).ye vonatkozó polárisa szintén az S ( 2 ) - K van. Ezek 
az S(2)' hyperboloidok két részre oszlanak, melyek e g y - e g y négyszög 
oldalain mennek át; mindkét négyszögnek e g y pár szemben fekvő 
oldala a qq', a másik szemben fekvő oldalpárja pedig a H^-nek az 
egyik és másik rendszerhez tartozó az a két alkotója, mely a qq, 
polárispárt metszi. Ez a két négyszög valós, vagy részben képzetes, vagy 
végre elkorcsosulva egybeesik, a szerint, a mint a qq' polárispár a 
H^-őt valós vagy képzetes pontokban metszi, vagy végre érinti-
Ez utóbbi esetben az S{2) hyperboloidok síkpárokká korcsosulnak el. 

Ezt még következőkép is kifejezhetjük : 
Minden hyperboloidnak e g y polárispárjához oo"2 polárispár szer-

keszthető, mely amavval hyperboloidikus fekvésű. Mindezeka hyperbo-
loidikus fekvésű polárispárok oo1 hyperboloidon vannak, és azokon 
involucziós sugárseregeket képeznek ; e sugárseregehiek vezető seregei 
szintén polárispárokból állanak és e polárispárok ezekben a sugár-
seregekben szintén involucziós seregeket alkotnak. 

A HW hyperboloidnak σο4 polárispárja oo4 hyperboloidon, 
S(2>-n, van, és ezeknek mindegyikén involucziós sugársereget képez; 
ezek az S(2) hyperboloidok a H(2)-őt alkotópárokban metszik. Minden 
egyenesen a tér minden pontján, valamint a H^-nek minden 



alkotóján oo3, végre α IIW-nek két ugyanegy rendszerhez tartozó 
alkotóján i l y Si2) hyperboloid megy keresztül. 

Láttuk ugyanis, hogy minden polárispáron od számú S(2> 
hyperboloid megy keresztül és minden <S(2)-n od polárispár van. 
Ebből következik, hogy az $ (2) hyperboloidok száma ugyanannyi, 
mint a polárispárok száma, azaz : oo4. 

Egy sugárnyalábnak minden sugarán és annak polárisán «XJ1 

számú £(2) hyperboloid vonul keresztül; ezért a sugárnyaláb közép-
pontján, azaz egy tetszésszerinti Ρ ponton, keresztül menő SW 
hyperboloidok száma oc3. Ha ez a Ρ pont a HW hyperboloid g és h 
alkotójának (gh) metszőpontjában van, akkor e Ρ nyaláb minden 
sugarán átmenő S ( 2 ) tartalmazza a 7i(2)-nek g vagy h alkotóját is ; 
tehát oo3 oly S{2) hyperboloid van, mely a H-nek g vagy alkotóján 
megy keresztül. Ha végre a HW hyperboloid egy g alkotójának 
valamely pontját egy másik g' alkotójának pontjaival összekötjük, 
akkor az összekötő egyenesnek mindegyikén cd S (2) hyperboloid 
megy keresztül, mely a gg' alkotópárt tartalmazza. Ezért a gg' alkotó-
páron keresztül menő S{2) hyperboloidok száma oo2. 

12. §. A hyperboloid fősíkjai és tengelyei. 

1. Úgy mikép a II. r. kúp, a hyperboloid is bizonyos egyenesek 
és síkokra vonatkozólag symmetrikus fekvésű ; ezeknek fölkeresése 
és a hyperboloidhoz való helyzeti viszonyának megállapítása képezi 
a következőknek tárgyát. 

Legyen a H(2> hyperboloid a hji j i^ alkotókkal megadva. 
A végtelen távol fekvő sík ε^, ezeket a hxh2h3 alkotókat három vég-
telen távol fekvő pontban metszi, melyek vagy ugyanegy egyenesen, 
g^-en, feküsznek és ekkor az ε^ érintősíkja a hyperboloidnak, 
vagy pedig a hxh2h3 egyeneseknek végtelen távollevő pontjai nin-
csenek ugyanegy egyenesen, és ekkor az ε^ sík nem érinti, hanem 
egy kW kúpszelet szerint metszi a hyperboloidot. Az első esetben, 
a midőn hxh2hSi és így valamennyi a h rendszerhez tartozó alkotó 
végtelen távol levő pontja a g ^ egyenesen van, tehát úgy a felvett 
három, mint minden e rendszerhez tartozó h alkotó egy síkkal pár-
huzamos, a felület egy különös hyperboloid, melyet hyperbolikus 
paraboloidnak nevezünk; míg a második, amannál általánosabb 
esetben, a felület a tulajdonképeni (egyágú) hyperboloid. 

Az előbbiekben talált tételek a hyperboloidra és a hyperbolikus 
paraboloidra vonatkozólag egyaránt érvényesek; most azonban a 
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tárgyalást a dolog természete folytán ketté választjuk, s előbb a 
hyperboloiddal, aztán a hyperbolikus paraboloiddal foglalkozunk. — 

A végtelen távol fekvő ε^ sík pólusát a hyperboloidra vonat-
kozólag középpontnak, minden a középponton keresztül menő egye-
nest és síkot a hyperboloid átmérőiének, illetve átmérősíkjának 
nevezünk. 

Hogy a alkotóktól meghatározott hyperboloidnak Μ 
középpontját megtaláljuk, megszerkesztjük a hxh2 és h3 alkotók vég-
telen távol fekvő pontjain keresztül menő érintősíkokat; ezeknek 
metszőpontja, mint az ε^ sík pólusa, a keresett középpont Μ. A h.2 

és a h3 egyeneseken keresztül menő és a ht-gyei párhuzamos 
síkok, egy a hegyéi párhuzamos és a Tz2 és h.A-mat metsző gL 

egyenesben találkoznak; j/j&J sík a hyperbola érintősíkja a hí vég-
telen távoli pontjában (gxhx)-ben. Ugyanígy, ha a g2 egyenes pár-
huzamos a 7z2-vel és metszi a Tz3 és hx-et, továbbá ha a g3 párhuzamos 
a 7í3-mal és metszi a 7íx és &2-őt, úgy a l&A] síkok a hyper-
boloid érintősíkjai a h.2, h.A végtelen távoli pontjaiban (g2h2) és 
(g3h.A)-ba.n, és a [gxhJ, [£3^3] síkok egymást a hyperboloidnak 
Μ középpontjában metszik. 

Ez az Μ középpont úgy a mint a g.2h2 ésg.Ah.A egyenesektől 
egyenlő távolságra van, mert az Μ polárissíkja végtelen távol lévén, 
pl. a gxhx egyenesek minden egyenesről, mely a [g-Ji,] síkban az Μ 
ponton keresztül lesz vezetve, oly vonaldarabot metszenek le, mely 
az M-ben feleztetik. 

A hyperboloidon végtelen távol levő kW kúpszelet pontjainak 
érintősíkjai egy II. r. kúpot Μ .kW-1 burkolnak, mely a hyperboloid-
nak asymptótikus kúpja. Ennek a kúpnak csúcsa az Μ középpont, 
alkotói pedig a hyperboloid egyik és másik rendszerének alkotóival 
párhuzamosak és felezik e párhuzamos alkotóktól határolt 
szalagokat. 

Minthogy az asymptótikus kúp a hyperboloidot a k^ kúp-
szeletben érinti, a hyperboloidnak és asymptótikus kúpjának minden 
síkmetszése oly két kúpszelet, melyeknek végtelen távoli pontjai és 
e pontoknak érintői közösek, azaz melyek hasonlók és hasonló fek-
vésűek. A metszési görbék tehát egyidejűleg ellipsisek, hyperbolák, 
parabolák, vagy ezeknek elkorcsosulásai. így pl. ha a metszősík a 
hyperboloid Μ középpontján megy keresztül, tehát az M . kW 
asymptótikus kúpot, két képzetes, két valós, de egybeeső, vagy 
két valós, de külömböző alkotó szerint metszi, ugyanekkor a sík a 
hyperboloidot ellipsis, két párhuzamos egyenes, illetve hyberbola 
szerint metszi; és ha a metszősík a hyperboloidnak egy alkotóján 



megy keresztül, akkor az a hyperboloidot még egy alkotóban, az 
asymptótikus kúpot pedig hyperbola vagy két egybeeső egyenes 
(kúpalkotó) szerint metszi stb. 

2. A hyperboloid asypmtótikus kúpja Μ .kW, mint minden II. r. 
kúp, polárisnyalábot indukál. Ε polárisnyalábban, azaz az Μ . kW 
kúpra vonatkozó, minden összetartozó polárissugár és polárissík, 
kapcsolt polárissugárpár, kapcsolt polárissíkpár, és polárishároméi: 
a hyperboloidnak átmérője és az ahhoz kapcsolt átmérősíkja, 
illetve kapcsolt átmérőpárja, kapcsolt átmérősíkpárja, és kapcsolt 
átmérő-hároméle. Ε szerint a hyperboloid minden d átmérőjéhez 
kapcsolt átmérősík 8, a d átmérő végtelen távol fekvő pontjának 
polárissíkja, és a δ átmérősíkhoz kapcsolt átmérő d, a δ átmérősík 
végtelen távol fekvő egyenesének polárisa; továbbá a d átmérőhez 
kapcsolt minden átmérő a δ síkban, és a δ átmérősíkhoz kapcsolt 
minden sík, mely a. d-n megy keresztül; végre minden kapcsolt 
átmérőpár dxd2 a δ síkban, a d-vel együtt egy ddxd2 kapcsolt átmérő-
háromélnek három éle. 

A d átmérőnek és a hozzá kapcsolt 8 átmérősíknak az a tulaj-
donsága van, hogy minden a δ-val párhuzamos sík a hyperboloidot 
és annak asymptótikus kúpját hasonló és hasonló (vagy perspektiv) 
fekvésű és közös középpontú kúpszeletekben metszik, mely közép-
pont a d átmérőn van ; továbbá a d átmérővel párhuzamos húroknak 
felezőpontjai, tartozzanak azok a húrok akár a hyperboloidhoz, akár 
annak asymptótikus kúpjához, a δ síkban feküsznek. 

A hyperboloid minden kapcsolt átmérő-háromélének három 
lapja s a végtelen távol fekvő sík, a hyperboloid egy poláristetraede-
rének négy lapját képezi. 

Minthogy a hyperboloid. minden poláristetraederének két pár 
átellenes éle a hyperboloidot valós, a harmadik pedig képzetes pon-
tokban metszi, azért az MA oo Β oc C oo poláristetraeder, melynek az 
Μ csúcsa a hyperboloid középpontja, a többi három csúcsa pedig a 
végtelen távol fekvő síkban van, olyan tetraeder, hogy négy éle, pl. 
az MB^ MCoo, Aoo Boo, Aoc Cc*> a hyperboloidot valós, az MA^ 
és BOO Coo éle pedig képzetes pontpárban metszi. Az MA<X> Β<*> és 
Μ J .GC Coo átmérősík tehát a hyperboloidot egy-egy hyperbolában, 
az MBoo Cvs sík pedig ellipsis szerint metszi. Vagy általánosabban 
kifejezve: a hyperboloid minden kapcsolt átmérő-háromélének két 
lapja a hyperboloidot hyperbolában, a harmadik lapja pedig ellipsis-
ben metszi. 

3. A hyperboloid asymptótikus kúpjának főtengelyei és fősík-
jai egyszersmind főtengelyei és fősíkjai a hyperboloidnak; a főten-



gelyeknek metszőpontjai, és a fősikoknak metszővonalai a hyper-
boloiddal, annak csúcsai, illetve fömetszései. A hyperboloid tengelyei 
és fősíkjai tehát oly kapcsolt átmérő-háromélnek élei és lapjai, mely 
orthogonalis. Ε fősíkok a hyperboloid asymptótikus kúpját és ezzel 
együtt magát a hyperboloidot is symmetrikus részekre osztják. 
A hyperboloidnak az asymptótikus kúp elliptikus tengelyére merő-
leges főmetszése ellipsis, míg a hyperbolikus tengelyekre merőleges 
főmetszések oly hyperbolák, melyeknek asymptótái az asymptótikus 
kúpnak a síkokban fekvő alkotói. 

A hyperboloidról következőképen szerzünk fogalmat: Képze-
lünk egy II. r. kúpot; 
ennek [ab] és [ac] fő-
síkjaiban fekvő s^z 
és r tr2 alkotói a kúp-
nak a elliptikus ten-
gelyével ψ és & szöget 
képeznek. Az a ten-
gelyre merőleges [bc\ 
fősíkban oly e(a el-
lipsist veszünk, mely-
nek tengelyei egybe-
esnek a kúpnak b és 
c tengelyeivel és b, c 
hosszúságúk pedig a 
b.cotg ψ = c.cotg d· 
egyenletnek eleget 
tesz. Ez az e'a ellipsis 
tehát hasonló a kúp-
nak elliptikus tenge-
lyére merőleges sík-

metszésével. Az [ab] fősíkban leírunk egy li-'J hyperbolát, melynek 
SbS'b csúcsai egybeesnek _az ef-nak két csúcsával és asymptótái 
az srs2 kúpalkotók, és az [ac\ fősíkban leírunk egy h%] hyperbolát, 
melynek SCS'C csúcsai egybeesnek az e(u-nak másik két csúcsával 
és asymptótái az rLr.2 kúpalkotók. Ε hyperbolák tengelyeinek négy-
zetei b2, — tf cotg2 ψ, illetve c2, — c2 cotg* θ. Ha ezután az e{'a síkjával 
párhuzamos síkokban oly e(2) ellipsiseket képzelünk, melyeknek 
csúcsai a h(i\ h{? hyperbolákon vannak, úgy ezek az ellipsisek le-
írják azt a hyperboloidot, melyeknek csúcsai az SbS'bScS'c pontok, 
melynek fömetszései e f«, k{'i h(2c] kúpszeletek, és melynek asym-
ptótikus kúpja a felvett kúp. (20. ábra.) 



Ha az előbbi e(2) ellipsis egy pontjának távolsága a hyperboloid 
| bc], \ca], \ba] fősíkjától y, z, és b cotg ψ = c cotgft = a, akkor az 
ellipsisnek tengelyei bV a2 x2 : a és c V a2 x2: a hosszúsá-
gúak ; az e(2) ellipsisnek egyenlete pedig vonatkoztatva saját ten-
gelyeire 

V ι z + „ , / , . - = i-
5 + *2) S (*2 + *2) 

Ε kifejezés, mely ekkép is irható 
- -- + y - + 

T ^ Τ λ- y ' ^ = ι 

és egy összefüggést ad a hyperboloid tetszésszerinti pontjának a 
fősíkoktól mért x, y, ζ távolságai, és az a, b, c mennyiségek között: 
a hyperboloidnak egyenlete vonatkoztatva a főtengelyeire. 

De ha a hyperboloidot, mint egyenes vonalakat tartó felületet, 
tehát, mint a hyperboloidon fekvő két sugársereg sugarait akarjuk 
látni, akkor az előbbi e 'J ellipsis egy változó átmérőjének végpont-
jain keresztül gig'ihih'i párhuzamosakat vezetünk azokhoz az I f i 
kúpalkotókhoz, melyekben a felvett átmérőn keresztül menő érintő-
síkok az asymptótikus kúpot érintik. Ama négy egyenes közül oly 
kettő, mely nem párhuzamos és nem metsző, mint gig'i az egyik 
sugársereghez, a másik kettő hfi'i pedig a másik sugársereghez 
tartozik. — 

(A 11. § .5 . pontjából következik: hogy ha egy orthogonalis 
háromélet és egy oly gr egyenest veszünk fel, mely sem nem pár-
huzamos a hároméi lapjaival, sem nem metszi annak éleit, akkor a 
^j-nek h2, hs, tükörképei ama hároméi lapjaira vonatkozólag, és 
\ symmetralisa a hároméi csúcsára vonatkozólag, a ^-gye l egy 
hyperboloidon vannak, melynek fősíkjai a hároméi lapjai. A hf i f i f i^ 
egyenesnek még más három transversalisuknak,^"2^^4-nek, is tükör-
képei a hároméi lapjaira és symmetralisai annak csúcsára nézve 
úgy, hogy e nyolcz e g y e n e s h f i f i . d \ egymást négy végtelen 
távol fekvő és tizenkét végesben fekvő pontban metszi, mely utób-
biak a hyperboloid főmetszéseibe írt derékszögű négyszögeknek 
szögpontjai. A hyperboloidon oo1 ily alkotónégyesek találhatók a két 
rendszerben ; a hyperboloidnak SbS'b csúcsain és az ScS'c csúcsain 
keresztül menő alkotók ama alkotó-négyesek elkorcsosulásainak 
tekintendők.) 



13. §. Különös hyperboloidok. 

1. Ha a hyperboloidnak asymptótikus kúpja nem általános, 
hanem különös kúp, akkor maga a hyperboloid is különös tulajdon-
ság által tűnik ki, amely annak asymptótikus kúpjából származik; 
mint ilyen különös hyperboloidnak nevezhető. Ezek közül a különös 
hyperboloidok közül ismertebbek azok, melyeknek asymptótikus 
kúpja orthogonális kúp, egyenoldalú kúp, vagy forgáskúp, s mely 
hyperboloidokat ezeknek megfelelőleg orthogonális hyperboloid-
nak, egyenoldalú hyperboloidnak, végre forgáshyperboloidnak 
nevezünk. 

Ezeknek a különös hyperboloidoknak száma oox-szer annyi, 
mint az ugyanily nevü II. r. kúpoknak, azaz az illető felületek 
asymptótikus kúpjainak száma. 

Van tehát c©8 orthogonális és ugyanannyi egyenoldalú hyper-
boloid, továbbá oo7 forgáshyperboloid. 

Lássuk először mily különös tulajdonságai vannak az 
orthogonális hyperboloidnak ? 

A hyperboloid minden gi alkotójával párhuzamosan vezethető 
egy gi alkotó annak asymptótikus kúpján. Tekintsük a hyperboloidon 
fekvő h sugársereget oly két projectiv síksor képződményének, mely-
nek tengelye a gx és a g.2, és fektessünk a síksorok síkjaival párhuza-
mosan síkokat a giyg.2 kúpalkotókon keresztül. Ez utóbbi síksorok 
szintén projektivek lesznek és képződményük a hyperboloid 
asymptótikus kúpja. A hyperboloidnak minden hi alkotójával, 
melyben a gx és g2 síksorok megfelelő \gxhi] [g2hi\ síkjai egymást 
metszik, párhuzamos az az U alkotó az asymptótikus kúpon, mely-
ben az előbbi síkpárral párhuzamos \gxty, [g^h] síkpárok egymást 
metszik. És fordítva: ha az k alkotó befutja az asymptótikus kúpot, 
a változó [ g j i ] , |g.2l'] síkpárok projectiv síksorokat írnak le; a g x és 
g.2 hyperboloid-alkotókon keresztül menő és ama síksorok síkjaival 
párhuzamos [gxhi\, [g-2hi\ síkpárok szintén projectiv síksorokat 
írnak le, metyeknek képződménye a hyperboloid. 

Induljunk ki ezek után egy orthogonalis kúpból, melynek 
fősíkjaiban fekvő SjS2, rxr% alkotók a kúp elliptikus tengelyével, a-val, 
oly ψ, -9- szögeket képeznek, hogy 

cotg^ — eotg*<\> = 1. 

És ha ez orthogonális kúpnak az a elliptikus tengelyére merőle-
ges metszése az e ellipsis, melynek fő- és melléktengelye 2bx, 2cx, 



akkor e kúpra vonatkozólag (7. §. 4. p. végén) 
h 2 f 2 Τ, 2 f 2 

t <fH = °A t <*2θ· = -í - ί -

A kúp Μ csúcsán keresztül menő és az síkjával párhuza-
mos síkban egy e j , ellipsist veszünk fel, mely hasonló és hasonló 
fekvésű az e^ -gyei, melynek középpontja az M, fő- és mellék-
tengelye 2b és 2c, végre csúcspontjai ama tengelyeken SbS'b, SCSC 

Ha ezt az ea(2) ellipsist oly hyp erboloid elliptikus főmetszésének 
tekintjük, melynek asymptótikus kúpja azM.e^ 2 ) orthogonális kúp, 
akkor a hyperboloid orthogonális lesz. 

Ε hyperboloid másik két főmetszésének a h^2). és hc(2) 

hyperbolának asymptótái az rxr2, illetve az kúpalkotók, csúcsai 
ScS'c és SbS'b, végre e hyperbolák tengelyeinek négyzete : 

c2b2 
a hb<2) -nél: a2 — c2cotg2\} — , g-, és c2, 

c2b2 
a hé® -nél: a2 = b2cotg*>h ——φ, és b2. 

Ebből következik, hogy az orthogonalis hyperboloid 2a, 2b, 
2c főtengelyei között a következő reláczió van: 

_L _L J L ^ o 
a2 ^ b2 c2 ' 

hol b és c a hyperboloid elliptikus főmetszésének fél fő- és mellék-
tengelye, — a2 pedig a hyperboloidnak e főmetszésére merőleges 
tengelyén lévő kapcsolt pólusokból álló involucziónak hatványa. 

Jelöljük a hyperboloid 3b, Sb csúcsain keresztül menő s így az 
r x r 2 vel párhuzamos alkotókat gfi.2, gfix-gyei (rx |j g1 || 

*a I! g% II H-
Az M.e2 kúpon változó h alkotót az rxf2-vel összekötő [ r f i ] 

[ r f i ] síkok egymásra merőlegesek, mert a kúp orthogonális (7. §. 4.). 
És ha a gxg2 alkotókon keresztül az \ r f ] , [ r f ] síkokkal párhuzamos 
síkokat vezetünk, akkor ezek szintén merőlegesek egymásra és 
egymást a hyperboloid változó hi alkotójában metszik, mely az 
li kúpalkotóval párhuzamos. Ε szerint: ha a ^ - en keresztül menő 
síkokat a ^-ből reájuk bocsátott merőleges síkokkal metszük, úgy 
a metsző egyenesek az orthogonális hyperboloidnak alkotói. — 
Ha fordítva, két tetszésszerinti általános- helyzetű egyenesből, g% és 
g%-bői indulunk ki s a ^ -en keresztül menő síkokat, a g%-bői reájuk 
bocsátott merőleges síkokkal metszük, akkor a metszőegyenesek, 
mert a gxg2 síksorok projektivek, oly hyperboloidnak lesznek alkotói, 



mely orthogonális. Ugyanis a g x g t egyenesek normális transversalisa 
a g i g f t az SbS'b pontokban metszi. Ha az SbS'b vonaldarab Μ 

felezőpontján keresztül a gx és ^-vel párhuzamosan haladó rxr2 

egyenesek egyikén keresztül egy síksort, a másikán egy erre merőle-
ges síksort fektetünk, akkor e két síksor képződménye oly orthogo-
nalis kúp, mely az előbbi hyperboloidnak asymptótikus kúpja. Ezért 
általánosan mondhatjuk : 

Két síksort akképen lehet egymásra projectiv vonatkoztatni, 
hogy a megfelelő síkok egymásra merőlegesek legyenek. I l y két sík-
sor képződménye orthogonalis kúp vagy orthogonalis hyperboloid, a 
szerint, amint a síksorok tengelyei egymást metszik, vagy nem metszik. 
Minden sík, mely a síksorok bármelyikének tengelyére merőleges, az 

illető képződményt kör sze-
rint metszi. 

Ha a két síksor ten-
gelye egymásra merőle-
ges, akkor azoknak kép-
ződménye két egymásra 
merőleges sík; ezek az 
egyes tengelyeken keresz-
tül menőleg a másik ten-
gelyre merőlegesek. 

2. Vegyünk fel az 
előbbi Μ. exW orthogona-

lis kúpon két alkotót 5 és t-t, mely alkotók az [rxr.2j fősík irányá-
ban symmetrikusok. Találtuk (7. §. 4.), hogy az orthogonalis kúpnak 
változó U alkotóit az 5 és t alkotókkal összekötő [sZ,·], [tli] síkok 
egyenlően projectiv síksort képeznek. Nevezzük az előbbi orthogo-
nalis hyperboloidnak az 5 és t alkotókkal párhuzamos g alkotóit 
gs és ^/-nek. A gs és gt alkotókon keresztül menő és az [s/7], [tli] 
síkokkal párhuzamos síkok egymást a hyperboloid hj alkotóiban 
metszik, s a |g sh t] , [gthi\ síkok sora úgy, mikép az [sZ/j, [ti] síkok 
sora szintén egyenlően projectiv. Ezért: 

Két egyenlően projectiv síksor képződménye orthogonalis 
kúp vagy orthogonalis hyperboloid, a szerint, a mint azoknak tenge-
lyei egymást metszik vagy nem metszik. 

Vegyünk fel folytatólag (21. ábra) az M.e/2> asymptótikus 
kúpnak az SbMS'b == b főtengelyére merőleges [rxr.2] fősíkjában 
oly két sugarat ux és u.2-őt, melyek az rxr2 kúpalkotókat harmoniku-
san választják el. Ha az /,· a kúpnak tetszésszerinti alkotója, akkor 

sin[liUJ: sin(liU2) = állandó = λ. 

21. ábra. 



Válasszunk most az SbS'b egyenesen oly két pontot, Vx F3-t, 
hogy ezek az SbS'b pontpárt harmonikusan válasszák el, és az 
Sí, Vx: Sb V2 viszony absolut értéke legyen egyenlő a λ-val. Húz-
zunk a Vj , V2 pontokon keresztül az ux, illetve az #2-vel párhuza-
mosakat és jelöljük ezeket vXiv^-vel A vxv.2 egyenespár polárispárja a 
hyperboloidnak. Ugyanis a V.2 pont polárissíkja merőleges az SbS'b 
főtengelyre és keresztül megy a Vx ponton, tehát egyszersmind a vx 

egyenesen. Másrészt a u2 egyenesnek polárissíkja az M.exW kúpra, 
tehát egyszersmind az u2 és v2 egyenes közös végtelen távol fekvő 
pontjának polárissíkja a hyperboloidra vonatkozólag az SbS'buxvx sík. 
Minthogy a v2 egyenes V2 pontjának és a végtelen távoli pontjának 
polárissíkja a hyperboloidra vonatkozólag a vx egyenesen megy 
keresztül, azért a vx és v.2 egyenes polárispárja a hyperboloidnak. 

A hyperboloid min-
den ki (és minden gi) al- [%j 
kotója a vxv2 polárisokhoz 
oly szögek alatt hajlik, 
melyekre nézve sin(kiVx): 
sin(hiVa) = λ, mert egy-
részt a ki (és gi) párhuza-
mos az Μ . ex(2) kúpnak 
egy li alkotójával, más-
reszt 11 x || vx, u.2 |' v2 és e 
kúpra nézve sin(ljtix) 
sin(liu2) — λ. 

Folytatólag kimutatható, hogy a hyperboloid pontjainak a 
a vxv2 egyenesektől mért távolságai is állandó viszonyt adnak, mely 
egyenlő a λ-val. Mutassuk ki először a hyperboloidnak e tulajdonsá-
gát az Μ. exW kúp rxr2 alkotóival párhuzamos, tehát az SbS'b ponto-
kon keresztül menő, gxg-2kxk2 alkotóknak pontjaira. 

Húzzuk e végből (22. ábra) az Sb (vagy az S'b) ponton 
keresztül a v'x és a v\ egyenest akképen, hogy v'x || vx, v'2 || v.2, és 
bocsássunk a gx (vagy k.2, illetőleg g.2,kx) tetszésszerinti Ppontjából 
a vxv'xv,2 és v'2-re merőlegeseket, melyeknek talppontja a Px, P'v P2 és 
Ρ'3. A PPXPX> PP2P'.2 háromszögek a P\ és a P 2 csúcsnál derék-
szögűek, mert a ΡλΡ'χ, F2P\2 egyenesek a [ν'χυ'^^ síkra merőlegesek; 

22. ábra. 

továbbá Sb Vx = 
Másrészt 

P\PX, SbV2 = P\2P2 

es 

\ = PSbSÍn(gxv'x): PSbsin(gxv\) = PP' :PP'2 

l=SbVx: SbV2 = PxPx: P2P'2, 



tehát a PPXP\, ΡΡ2Ρ'2 háromszögek hasonlók és így 

VPX: ΡΡ2 = λ, 

azaz : a g1 (és a h^hy ) egyenes bármely pontjának a vxv% egyenesek-
től mért távolsági viszonya egyenlő λ-val. 

3. Vegyünk fel ezután (23. ábra) egy tetszésszerinti hi alkotót 
a hyperboloidon, mely az előbbi alkotókat a PQ pontokban 

metszi és legyen az Β pont 
^ a la-nek egy szabadon vá-

lasztott pontja. 
Húzzunk a Ρ ponton 

keresztül a f ^ - v e l párhu-
zamos v\v'% egyeneseket és 
messük a vt és v\~et, a P , Q 
és Ε pontokból azokra bo-
csátott merőleges síkokkal, a 
Px és P, Qx és végre az 
Rx és R'[ pontokban ; a v2 és 
f'2-et, a P,Q és R pontok-
ból azokra bocsátott merő-
leges síkokkal a P2 és P , 

és végre az P2 és R\ pontokban. 
A QQiQ\, QQzQ'z háromszögekről és az RRXR\, RR^R'^ 

háromszögekről kimutatjuk, hogy hasonlók. Ugyanis közvetlen 
látjuk, hogy 

PPt # Q\QX # R\R„ PP, # Q\Q, # R\R,; 
QQ\ II BB\ 

QQ\ = PQsin(kiv\), 
QQ'z — PQsin(hiv\), 

QQ\ II RR\ 
RR\ = PRsinQtjv\) 
RR'z = PRsm{hiv'%) 

és a PQ pontoknak, valamint a hi alkotónak tulajdonsága folytán 

λ =- PP,: PP2 = QQX : QQ, = QQ\ : = ^ : j y ^ 
tehát 

es 
G'iQl : G'.ft = QQ\ •• QQ\ = QQ,: 

λ = R\RX: P '2P2 = M ' j : RR\. 

Az első proporczióból már következik, hogy QQXQ'X 

a másodikból pedig, mert 

3 QQ\QX=RR'A, < QQ\Q2=RR',R2, 
következik, hogy ΡΡ ,Ρ ' , ^ RR«R'. 

QQzQ'z 



Ennélfogva 
λ = RJR,L: RR2, 

azaz; a h( egyenes bármely R pontja távolának viszonya a vv, v, 
egyenesektől szintén egyenlő λ-val. Ε szerint: 

Az orthogonalis hyperboloid pontjainak hét egyenestől mért 
távolságai viszonya állandó (SCHRÖTER ; Oberfl. zweiter Ord. 2 6 . § ) . 

Ε két egyenes v{v.2, a hyperboloidnak arra a b főtengelyére 
merőleges és e főtengelyt metsző polárispárja, mely főtengely 
párhuzamos a hyperboloid körmetsző síkjaival. 

Azonban nem minden a b főtengetyre merőleges polárispár-
nak van az a tulajdonsága, melyet a tétel kifejez, hanem csak annak, 
mely a b-t a b-ve\ ugyanegy síkban fekvő ea{2), foc®] főmetszések-
nek W1 W\ , W2 W2 gyújtópontjaitól határolt W1 W2, vagy W\ W'2 

vonaldarabokon metszik. 
Hogy ezt kimutassuk, gondoljunk vissza a hyperboloid 

asymptótikus kúpjára, M . e ^ - v e . Ε kúp pontjainak az u x , u2 

egyenespártól mért távolságai viszonya λ állandó, hol az u x , u2 

egyenesek csak annak a föltételnek vannak alávetve, hogy e kúp 
rx, r% alkotóit harmonikusan választják el. Ama állandó viszony λ 
azonban változik, a mint az ux-nek más és más helyzetet adunk az 
[r,r2] fősíkban ; és λ legkisebb értékét akkor éri el, a midőn % a kúp 
elliptikus tengelye, u2 pedig az [ ^ r j fősíkban fekvő másik főtengely. 
Ε legkisebb értéke X-nak = /£&=l/ bx2 — q 2 : bu vagy a mi ugyanaz 
V b2 — c2: b, ha θ· az rx, r2 alkotók hajlásszöge a kúp elliptikus 
tengelyéhez. 

Ha az ea(2) ellipsis egyik gyújtópontja a W± és az ehez kapcsolt 
pólus a l ? = SbS'b tengelyen a W2, akkor aTf 2 a hj® hyperbolának 
gyújtópontja, mert 

továbbá 
b(b - \/ b2 — c2) 

tehát 
TF^: W2Sb = VW-^:b, 

és így a pontban az ea(2) fősíkra és a TF2 pontban a /í̂ 2) síkra 
merőlegesen álló wx , w2 egyenespár oly polárispár, melytől mérve a 
hyperboloid pontjainak távolságai viszonya a legkisebb. 

4. Mutassuk ki végre, hogy az a polárispár ν±ν2, melytől mérve 
a hyperboloid pontjainak távolságai viszonya állandó, pl. λ, egyszer-
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smind oly tulajdonságú is, hogy bármelyikén keresztül menő kap-
csolt polárissíkok orthogonalis sort képeznek. 

Messük e végből a hyperboloidot a i^-en keresztül menő és a 
b tengelyre merőleges síkkal a /#> hyperbolában (24. ábra). Ennek 
középpontja a Vx pont, egyik átmérője a vx egyenes, az ehhez 
kapcsolt átmérő párhuzamos a V2-VQ\ végre r'xr\ asymptótái 
párhuzamosak a hyperboloid asymptótikus kúpjának, M . -nek, 
rxr2 alkotóival. Ha a v\ átmérőnek egyik metszőpontja a fc®' 
hyperbolával a P, és W2) -nek érintője a Ρ pontban az r\r'2 

asymptótákat az R'xR'2 pontokban metszi, s ha végre az R'XR'2 pon-
tokon keresztül pár-

/ huzamosakat húzunk 
a í/2-vel, melyek a 
f r e t az LXL2 pontok-
ban metszik, akkor e 
metszőpontok kapcsolt 
pólusok a hf®-re, és 
így a hyperboloidra vo-
natkozólag. 

A Ρ pontnak tá-
volsága a í>x-től PFX . 
sin[iJxv'^), s a i>2-től 

mert a Ρ a hyperboloidon fekszik, azért e távolságok 2 > 
viszonya λ, azaz: 

PVxsin(vxv'2): Vx V2 =), 

Az asymptóta R\ pontjának a és í/2-től mért távolságai 
viszonya, az asymptótikus kúpnak az r^-gyel párhuzamos rx alkotója 
tulajdonsága folytán, szintén egyenlő λ-val (mert rx j| r'x, ux || vx, 
u2 || v'2 és sm(r\vx): sin(r'xv'2) — sin(rxtix): sin(r2u2) — λ). 

Ámde az R'x-nek távolsága a í^-től = PVxsin(vxv'2), tehát az 
R'x pontnak és így egyszersmind az Lx, L.2 pontoknak távolsága a 
v'2 egyenestől az előbbi egyenlet szerint egyenlő a VXV.2 vonal-
darabbal. Ebből az következik, hogy a v2 egyenest a i^-en fekvő 
Lx, L2 kapcsolt pólusokkal összekötő [v2Lx], [v2L2) síkok, melyek 
kapcsolt polárissíkok, merőlegesek egymásra. 

Egy másik a v2-n keresztül menő kapcsolt poláris síkpár a VL 

pontot és a ^-nek végtelen távol fekvő pontját köti össze a f2-vel, s 
így szintén merőleges egymásra. Ebből láthatjuk, hogy a v.2-n 
(s hasonlókép a v ren) keresztül menő összes kapcsolt polárissík-
párok merőlegesek egymásra. 



Tehát: 
Az orthogonalis hyperboloid o l y polárispárjainak, melyektől 

a hyperboloid pontjainak mért távolságai viszonya állandó, az a 
tulajdonsága van, hogy bármelyikén keresztül menő kapcsolt poláris-
síkpárok orthogonalis sort képeznek. 

Ε tételt még a következőképen is igazolhatjuk: 
Messük az orthogonalis hyperboloidot a [ V ^ ] vagy [ 

síkok egyikével, pl. az elsővel, a k(2> kúpszeletben, és messe ekkor a V2 

pontnak ω2 polárissíkja, a mely a Fx ponton megy keresztül merőlege-
sen a Yj V.2 egyenesre, a -őt a P $ pontokban. Ha a k(2) -nek a Fx F3 

tengelyén levő csúcsai akkor a PSQS' négyszögnek P S , QS' és 
PS', szemben fekvő oldalpárjai a t>2 egyenesnek Q2, P2 pontjai-
ban találkoznak. Ezek a $2P2 pontok, a V2-től egyenlő távolságra 
levő kapcsolt pólusai a -nek és az orth. hyperboloidnak, tehát a 
[iV/J, [^2^1] kapcsolt polárissíkpárja a hyperboloidnak. 

Ha a kúpszelet Ρ pontjából a vx és f 2 polárisokra bocsátott 
merőlegeseknek talppontjai és P2 , úgy az orth. hyperboloidnak a 
t^fg polárispár iránt való tulajdonságból folyólag, és a hasonló 
háromszögek miatt: 

PP2 _ SVz ^ PU, 
PRX SVX PÜt' 

Ha tehát a V2 ponton keresztül menő és a ΡR,-gyei párhuza-
mos egyenes a [Ρ$νχ], [Q2fx] síkokat a T, U pontokban metszi, úgy 
UV9 = V2T, és a . PRyVy , V2TP2 hasonló háromszögek, valamint az 
előbbi egyenlet miatt: 

ÜV, = V , T = P R = P R P P 2 = Fx72 . 

Ebből látható, hogy a Τ Vx U háromszögnek Vx szöge derék-
szög, tehát a [ P ^ J , [Q2vJ síkok, melyek kapcsolt polárissíkok, 
egymásra merőlegesek. S mert a [ Fgt'J és ω2 síkok szintén merőleges 
kapcsolt polárissíkok, azért helyes a fönnebbi tétel. 

* 

5. Foglalkozzunk ezután oly hyperboloiddal, melynek asymptó-
tikus kúpja egyenoldalú és melyet tehát egyenoldalú hyperboloidnak 
nevezünk. 

Az egyenoldalú kúp ψ , »> állandói között a következő 
reláczió van: 

cotg^-\-cotg^= 1; 



ennélfogva az egyenoldalú hyperboloid elliptikus főmetszésének 2b 
és 2c fő- és melléktengelye és a harmadik főtengely 2a között az 
általános a= b. coigty, a = c. cotgü· relácziót tekintve, ez az össze-
függés van: 1 1 1 

Az egyenoldalú kúpnak tulajdonsága, hogy alkotói végtelen 
sok derékszögű háromélnek élei, tehát minden alkotójára merőleges 
két alkotó, mely azonkívül egymásra is merőleges. Minthogy a 
hyperboloid egyik és másik rendszerhez tartozó alkotói az asymptó-
tikus kúp alkotóival párhuzamosak: az egyenoldalú hyperboloid 
minden g alkotójára, és a vele párhuzamos h alkotóra, merőleges 
két g és két h alkotó, melyek azonkívül egymásra is merőlegesek. 
Ha az ilyen három g és három h alkotót a gíg^h^h.ymal jelöljük 
(gi j| hi), akkor ezek egy a hyperboloidon fekvő gx^g^g^ derék-
szögű hatoldalnak oldalai. Ε szerint: 

Az egyenoldalú hyperboloidon végtelen sok o l y hatoldal vau, 
melynek minden szöge derékszög; minden alkotó e g y i l y hatoldal-
nak egyik oldala. 

A hatoldal egymásra következő oldalain keresz-
tül menő | [ h , g z ] , . . . [ T ^ ] síkok egy derékszögű parallel-
epipedonnak lapjai; ennek hat csúcsa (gxh2) (h2g.0). . . (h^g-J egybe-
esik a hatoldal hat szögpontjával, a többi két szemben fekvő csúcs 
nincs a hyperboloidon, hanem az azokon keresztül menő három-
három parallelepipedon lap [ g f a ] [gM [gzhx\, [h^] [h2gz~\ [h3gx] 
érintősíkja a hyperboloidnak. 

Mindezen oo1 parallelepipedon átlóinak metszőpontja a hyper-
boloidnak középpontja, mert a szemben fekvő gjt^ g2h2, gzha 

élpárokon átmenő síkok a hyperboloidot az élpárok végtelen távol 
fekvő pontjában érintik, s így egymást a hyperboloidnak középpont-
jában metszik. 

„Mindezeknek a parallelepipedonoknak csúcsai egy gömbön 
feküsznek, melynek középpontja a hyperboloid középpontja és 
sugarának négyzete = b2 -f- c2 — a2." 

Ez állítás első részét igazolandó, jelöljük a hyperboloid két 
egymásra merőleges alkotóját gj^-vé. 1, egy másik pár egymásra 
merőleges, de külömben tetszésszerinti alkotóját g\h'2-ve\, és 
mutassuk ki, hogy a (gxh2) (g\h'2) pontok a hyperboloid közép-
pontjától egyenlő távolságra vannak. 

A gihg'ih'z négyoldalnak (gxh2) {g\h\) = q, (gxh\) (g\h2) = qx 

átlói polárisok a hyperboloidra vonatkozólag ; ezeknek Q, Qx felező-



pontjait és végtelen távoli pontjait összekötő egyenesek szintén 
polárisok úgy, hogy a QQX egyenes ez oknál fogva a hyperboloid 
középpontján megy keresztül. Tekintve, hogy a {gj t^ (jf'i^'a) szögek 
derékszögek: a Qx pont a gxh2g'xW2 négyoldal minden szögpontjától 
egyenlő távolságra van, és így a QQX egyenes merőleges a #egyenesre 
és a QQX egyenesnek minden pontja, tehát a hyperboloidnak 
középpontja is, a ( g j i 2 ) (g\k').2 pontoktól egyenlő távolságra van. 
Ebből azt látjuk, hogy az egymásra merőleges g, h alkotók 
metszőpontjai egy gömbön feküsznek, mely a hyperboloiddal 
konczentrikus. 

Hogy e gömb sugarát meghatározzuk, vegyük tekintetbe a 
hyperboloidnak azt a főmetszését hj® -t, melynek síkja merőleges 
a c főtengelyre, melynek asypmtótái az asymptótikus kúpnak SjS2 

alkotói, melynek tehát Μ középpontja a hyperboloidnak közép-
pontja. A hyperboloidnak az sx-re merőleges érintősíkja a hyper-
boloidot a gxhi alkotókban az asymptótákat az LXL2 pontokban 
metszi és a ~kP> hyperbolát, valamint a hyperboloidot az Ν — (gxh2) 
pontban érinti. A gxh.2 alkotók egymásra merőlegesek, mert mind-
kettő merőleges a hyperboloidnak az 51-gyel párhuzamos g 3 , 
alkotóira, melyek a már többször használt SCS'C pontokon mennek 
keresztül s a hcW síkjától c távolságra vannak. 

Az Lx felezőpontja a (g-Jtz) pontokat összekötő vonal-
darabnak, s így az Lx pont a (g2hz) (gsh2) pontoktól, valamint a 
(gxh2) == Ν ponttól c távolságra van, azaz: 

C = LXN=NL.2. 

Tekintve a/íc(2> hyperbolát: azLj L2 Mclerékszögű háromszög-
nek területe ab, s mert az egyik befogó LXL.2 = 2c, azért a másik 

ab 
befogó MLX = —. Azonban ez utóbbi kifejezés négyzete a hyper-

c 
boloid a, b, c állandói között fenforgó 

reláczió alapján b2 — a2, tehát a keresett gömb sugarának 
négyzete: 

MV - f LXN* = MN2 = &2 — a2 + c*. 

6. Térjünk ezek után a forgáshyperboloidhoz ! 
Ha két egymást nem metsző és egymásra nem merőleges 

egyenes g és t közül az egyik, pl. a g, a másik körül egy teljes körül-
forgást végez, akkor a forgó egyenes egy forgáshyperboloidot ír le. 



Ugyanis a g egyenes pontjai, a t körül történő forgás alkalmá-
val ugyanazokat a köröket írják le, mint ama pontoknak tükörképei, 
a t-n keresztül menő és a ^-vel párhuzamos ν síkra, mint tükörre, 
vonatkozólag. Ezért a g-nek tükörképe a h, a ν síkra vonatkozólag, 
ugyanazt a felületet írja le, ha a t körül forog, mint maga a g 
egyenes. Minthogy ezek szerint a forgó g egyenes a forgó h-t minden 
helyzetében metszi, tehát a g egyenes három és még több egyenest 
mozgása közben folyton metsz, azért a g leír egy hyperboloidot. 
Minthogy végre e hyperboloidnak és egyszersmind asymptó-
tikus kúpjának alkotói a t forgástengelyhez egyenlő szög alatt 
hajlanak, azért ama kúp, forgáskúp és a hyperboloid, forgáshyper-
boloid. 

Ε forgáshyperboloidnak középpontja Μ az a pont, melyben a 
g és t egyeneseknek η merőleges szelője a t forgástengelyt, melyet 
egyszersmind a hyperboloid forgástengelyének is nevezünk, metszi; 
e forgástengelynek azonkívül, hogy a hyperboloid alkotóihoz 
egyenlő szög alatt hajlik, még az a tulajdonsága is van, hogy 
pontjainak távolsága a hyperboloid Összes g és h alkotóitól egyenlő, 
mert a milyen távolságra volt a í-nek Ρ pontja, pl. a jf-nek első 
helyzetétől, olyan marad e távolság a^-nek forgatása alkalmával is. 

A t forgástengelyre az Μ középpontban merőlegesen álló τ sík 
a hyperboloidnak egyik fősíkja; e sík a hyperboloidot annak torok-
körében metszi; a többi fősíkok, a í-nek összes síkjai, hyperboloidot 
oly hyperbolákban metszik, melyeknek asymptótái a t forgás-
tengel lyel ugyanoly szögeket képeznek, mint a forgó g egyenes. 
Ε felületet és annak asymptótikus kúpját tehát leírhatjuk egy 
hyperbolának egyik ágával és egyik asymptótájával, ha azokkal 
egy teljes körülforgást végezünk a hyperbolának t melléktengelye 
körül. 

Két egymást nem metsző gx és g2 egyenesen oo1 forgáshyper-
boloid fektethető keresztül. 

Szerezzünk magunknak fogalmat β hyperboloidok egyikének 
forgástengelyéről. 

Lényegében a feladat abban áll, hogy oly t forgástengelyt 
találjunk, mely körül a gx forgatva a g2 helyzetbe jusson. 

Vegyünk fel e végből a gx egyenesen egy AXBX vonaldarabot, 
é s a ^ - ő n a z AXBX-gyei egyenlő A2B2 vonaldarabot. Az AXA2 és 
BXB2 vonaldarabok felezőpontjaiban az illető vonaldarabokra a, 
illetve β merőleges síkokat állítunk; ezeknek metszővonala t már a 
kívánt tulajdonságú tengely lesz. Ugyanis a t egyenesnek minden 
pontja az AXA% pontoktól, valamint a BXB2 pontoktól egyenlő távol-



ságra van, minthogy a t ama α, β merőleges síkoknak metsző-
vonala. Ha tehát két tetszésszerinti pontja a í-nek, akkor az 
AXASB3BX tetraedernek minden éle egyenlő az Α2ΑΖΒΆΒ2 tetraeder-
nek egy-egy élével és így a két tetraeder vagy kongruens, vagy 
pedig az egyik a másiknak tükörképe. 

De a két tetraeder sem az a, sem a β, sem más a közös 
A%i>3 = t élen keresztül menő síkra nem lehet egymásnak tükör-
képe, mert akkor az AxBx-==gx, és A2B2==gi éleknek egymást 
abban a tükörsíkban metszeniök kellene, föltevésünk ellenében. Ama 
két tetraeder tehát kongruens és ezért az egyik a t körül a másikba 
forgatható. 

Az A2B2 vonaldarabot ool-félekép vehetjük fel a g2 egyenesen, 
még pedig kétféle értelemben és ha a szerkesztést az állandó 
AXB x-gye\ és mindezekkel a változó A2B2 vonaldarabokkal úgy 
mint előbb elvégezzük, megkapjuk az összes tengelyeket, a melyek 
körül a ^-et a g%-be lehet forgatni. — 

Máskép is meghatározhatjuk ezeket a t tengelyeket. 
Vezessünk valamely Ρ ponton keresztül a gx és ^-vel 

párhuzamosakat, sx és s2-t; állítsunk az sr?2 egyenesek hajlásszögei-
nek felezőin keresztül az [sxs2] síkra merőleges σ, σ' síkokat. Ε σσ' 
síkok szintén merőlegesek egymásra és e síkok bármelyikében fekvő 
vagy azokkal párhuzamos egyenes úgy az sx és s2-hez, mint a velők 
párhuzamos gxg% egyenesekhez, egyenlő szög alatt hajlik. 

Legyen tehát t' egy a σ síkban fekvő és a P={sxs<£) ponton 
keresztül menő egyenes, mely nem merőleges az sx és s2-re; ε pedig 
a t'-re merőleges sík, mely a g\g%sxs2t' egyeneseket a G ^ ^ S ^ T ' 
pontokban metszi. Határozzuk meg az ε síkban a Τ pontot akképen, 
hogy a GXG%Τ háromszög hasonló legyen az SXS2T/ egyenszárú 
háromszöggel, és vezessünk e Ί ponton keresztül a t'-sel párhuzamos 
t egyenest. 

Alinthogy az sx egyenes és annak Sx pontja a t' körül az s2-be, 
illetve az $2-be forgatható, és sx || gx, s2 || g2, t' |j t, azért a ^-nek 
nemcsak a Gx pontja kerül a t körül forgatva a G%-be, hanem a 
,^-nek végtelen távol fekvő pontja is a ^2-nek végtelen távol fekvő 
pontjába jut, és így maga a gx egyenes is a t körül forgatva, egyszer 
a £2-vel egyesül. Azaz: a gx és g2 egyeneseken keresztül menő 
forgáshyperboloidok egyikének forgástengelye a t. 

Ezek a forgástengelyek mind párhuzamosak oly két sugár-
sornak sugaraival, melyeknek síkjai (σ és σ') merőlegesek egymásra. 
Azonkívül pontjainak távolságai a gx és g2 egyenesektől egyenlők. 
Az ily tulajdonságú egyenesekről alább (15. §. 3. p. végén) ki fogjuk 



mutatni, hogy azok egy egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak 
alkotói. — 

Meg akarjuk még e helyen jegyezni, hogy még a forgás-
hyperboloidok között is van egy különös, t. i. az, melynek asymptó-
tikus kúpja Pappus- és Hachette-féle forgáskúp. Ennek minden 
metszése az oly síkkal, mely a forgástengelyen megy keresztül, 
egyenoldalú hyperbola és minden alkotója a forgástengelylyel 45° 
szöget képez. 

14. §. A hyperbolikus paraboloid származtatása, 
tengelye és fősíkjai. 

1. Mondottuk a 119. oldalon, hogy ha a hyperboloid meghatáro-
zására szolgáló három alkotónak, a hxh.2h.ó-nak, végtelen távol fekvő 

r τ 1 pontja ΗΧοοΗ2οοΗΆαο 

/ / / ugyanegy egyenesen, 
/ A ,̂ οο-n, fekszik, azaz a 

/ / három alkotó ugyanegy 
X / síkkal, ε^-val, párhuza-

mos, akkor a tőlük meg-
határozott különös hy-
perboloidot hyperbolikus 
paraboloidnak, és a rajta 
levő két sugársereget 
paraboloidikus sugár-
seregeknek nevezzük 
(25. ábra). 

Valamely sh síkkal 
párhuzamos hxh2h3 egye-

— \ / neseknek szelői amazo-
~~ 1 kon hasonlóan-projektiv 
25. ábra. pontsorokat metszenek 

ki, mert egy síksor, mely-
nek tengelye a 7%, a hxh2 egyeneseket oly projektív pontsorok-
ban metszi, melyeknek végtelen távol fekvő íT laci/2oo pontjai meg-
felelők. Ha azonban a g{ e g 3 ^ e n e s e k e t két projektív síksor képződmé-
nyének tekintjük, akkor a /irmon fekvő pontsort a hx ,h2 tengelyek-
ből projicziáló síksorok csak különös helyzetűek, t. i. hogy egy meg-
felelő síkpárjuk, mely a 7/3qo ponton megy keresztül, párhuzamos, 
de maguk a síksorok általánosan projektivek. 



A kxh.2 alkotókat az AXBXCX... Híoo, A2B2C2... H.1(X> pontsorok-
ban metsző gxg$g3 .-.g<x> alkotók, szintén párhuzamosak ugyanegy-
síkkal, mert a hasonlóan projektív vonatkozásból származó 

proporczió folytán a Gx ponton keresztül, a gx és g2-ve\ párhuzamosan 
vezetett sík, a 1 a C2 pontban metszi. Minthogy továbbá a hxh.2h3 

alkotók az zh síkkal párhuzamosak, úgy ezek a gx, g2 alkotókról 
szintén aránylagos részeket metszenek le, tehát a ki alkotók a gxg2g&... 
alkotókat szintén hasonlóan projektív pontsorok szerint metszik, és 
ezért a ki alkotók között is van egy hoo alkotó végtelen távol. 

Minthogy minden egyenest egyenes metsz, azért az oly 
egyenes-hármasoknak száma, melyek egy megadott l egyenest 
metszenek oo9. Az l egyenest a végtelen távol fekvő síkban 

an •'-szer 
vehetjük fel; van tehát c©11 oly egyenes-hármas, mely mindig 
egy síkkal párhuzamos. De a hyperbolikus paraboloid egy sugár-
seregében oo3 egyenes-hármas vehető fel, és ezért a hyperbolikus 
paraboloidok száma oo8. 

A végtelen távol fekvő ε<» = [g^li^o] sík, mely a hyperbolikus 
paraboloidnak a két végtelen távol fekvő g ^ h ^ alkotóján megy 
keresztül, a felület érintősíkja az E^ — (gaoh<x>) pontban, s az Eoc 
pont, mint az ε^ síknak pólusa, a felületnek végtelen távol levő 
középpontja. 

A gi és a hi alkotókkal párhuzamos, s így a h^, illetve g ^ 
alkotókon keresztül menő zg , ZH síkokat, a felület vezető síkjainak 
nevezzük; ezeknek zgzh metszővonala a felület Eoo középpontján 
megy keresztül. 

Minden sík, mely a hyperbolikus paraboloid vezető síkjainak 
zgzh metszővonalával párhuzamos, tehát az Ε^ ponton megy keresz-
tül, a felületet oly parabola szerint metszi, melynek végtelen távol 
fekvő pontja az Eoo pont. Ellenben az oly síknak metszése a felület-
tel, mely az zgzh egyenest a végesben, tehát a g^hao alkotókat két 
külömböző pontban metszi, hyperbola. 

2. A hyperbolikus paraboloidon két oly különös alkotó, g0 h0, 
van, mely a vezető síkoknak zgzh metszővonalára merőleges. 

Ε g0h0 alkotókat szerkesztendő, vegyünk fel egy ABCD tér-
négyszöget, és tekintsük annak szemben fekvő AB = gx, CD ̂ g2 ; 
BC==hx, DA == h2 oldalait a hyperbolikus paraboloid két külömböző 
rendszerhez tartozó alkotóinak; e két pár alkotó már meghatározza 
a hyperbolikus paraboloidnak a gyg2, illetve a hxh2 alkotókkal párhuza-
mos zgzh vezető síkjait és magát a hyperbolikus paraboloidot. A g 



rendszerhez tartozó alkotók a h rendszer alkotóin, és a h rendszer 
alkotói a g rendszer alkotóin hasonlóan projektív pontsorokat 
metszenek ki, azaz: a g rendszerhez tartozó alkotók a ΒC, AD 
vonaldarabokat, és a h rendszerhez tartozó alkotók az AB , DG 
vonaldarabokat aránylagos részekre osztják és ez alapon meg-
határozhatók. Az Zgzh egyenesre merőleges síkok úgy a g y g , alkotó-
kon, mint a h f a alkotókon szintén hasonlóan-projektiv pontsorokat 
metszenek ki. Ha tehát az A és Β pontokon keresztül az zgth egyenesre 
merőlegesen bocsátott síkok a g2-1 a Dx, Gx pontokban metszik és a 
6r2 oly pont a g% egyenesen, hogy DG2: G2C = DLG>: G2Gly akkor 
a G2 ponton keresztül menő és az zgzh egyenesre merőleges sik a 
gyhyk-2 alkotókat oly GXHJ12 pontokban metszi, hogy a GxG2 = h0, 
HyH^^go alkotók már merőlegesek az zgth egyenesre. 

A hyperbolikus paraboloidnak e különös goh0 alkotói egymást 
annak $ csúcsában metszik, s ezért a g0h0 alkotókat csúcsalkotók-
nak nevezzük ; az S ponton keresztül menő és az ε^-va l párhuza-
mos c egyenes pedig a hyperbolikus paraboloid tengelye. A c tengely 
metszőpontjai a felülettel S==(g0h0) és E<x> — (g<x,h<x>); e pontok 
érintősíkjai, a = [g0h0] és εοο = [g<x>h<x>], egymást c-nek polárisában 
Cao z= GZ<x> -ben metszik. A c-n keresztül menő kapcsolt polárissíkok-
tól képezett involucziós síksor kettőssíkjai [cg0hoo] és [ch0gvo\, ezek 
párhuzamosak az zgth vezető síkokkal. Ε síkok hajlásszögeit felező α 
és β síkok oly egymásra merőleges kapcsolt polárissíkok, melyek 
egyszersmind felezik a gnh0 és goohoo alkotók hajlásszögeit is. 
Minthogy az α és β síkok pólusai, a β és α síkoknak Aoo és Bea 
metszőpontjai a c<*> egyenessel, és e pontok az a, illetve a 
β síkra merőleges egyeneseknek végtelen távol fekvő pontjai, 
azért: a hyperbolikus paraboloid az α., β síkokra vonatkozólag 
symmetrikus. Ez okból az α, β síkokat a felület fő síkjainak, 
azoknak metszését a felülettel főmetszéseknek nevezzük. A σε^αβ 
tetraeder így felírt lapjainak pólusai SE^A^B^ ; az első két lap 
mint érintősík átmegy saját pólusán, a másik két lap felváltva 
megy át a másik két póluson; a tetraedernek egyik szemben 
fekvő élpárja 

polárispár, míg az 

χσ = a, βε^ == aryo és βσ = b, αε^ == bc*> 

szemben fekvő élek közül az a és b, a g0h0 alkotóknak, az a^ és b^ 
pedig a g ^ h ^ alkotóknak hajlásszögeit felezi. 



A hyperbolikus paraboloid főmetszései parabolák, mert síkjuk 
a c tengelyen megy keresztül; e p(2),p , (-2) paraboláknak a c-ben 
közös tengelyük, az /S-ben közös csúcsuk van, de pontjaik a σ 
érintősík külömböző oldalain feküsznek (26. ábra). Ugyanis a c-n 
keresztül menő [cg0h<x>], [ch0g<x>] érintősíkok az α és β fősíkoktól 
harmonikusan vannak elválasztva; tehát egy hi alkotónak metsző-
pontjai ( h i g o ) ( h i g o o ) {hp.) (h$) ama négy síkkal szintén harmoniku-
sak, s így az első metszőpont, mely a σ == [g0ho\ síkban fekszik, a 
harmadik és negyedik metszőponttól határolt vonaldarabot felezi, 
mert a második metszőpont végtelen távol van. 

3. A hyperbolikus 
paraboloidnak oly hih' al-
kotói, melyek a go csúcs-
alkotót az == (goK) 
csúcsponttól egyenlő tá-
volságban metszik, tehát 
az S ponttól egyenlő 
távolságra vannak, oly 
egyenoldalúan hyperboli-
kus involucziós sort ké-
peznek a h alkotók sere-
gében, melynek kettős-
sugarai h0h<x>. Ε sor társ-
sugárpárjait. hih'i-t,ag0-ból 

projicziáló [ g 0 h l ] [goh'i] sík-
párok egy involucziós sík-
sort képeznek, melynek 
kettőssíkjai [g0h0] = σ, 
[goh<x] = [g°c\ egymásra 
merőlegesek. Ennélfogva a [goht] [goh'í] társsíkok egyenlő szögek 
alatt hajlanak a <7 és a síkhoz; és mert a hi és h\ alkotókon 
keresztül menő és az ε/2 vezetősíkkal párhuzamos síkok a σ-ra merő-
legesek, azért a hih\ alkotók a cr-hoz, és a [goc] síkhoz, valamint 
ezeknek g0 metszőegyeneséhez és a (/0c]-vel párhuzamos vezető-
síkhoz, egyenlő szögek alatt hajlanak. Ebből következik, hogy az 
ε^-vel párhuzamos síkok sora a h{, h\ alkotókat egyenlően projektív 
pontsorokban metszi, tehát: 

A hyperbolikus paraboloid csúcsától egyenlő távolságra levő 
két ugyanegy rendszerhez tartozó alkotó a másik rendszer alkotóitól 
egyenlően-projektív pontsorokban metszetik. 

4. A hyperbolikus paraboloid metszési görbéi annak tengelyé-
vel és egymással párhuzamos síkokkal kongruens parabolák. 



Messe egy a c tengelylyel párhuzamos ε sík a felület gxg2 

alkotóit a GXG.2 pontokban, továbbá egy az ε síkkal párhuzamos ε'sík 
ugyanezeket a gxg2 alkotókat a G\G\ pontokban (27. ábra). A^-en 
és a g2-őn keresztül menő és az zg vezetősíkkal párhuzamos síkok 
az ε síkot a cxc2 egyenesekben, az ε'síkot pedig a c\c\ egyene-
sekben metszik. A cxc%c\c\ egyenesek párhuzamosak a c ten-
gelylyel, a QXG2G\G\ pontokon mennek keresztül és a cxc.2 egye-
nesek távolsága egymástól egyenlő a c\c\ egyenesek távolságával. 

A szilárd gx alkotón és a változó hi alkotón keresztül 

De minthogy a (Gx, ε) és (G\ , ε'), valamint a (G.2, ε) és {G\ , ε') 
sugársorok megfelelő sugarai párhuzamosak, és a Gx G.2 és a G\G'2 

pontokon keresztül a c tengelylyel párhuzamosan haladó cxc2 és c\c\2 

egyenesek egyenlő távolságra vannak egymástól, azért a p&> és 
parabolák kongruensek.*) 

*) L. Math. és Phys. Lapok 1894. évfolyam 167. oldal: „Tételek a 
paraboláról és a hyperbolikus paraboloidról" czímű czikket, vagy a következőket: 

Ha a GxG'2 , G\G2 egyenesek (28. ábra) valamely p&) parabolának 
párhuzamos húrjai, a Hi pedig annak egy pontja, akkor azok a G\H'i ,G2H'I 
egyenesek, melyek megfelelőleg a GxHi-ve 1, illetve a G2Hi-ve 1 párhuzamosak, 
egymást a GyHiG2G'XH'iG'2 Pascal-hatszög miatt a parabola H'i pontjában 

27. ábra. 

ML 
menő síkok sora az ε, ε' síko-
kat a (Gx, ε), (GX)z ') sugár-
sorok szerint metszik, melyek-
nek megfelelő sugarai párhuza-
mosak ; úgyszintén a g2 szilárd 
alkotón és a változó hi alkotón 
keresztül menő síkok sora az 
ε, ε' síkokat a (G.2, ε), (G\2, ε') 
sugársorok szerint metszik, me -
lyekben ismét a megfelelő su-
garak párhuzamosak. A (Gf , ε), 
( 0„ε ) , (ö ' i ,ε ' ) és ( 0 ' „ e ' ) s u -
gársorok projektivek, ha oly 
sugarak tekintetnek megfele-
lőknek, melyek ugyan egy hi 
sugarat metszenek. A két első, 
és hasonlókép a két utóbbi su-
gársor képződménye az a , 
illetve az a p/(® parabola, mely-
ben az ε, illetve az ε' sík a hy-
perbolikus paraboloidot metszi. 



A hyperbolikus paraboloidot ezek szerint egy mozgó parabolá-
val következőképen írjuk le: 

Egy parabolát akkép mozgatunk, hogy síkja és tengelye 
párhuzamos maradjon, és a parabola két, síkján kívül levő és egy 
közös ponttal bíró gihi egyenest messen ; a mozgó parabola leír egy 
oly hyperbolikus paraboloidot, melynek tengelye a mozgó parabola 
tengelyével párhuzamos. Ha a gihi egyenesek a mozgó parabolá-
nak síkjával és azonkívül annak tengelyével egyenlő szöget képez-
nek, akkor a mozgó parabola csúcsa leírja a felület egyik főmetszé-
sét és maga a mozgó parabola egyik helyzetében, a midőn ama 
főmetszésnek csücsán megy keresztül, a másik főmetszés. S ha még 
ez utóbbi esetben a gihi egyenesek síkja merőleges a mozgó para-
bola síkjára, akkor a (gihi) pont a felület csúcsa lesz. 

ó. Ha a hyperbolikus paraboloid, mint már előbb (a 2. pontban) 
AgAg&^ABCD, (AB = glt BG=hx, CD = g„ DA = /i2) t é r -

négyszög által van adva, úgy egy adott ε síkkal párhuzamos 
érintősíkban fekvő gihi alkotókat a következőkép találjuk meg: 
Az A és a Β ponton keresztül menő, és az ε síkkal párhuzamos 
síkok a g2 egyenest a DL, G\ pontokban metszik; a G% pont a g^-ön 
akkép van meghatározva, hogy DG%: G.iC = D1Gi: G%CL; a G.2 

ponton keresztül menő és az ε síkkal párhuzamos sík a h.2 

egyeneseket Gj , H l , pontokban, a hyperbolikus paraboloidot, a 
keresett GXG^ = hi, H^H^^gi alkotókban metszi. 

A hyperbolikus paraboloidnak metszése minden ε síkkal, mely 

metszik. És mert ama párhuzamos húrok végpontjai a hozzájuk kapcsolt d 
átmérőtől egyenlő távolságra 
vannak, azért a G é s 
G\G'.j pontokon keresztül 
menő cxc2 és c\c'2 átmérő-
párok távolságai egyenlők. 

Ha fordítva valamely 
parabolának G1G.J pont-

jain keresztül menő cxc% át-
mérők távolsága egyenlő a 
velük párhuzamos c\c'2 egye-
nesek távolságával, és a HI 
pont leírja a π(2) parabolát, 
akkor a c\c'·2 egyeneseknek 
tetszésszerinti G'1G'Í> pontjain 
keresztül menő és a GxHi 28· a b r a · 
GsHi-ve 1 megfelelőleg párhu-
zamos G\H'I, G'2H'Í sugaraknak H'I metszőpontja a π(2)-νβ1 kongruens para-
bolát ír le. 



a c tengelylyel nem párhuzamos: hyperbola; ennek asymptótái 
párhuzamosak az ε síkkal párhuzamos érintősíkban fekvő ̂ /^alkotók-
kal, és középpontja a {gihi) ponton keresztül menő és a. c tengely-
lyel párhuzamos egyenesnek — a (gihi) ponthoz tartozó d átmérő-
nek —, metszőpontja az ε síkkal. 

A [gihi] érintősíkkal párhuzamosan menő összes síkok a ífelüle-
tet hasonló és hasonló fekvésű hyperbolák szerint metszik; ezeknek 
kapcsolt átmérő rendszerei és asymptótái egymás között párhuzamo-
sak, mert kapcsolt átmérő rendszerei a d átmérőn keresztül menő 
kapcsolt polárissíkoknak, és asymptótái, a \gid] [kid] síkoknak (melyek 
amazokat harmonikusan elválasztják), metszései az |gihi] érintő-
síkkal párhuzamos síkrendszerrel. Ε párhuzamos síkrendszer két-
két síkja ε, ε', mely a [gihi] érintősíktól egyenlő távolságra van, a 
felületet konjugált ( k a p c s o l t ) hyperbolákban metszi. 

Ugyanis az ε síkban fekvő h^ hyperbola egy tetszésszerinti 
ΛΒ átmérőjének, mely a felületet az AB pontokban metszi, polárisa, 
az z' síkban fekvő hl&) hyperbolának egy A'B' átmérője, mely a 
felületet az A'B' pontokban metszi. Ezeknek az A'B' pontoknak 
projekcziói a {gihi) pontból, a hyperbolának az AB-hez kapcsolt 
átmérőjére, oly kapcsolt polárisok, melyek a h(® hyperbola közép-
pontjától egyenlő, és egymástól A'B' távolságra vannak. Ezért · 
a hyperbolikus paraboloid bármely érintősíkjával párhuzamos és 
attól egyenlő távolságra levő kél sík a felületet kapcsolt hyperbolák-
ban metszi. 

A hyperbolikus paraboloid két tetszés szerinti hyperbolikus 
metszésének derékszögű projekcziója a tengelyére merőleges síkra, 
vagy hasonló és hasonló fekvésű hyperbola, vagy az egyikhez konjugált 
hyperbola, hasonló és hasonló fekvésű a másikhoz. 

Ugyanis két hyperbola hasonló és hasonló fekvésű, vagy az 
egyikhez konjugált hyperbola hasonló és hasonló fekvésű a másik-
hoz, ha a hyperboláknak asymptótái párhuzamosak. Ezt tekintve, a 
két adott hyperbola asymptótáit a felület tengelye irányában 
projicziáló síkok a felület vezető síkjaival párhuzamosak, s ezért 
metszésük a tengelyre merőleges síkkal, tehát az asymptóták projek-
cziói, a felület csúcsán keresztül menő goh0 alkotókkal párhuzamosak. 

6. Az a kérdés, hogy e g y hyperbolikus paraboloid metszhető-e 
egyenoldalú hyperbola szerint, lényegével megegyezik azzal a kérdés-
sel, vannak-e a hyperbolikus paraboloidon oly h alkotók, melyek a 
g alkotók egyikére vagy másikára merőlegesek, mert minden sík, 
mely párhuzamos két egymásra merőleges gihi alkotóval, a felületet 
már egyenoldalú hyperbola szerint metszi. 



Ε kérdést tárgyalandó, legyen a gt egy alkotója a hyperbolikus 
paraboloidnak, melynek vezető síkjai zg és eh. A gi-re merőleges sík 
az zh-1 egy, a gi-re merőleges l egyenes szerint metszi, melyhez 
párhuzamos, tehát a ̂ -re merőleges hi alkotó van felületen ; mert a 
gi-n keresztül menő és az l-lel párhuzamos sík a felületet már a ^,-ben 
és az erre merőleges hí alkotóban metszi. 

Lássuk, mi a geometriai helye azon pontoknak, melyekben az 
egymásra merőleges gihi alkotók egymást metszik. Legyenek a gjiy 
és g2h2 alkotók egymásra merőlegesek. Ekkor a gji^gji^ = AB CD 
(AB = gi_, BC=ht, CD = g.2, DA = h.2) térnégyszög szögpontjai 
egy oly gömbön feküsznek, melynek középpontja az AC vonaldarab 
Ε felezőpontja, és az Έ pontot a BD vonaldarab F felezőpontjával 
összekötő egyenes merőleges a BD-re. Az EF egyenes azonban 
párhuzamos a felület c tengelyével, mert párhuzamos azzal a két 
síkkal, mely a gxg2, illetve a hjt2 egyenesekkel párhuzamos. Ha tehát 
Ά g'Jh alkotókat, és ezzel a ( g J i ) ^ B pontot megtartjuk, a g2h2 

alkotókat pedig akként változtatjuk a felületen, hogy azok egymásra 
merőlegesek maradjanak, akkor a változó (g%h2) = D pontot a 
szilárd Β ponttal összekötő egyenes mindig merőleges marad a 
felület c tengelyére. 

Ebből következik, hogy a hyperbolikus paraboloid egymásra 
merőleges alkotóinak metszőpontjai e g y h(-> hyperbolán feküsznek, 
melynek síkja a felület tengelyére merőleges. Minden sík, mely a 
hyperbolikus paraboloidot egyenoldalú hyperbola szerint metszi, 
párhuzamos a felület o l y érintősíkjával, mely a felületet ennek a 
M2) hyperbolának egyik pontjában érinti. 

A hW hyperbola pontjaiban a felülethez vonható érintősíkok 
egy M.hW II. r. kúpot burkolnak, melynek Μ csúcsa a felület tenge-
lyén a felület S csúcsától ép oly távolságra van, mint az S a C s í k -
jától, és melynek két fősíkja eg3^beesik a hyperbolikus paraboloid 
két fősíkjával, tehát a harmadik fősíkja párhuzamos a h® -nek síkjá-
val. A W® -nek Η középpontja a hyperbolikus paraboloid c 
tengelyén, és S2 csúcsa pedig annak egyik főmetszésén, a pi2) 

parabolán van (29. ábra). 
A felületnek g0h0 csúcsalkotói az St ponton keresztül menő, 

egymásra merőleges híg1 alkotóit oly Ex == ( g 0 h E 2 = (hog^) pontok-
ban metszik, hogy az MExSyE.2 pontok egy négyzetnek szögpontjai. 
A h(2> hyperbolának tL, t2 asymptótái párhuzamosak a g0h0 csúcs-
alkotókkal ; az MEX, ME.2 egyenesek pedig ezeket a tlft2 asymptótákat 
az ^hyperbola-csúcsérintőjének TL, T2 pontjaiban metszik úgy, hogy 



8 1 M = 51JP1 = Végre az J/SS^ derékszögű háromszög miatt: 

M1P ^S.M*— 8±H'2 = SLT,* — S.H2. 

Minthogy a Ρ és P' pont a σ síktól egyenlő távol van, azért a 
parabola ismert tulajdonsága folytán 

Az Μ . h{2) kúpot az ponton keresztül menő és az SXS2 

egyenesre, tehát egyszersmind a kúpnak elliptikus tengelyére merő-
leges, és a kúp csúcsától S ^ i távolságra levő sík oly ellipsis szerint 

metszi, melynek fél-főtenge-
lye /S^-gyel, és félmellék-
tengelye MH-va\ egyenlő; 
ezért az M.h(2) kúp, para 
bolikus kúp (54. oldal). 

Ennélfogva: A hyper-
bolikus paraboloidnak mind-
azon érintősíkjai, melyek a 
felületet derékszögű alkotók-
ban metszik, o l y parabolikus 
kúpot burkolnak, melynek 
csúcsa a felület tengelyén 
van. 

Hogy a hyperbolikus 
paraboloid θ csúcsának tá-
volságát az előbbi h® hy-
perbola síkjától és az M.h{2) 

kúp Μ csúcsától megtalál-
hassuk, fejezzük ki annak a 
szögnek tangensét, melyet a 
g0h0 csúcsalkotók, vagy (ami 
ugyanaz) a vezető síkok, a 

felület egyik fősíkjával képeznek, az α és β fősíkokban fekvő p® és 
p/(-2) parabolák F,F' gyújtópontjainak a csúcstól mért FS = p, 
F'S = p' távolságaival. Messe a felület egy g alkotója a p® és p'W 
parabolákat a P é s F pontokban; ezek az S csúcspontnak σ érintő-
síkjától egyenlő, a c tengelytől pedig y, illetve y' távolságra van-
nak. A g egyenesnek derékszögű projekcziója a σ síkra pár-
huzamos a g0 alkotóval, tehát a £'0-nak ψ hajlásszöge a p{® síkjá-
hoz olyan, hogy 

/ = ytgy-

-ν'2: y2 = p': p, 



miből — tekintettel az előbbi egyenletre — következik : 

Azaz : ha a hyperbolikus paraboloid főmetszéseinek gyújtó-
pontjai annak csúcsától ρ , ρ' távolságra vannak, akkor ama szög 
tangensének négyzete, melyet a vezető síkok az első fösíkkal képez-
nek : = p': p. 

Az Μ . kúp egyik fősíkjában fekvő alkotók párhuzamosak 
a g0ho-hoz, tehát a kúp elliptikus tengelyével ψ szöget képeznek. 
De minthogy az Μ . ά(2> kúp parabolikus, azért a másik fősíkban 
fekvő alkotók ^ hajlásszöge a kúp elliptikus tengelyéhez olyan, 

h o g y : v'—r, 
tg2θ = tg^ - 1 · 

Ez utóbbi kúpalkotók érintik a pW parabolát, ha ρ ' > ρ ; tehát 
Μ metszőpontjuknak távolsága a p(2) parabola S csúcsától 

ptg*d-=.p'—p. 

Ugyancsak ρ'—ρ távolságra van a hyperbola síkja is az S 
csúcstól. Ennélfogva: 

„Ha a hyperbolikus paraboloid fősíkjaiban fekvő p ^ ,jf?'(2) 

paraboláknak gyújtópontjai a felület csúcspontjától ρ és p' távol-
ságra vannak (p' > p), akkor annak a h^ hyperbolának a síkja, 
melynek pontjaiban a felületnek egymásra merőleges alkotói 
találkoznak, a felület csúcsától ρ'—ρ távolságra van, merőleges a 
felület tengelyére és azt a parabolát metszi, melynek gyújtópontja a 
csúcshoz közelebb van." 

7. Vizsgáljuk most meg, mily pontsorban metszik a hyper-
bolikus paraboloid ugyanegy rendszeréhez tartozó és egymásra 
merőleges alkotói a másik rendszer alkotóit. 

Projicziáljuk e végből a felület g és h rendszerbeli alkotóit a g 
alkotók Zg vezetősíkjára oly sugarakkal, melyek egy hx alkotóval 
párhuzamosak. A h alkotó projekcziói egy párhuzamos sugarú sort, 
a g alkotóknak projekcziói pedig egy közönséges sort képeznek, 
melynek csúcsa az (ε^, hx) = Et pont. Minthogy két-két g alkotó 
ugyanoly szög alatt hajlik egymáshoz, mint azoknak projekcziójaaz 
zg síkon: az egymásra merőleges g alkotók projekcziói orthogonalis 
sort képeznek. De mert ez az orthogonalis sor a h alkotók projek-
czióit elliptikus involucziós pontsorban metszi és a hx-bői ugyanily 
síksorral projicziáltatik, mondhatjuk: 

Klug : Projektív Geometria. 10 



A hyperbolikus paraboloidnak bármelyik rendszeréhez tartozó, 
egymásra merőleges alkotói a másik rendszer alkotóit elliptikus 
involucziós pontsorokban metszik és e rendszernek alkotóiból ellip-
tikus involucziós síksorokkal projicziáltatnak. 

Megjegyezhető még, hogy az (íg,Hx) sugársornak az ag 0 sugara, 
mely a h alkotók projekczióira merőleges, a felület g0 csúcsalkotójá-
nak projekcziója lesz, mert az erre merőleges g alkotó (goc), mint a 
h alkotók projicziáló síkjainak metszővonala, végtelen távol van. 
De az (ε^, fíx) sugársornak erről a g ' o sugaráról bármily két h alkotó-
nak projekcziója kisebb vonaldarabot metsz le, mint az (ε»·, Hx) 
sugársornak más sugaráról. Ezért: 

A hyperbolikus paraboloid egyik sugárserege a másik sereg-
nek csúcsalkotójától kisebb részeket metsz le, mint ez tttóbbi sugár-
seregnek bármelyik sugaráról. 

8. Ha a hyperbolikus paraboloid minden g alkotóján keresztül 
a g alkotókkal párhuzamos zg vezetősíkra merőleges síkokat bocsá-
tunk, úgy ezek a felületet az illető ξ alkotók egy-egy pontjában érintik. 
Ezeknek az érintőpontoknak geometriai helye, mint az ε^-re merőle-
ges egyenes végtelen távol fekvő pontja polárissíkjának metszése a 
felülettel, egy pg(2} parabola, melynek csúcsa és tengelye egybeesik 
a felület csúcsával és tengelyével és melynek síkja harmonikusan 
választja el a g0h0 csucsalkotókat az ε„· síkra merőleges egyenes 
végtelen távol fekvő pontjától. Ugyanígy van a felületen egy pn 
parabola, melynek pontjain keresztül menő érintősíkok a felület 
másik vezetősíkjára merőlegesek, és melv a felület fősíkjait illetőleg 
symmetrikusan van elhelyezve a p^> parabolához. Ε két parabolát 
a g, illetve a h alkotók slrikczió-vonalának (.szűkülő vonalának) 
nevezzük. Ez az elnevezés onnan származik, hogy minden alkotó-
nak a strikczió-vonalon fekvő pontja a szomszéd alkotóhoz közelebb 
van, mint minden más pontja. Ugyanis ha a gxg2 szomszéd alkotó-
kat tekintjük, melyek egymástól 1-ső rendű végtelen kicsiny távol-
ságra vannak, és a ^ - ö n keresztül a gxg.2-vel párhuzamos ε̂  síkra 
merőleges síkot bocsátunk, úgy ez a ^2-öt egy pontban metszi, a 
felületet pedig a ^-nek egy Gx pontjában érinti. A GXG% két 1-ső 
rendű végtelen kicsiny távolságra fekvő pont, melynek összekötő 
egyenese a felület egy h alkotója. De ez a Gx pont végtelen közel 
van ahhoz a G\ ponthoz, melyben a G.2 pontból a ^-re bocsátott 
merőleges a ^-et metszi. A Gx G* egyenes a merőleges szelője a gx 

és g2-nek, és mert a G\GXG2 végtelen kicsiny derékszögű három-
szögben a G\G.2 befogó és a G.2GX átfogó egyenlő rendű végtelen 
kicsinyek, a G'XG%GX szög pedig véges, azért a G'x a Gx~tő\ ugyanoly 



rendű végtelen kis távolságban van, tehát a határra áttérve: a Gx 

egybeesik G\-gyel. De Gy a pg& strikczió-vonalnak pontja, tehát 
^ -nek ez a Gl pontja a szomszéd g.2 alkotóhoz legközelebb van. 

A pgW és p^2) paraboláknak még egy más tulajdonságát is 
fel akarjuk itt említeni. Legyen a gi és hi két egymásra merőleges 
alkotója a hyperbolikus paraboloidnak, melyeknek (gtht) metsző-
pontja, mint láttuk, egy h® hyperbolán fekszik. A felület g alkotói 
közül az a g\ alkotó, mely a gi-re merőleges, a hi-1 a parabolán 
metszi. Ugyanis a gi merőleges a /z}-re és a g'i~re, tehát a [fo 
síkra is, s ezért a \hig'ϊ\ érintősík merőleges az ε* vezetősíkra. Ezért 
mondhatjuk: Ha e g y hyperbolikus paraboloid egymásra merőleges 
alkotóinak metszőpontjai a h':1) hyperbolán feküsznek, és a g alkotó-
rendszer strikczió-vonala a ρβ] parabola, akkor azok a g alkotó-
párok, melyek e g y - e g y h alkotót a h^ és pg(2) görbéken metszik, 
egymásra merőlegesek. — 

(A hyperboloid egyes alkotó rendszerének is van strikczió-
vonala. Ez szintén geometriai helye azoknak a pontoknak, melyek-
nek érintősíkjai merőlegesek az alkotók végtelen távol fekvő pont-
jainak érintősíkjaira, — ép úgy, mint a hyperbolikus paraboloid 
alkotó rendszerének. A hyperboloid minden g és minden h alkotója 
benne fekszik asymptótikus kúpjának abban az érintősíkjában, mely 
a kúpot az illető g és h-val párhuzamos l alkotóban érinti. Ha tehát 
az asymptótikus kúpnak érintősíkjaira merőleges síkokat állítunk az 
érintősíkokban fekvő egyes hyperboloid alkotókon keresztül, úgy e 
merőleges síkoknak érintőpontjai a hyperboloiddal a strikczió-
vonalnak pontjai. A hyperboloidnak két strikczió-vonala azonban 
általaban térgörbe, tehát nem parabola, mint a hyperbolikus para-
boloidnak két strikczió-vonala.) 

9. Jelöljük a hyperbolikus paraboloid valamely Ρ pontjának 
távolságát a két fősíktól és £ csúcsának σ érintősíkjától x, y, z-ve 1; 
továbbá jelöljük ama fősíkokban fekvő parabolák gyújtó-
pontjainak távolságát az S csúcstól, mint már előbb tettük,ρ és jp'-sel. 
A Ρ ponton keresztül menő és az első fősíkkal párhuzamos sík a 
hyperbolikus paraboloidot a p(2,-vel kongruens parabolában 

x'2 
metszi, melynek csúcsa a parabolán a σ-tól ——távolságra van 

úgy, hogy a σ sík e csúcsot és a p{2) parabolát elválasztja. De mert a 
parabola kongruens a p{2) -vei, azért az xyz mennyiségek között 

ez az összefüggés van: 

+ vagy { γ — ψ - * -



Ez a reláczió, melyet a hyperbolikus paraboloid főmetszései-
nekp,p' gyujtóponttávolsága, és bármely pontjának a fősíkokíól és 
a csúcs érintősíkjától mért xyz távolsága között találtunk: a 
hyperbolikus paraboloid egyenlete vonatkoztatva az illető síkokra. 

10. Mint a 2. pont alatt kimutattuk, minden ABCD térnégy-
szög oldalalain keresztül fektethető egy hyperbolikus paraboloid; 
a négyszög szemben fekvő oldalai az egyik és a másik alkotó-
rendszerhez tartoznak. A térben e g y ABCD pontnégyest °c12-szer, 
a hyperbolikus paraboloidon pedig az egyik és a másik rendszer-

hez tartozó két al-
kotópárt cc - szer ve-
hetünk fel. Ezért a 
hyperbolikus parabo-
loidok száma: 

Az AB CB tér-
négyszög szögpontjai 
egy tetraedernek csú-
csai; ennek élei há-
rom térnégyszögnek 
lehetnek oldalai, t. i. 
az A Β CB, ACBI) és 
ACDD-nek, s e négy-
szögnek mindegyikén 
egy-egy hyperbolikus 
paraboloid fektethető 
keresztül. A tetrae-
dernek lapjaitól hatá-
rolt véges térben e 
paraboloidok bárme-

mely a tetraedert két egyenlő 

3 0 . ábra . 

lyikének olyan felület-darabja van 
térfogatú részre osztja. 

Ugyanis az ABCB tetraeder AB és CD éleivel párhuzamos ε 
síkok a tetraeder lapjait parallelogrammákban, az ABCD négyszögön 
keresztül menő hyperbolikus paraboloidot pedig oly alkotókban 
metszik, melyek ama parallelogrammáknak átlói. (30. ábra.) Mint-
hogy ezek az átlók felezik az egyes parallelogrammákat, azért 
az ismert C A V A L I E R I - f é l e elv szerint ama hyperbolikus para-
boloidnak a tetraederben levő felület-darabja felezi a tetraedert. 
A talált eredményt ekkép fejezhetjük ki: A tetraedernek két pár 
szemben fekvő élén keresztül fektetett hyperbolikus paraboloid, felezi 
a tetraeder térfogatát. 



15. §. Az egyenoldalú hyperbolikus paraboloid. 

1. A hyperbolikus paraboloidot egyenoldalának nevezzük, ha 
vezető síkjai egymásra merőlegesek. Ε felületnek gnhn csúcsalkotói is 
merőlegesek egymásra és ψ hajlásszögük az egyik és a másik fősík-
hoz 45°. Ezért a p(2), ρparabolikus főmetszések gyújtópontjainak 
ρ és p' távolsága az S csúcstól az általános relácziót (tg^'j—p': p) 
figyelembe véve, egyenlő, tehát a főmetszések kongruens parabolák. 
Ε felület csúcsérintősíkja a felületet két kongruens részre osztja úgy, 
hogy ha a felületet a csúcsalkotóknak egyik szögfelezője körül két 
derékszög alatt, aztán a felület tengelye körül egy derékszög alatt 
forgatjuk, akkor a főmetszések, és a csúcsérintősíktól ketté osztott 
felületr.észek helyet cserélnek. 

Az a 7z(2) hyperbola, melynek pontjain keresztül menő gih,· alko-
tók az általános hyperbolikus paraboloid esetében egymásra merő-
legesek, az egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnál, a midőn/'' —p, a 
csúcsalkotókká, g0 és ho-sá korcsosul el; a felület minden //alkotója 
merőleges a^0-ra, és minden g alkotója merőleges a /í0-ra. A g0 és 
h0 csúcsalkotók képezik tehát az összes h, illetve a g alkotóknak 
merőleges szelőit és a h, illetve g alkotók strikczió-vonalát, tehát az 
általános felületnek a p(f és p(J}-ve 1 jelölt paraboláit. 

A derékszögű és egymást metsző gnho csúcsalkotók még nem 
határozzák meg az egyenoldalú hyperbolikus paraboloidot. De ha 
ezeknek egyikére, pl. a g0-ra, egy megadott pontban merőleges egye-
nes h ismeretes, melyen a felület keresztül megy, akkor g0h0h már 
meghatározza azt. A g0h0 merőleges egyenespárt <^>e-szor, a ^ - r a 
egy adott pontban a h-t o^-szer vehetjük fel merőlegesen. Ezért: 
az egyenoldalú hyperbolikus paraboloidok száma °o 7. — 

Két egymást nem metsző gv g.2 egyenesen fekvő hasonlóan 
projektív pontsorok képződménye csak akkor lesz egyenoldalú 
hyperbolikus paraboloid, ha a ^^ -nek merőleges szelője egy meg-
felelő pontpáron megy keresztül; e merőleges szelő h0 a felületnek 
csúcsalkotója. Ha tehát két egymást nem metsző egyenes gxg.2 és 
azoknak egy hx szelője, mely a gy és g,-re nem merőleges, adva van, 
akkor a gjivg% egyeneseken egy meghatározott egyenoldalú hyper-
bolikus paraboloid fektethető keresztül; ennek egyik csúcsalkotója 
h0, a gxg.2 egyeneseknek, a másik csúcsalkotója g0i a h0hx egyenesek-
nek merőleges szelője. 

Egy g1hxg.2hi ~ ABCD (AB=gx,...) térnégyszögön keresztül 
csak akkor lehet egyenoldalú hyperbolikus paraboloidot fektetni, ha 



a szemben fekvő gxg* és hfi.l oldalaknak hoga merőleges szelői egy-
mást metszik. — 

Ha két tetszésszerinti egymást nem metsző egyenes egyikének 
pontjaiból a másikra merőleges szelőket bocsátunk, úgv ezek egy 
egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak alkotói; a két felvett egye-
nesnek merőleges szelője az egyik csúcsalkotója, és az az egyenes, 
a melyre a merőleges szelőket bocsátottuk, a másik csúcsalkotója a 
felületnek. 

Ha egy síksor tengelyén a síksorral projektív pontsort veszünk 
fel, és a pontsor minden pontján keresztül a megfelelő síkban a ten-
gelyre merőlegest emelünk, vagy a síksor minden síkjára a meg-
felelő ponton keresztül merőleges egyeneseket emelünk, úgy ezek a 
merőlegesek egy-egy egyenoldalú hyperbolikus paraboloidot képez-
nek, melynek egyik csúcsalkotója a síksor tengelye. Ugyanis az első 
esetben a merőlegesektől leírt felület képződménye az adott pont-
sornak, és a síksor tengelyére merőlegesen álló végtelen távol fekvő 
egyenesen a síksortól kimetszett pontsornak; a második esetben a 
felület az előbbinek egy derékszög alatt elforgatott helyzete. 

Tekintettel arra, hogy a hyperboloidnak, vagy bármely hyper-
bolikus paraboloidnak, egy alkotóján keresztül menő érintősíkok sora 
projektív az érintőpontok sorával, és hogy a felület egy érintősíkjára 
az érintőpontban emelt merőleges a felület normálisa, következik 
az előbbiekből, hogy: a hyperboloidnak, vagy a hyperbolikus para-
boloidnak e g y alkotója pontjain keresztül menő normálisáig valamint 
e g y alkotó pontjaiban arra az alkotóra merőleges érintői, e g y - e g y 
egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak alkotói. Mindkét esetben e 
felületnek egyik csúcsalkotója a felvett alkotó, csúcsa pedig az 
alkotónak az a pontja, melyben ez az alkotó az eredeti felületen a 
rendszeréhez tartozó strikczió-vonalat metszi. 

2. Vegyünk fel az egyenoldalú hyperbolikus paraboloid egyik 
főmetszésén (31. ábra) egy A pontot, mely a felület a=[g0h0] csúcs-
érintősíkjától 2p, azaz két oly távolságra van, mint a pt2) parabolikus 
főmetszés gyújtópontjának távolsága az S csúcstól. Az A pont ekkor 
a felületnek és a pW parabolának c tengelyétől 2p\J 2, és a \cg0] 
[ch0] síkoktól, melyek a pW síkjához 45° alatt hajlanak 2p távol-
ságra van úgy, hogy az A pontnak távolsága a három páronként 
egymásra merőleges síktól, a σ, [cgο], \ch0\-tói. egyenlő 2/?-vei. 

Az A pontot és a rajta keresztül menő gihí alkotókat, melyek 
a h0 illetve g0 alkotókra a H, G pontban merőlegesek, projicziáljuk 
derékszögű sugarakkal a \cho] síkra és legyenek ezek a projek-
cziók A\ g\, h\. A g\ == A'H, úgy mint a gu merőleges a h0 ra a 



Η pontban ; a h\ a h„-sal, a a ^V^Y61 45 szöget képez, tehát 

Ö/S = A A' = HA' = SH= 2p. 

Jelöljük a felület egy tetszésszerinti hi alkotójának, mely a 
gy és t az Ai és 6r(· pontokban metszi, és az ^ pontnak derék-
szögű projekczióját a [c//0] síkra, h\ és ^.',-νβΙ. Minthogy ekkor 

SGi - = HA'i = # <7*Ά) = 2ρ . tg(hiho) 

következik : 
Annak a szögnek tangense, melyet az egyenoldalú hyperbolikus 

paraboloidnak e g y változó alkotója ugyanahhoz a rendszerhez tar-
tozó csúcsalkotóval képez, 
aránylagos azzal a vonal-
darabbal, melyet a vál-
tozó alkotó a másik csúcs-
alkotóról, a felület csú-
csától mérve, lemetsz. 

Vagy: Ha egy de-
rékszög egyik szára a má-
sik szár körül egyenlete-
sen forog, a derékszög \ 
csúcsa pedig a szilárd 
száron egyenletesen tova 
halad és ama forgási szög 
tangense aránylagos a 
csúcstól befutott vonal-
da rabbal, akkor a mozgó 
szár oly egyenoldalú hy-
perbolikus paraboloidot ír 
le, melynek csúcsalkotói a derékszög szárai a mozgás kez-
detén. 

Ha az előbbi ábrában a hi egyenes egy tetszésszerinti pontjá-
nak távolságát a σ, [cg0], \ ch0] síkoktól, 2, y, x-szel jelöljük, azt 
átjuk , hogy ^ ^ y . m , K ) = z, 

tehát tekintettel az utolsó egyenletre 
xy — 2pz. 

Ez a reláczió, mely az egyenoldalú hyperbolikus paraboloid 
pontjainak a [ch0\ cg0], a síkoktól mért x,y, ζ távolsága és a ρ vonal-
d arab között van, a felület egyenlete ama három s í k r a vonatkoztatva. 

31 ábra. 



— Az egyenoldalú hyperbolikus paraboloid egyenlete a fősíkokra 
és a csúcsérintősíkra vonatkoztatva, mint az általános hyperbolikus 
paraboloid egyenletéből következik: 

y3 — x2 — 4pz. — 

Láttuk az imént, hogy a p & parabola A pontja a g, [c/z0] 
síkoktól 2ρ távolságra van. A p{T> parabolán még egy Β pont, a 
másik főmetszésen, a p'W parabolán pedig még két oly pont C, Ώ 
található, mely ama három síktól szintén 2ρ távolságra van. 
A felületnek az A, Β pontján keresztül menő g j t u g.Ji2 alkotói egy-
mást a C = (GI^-Í), D = C&ŝ i) pontokban metszik, és az A B C D pon-
tok oly szabályos tetraedernek szögpontjai, melynek élhossza 
4p\f'l. 

Ebből fordítva következik: 
Ha valamely négyszög szögpontjai egy szabályos tetraedernek 

szögpontjai, akkor a négyszög oldalain egy egyenoldalú hyperbolikus 
paraboloid fektethető keresztül; ennek csúcsalkotói a szemben fekvő 
oldalak felezőpontjain mennek keresztül és a főmetszések két 
gyújtópontjának távolsága félakkora, mint a négyoldal szemben 
fekvő oldalainak távolsága. 

3. Az egyenoldalú hyperbolikus paraboloid minden h alkotója 
merőleges a g0 csúcsalkotóra és minden g alkotója merőleges a h0 

csúcsalkotóra. A felületen tehát végtelen sok oly alkotó-hármasokat 
találunk, melyekben mindenik a másik kettőre merőleges. Ilyen 
alkotó-hármasok vannak az egyenoldalú hyperboloidon és az egyen-
oldalú kúpon, és ezért e szempontból véve: az egyenoldalú hyper-
bolikus paraboloidot az egyenoldalú hyperboloid specziálitásának 
tekinthetjük. De tekinthetjük az egyenoldalú hyperbolikus paraboloi-
dot az orthogonalis hyperboloid specziálitásának is, mert pontjainak 
két egyenestől mért távolságai viszonya állandó, és pedig éppen 
az e g y s é g , azaz: az egyenoldalú hyperbolikus paraboloid pontjai 
két egyenestől egyenlő távolságra vannak. 

Ezt kimutatandó, vegyünk fel az egyenoldalú hyperbolikus 
paraboloid c tengelyén két pontot, Vu V2-őt az S csúcstól m távol-
ságra, mely kisebb, mint a pW és ρ'(2) főmetszési parabolák F, F' 
gyújtópontjainak ρ távolsága az S csúcstól (32. ábra). Állítsunk a Vy 

pontban, mely az SF vonaldarabon van, a c tengelyre oty merőleges 
egyenest, fj-et, hogy az a ο szög, melyet a vv a felület egyik vezető 
síkjával, pl. a |c£o]-sal képez, ekképen legyen meghatározva 

psin'Zo = m. 



A νχ polárisa v2 a felületet illetőleg, merőleges a c-re, a V2 pon-
ton megy keresztül, a \cg„] vezető síkkal szintén φ szöget képez 
úgy, hogy a vx, v2 egyenesek a \cg0], [cho] vezető síkoktól harmo-
nikusan vannak elválasztva. 

A parabola egy Ρ pontjának χ távolságát s csúcsérintőjétől, 
és y távolságát c tengelyétől az 

jy2 — 4px 
relaczió köti össze. 

Ha a Ρ pontból a VÍ egyenesre és a [cw] síkra bocsátott merő-
legeseknek talppontja Ρ», illetve úgy 

P/V = PQX
2 -f- L\Q* = ^Vo52(45° — φ) — (* — MF 

és 

PP* = PQ22 + P2()22 = YKSIN2 (45° — φ) -f- (* -f- M)1 

Ε két egyenletből, tekintettel az előbbi kettőre, következik, hogy 

PP1 = PP 2 , 
azaz: a pW parabola tetszésszerinti Ρ pontja a és f 2 egyenesektől 
egyenlő távolságra van. Ugyanez úton találjuk, hogy a p'(2) para-
bolának is minden pontja 
a vx és f2-től egyenlő tá-
volságra van. 

A felület egy tet-
szésszerinti alkotója met-
szi a pW é s p a r a b o l á -
kat, tehát a metszőpon-
tok egyenlő távolságra 
vannak vx és ívtől. Más-
részt a felvett alkotó vagy 
a [c^o], vagy a |c/í0 | vezető 
síkkal párhuzamos, s mint 
ilyen a vx és v2 egyene-
sekhez egyenlő szögek 
alatt hajlik. De ha egy 
egyenes más két egyeneshez egyenlő szög alatt hajlik és két 
pontjának távolsága e két egyenestől e g y e e n l ő , akkor annak min-
den pontja a két egyenestől egyenlő távolságra lesz. 

Ezt vagy akképen bizonyítjuk, mint az orthogonalis hyperbo-
loid esetében mutattuk, csakhogy jóval egyszerűbben, vagy pedig 
a következőképen. 

Feltételezvén, hogy a h egyenes a vx és v2 egyenesekhez 



egyenlő szögek alatt hajlik és a h egyenesnek Ρ és Q pontja a vx és 
f2-től egyenlő távolságra van, és e pontokból amaz egyenesekre 
bocsátott merőlegeseknek talpai •f>1<?1P2Q2 úgy 

PPX = PP,, QQX = QQ, és PvQ^P,(l, 

De mert a PQQXPX négyszögnek oldalai meg a P ^ - n é l levő 
szögei megegyezők a PQQ.2P., négyszög oldalaival meg a P.2Q.2-nél 
levő szögekkel, és a PxQx==vx, P.2Q.2==v.2 egyenesek egymást nem 
metszik, azért a két négyszög kongruens, és így a közös PQ = h oldal 
körül egymásba forgathatók. Ezért a h egyenesnek minden pontja 
egyenlő távolságra van a vx és v.2 egyenesektől. 

Mindezek után mondhatjuk : Ha az egyenoldalú hyperbolikus 
paraboloid két főmetszésének gyújtópontja a felület csúcsától ρ távol-
ságra van és a felület tengelyére merőleges vx egyenes egyik fősík-
jához ψ szög alatt hajlik és a tengelyt a felület csúcsától ρ cos 2 ψ távol-
ságra metszi, akkor a felület pontjai a vx egyenestől és annak v.2 

polárisától egyenlő távolságra vannak. 
Vagy másképen fogalmazva: 
Mindazon pontok, melyek két egymást nem metsző és egymás-

hoz 2'ü szög alatt hajló egyenestől, vx és v.2-től, egyenlő távolságra 
vannak, e g y egyenoldalú hyperbolikus paraboloidon feküsznek. Ennek 
c tengelye a vx, v.2 egyeneseknek merőleges szelője, S csúcsa a vx, 
v2 által a c-ről lemetszett Vx V-.2 = 2m vonaldarab felezőpontja ; a 
felület egyik főmetszésének, pW-r\ek, síkja a vx-hez 45° -j- φ, a t/2-hez 
45° — co szög alatt hajlik, a másik főmetszésnek, p'W-nek, síkja pedig 
a vx-hez hajlik 45° — ψ és a -y^-hez 45° -\-o szög alatt. Ε főmetszé-
sek gyújtópontjai az <S-től m : sin2<p távolságra vannak úgy, hogy 
az elsőnek gyújtópontja és a Vx pont, a másodiknak gyújtópontja 
és a V., pont, az S-től nincsen elválasztva. 

Két egyenest, vx és f2-öt, a térben oo8-félekép vehetünk fel. 
Volna tehát oly egyenoldalú hyperbolikus paraboloid, melynek 
pontjai e változó egyenespár egyeneseitől egyenlő távolságra vannak. 
Ámde oc1 oly egyenespár van, melytől ugyanegy egyenoldalú hyper-
bolikus paraboloid pontjai egyenlő távolságra vannak. Ezért az 
egyenoldalú hyperbolikus paraboloid száma csak mint azt már 
előbb találtuk. 

4. Mi lesz a geometriai helye azoknak a vxv.2 polárispároknak, 
melyektől egy megadott F'^ egyenoldalú hyperbolikus paraboloid 
pontjai egyenlő távolságra vannak? 

Tartsuk meg a vxv.2 polárispárra az előbbi jelöléseket és legyen 
uxu.2 egy másik ily tulajdonságú polárispár mint a vxv.2, mely a fel-



vett 7',(2) egyenoldalú hyperbolikus paraboloid 5 csúcsától mx távol-
ságra van, a [cg0] vezető síkhoz <ox szög alatt hajlik, melyre nézve 
tehát ρ sin 2vx = mx, úgy mikép a Vx V2 polárispárra vonatkozólag 
psin2o — m. 

Ε két egyenletből következik, hogy 

m — mx sin2/v — sirílyx 

m-\-mí sin2o - f - sin2o{' 

És ha a jobboldal számlálójának és nevezőjének első tagját 
{siri2(px -f- cos291)-gyel, a második tagját pedig (siri2<ρ -f- cos2©)-vei 
szorozzuk, a kettősszögeket pedig egyszerű szögekkel fejezzük ki, 
akkor könnyen látható, hogy 

I 
m — mx sm(cp— <px)cos(y -f~ ?i) t g f o — ? i) 
m-\-mx cos(<p — <p1).sm(9-f-<p1) ^ΟρΗ-ψι) 

A vxv%ux egyenesek merőlegesek az i^2) egyenoldalú hyper-
bolikus paraboloid c tengelyére, ezért a rajtuk keresztül menő és 
tőlük meghatározott egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak, Η 
nek, egyik csúcsalkotója a c egyenes. De mert a vx és ι>2 hajlásszöge 
az %-hez φ— ©x és φ + Φι> továbbá mert a és i>.2-nek távolsága az 
ux-\.o\ m — mx és m-\-mu azért az utóbbi egyenlet miatt, tekintet-
tel a 2. pontban levő tételre, az ux másik csúcsalkotója a Ηψ>·nek. 
Ezért mondhatjuk: 

Ha valamely Fl2) egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak 
pontjai a vxv% polárispártól egyenlő távolságra vannak, akkor a 
vxv2-n keresztül menő (oc1) egyenoldalú hyperbolikus paraboloidok-
nak egyik csúcsalkotója az F(2)-nek c tengelye, a többi csúcsalkotók 
pedig páronként akkép foglalhatók az F& polárispárjaivá egybe, 
hogy e polárispároktöl az Fi2)-nek pontjai szintén egyenlő távol-
ságra lesznek. 

Ezt még máskép is kifejezhetjük! Az ux mint csúcsalkotója a 
vxv.2ux-en keresztül menő H® hyperboloidnak merőlegesen metszi a 
vxv2ux-nek minden szelőjét. De ha az ux nincs megadva, akkor azt 
akkép találhatjuk meg, hogy vx ésf2-nek egyik szelőjére, x-re, vala-
mint a vx és %-nek merőleges szelőjére, c-re, merőleges szelőt állí-
tunk. Azaz : 

Ha az F^> egyenoldalú hyperbolikus paraboloid pontjai a vxv2 

polárispártól egyenlő távolságra vannak, akkor az F^-nek c tenge-
lyére, meg a vx és v2-nek változó szelőire merőleges szelők páronként 
akkép foglalhatók polárispárokká egybe, hogy az F^-nek pontjai, 
ú g y mikép a vxv2-től, ezektől a polárispároktól is egyenlő távolságra 



vannak. Ε szerint az összes ily tulajdonságú polárispárok egy ily 
polárispárból t ^ - b ő l akkép szerkesztők, hogy a ν,-nek egy A pont-
jából szelőket vezetünk a f2-hez, és minden ily szelőhez meg a 
f^g-nek c merőleges szelőjéhez a merőleges szelőt meghúzzuk; ez 
a merőleges szelő már egyik egyenese a polárispárnak. 

Ε polárispárok egy 11(3> torzfelületet képeznek, melynek ama 
polárisok alkotói; e torzfelület konoida, mivel alkotói mind párhuza-
mosak egy síkkal, mert merőlegesek egy egyenesre: az egyenoldalú 
hyperbolikus paraboloidnak c tengelyére. Ez a c tengely kettős vezérlő-
vonala a. konoidának, mert c-nek minden pontján a Il(S)-nak két 
alkotója megy keresztül. Ezen alkotók közül csak azok valósak, 
melyek a c tengelyt a hyperbolikus paraboloid főmetszéseinek FF' 
gyújtópontjaitól határolt véges vonaldarabon belül metszik. 
A konoidának ezen F és F' pontokon keresztül menő két egybe-

tengelynek és az l egyenesnek merőleges szelője. Ezt még azzal is 
igazolhatjuk, hogy kimutatjuk, hogy Il(3> konoida bármely n alko-
tóján keresztül menő sík a felületet az u-η kívül még egy ellipsisben 
metszi. 

Legyen a c tengelynek és a I K3> konoida vi} u, χ alkotójának 
derékszögű projekcziója a ίλ,-η keresztül menő és a c-re merőlege-
sen álló ε síkon a c' pont és a v\, u', egyenes (33. ábra). Ha az u 
alkotónak egyik síkja α a vx és v.z egyenest az A és Β pontban 
metszi, akkor az ΑΏ egyenes merőleges az u-ra, és annak A'B 
derékszögű projekcziója az ε síkon, merőleges az u'-re; a y. ész 
metszővonala BD pedig párhuzamos «'-sel. Hasonlóképen: ha az 
[Ax] == ξ sík a vx és v.2 egyenest az A és C pontban metszi, akkor az 
AC egyenes merőleges az *-re, az A'C merőleges az .r'-re; a ς és ε 
metszővonala CD párhuzamos *'-sel. Az ε, α és í síkok metszőpontja 

* a Z>, tehát a α és ξ síkok metszővonala az AD, és így az λ' egyenes 

eső alkotóját tor-
salisalkotónok ne-
vezzük. 

A I lia» kono-

c 
33. ábra. 

ida harmadrendű, 
mert minden l egye-
nes, mely például 
a i\v., (vagy bármely 
más poláris-
párt metsz, még egy 
alkotót fog metszeni, 
t. i. azt, mely a c 



a α síkot abban az X pontban metszi, melynek derékszögű projek-
cziója az ε síkon az (%', A'D) == X' pont. Ámde az A'BBC négyszög 
húrnégyszög, tehát 

A'BB = <£ A'DG -= 180° — A'X'c' 

tehát az X' pont az A'Bc' háromszög körül írt k'{2) körön van. 
Ha a α sík szilárd marad, az χ alkotókat pedig változtatjuk a ll<a> 
konoidán, akkor ezeknek az χ alkotóknak X metszőpontjai a u. síkkal 
olyanok, hogy derékszögű projekcziói az ε síkon a kJ<2) körbe esnek. 
Azaz: a konoida alkotói, tehát a konoida felület maga is az u 
alkotóján keresztül menő y- síkot oly k(2> görbében, melynek derék-
szögű projekcziója az ε síkon egy k/(2> kör. Ebből következik, hogy a 
k[2) görbe ellipsis, és a konoida harmadrendű. 

Az itt talált konoidát MANNIIEIM *) Plücker-féle konodiának 
nevezi, mert PLÜCKER foglalkozott vele először. 

Ε szerint mondhatjuk: 
Az egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak ama polárispár-

jai, melytől a felület pontjai egyenlő távolságra vannak, e g y Plücker-
fele konoidán feküsznek. A paraboloid tengelye kettős vezérlővonala, 
a paraboloid főmetszéseinek vezérlő vonalai pedig torsalisalkotói a 
konoidának. 

A Plücker-féle konoidát ama tulajdonságánál fogva, hogy 
egyes alkotóin keresztül menő síkoknak metszései a felülettel oly 
ellipsisek, melyeknek projekcziói az alkotókkal párhuzamos síkra kö-
rök, ekkép képezhetjük: Egy forgáshengert egy síkkal a k{2) ellipsis 
szerint metszünk, és kiválasztunk egy c alkotót a hengeren. A c-re 
merőleges síkok a k[2)-ö\ a KÍK'Í pontpárokban, a c-t pedig a Gi pon-
tokban metszik, és a CÍKÍ, CÍK'Í egyenesek már alkotói egy Plücker-
féle konoidának. A k{2) főtengelyének végpontjain keresztül menő f f x 

alkotók és a melléktengelyének végpontjain keresztül menő g0ho 

alkotók egymásra merőlegesek. A c egyenes tengelye, a g0 és hQ 

csúcsalkotója, a | c f \ és [c/x] sík a két fősíkja, a ( c f ) és ( c j i ) pont a 
két főmetszés gyújtópontja lesz annak az F(2,) egyenoldalú hyper-
bolikus paraboloidnak, melynek pontjai e Plücker-féle konoidán levő 
alkotópároktól, mint I/(2^-nek polárispárjaitól, egyenlő távolságra 
vannak. 

5. Az .F(2) egyenoldalú hyperbolikusparaboloiddal kapcsolatos 
Plücker-féle konoida alkotói o l y tulajdonságúak, hogy a rajtuk 
keresztül menő és az Fvl)-re vonatkozó kapcsolt polárissíkok ortho-
gonalis sort képeznek. 

*) M A N N I I E I M : Géomélrie cinématique. (1894; 260. oldal.) 



Legyen ismét a c tengelye, a vxv2 pedig oly polárispárja az 
F®*-nek, melytől ennek pontjai egyenlő távolságra vannak. A V2 == 
(cv.2) pontnak ω3 polárissíkja a í^-en megy keresztül és merőleges a 
c-re. A [ci>2] sík az F'-^-őt az parabolában, az ω2 sík pedig ezt a 
parabolát a PQ pontokban, a vx egyenest a Vx = (cvx) pontban 
metszi. A PQ egj^enes polárisa a V2 pontnak az l^-re nézve, tehát 
a PQ pontpárnak P2Q2 derékszögű projekcziója a v.2-re, kapcsolt 
póluspárja az /(2)-nek és egyszersmind az F^-nek. A PQ pontoknak 
távolsága a vx-Xő\ olyan, mint a lytől, t. i. PP2 = QQ-2= VXV2; 
ezért a [P2vx], [Q2vx] síkok, melyek az F^-re vonatkozólag kapcsolt 
polárissíkok, egymásra merőlegesek. Tekintve végre, hogy a [cvx] és 
ω2 egy másik derékszögű kapcsolt polárissíkpárja az P(2)-nek, — a 
tétel igazolva van. 

IV. FEJEZET. 

A lineáris komplexus és a lineáris 
kongruenczia. 

16. §. A nullarendszer és a lineáris komplexus. 

1. Az előbbiekből ismeretes, hogy a sugársereg a tér pontjai 
és síkjai, úgyszintén annak egyenesei között poláris vonatkozást 
létesít. Az egymásra vonatkoztatott pontok és síkok, valamint az 
egyenespárok, melyek a sugársereget tartó hyperboloidra nézve 
pólus és polárissíkok, illetve poláris egyenespárok, együttvéve egy 
polárisrendszert képeznek a térben. 

A sugársereg azonban még másképen is létesíthet vonatkozást 
a tér pontjai és síkjai, valamint annak egyenespárjai között. Hogy 
ezt megismerjük, párosítsuk egy Η& hyperboloid egyik sugársere-
gének sugarait involucziósan. És pedig legyenek a sugárseregnek 
aa\ bb\ ... sugárpárjai társsugarai ennek az involucziós sugársereg-
nek, melyet aa'. bb' . . .-vei fogunk jelölni. 

Valamely π sík a HW hyperboloidot a kúpszeletben, az 
aa'.bb'... involuciós sugársereget a k^-n fekvő AA'. BB'... pont-
involuczióban metszi. Ε pontinvoluczió társpontjainak összekötő 
egyenesei a Ρ pontban, az involuczióközéppontban, találkoznak és 
ezt a Ρ pontot a τ. síkhoz rendeljük. Ebben a ~-hez rendelt Ρ pont-



ban találkoznak az aa'. bb'... involucziós sugársereg társsugarainak 
a π síkban fekvő szelői. 

Ha viszont egy Ρ pontból indulunk ki és ebből az aa'. bb' . . . 
sugársereg társsugarait az αα'. ββ ' . . . síkpárokkal projicziáljuk, úgy e 
síkpárok egy K^ Ií. r. kúpot burkolnak és ezen egy involucziós sík-
sort képeznek. Ez involucziós síksor társsíkjainak metsző vonalai, 
melyek egyszersmind a Ρ pontból az aa'. bb1... involucziós sugár-
sereg társsugaraihoz húzható szelők, egy - síkban, a síksor involu-
cziósíkjában, vannak. Ezt a - síkot a Ρ ponthoz rendeljük. 

Az adott aa'. bb'... sugársereg segélyével tehát egy ~ síkhoz 
egy Ρ pontot rendelünk, mely Ρ ponthoz viszont a % sík van ren-
delve. Azt a vonatkozást, mel}7 ez alapon rendeli a tér síkjaihoz 
annak pontjait és a tér pontjaihoz annak síkjait, a polárisrendszertől 
megkülömböztetőleg M Ő B I U S szerint nullarendszernek nevezzük. 
A síkhoz rendelt pont annak nullapontja (vagy pólusa), a ponthoz 
rendelt sík annak nullasíkja (vagy polárissíkja). A polárisrendszertől 
eltérőleg jellemző a nullarendszerre nézve, hogy minden pontnak 
nullasíkja az illető ponton megy keresztül, és minden síknak nulla-
pontja az illető síkban van. 

A midőn a ~ sík az aa'. bb'... sugárseregnek egyik, pl. az a 
sugarán megy keresztül, a bb',... társsugárpároknak a τ. síkban 
fekvő szelői, a H^ hyperboloid második sugárseregének a - síkban 
fekvő h sugarában egyesülnek; az aa' társsugárpárnak pedig ekkor 
végtelen sok szelője van a π síkban, melyek a - síknak és az a' 
sugárnak (~a') == (ha') metszőpontján mennek keresztül. Ε metsző-
pont (-πα') lesz tehát az a sugár π síkjának nullapontja. Viszont a 
( - a ' ) pontnak, tehát az a' sugár egy tetszésszerinti pontjának, nulla-
síkja az a - sík, mely a felvett (τza') pontot az a'-nek társsugarával, 
α-val, összeköti. 

Az aa'. bb'... involucziós sugárseregnek jk kettőssugarai való-
sak, vagy képzetesek lehetnek. Ha a kettőssugarak valósak, akkor a 
Ρ pontnak nullasíkja π, a //(2) hyberboloid (Pj), (Pk) érintősíkjainak 
érintőpontjain és a Ρ ponton megy keresztül; és a ~ síknak Ρ nulla-
pontja, a (π/), (ízk) pontok érintősíjainak és a - síknak metsző-
pontja. A kettőssugár egy pontjának nullasíkja annak érintősíkja a 
H{2) hyperboloiddal, és a kettőssugár egy síkjának nullapontja annak 
érintőpontja a hyperboloiddal. A felvett aa'.bb'... involucziós sugár-
sereg segélyével tehát a tér minden pontjához a nullasíkot és minden 
síkjához a nullapontot megszerkeszthetjük. A nullarendszernek e 
képzése az involucziós sugárseregből CHASLES-ÍŐI ered (1839-ből) és 
azért azt, ha arra hivatkozunk, Chasles-féle képzésnek nevezzük. 



2. Vegyünk fel a - síkban, melynek nullapontja a P, egy P t 

pontot. Ha a nullarendszer meghatározására szolgáló involucziós 
sugárseregnek aa'. bb'. . .-nek kettőssugarai képzetesek, akkor a -
síkban a P-n keresztül vezetett minden egyenes metszi a sugársereg-
nek egy társsugárpárját. A PPi egyenes is metszi az aa'. bb'.. .-nek 
egy társsugárpárját, és ezért a P, pontnak nullasíkja ~u a PPi egye-
nesen, tehát egyszersmind a Ρ ponton megy keresztül. 

Ha ellenben az aa'.bb'... sugárseregnek jk kettőssugarai 
valósak, tehát a sugárseregnek képzetes társsugárpárjai is 
vannak, úgy a ~ síkban a P-n keresztül vezetett sugarak egy 
része a valós, a másik része a képzetes társsugárpárokat metszi. 
Mutassuk ki anélkül, hogy a képzetes társsugárpárokat figyelembe 
vennők, hogy akkor is a π sík P, pontjának ~i nullasíkja a Ρ ponton 
megy keresztül. 

A [Pij], [.Pik1 síkok a /P2) hyperboloidot még egy-egy alkotó-
ban h, &j-ben metszik és a (JTÍ) (MJ) pontokban érintik, mely utób-
biakon és a P2-n keresztül megy a P t pontnak nullasíkja π,·. A π sík 
a i í ® hyperboloidot a ^ kúpszeletben, jkhh1 alkotókat pedig a 
&(2>-be írt négyszög szögpontjaiban metszi; ennek ( ) 
oldalpárjai a Pt· pontban, a (~_7)(τc/?1), (π!ι)(π}ί) oldalpárjai pedig a 
PPÍ egyenesnek egy P/ pontjában találkoznak, mert a (izj)(i:k) egye-
nes a 7JP,-nek a k^-ve vonatkozó pólusán megy keresztül. De a 

[Pikhj] érintősíkok ( j h ) , (khj érintőpontjainak összekötő egye-
nese a \jhx\, [kii] síkoknak metszővonala, mely utóbbi a - síkot a 
PPi egyenes Pt, pontjában metszi. Ezért a P, pontnak nullasíkja 
π, = [Pi(jh)(khij\ keresztül megy a PP, egyenesen és így a Ρ pon-
ton is. Egész általánosságban mondhatjuk tehát: 

A nullarendszerben bármely 
sík pontjainak nullasíkjai a sík pont síkjainak nullapontjai a 
nullapontján mennek keresztül. pont nullasíkjában vannak. 

3. Vegyünk fel két tetszésszerinti síkot ~ és Xj-et, melyeknek 
metszővonala a p, és mely síkok Ρ és PL nullapontjainak összekötő 
egyenese a p'. Minden a ^'-ön, tehát a τ: és πχ síkok nullapontjain, 
keresztül vezetett síknak nullapontja a π és r:± síkok metszővonalán, 
p-n, van és így fordítva is : a ρ egyenes minden síkjának nullapontja a 
p' egyenesen lesz. Ennélfogva : a nullarendszer a tér egyeneseit akkép 
egyesíti párokká, hogy minden egyenespár egyik egyenese pontjainak 
nullasíkjai és síkjainak nullapontjai, a másik egyenesnek síkjai, 
illetve pontjai. Ε mellett az egyik egyenes pontjainak és síkjainak 
sora perspektiv és í g y projektív a másik egyenesen levő nulla-
pontjainak, illetve azon keresztül menő nullasíkjainak sorával. 



Ezeket az egyenespárokat, számra ^ - t , úgy mint a poláris-
rendszerben, együttvéve polárispároknak nevezzük, külön-külön 
pedig azt mondjuk, hogy az eg3 îk egyenes a másiknak polárisa a 
nullarendszerben vagy a nullarendszerre vonatkozólag. 

A polárispár egyenesei nem metszhetik egymást, mert a - sík-
ban fekvő ρ egyeneseknek polárisai a π síknak nullapontján, P-n, 
mennek keresztül és nincsenek a π síkban. Vannak azonban olyan 
egyenesek is, melyek polárisaikkal egybeesnek: ezek a π sík nulla-
pontján keresztül menő és a π síkban levő, tehát a (x,P) sugársor-
hoz tartozó egyenesek. Láttuk ugyanis (a 2. pont alatt), hogy h a a x 
síkban, annak Ρ nullapontján keresztül egy g egyenest vezetünk, 
akkor a g egyenes bármily Pi pontjának nullasíkja π*·, a ΡΡ» = g 
egyenesen megy keresztül. — Ezek a -,· síkok a Pi pontból az 
aa'. bb'... involucziós sugársereg társsugaraihoz vezetett szelőket 
tartalmazzák. A ,̂ -n mozgó Pt pontból az aa' társsugárpárhoz 
húzott l j szelők, a P, pontsorral és a \glt] síksorral perspektiv sugár-
sereget képeznek, a miből már következik, hogy jelen esetben is a 
Pi pontok sora a^-n projektív nullasíkjainak sorával. Ezért általá-
nosan mondhatjuk, akár különvált, akár egybeeső polárispárról van 
szó, hogy: a nullarendszerben minden síksor projektív síkjai nulla-
pontjainak sorával. 

Ebből következik: A nullarendszerben bármely sugársor 
sugarainak polárisai a sugársorral projektív sort képeznek, és a két 
sugársornak e g y meg felelőleg közös sugara van. 

Ugyanis legyen az (A$) sugársor A középpontjának nullasíkja 
az a, és β síkjának nullapontja a B. Az (A, β) sugársor pqr... suga-
rainak p'q'r'... polárisai a .B-n mennek keresztül és az α síkban 
vannak, tehát egy (Β, α) sugársort képeznek. Az első, azaz az 
A(pqr...) sugársort az A ponton keresztül menő és az α síkban 
fekvő gx egyenesből projicziáló gv ( p q r . . .) síksor síkjainak nulla-
pontjai, a p'q'r'... sugársornak metszőpontjai a ^-gyel . Ε nulla-
pontok sora a síksorral projektív, a miből már következik, hogy az 
(A, β) (Β, α) sugársorokban a polárispárok oly projektív sugársorok 
lesznek, melyekben az AB = αβ sugár megfelelőleg közös. 

Minthogy minden k(2> kúpszelet az χ síkban két projektív sugár-
sor képződménye és ily két sugársornak polárisai az α síknak A 
nullapontjában közös középponttal biró és egymással szintén projek-
tív sugársorok lesznek, azért ez utóbbiaknak képződménye egy II. o. 
síksor. Tehát: Egy kúpszelet pontjainak nullasíkjai és érintői-
nek polárisai, e g y II. r. kúpnak érintősíkjai, illetve alkotói. A kúp-
szelettőlmeghatározottpolárismezőnek, a nullarendszerben olypoláris-
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nyaláb felel meg, melynek középpontja, azaz a kúp csúcsa, a kúpszelet 
síkjának nullapontja. Ez utóbbi rész onnan következik, hogy a 
polárismező a kúpszeletnek projektív tulajdonságaiból származtat-
ható le, a projektív tulajdonságok pedig a nullarendszerben változat-
lanok maradnak. 

Ugyanígy kimutatható, hogy minden sugársereg sugarainak 
polárisai a nullarendszerben egy másik sugársereget képeznek. Amaz 
két projektív pontsor képződménye, ez pedig a projektív pontsorok 
nullasíkjaitól származó projektív síksoroknak képződménye. 

4. Azokat a különös egyeneseket, melyek a nullarendszerben 
polárisaikkal egybeesnek, S T A U D T * ) ( 1 8 5 6 . ) a nullarendszer vezetö-
sngarainak nevezte. Ε sugarak száma mert minden síkban e 
sugarak egy sugársort képeznek, melynek középpontja a sík nulla-
pontja. A térben sík van, tehát a nullarendszer vezetősugarai 
ugyanennyi sugársort adnak; ámde minden vezetősugár «ο1 sík-
ban van és ezért a nullarendszer vezetősugarainak száma csak 

A nullarendszer vezetősugarairól azt mondjuk, hogy azok egy 
lineáris komplexus t képeznek ; a vezetősugarak a komplexusnak 
komplexussugarai vagy csak röviden sugarai, míg a polárispárokat 
a nullarendszerben, a komplexusra vonatkozólag is polárispároknak 
nevezzük. A komplexussugarak a nullarendszerben a hyperboloid 
alkotóival hasonlíthatók össze a hyperboloidtól meghatározottpoláris-
rendszerben. Amott a komplexussugarak pontjainak nullasíkjai az 
illető sugarakon mennek keresztül, úgy, mikép a hyperboloid alko-
tóin levő pontoknak polárissíkjai is azon alkotókon mennek keresz-
tül. Ámde a hyperboloid alkotóinak száma «ο1, a komplexussugaraké 
oo3; azok nem töltik be az egész tért, hanem egy felületen vannak, 
míg a nullarendszerben a tér minden pontján nemcsak egy, hanem 
σο1 komplexussugár megy keresztül és minden síkjában oc1 kom-
plexussugár van. De ha a tért nem pontokkal és síkokkal képzeljük 
betöltve, hanem sugarakkal (egyenesekkel), azaz ha nem a ponttérre 
és nem a síktérre, hanem a sugártérre gondolunk, akkor azt látjuk, 
hogy a komplexussugarak nem töltik be a sugártért. Ugyanis a 
sugártér sugarainak száma <»4, míg a komplexussugarak száma 
komplexusban csak σο3. A nullarendszer által meghatározott vezető-
sugarak vagy komplexussugarak jól megkülömböztethetők a tér 
más egyeneseitől. A nullarendszer tulajdonságaiban, amennyiben 
ezek a vezetősugarakra vagy a polárispárokra vonatkoznak, kifeje-
zésrejutnak e vezetősugaraktól meghatározott lineáris komplexus-

*) Beilráge z. Gcomctric der Lage. 56. old. 94. p. 



nak tulajdonságai is. A nullarendszer meghatározza a lineáris kom-
plexust, melynek amaz alapját képezi, de a lineáris komplexus is, 
azaz a komplexus sugarainak összesége, meghatározza az alapját 
képező nullarendszert, mert egy pontnak nullasíkja az e ponton 
keresztül menő komplexussugarak síkja és egy síknak nullapontja, 
a síkban levő komplexussugaraknak metszőpontja. — Ε magyarázatok 
után a komplexus szót, vagy az általánosabb nullarendszer kifejezést 
félreértés nélkül használhatjuk. 

δ. A nullarendszer meghatározására szolgáló eredetileg felvett 
aa'.bb'... involucziós sugárseregnek minden társsugárpárja poláris-
párja a nullarendszernek, mert az egyik sugár minden síkjának 
nullapontja, mint láttuk, a társsugáron van. Ebben az aa'. bb'... 
involucziós sugárseregnek j , k kettőssugarai vezetősugarak, mert 
mindegyikben egy polárispár egyesült. 

Minden g egyenes, mely az aa'. bb'... sugárseregnek két társ-
sugarát metszi, a nullarendszernek egy vezetősugara, és ezekhez 
számítandók az adott sugársereg támasztó seregének sugarai is. Mert 
az adott értelmezés szerint az aa' egyenespárt metsző g egyenes 
valamely Ρ pontjának nullasíkja keresztül megy a Ρ pontból az 
aa'.bb'... sugársereg társsugaraihoz vezetett összes szelőkön, melyek 
mindannyian vezetősugarai a nullarendszernek, miután a P-n mennek 
keresztül és a - síkban feküsznek. 

De minden g egyenes, mely a nullarendszer bármely pp' polá-
rispárjának szelője, egyszersmind vezetősugara a nullarendszernek, 
mert a [pg\ sík nullapontja a p'-nek nyoma a \pg] síkon és ez a 
nyom a g egyenesen van; a g tehát a f p g ] síkban van és annak 
( p ' g ) nullapontján megy keresztül. — Viszont a nullarendszernek 
minden vezetősugara g, mely bármely pp' polárispárjának egyikét 
metszi, a másikat is metszeni f o g j a , mert a g a [pg] síknak nulla-
pontján tartozik keresztül menni, mely nullapont a p-nok polárisán, 
p' öη fekszik. 

Ebből következik, hogy a nullarendszer bármily két poláris-
párja pp', qq' hyperboloidikus fekvésű, mert a pp'q' egyeneseknek 
szelői a nullarendszernek vezetősugarai és így ezek a q-nak polá-
risát q'-1 is metszik. — A pp', qq' polárispárokon keresztül menő 
hyperboloid egyik sugárseregének sugarai tehát mind vezetősugarak 
a nullarendszerben, a másiknak, azaz a támasztó sugárseregnek 
sugarai pedig, melyekhez a pp', qq' polárispárok is tartoznak, oly 
polárispárok, melyek egy involucziós sugársereget képeznek. Ugyanis 
valamely π sík a pp'qq'... hyperboloidot kúpszeletben, a pp', qq' 
polárispárokat két-két pontban metszi, és utóbbiaknak összekötő 



egyenesei a ~ sík nullapontjában, P-ben, találkoznak. Ε Ρ ponton 
keresztül menő összes vezetősugarak ama kúpszeletet oly involucziós 
pontsorban metszik, melynek társpontjain keresztül menő és app ' q q ' 
sugársereghez tartozó sugárpárok polárispárok a nullarendszerben 
és egy involucziós sugársereget képeznek. 

Viszont a nullarendszer három veze tősugara s és g.2, melyek 
közül egyik sem metszi a másikat, meghatároz egy oly sugársereget, 
melynek minden sugara, úgy mint a ggx és g2, csupa vezetősuga-
rakból áll, míg a támasztó sugárseregnek sugarai polárispárokká 
egyesülnek és ezek egy involucziós sugárseregnek társsugarai. Mind-
ezekből látható, hogy az eredetileg a nullarendszer meghatározására 
felvett aa'. bb'... involucziós sugársereg bármely más sugársereggel, 
melynek társsugarai polárispárok a nullarendszerben, pótolható, 
tehát amannak semmi különös szerepe nincsen a nullarendszerben. 

A nullarendszerben ^ oly involucziós sugár sereget vehetünk j e l , 
melynek társsugarai polárispárok a nullarendszerben. Ugyanis két 
egyenes^/ és azoknakp'q' polárisai már meghatározzák a pp'. qq'... 
involucziós sugársereget a nullarendszerben. A tér <χ4 egyenesei 
közül két egyenest o^+4-szer, a sugársereg σο1 egyenesei közül 
kettőt ooH-i-szer vehetünk fel, ezért a nullarendszerben előforduló 
involucziós sugárseregek száma . χ 8 - 2 - » 0 . Ha e szám megállapítása 
végett a vezetősugarakból indulunk ki, akkor figyelembe kell ven-
nünk, hogy három vezetősugár meghatározza az involucziós sugár-
sereg támasztó seregét. A nullarendszer σο3 vezetősugarából három 
sugarat »c3,3-szor, a sugárseregből pedig oo1-3-szor választhatunk k 
és így a nullarendszerben előforduló oly sugárseregek száma, melyek-
nek sugarai mind vezetősugarak . ocli. 

A térben van oo!) sugársereg; mindeniknek sugarai oo • félekép 
képezhetnek involucziót (mert két sugárnak megfelelő társsugara 
oc2-szer vehetjük fel mindegyik seregben); tehát van c©u-en involu-
cziós sugársereg. Ezeknek mindenike meghatároz (Chasles-féle 
képzés szerint) egy nullarendszert; de mert a nullarendszerben <x>G 

involucziós sugársereg van, azért a tér összes nullarendszereinek 
száma oo5. 

A térben van oo13 hyperboloidikus sugárnégyes ; mindenike 
két párra bontva, mint két polárispár meghatároz egy nullarendszert. 
Ebben azonban oos-szor lehet két polárispárt kiválasztani; tehát a 
nullarendszerek száma ismét oc5. 

6. Úgy, mikép két polárispár, pp' és qq', meghatározza a nulla-
rendszert, meghatározza azt egyszersmind egy polárispár pp' és egy 
egybeeső polárispár, azaz egy vezetősugár g. A pp'g-η keresztül-



menő hyperboloidnak egyik sugárserege csupa vezetősugarakbó' 
áll, a másik, melyhez a pp'g sugarak tartoznak, pedig involucziósan 
párosított polárispárokból. Ennek az involucziós sugárseregnek 
pedig egyik kettőssugara a g, egy társsugárpárja a pp'. Az a ^ 
sugár, mely a £-t a /?//-től harmonikusan választja el, tehát a 
gg.pp'... involucziós sugárseregnek második kettőssugara, szintén 
vezetősugara a nullarendszernek. Ezért mondhatjuk: „azok a suga-
rak, melyek a nullarendszer eg}' vezetősugarát, g-t, annak egyes 
polárispárjaitól harmonikusan választják el, vezetősugarai a nulla-
rendszernek." 

A nullarendszerben oo4 polárispár van ; a g vezetősugarat ezek-
től nem oo4, hanem csak sugár választja el harmonikusan, mert 
ama polárispárból σο1 számú egy-egy involucziós sugársereget 
képez, melyeknek társsugarait a ^-től csak egy sugár választja el 
harmonikusan. 

A nullarendszerben <χ>2 vezetősugár van, mely egy ρ egyenest 
metsz és c»1 vezetősugár van, mely két egyenest, p-t és q-t metsz. 
Mert a keresett vezetősugarak az első esetben a p-nek polárisát, a 
másodikban a ρ és #-nek polárisait is metszik. Ε vezetősugarak az első 
esetben egy úgynevezett lineáris kongruencziát, a másodikban egy 
sugársereget képeznek. — Bármily sugárseregben két valós vagy kép-
zetes sugár van, mely egy adott nullarendszerhez tartozik. Ugyanis a 
sugársereg vezetőseregében felvett ρ sugárnak polárisa az adott sugár-
seregnek két valós vagy képzetes sugarát metszi, melyek a nullarend-
szerben vannak. 

7. Két külömböző síkban β és α-ban fekvő, külömböző közép-
ponttal A és B-vel, és egy megfelelőleg közös g sugárral bíró 
projektív sugársor (A , β) és (Β, a), egy elkorcsosult involucziós 
sugárseregnek tekinthető. Ε sugársorok (i és α síkjai képezik az 
involucziós sugársereget tartó elkorcsosult hyperboloidot, míg a β 
és α síkban fekvő és B, illetve A középpontú sugársorok a támasztó 
sugárseregnek tekinthetők. 

Valamely π sík a [ΐ, ί. síkokat két egyenesben, az (A, [i), (Β, a) 
sugársorokat két perspektiv pontsorban metszi; ezek megfelelő pont-
jainak összekötő egyenesei egy Ρ pontban találkoznak. Viszont az a 
két síksor, mely egy Ρ pontból a két projektív sugársort projicziálja, 
perspektiv, tehát a megfelelő síkpárok metszővonalai, melyek a Ρ 
pontból ama sugársorok megfelelő sugaraihoz vezetett szelők, egy 
- síkban vannak. 

A két sugársor (A, (3), (Β, a), mint elkorcsosult involucziós 
sugársereg, tehát ép úgy alkalmas a nullarendszer meghatározásá-



hoz, mint az általános involucziós sugársereg. Minden - síknak 
nullapontja az a Ρ pont, melyben a ~ síkban fekvő és a sugársorok 
megfelelő sugarait metsző egyenesek, a nullarendszer vezetősugarai, 
találkoznak ; viszont minden Ρ pontnak nullasíkja az a χ sík, mely-
ben Ρ pontból a sugársorok megfelelő sugaraihoz vezetett szelők, 
a nullarendszer vezetősugarai, feküsznek. 

Az (A, β) és (Ρ, a) sugársorok A és Β középpontjainak 
nullasíkjai az α és β síkok. Az '.4, β) és (Ρ, ,x) projektív sugársorok 
megfelelő sugarai polárispárok, míg az (Α, a) és (Ρ , β) sugársorok 
sugarai, vezetősugarak a nullarendszerben. Hogy a nullarendszerben 
egy sugársor sugarainak polárisai a sugársorral projektív sugársort 
képeznek, azt már előbb volt alkalmunk látni (a 3. pont alatt). Erre 

a tulajdonságára van állapítva a nullarendszernek és a lineáris 
komplexusnak képzése két projektív sugársorból, mely képzés 
SYLVESTER-től származik (1861-ből). És ha csak a nullarendszer 
vezetősugaraiból képezte lineáris komplexusra gondolunk, mond-
hatjuk : 

Mindazok a sugarak, melyek két külömböző síkban fekvő külöm-
böző középponttal és e g y megfelelő közös sugárral bíró projektív 
sugársor megfelelő sugarait metszik, e g y lineáris komplexust 
képeznek. 

A két projektív sugársorból, (A, β) és (B, a)-ból, meghatáro-
zott nullarendszerben egy ρ egyenesnek polárisát p'-et következőkép 
szerkesztjük (34. ábra): A ρ az (A, β) és a (Β, a) sugársorok két 
meg nem felelő sugarát a és b'-et metszi ; az a p' sugár, mely az a 

34. ábra. 



és b-nek megfelelő a' és b sugarakat az [ap] illetve [b'p~\ síkban 
metszi, a keresett;?' poláris. — Ez alapon a lineáris komplexus a g 
komplexus sugárból és a pp' polárispárból, mely a g-t nem metszi, 
ekkép szerkeszthető : A^-n keresztül két síkot, α és β-t, fektetünk; az 
(y.p), (y.p') és ('§>p), (β/?') pontoknak összekötő egyenesei a g-t az α és 
β síknak A és Β nullapontjában metszik. Ha Α(βρ) = a, Αφρ') == b, 
B(y-p) = B(yp') = b', akkor az A(abg...) χ B(a'b'g...) sugár-
sorok megfelelő sugarainak szelői, a keresett komplexusnak sugarai 
lesznek. 

8. A nullarendszert, és ezze/ vezetősugarainak komplexusát, öt 
vezetősugárból gxgzgzg± és gh-ből, REYE szerint következőkép szerkeszt-
hetjük meg: Föltételezvén az általános esetet, hogy az öt gi sugár 
közül egyik sem metszi a másik négyet és azoknak egy négyese 
sem hyperboloidikus fekvésű, jelöljük a g^g^g^-nek két szelőjét 
pp'-sel, a gig^g^-nek két szelőjét qq'-sel. Ε két szelőpár pp', qq', 
mint polárispár meghatároz egy nullarendszert, melyben a g^^gsgtg^ 
sugarak vezetősugarak. — Ha azonban az előbbi egyenes-négyesek-
nek nincsenek valós szelőjük, akkor messük agxg2g6 fgsgigs sugara-
kon keresztül menő hyperboloidokat egy ρ egyenessel két-két pont-
ban, a mi mindig lehetséges, és jelöljük e metszőpontokon keresztül 
menő és a gxg2g6, és gAgág5 sugárseregekhez tartozó sugarakat 
és /a/d-gyel. Ezeknek már a ρ egy valós szelőjük és van még egy 
valós szelőjük, a p'; e pp' egyenespár, mint polárispár, és a g6 

vezetősugár egy nullarendszert határoz meg, a melyben a I J^ l^ és 
g5 sugarak vezetősugarak. Minthogy a gxg2 és a g^g^ sugarak az lxl2gb, 
illetve az l 3 l j g 6 sugarakon keresztül menő sugárseregben vannak, 
azért agig^g^gi sugarak is vezetősugarai ama nullarendszernek. — 

Szerkesszük meg a Sylvester-féle képzés alapján a lineáris 
komplexust annak öt sugarából, ggxg2gA és ^-ből. 

A g-n keresztül menő β és * sík a g^g^g^ sugarakat 
az A1A2AsAá és B1B2BsBi pontokban metszi. Ha ag egyenesen oly 
A és Β pontokat szerkesztünk, hogy 

A(AxA2A,A,g) χ B(BxB,B,B,g) 1.) 

akkor e sugarakkal meghatározott projektív sugársorok már a kere-
sett komplexus képzésére alkalmasak. 

A megadott vonatkozás kielégítő A és Β pontoknak sze rkesz -
tése az úgynevezet t l ineáris projektivitási feladatokhoz tartozik, 
melyek vonalzóval megoldhatók. A megoldás STAUDT-nak következő 
tételén a l apsz ik : 

„Ha a g egyenes az ABC háromszög BC, CA , AB oldalait az 



Ay, By és Cx pontokban metszi, és a G a g egyenesnek tetszés-
szerinti pontja, akkor az AyByCyG pontnégyes projektív a G(ABCg) 
sugárnégyessel." 

Mert ha az AG, BC e gyene sek metszőpont ja a D, akkor 

AyByCyG Λ GCyByAy Λ A(DBCAy) /\ (DBCAJ λ G(ABCg) 

Visszatérve ezután az eredeti feladatunkhoz, messék az 
ΑχΑ2Α3Αα és BíB,2B3Bi négyszögeknek A,Aj és BiBj oldalai a g 
egyenest az Xy és Fty pontokban, és legyenek az X',·, Γ , , Y'{ oly 
változó pontok a g egyenesen, hogy 

X12X18X23Xt· 7\ Y"12113 Y"23 F,· 2) 
és 

Χ χ i X u ^ i Λ 1̂2 Γ ΰ ^ U i 3) 

Az X,· pontok sorával projektív Yi és Y\ pontok sora egymás-
sal is projektív és ezeknek egyik kettőspontja az Y} 2, mely az X12-nek 
felel meg a 2) és 3)-ban. 

Legyen a Β pont az IV és Y'i soroknak második kettőspontja, 
az A pedig az annak megfelelő pont az X,· sorban ; továbbá feleljenek 
meg az X13 , X.2.· pontoknak 3-ban, az Γ'13 , Υ'2Ά pontok, azaz 
legyen : 

X12XUX24X13X33 A /\ Yl2 I 14 I , 4 I ' 1 3 Y'2SB. 
Minthogy 

A(Ay A.2A,g) Λ X.2,XySXy.2A 7\ 
Λ r23r 13r i 2z?A ^ ^ y ^ A ^ w 

és 
^ A , Λ XUXUX12A λ Γ,, Γ12ί? Λ B{ByB2B^\ 

azert 

M M ^ I ) A B(ByB.2B,B,g). 

Ε szerint ha az é s i7/23 pontokat az 

X « W A A ^ 1 2 i l i ^ 2 4 ^ 1 3 1 ' 

-ból megszerkesztjük, akkor az 

Υ Υ Υ Υ Υ' Y' χ 12 J 13 J- 23 · · · / \ 1 12 x 13 J 23 · · · 

projektív soroknak második kettőspontja Β és az 

r i 2 5 L3 Yas-B Λ *13Χ13ΧΜΛ 
-ból meghatározott pont, már a kivánt 7? és 4 pont lesz. — 

Az öt adott egyenesnek, ggyg.2g.· és ^4-nek, általános helyzeté-
ben az A és Β pontokon kívül nincs több pontpár a £-ben, mely a 



kívánt követelményt, l)-et, kielégítené. Ugyanis, ha az A*, B* még 
egy ilyen pontpár volna, akkor az Yi, Y'i projektív pontsorok 
egybeesnének, mert az YVi, Β és B*-ban három megfelelő közös 
pontjuk volna. Ekkor az Xi, Yi projektív pontsoroknak minden 
megfelelő pontpárja kielégítené a követelményeket és így azoknak 
J, Κ kettőspontjuk is. Minthogy ekkor 

J{AxA,A,A,g) Λ J (BxB,B,B,g), 

azért a gxg^g3g4 egyeneseket a J kettőspontból projicziáló síkok 
egymást egy j egyenesben metszenék, mely mind az öt adott 
egyenesnek szelője. Ép így lehetne ekkor a Χ" pontból is a gg^g^g^ 
egyenesekhez egy k szelőt húzni. Az öt adott egyenes ekkor már 
különös helyzetű, és így a komplexus meghatározásához nem 
alkalmas. 

Öt sugarat a térben oc5 · ^-szer, a lineáris komplexusban 
oo5 ·3-szor vehetünk fel. Ezért: a lineáris komplexusok (és nulla-
rendszerek) száma 

9. Eddigelé a nullarendszer szerkesztéséhez vagy poláris-
párokat, vagy vezetősugarat, vagy mindkét ily fajta egyenest 
használtunk. Lássuk most, mikép lehet a nullarendszert adott pontok-
ból és azoknak nullasíkjaiból meghatározni. 

Három pont, A, Β és C és az azokon rendre keresztül menő 
χ, β és γ sík általános helyzetben nem lehet egy nullarendszerben 
egymáshoz rendelt pont és sík, mert az ABC=o> síknak nulla-
pontja 0, mint az αβγ síkoknak metszőpontja, az ω síkban tartozik 
lenni. Ha ez bekövetkezik, akkor az ABC pontok és azoknak αβγ 
nullasíkjai meghatározzák a nullarendszert. 

Ugyanis ha az ABC háromszög oldalait és az αβγ hároméi 
éleit ekkép jelöljük: 

BC=p CA = q AB = r 
βγ = ρ' γα ΞΞ q' αβ = r' 

és 
az αβγ = p'q'r' = Opont, az ABC=pqr = ω síkban van 
„ A „ ,. α „ „ 
a Β uJ Λ 11 •>•> i η 11 

C „ ,, γ ,, „ 

akkor a pp' polárispártól és a qq' egyenespárt metsző g vezetősugár-
tól meghatározott nullarendszer már olyan lesz, hogy abban az 
ABC pontoknak nullasíkjai az αβγ síkok, mint azt azonnal 
kimutatjuk. 



Ebben a nullarendszerben a 

pq = a) p'r' = β p'q' Ξ γ 

síkoknak nullapontjai az 

ω// = 0 β/? = 5 γ ρ = G 

pontok. 
A G1 ponton keresztül menő és az to síkban fekvő és a ^vezető-

sugarat metsző q egyenesnek polárisa ebben a nullarendszerben : 
a ρ síkban fekvő és az 0 ponton keresztül menő és az g egyenest 
metsző egyenes, — mely a q'. Tehát a q'r' = y. síknak nullapontja 
az xq = A pont, és az egyenesnek polárisa az AB = r 
egyenes. Ε szerint a pp' polárispár és a g vezetősugártól meg-
határozott nullarendszerben az ABC pontoknak nullasíkjai tényleg 
az αβγ síkok. — 

A nullarendszer meghatározására szolgáló ABC pontok és αβγ 
síkok közül az AB pontokat és megfelelőleg az azokon keresztül 
menő αβ síkokat tetszésszerint vehetjük fel; a γ síknak helyzete is 
bármilyen lehet, csak ne menjen az AB pontokon vagy az αβ 
metszővonalon keresztül, hanem az αβγ messe egymást egy 0 pont-
ban. A C pontnak helyzete ekkor az ΑΒΟ^ω sík és a γ sík metsző-
vonalának az 0-n és az AB egyenesen kívül fekvő bármely pontja 
lehet. 

Ha tehát egy αβγ háromélt és annak D' csúcsán keresztül 
menő δ' síkban egy ABC háromszöget úgy veszünk föl, hogy 
annak A, B, C szögpontjai az αδ', βδ', γδ' egyeneseken feküdjenek, 
akkor e pontok ama síkoknak nullapontjai lehetnek egy nulla-
rendszerben. 

Messük még az αβγ hároméi βγ, γα, αβ éleit egy δ síkkal az 
A', B', C pontokban és jelöljük e pontoknak nullasíkjait a nulla-
rendszerben α' , β', γ'-sel, a δ-nak nullapontját ( α ' β ' γ ' ) == D-vel. 

Az 
AB CD = α'β'γ'δ', A'Β'C'D' = αβγδ 

tetraederpárok Möbius-félék lesznek, mert e tetraedereknek bár-
melyik lapja az illető tetraedernek három, a másiknak pedig egy 
csúcsát tartalmazza (10. §. 6. p. a 97. oldalon). És pedig: 

α = AB'CD' α' = A'Β CD 
β = A'BCD' AB'CD 
y = A'B'GB ' - v ABC'D 
δ = A'Β'CD δ' ==ABCD'. 



Ezért mondhatjuk: Valamely tetraeder lapjainak nulla-
pontjai e g y nullarendszerben e g y másik tetraedernek csúcsai, mely 
az elsővel e g y Möbius-féle tetraederpárt képez: azaz a második 
tetraeder az elsőbe és az első körül van írva. 

A nullarendszerben °c12 Möbius-féle tetraederpár van. 
1 0 . S T A Ü D T a nullarendszer meghatározására egy térbeli 

ötszöget vesz fel és annak minden csúcsát, e csúcson és a két szom-
széd csúcson keresztül menő síkhoz, mint nullasíkhoz, rendeli. 
Ha tehát az ABCDE a térbeli ötszög, akkor az A, B, C, D, Ε csúcsok-
nak nullasíkjai az EAB, ABC, BCD, CBE, DEA síkok. 

Az ötszög AB, BC . . . Ε A oldalai ekkor a nullarendszer 
vezetősugarai, tehát egyértékűek öt vezetősugárral, de a melyek itt 
abban a különös helyzetben vannak, hogy az első a másodikat, a 
második a harmadikat, stb. az ötödik az elsőt metszi. Ezekből a 
nullarendszer, daczára a különös helyzetnek, szerkeszthető, mert az 
AB=g vezetősugár és a CE = p és (BCD, DEA)=p' polárispár 
meghatároz egy nullarendszert. Ebben az AB = g, továbbá a BC, 
DE, CD, DE egyenesek, melyek a pp' polárispárt metszik, vezető-
sugarak, tehát az ötszög csúcsainak nullasíkjai, e csúcsokon és a két 
szomszéd csúcsokon keresztül menő síkok. 

A nullarendszerben <>-10 ily ötszög van; mert az A csúcsot 
tetszésszerint, tehát oc3 helyzetben, a B-t az A-nak nullasíkjában, 
tehát oo2 helyzetben, ép így a C-t és a D-t is oo2 helyzetben, végre 
az E-t, az A és D pontok nullasíkjainak metszővonalában, tehát oo1 

helyzetben vehetjük fel. 
Minthogy a nullarendszerben oc10 ilyen Staudt-féle ötszög, a 

térben pedig oo5 · 3 ötszög található, azért a nullarendszerek száma oo5. 
11. A nullarenciszer vezetősugarai, mint értelmeztük, egy 

lineáris komplexusnak sugarai. Erre nézve pedig jellemző, hogy 
annak a tér minden sugársorában van egy sugara. De ha a 
komplexusnak valamely sugársorban egynél több sugara van, akkor 
annak minden sugara komplexussugár. Ε tulajdonságot alapul véve 
kimutatható STURM-nak e tétele : 

Ha két projektív síksor 
tengelyei nincsenek ugyanegy 
síkban, akkor e síksorokat 
involuczióban metsző egyene-
sek egy lineáris komplexust 
képeznek. 

képeznek. 

Ha két projektív pontsor 
tartói nem metszik egymást, 
akkor azok az egyenesek, 
melyekből e pontsorok involu-
cziós síksorokkal projicziáltat-
nak, egy lineáris komplexust 



Legyen a jobboldali tételben g(ABC . . ·) Λ · · ·) a 

két projektív pontsor. Egy Ρ pontból azoknak g,gx tartóihoz húzott 
ρ szelő messe a tartókat az A, Bx pontokban, melyeknek megfelelő 
A x , Β pontjait a p' egyenes köti össze. Minden a P-n keresztül 
menő és a [Ρρ'~\==Ξτ. síkban levő gi sugár oly tulajdonságú, hogy 
abból az adott pontsorok involucziós síksorokkal projicziáltatnak, 
mert a giABx=g>p síknak a g,\ABC. . .] '/\gi[AyBxCr · · ·] s - -
sorokban, mint az egyik vagy a másik sorhoz tartozónak, a 
g j A x B ^ g i p ' sík felel meg. Ε szerint a tér bármely pontján keresz-
tül menő oly sugarak, melyekből ama pontsorok involucziós sík· 
sorokkal projicziáltatnak, egy sugársort képeznek, és így e sugarak 
összessége egy lineáris komplexus lesz. A pontsorok g,g, tartói 
szintén komplexussugarak; ellenben ezek bármely szelőjének, p-nek, 
polárisa;?', az az egyenes, mely a ( p g ) , ( p g y ) pontoknak megfelelő 
pontokat köti össze, és a pp' polárispárnak bármely szelője 
komplexussugár, mert abból a két pontsor involucziós síksorral 
projicziáltatik. 

Ugyanígy bizonyítható be a ^(αβγ . . .) /\^1(«1β1γ1 . . ·) projek-
tív síksorokra vonatkozó baloldali tétel. Két meg nem felelő sík metsző-
vonala αβχ = p} és az ezeknek megfelelő síkok metszővonala 
polárispár a komplexusban, és a pp'-nek bármely szelője a síksoro-
kat, mint könnyen látható, involuczióban metszi, tehát komplexus-
sugár. — Ha a£(αβγ...) síksor perspektiv ag'^A^B^G^...)pontsorral, és 
a ^1(α1β1γ1 . . .) síksor perpsektiv a g(ABC . . .) pontsorral, akkor a 
két pontsortól és a két síksortól a tétel értelmében meghatározott 
két komplexus ugyanegy, mert az = AXB, . poláris-
párnak szelőiből a pontsorok involucziós síksorokkal projicziáltat-
nak, és azok a szelők a síksorokat involucziós pontsorokban 
metszik. Két megfelelő pontnak összekötő egyenese, a mely 
egyszersmind két megfelelő síknak metszővonala egy komplexus-
sugár, és az egyik pontsor egy pontjának nullasíkja a komplexus-
hoz tartozó nullarendszerben, keresztül megy a pontsor tartóján és a 
másiknak tartóját a megfelelő pontban metszi. 

17. §. Méretes vonatkozások a nullarendszerben, 

1. A nullarendszerben minden síknak van egy a síkban fekvő 
nullapontja, és így a végtelen távoli ε̂ ο síknak is. Az ε^-nek nulla-
pontját Eoo-nel akarjuk jelölni. Az ε<» síkban levő a'j egyeneseknek aj 
polárisait, melyek az η mennek keresztül és így egymással 



párhuzamosak, a nullarendszer átmérőinek nevezzük. Ezt, valamint 
a többi alább következő elnevezés, a nullarendszer vezetősugaraitól 
képezett lineáris komplexusra is alkalmazzuk. 

Párhuzamos, tehát egymást az εο© sík a\ egyeneseiben 
metsző síkoknak nullapontjai abban az a átmérőben vannak, mely 
ama síkok végtelen távol fekvő a\ metszővonalának polárisa. Ezt az 
.a, egyenest MANNHEIM szerint a párhuzamos síkokhoz adjungált 
átmérőnek nevezzük. Minden átmérő ahhoz a párhuzamos síksorhoz 
adjungált, melynek végtelen távol levő tengelye ama átmérőnek 
polárisa. 

Az ε«ο síkban az Eoo ponton keresztül menő egyenesek, mint 
a nullarendszer vezetosugarai, egybeesnek polárisaikkal. Ezért az 
/íoo ponton keresztül menő és így az átmérőkkel párhuzamos síkok-
nak — az átmérősíkoknak — nullapontjai az ε^ο-ben, tehát végtelen 
távol vannak. Ezért az átmérősíkokban lévő vezetősugarak mind 
párhuzamosak egymással, de általában nem párhuzamosak az 
átmérőkkel. Két párhuzamos átmérősíknak külömböző nullapontja van 
az coc -ben, tehát egy-egy síkban fekvő és önmaguk között párhuza-
mos vezetősugarak, nem párhuzamosak egymással. 

Ha a nullarendszert az átmérők irányában eltoljuk, akkor 
annak átmérői, átmérősíkjai, valamint az ezekben fekvő vezető-
sugarak sorai, melyek a nullarendszer valamennyi vezetősugarát 
magukban foglalják, önmagukban tolatnak el. Ezért mondhatjuk: 

A lineáris komplexus nem változik, ha azt átmérői irányában 
eltoljuk ; azaz : minden komplexussugár egy másik komplexussugár 
helyére kerül. 

A nullarendszer két polárispárja, mint tudjuk, mindig hyper-
boloidikus fekvésű. Ha az egyik polárispárnak egyik egyenese az 
üí átmérő, akkor, mert ennek polárisa aU végtelen távol van, az αια', 
pp' polárispárok egy hyperbolikus paraboloidon feküsznek, és ezért 
az aipp' egyenesek annak a paraboloidnak egyik vezető síkjával pár-
huzamosak. A pp' tetszésszerinti polárispárral párhuzamos sík tehát 
párhuzamos a nullarendszer átmérőivel. Ez külömben abból is követ-
kezik, hogy egy polárispárnak minden szelője, tehát az zoo -ben levő 
végtelen távoli szelője is, vezetősugár, és mint ilyen az Eoo ponton 
megy keresztül. 

A nullarendszer átmérőire merőleges, tehát egymással párhu-
zamos síkoknak nullapontjai egy különös átmérőben, α-ban, vannak, 
melyet a nullarendszer és a komplexus főtengelyé nek nevezünk. 
A főtengelynek, Λ-nak, polárisa a' a reá merőleges síknak végtelen 
távoli egyenese. Minden az a főtengelyre merőleges metsző egyenes, 



mely tehát az a'-t is metszi, vezetősugara a nullarendszernek. Az a 
főtengelynek és a ρ egyenesnek merőleges szelője g, mint vezető-
sugár, metszi a p-riekp' polárisát is ; és mert az a pp' egyenesek egy 
síkkal párhuzamosak, azért a g, mely erre a síkra merőleges, a p'-re 
is merőleges. Ennélfogva : 

A lineáris komplexus minden polárispárjának merőleges 
szelője, merőlegesen metszi annak főtengelyét. 

Ha tehát a pp' és pxp\ polárispároknak merőleges szelőjük a 
g és gL, akkor a tf^-nek merőleges szelője a főtengely a. 

A nullarendszernek főtengelye és egy polárispárja, vagy főten-
gelye és egy reája nem merőleges vezetősugara, meghatározza a 
nullarendszert. 

2. Legyen α az a főtengely A pontjában az α-ra merőlegesen 
álló sík, tehát az ^4-nak nullasíkja az a. Ebben a síkban az A pontból 
egy £ 2) kört írunk le. A 7e(2) kör pontjainak nullasíkjai az A-η men-
nek keresztül és egy II. r. kúpot KS2)-1 burkolnak (16. §. 3.), melynek 
alkotói, a K2) kör érintőinek polárisai a nullarendszerben. A nulla-
rendszerben valamely Ppontnak és a k^-re vonatkozó ρ polárisának, 
egy - nullasíkja és egy p' polárisa van ; a 77 sík a p' sugárnak polárisa 
a K.W kúpra vonatkozólag. Az A pontnak a K2)-re vonatkozó a' 
polárisa végtelen távol van; tehát az A pont nullasíkjának, a-nak, 
polárissugara a Jí^-re vonatkozólag, az α'-nak polárisa, azaz az a 
főtengely. Minthogy pedig a merőleges az α-ra, és α és α a KW-re 
polárissugár és polárissík: azért az a főtengelye, az α pedig fősíkja a 

kúpnak. 
A körnek minden egymásra merőleges átmérőpárja kap-

csolt ; ezek mint vezetősugarak a nullarendszerben egybeesnek 
polárisaikkal; tehát a &(2)-nek egymásra merőleges átmérői, a 
kúpra vonatkozólag kapcsolt polárissugarak, és így az α a nek egy 
cziklikus síkja. De ha a kúpnak egy cziklikus síkja egyszersmind 
fősík, akkor a kúp forgáskúp. Ennélfogva az α főtengelyre merőleges 
α síkban fekvő és annak ugyancsak a főtengelyen levő A nullapont-
jából leírt k*® kör pontjainak nullasíkjai oly forgáskúpot burkolnak, 
melynek csúcsa az A pont és forgástengelye az a főtengely. 

Ebből következik, hogy a nullarendszer és a lineáris kom-
plexus annak főtengelye körül önmagában forgatható. 

Azaz: A főtengely körül történő forgatás alkalmával a tér 
pontjai más és más helyzetbejutnak; velük egyszersmind a forgatott 
pontok nullasíkjai is, e pontoknak nullasíkjaiba kerülnek. Ugyanígy 
a komplexussugarak is mindig komplexussugarakba forgattatnak, 
a mi egy (Pt.üCKERtől fölismert) jellemző tulajdonsága a lineáris 
komplexusnak. 



Minthogy a nullarendszert a főtengely irányában önmagában 
eltolhatjuk és a főtengely körül önmagában forgathatjuk: a két 
mozgást egyidejűleg is végezhetjük. Ε kettős mozgást, ha az eltolás 
aránylagos a forgatással: csavarmozgásnak vagy csavarásnak nevez-
zük. Ezért: 

A lineáris komplexus főtengelye körül önmagában csavarható, 
tehát úgy., mint pl. a forgáshenger elcsavarható önmagában forgás-
tengelye körül; de már nem csavarható el önmagában a forgás-
kúp vagy a forgáshyperboloid a forgástengely körül. 

3. Bocsássunk egy tetszésszerinti X pontból a nullarendszer a 
főtengelyére azt a merőleges g0 egyenest, mely a főtengelyt az A 
pontban metszi. A g0 vezetősugárnak egy másik pontja legyen Xu 

a végtelen távoli pontja A', és az AA'XXx pontoknak nullasíkjai 
legyenek az αα'ξξ1 síkok. Ε nullasíkok a .go-οη mennek keresztül; 
az oc merőleges az a-ra és az a' tartalmazza az α-t, tehát az α merő-
leges az α'-re, végre 

go(AA/XX1)/\g0(y.x'^1). 

Ha az X és Xx pontok távolságát az α-tól, r és rx-gyei, a ξ és 
í t síkok hajlásszögét az a-hoz, ρ és pa-hez jelöljük, akkor 

AX=r, AX, = r u A'X^A'X^»ο 

(α'ξ) = ρ, (y-'í1)==?v (αξ) = 9 0 ° - ρ , ^ = 9 0 ° - ^ 

és az előbbi projektivitás miatt: 

AX . sm(ac) # sw(aE1) 
X'X ' Z7^ ~~ Sin(y/Í) ' Sin(yl\) 

vagy 
cosp cosp, r : = —A : = : tg? 
smp stnpx 

azaz 
rtgp = r1tgpí = állandó. 

Minthogy a nullarendszer főtengelye körül önmagában csa-
varható, azért az Xx pont és Ej nullasíkja bármely a főtengelytől 
távolságra levő pontba és ennek r/JL nullasíkjába csavarható, és 
így az 7)rnek hajlásszöge a főtengelyhez szintén p1( Ezért az utóbbi 
egyenlet ekkép fejezhető k i : 

Ha bármely pont távolságát a nullarendszer főtengelyétől meg-
szorozzuk annak a szögnek tangensével, melyet a főtengely a pont 
nullasíkjával képez, állandó szorzatot nyerünk. Ezt a szorzatot 
PLÜCKER szerint a nullarendszer és a tőle meghatározott lineáris 
komplexus paraméterének nevezzük, és k-va\ jelöljük. 



Ebből látható, hogy a nullarendszer α főtengelye és egy X 
pontjának ξ nullasíkja, meghatározza a nullarendszert. Ha az X pon-
tot azon a g0 vezetősugáron, mely az X-ből a főtengelyre merőle-
gesen bocsátható, tovamozgatjuk, és e mellett a ξ-t szintén a g0 körül 
vele projektivásan forgatjuk, ha ezután az X pontsort és a ς síksort 
az α körül forgatjuk és az α irányában eltoljuk, akkor az X a tér 
minden pontjába és vele a ς sík a tér minden síkjába jut. Az 
α-nak oc4 helyzetet, az X pont nullasíkjának pedig oo1 helyzetet 
adhatunk a g0 síksorban, tehát az összes nullarendszerek száma 
ismét oo5. 

4. Legyen ezután a g egy tetszésszerinti vezetősugara a nulla-
rendszernek ; ennek és az α főtengelynek merőleges szelője g0 messe 
a g-t az X pontban, az α-t az A pontban. Az X-nek nullasíkja a 
ς == \ggo l és mert az a és g merőleges a g0-ra, azért az a és g hajlás-
szöge egyenlő az α és Ε hajlásszögével, p-val. A ^-nek távolsága az 
α-tól AX = r, tehát egy tetszésszerinti vezetősugárra nézve, mely a 
főtengelytől r távolságra van és ahhoz ρ szög alatt hajlik az r . tgp 
egyenlő a nullarendszer paraméterével. Vagy : 

A lineáris komplexus bármely sugarának távolsága annak 
főtengelyétől és e sugár és a főtengely hajlásszögének tangense 
állandó szorzatot ad, mely a komplexiLs paraméterével egyenlő. — 

Fektessük a g vezetősugáron keresztül az α főtengelyhez a 
párhuzamos síkot ~-t, mely az a és ^-nek merőleges szelőjét, (§"0-t, 
az X pontban metszi. Az (Χ, π) sugársor pt sugarainak p'i polárisai 
az X-nek ς = [gg0] nullasíkjában, a jf-vel párhuzamos és az (X, - ) -
vei projektív sugársort képeznek, mert az α főtengely végtelen távoli 
Εop pontján keresztül menő-síknak nullapontja ís végtelen távol van 
a^-n. A ö--nek r távolsága az α-tól ugyanaz, mint a ρ ι sugaraké, és a 
íf-nek ρ hajlásszöge az a-hoz ugyanaz, mint a p'i polárisoké. 

Jelöljük a változó pt sugarak hajlásszögét az α-hoz p,-vel és p'{ 

polárisainak távolságát az α-tól r'-vel. A ρ i-nek két helyzetében, 
p0 és /?x-ben, könnyű meghatározni polárisainak helyzetét; t. i. ha a 
p0 párhuzamos az α-val, tehát az ·Κ»-η megy keresztül, akkor p'o 
végtelen távol van az α-tól és minden végesben fekvő egyenestől; 
ha pedig a py merőleges az α-ra, akkor a p\ metszi az α-t, tehát 
attól 0 távolságra van. Ε szerint, ha a párhuzamos ptpk egyenesek 
távolságát | pipk \ -val jelöljük és meggondoljuk, hogy a ( p p0) és 
(gp0) szögek egyenlők o/-vel és p-val, a (pipú és (gpx) szögek azok-
nak pótlószögei, úgy a 

{pigpopj /\ (p'igp'0p\), 



vagy teljesebben kiírva : 

sin(PiPo) sin(píPí) ^ \p\p\\ 
sin(gp0) ' sin(gpL) \gp'0\ ' \gp\\ 

ekkép egyszerüsbül: 
sinpi . cos?,· Yi 
sinp cosp r' 

vagy 
r ' tgp—Vi. tg$i — k. 

Ezt pedig ekkép fejezhetjük ki: 
Ha e g y egyenes távolságát a nullarendszer főtengelyétől meg-

szorozzuk annak a szögnek tangensével, melyet az egyenes polárisa 
a főtengelylyel képez, a nullarendszer parameterét nyerjük. 

Vagy : a nullarendszer főtengelyének távolságai egy poláris-
pártól és tangensei azoknak a szögeknek, melyeket ama polárisok a 
főtengelylyel képeznek, egyenlő viszonyokat adnak. 

5. Hogy az előbbi tétel alapján fogalmat szerezzünk a lineáris 
komplexusról, képzeljünk egy Η(2) forgáshengeren (36. ábra), mely-
nek tengelye az a és alkotói az α-tól r távolságra vannak, a c csavar-
vonalat *) a h menetmagassággal. Húzzuk meg ennek minden pontjá-

*) Mint már fönn említettük, egy pontnak csavarmozgása vagy csavaro-
dása valamely tengely körül két mozgásból állítható össze : a pont a tengely 
körül forog és egyidejűleg a tengely irányában tovatolódik. A pont ekkor egy 
csavarvonalat ír le, melynek tengelye ama forgástengely. Lényegileg kétféle lehet 
a csavarvonal: jobbra vagy balra csavarodó. Ha a pontot mindig egyértelemben 
forgatjuk a tengely körül, de a tovahaladás a tengely irányában az egyik vagy 
a másik értelemben megy végbe, akkor a leírt csavarvonalak közül az egyik 
jobbra csavarodó, a másik balra csavarodó lesz. És pedig: Ha egy a tengelyben 
álló és a csavarvonalra nézőnek a csavarvonal balról jobbra lefelé halad, akkor 
a csavarvonalat jobbra csavarodónak, ellenkező esetben balra csavarodónak 
nevezzük. Ezt az elnevezést kapja maga a mozgás is. A nálunk használatban 
levő csavarok élei jobbra csavarodok, ezeknek tükörképei egy síkon balra csa-
varodó csavarok. (A 35. ábrában az a) és b) balra csavarodó, a c) és d) 
jobbra csavarodó csavarvonalat mutat az illető forgáshengerrel együtt. A látó-
sugarak a forgáshengerek alkotóit az a) és c) ábrábán merőlegesen, a b) és d) 
ábrában hegyes szög alatt metszik.) 

Mialatt a csavarodó pont egy teljes körülforgást végzett a tengely körül, 
leírt egy csavarmenetet, a tengely irányában pedig egy h vonaldarabbal, — a 
csavarmenet magasságával vagy röviden a menetmagassággal — haladt tovább. 
A csavarodó pont oly forgáshengeren maradt, melynek tengelye egybeesik a 
forgástengelylyel, alkotói pedig a tengelytől oly r távolságra vannak, mint a 
csavarvonalat leíró pont. 

A csavarmenet a henger kifejtésében (a hálón) egyenes vonal lesz ; ebbe a 
vonalba jutnak a csavarvonal pontjainak érintői, melyek ahergernek is érintői. 

Klug-: Projektív Geometria. 12 



ban az érintőt, g-t, melynek, úg}' mint a csavarvonalnak, hajlásszöge 
a tengelyhez legyen p. Toljuk el a csavarvonalat összes érintőivel a 
H® hengeren tengelyének irányában. Ezután írjunk le az a tengely 
körül egy új forgáshengert /J/,2)-őt, melynek alkotói az α-tól Vi távol-
ságra vannak és határozzuk meg a p; szöget ebből az egyenletből 
rtgp = fitgOi. A Η,-W-η vegyünk fel egy c,· csavarvonalat, melynék 
hajlásszöge az α tengelyhez p,·, vagy hi menetmagassága kielégíti 
a hi : h = r,·2 : r2 relacziót, és ép úgy jobbra vagy balra csava-
rodó legyen, mint a c. Ezt a c,-t a hengeren összes érintőivel 
együtt tovamozgatjuk az a irányában. Változtassuk most az n-t a 
O-tól oc.jg és végezzük az előbbi szerkesztést az új í//2> hengereken 
és az új ci csavarvonalakon. Ε ο©1 számú i?/2> hengeren levő «=2 számú 
a csavarvonalnak =»3 számú érintője egy lineáris komplexust képez, 
melynek főtengelye az a ; a csavarvonalak pontjainak simulósíkjai 
pedig a komplexus alapnullarendszerének nullasíkjai. Azt is mond-
hatjuk, hogy a oo2 számú a csavarvonal kifejthető felületének 
alkotói képezik a lineáris komplexust. Ε kifejthető csavarfelületek 
között os1 külömböző van, melyek mindannyian a főtengely irá-
nyában eltolva helyzetben fordulnak elő a komplexusban. 

Maga a vonaldarab egy oly derékszögű háromszögnek átfogója, melynek befogói 
2 w e s h. Ez az átfogó a h befogóhoz oly ρ szög alatt hajlik, mint a csavarvonal 

a b 35. ábra. c d 

bármely pontjának érintője a tengelyhez. Ezzel a ρ szöggel mérjük a csavarvonal 
hajlását a tengelyhez, és a h: r, ρ között levő összefüggés : 

h .—: 2rr.cotgo. 

Ι h h0 =— — rcoigo 



A leírt tulajdonság miatt S T Ü K . M a lineáris komplexust sugárcsa-
varnák (Strahlengewinde) nevezi. *) 

Helyzetüktől eltekintve, a sugárcsavarok egymástól para-
métereikben és még abban külömbözhetnek, hogy jobbra vagy 
balra csavarodok. S mert a 
paraméternek oo1 értéket ad-
hatunk, azért az alakilag kü-
lömböző sugár csavar oknak (li-
neáris komplexusoknak) száma 
oo1. Mindezeket annyi helyzet-
ben vehetjük fel, mint tengelyei-
ket; azaz oo4 helyzetben. Így 
tehát a tér összes sugárcsava-
rait ez alapon megszámlálva 
ismét az ismert sokaságot 
nyerjük. 

Ha az előbbi szerkesztés-
ben a c csavarvonal jobbra 
vagy balra csavarodott, úgy a 

vonaldarabot a csavarvonal redukált 
menetmagasságanak nevezzük. A re- ^^ ábra 
dukált menetmagasság meghatározza 
a csavarmozgást, melyet egy pont 
vagy egy pont rendszer végez egy tengely körül; mert megadja, hogy mennyivel 
haladnak tova a mozgó pontrendszernek pontjai a tengely irányában egyik vagy 
másik értelemben, míg a rendszer pontjai a tengely körül történő forgásukban 
olyan íveket írnak le, mint a pontoknak távolságai a tengelytől. 

A csavarvonal érintői, alkotói a csavarvonal kifejthető felületének, melyet 
kifejthető csavarfelületnek nevezünk; maga a csavarvonal a kifejthető csavar-
felületnek éle. Ε felület két szomszéd alkotóján, vagy a mi ugyanegy, a csa-
varvonal két szomszéd érintőjén keresztül menő sík, a kifejthető csavarfelület érintő-
síkja az illető két egybeeső alkotó mentén, illetve a csavarvonal simuló síkja ama 
érintőknek a csavarvonalon fekvő metszőpontjában, az úgynevezett simulóponlban. 

A csavarvonal minden pontjának simulósíkja keresztül megy a pont érintő-
jén, továbbá az érintő és a tengely merőleges szelőjén. A simulósík tehát ép oly 
szöget képez a tengelylyel, mint az érintő, és mert a csavarvonal pontjainak érintői 
egyenlően hajlanak a tengelyhez, azért simulósíkjainak hajlásszöge a tengelyhez 
is egyenlő lesz. Ha tehát egy ponton keresztül a csavarvonal pontjainak érintői-
vel és simulósíkjaival párhuzamos egyeneseket és síkokat vezetünk, akkor azok 
ugyanegy forgáskúpnak alkotói és érintősíkjai lesznek, melynek tengelye pár-
huzamos a csavarvonal tengelyével. 

A csavarvonal és kifejthető felülete önmagában csavarható ; de e csavarásnak 
ugyanoly redukált menetmagasság felel meg, mint a csavarvonalnak, illetve a 
kifejthető csavarfelület élének. 

*) STURM R. Liniengeometrie; (1892.) i. köt., 94. old. 12* 



leszármaztatott sugárcsavar is jobbra vagy balra csavarodó lesz. 
Ha a sugárcsavar főtengelyéből a főtengelylyel párhuzamos 
síkra nézünk és ebben a sugárcsavar sugarai balról jobbra lefelé 
következnek egymásra, akkor a sugárcsavar jobbra csavarodó, 
ellenkező esetben balra csavarodó. A jobbra csavarodó csavarvonal-
nak tükörképe valamely síkon balra csavarodó csavarvonal; ezért az 
egyenlő parameterű sugárcsavarok, ha külömböző csavarodásuak, 
egymásnak tükörképei lehetnek. 

Ha a sugárcsavar, főtengelye körül, csavarodása értelmének 
(jobbra vagy balra) megfelelőleg végez csavarodást, úgy a sugár-
csavarnak c©1 kongruens kifejthető csavarfelülete önmagában csa-
varodik, a többiek egymás után a velük kongruens kifejthető csavar-
felületekbe kerülnek. Ha a sugárcsavar parametere k, a csavarodás 
redukált menetmagassága h0, és az önmagában csavarodó kifejt-
hető csavarfelületnek alkotói a főtengelytől r távolságra vannak és 
ahhoz ρ szög alatt hajlanak, akkor 

rtga •= k, rcotgo = h0 
tehát 

r*=kh0, tg·ρ = Α 

6. Haasugárcsavarnak parametere 0, akkor a stigárcsavar elkor-
csosul. Ez elkorcsosult sugárcsavart, vagy lineáris komplexust STURM 

stigárbokomak (Strahlengebüsch) nevezi; ez a főtengely pontjaiból 
kisugárzó sugarakból, vagy a mi ugyanaz: a főtengelyt (azaz egy 
egyenest) metsző összes, számra <*>3, sugárból áll. Ε különös kom-
plexus nullarendszerében minden pontnak nullasíkja a főtengelyen 
megy keresztül, és minden síknak nullapontja a főtengelyen van. 
A főtengely pontjainak és síkjainak végtelen sok nullasíkjuk és 
nullapontjuk van. Ezért minden egyenesnek polárisa a főtengely 
vagy maga az egyenes, a szerint, a mint az metszi vagy nem metszi 
a főtengelyt. A főtengely polárisa pedig bármely egyenes lehet. 

18. §. A lineáris kongruenczia és a kéttengelyű 
involuczió. 

1. Láttuk az előbbiekben, hogy a lineáris komplexus sugarai-
nak száma σο3, azaz: a komplexussugarak háromszorosan végtelen 
nagy sokaságúak. A tér kétszeresen végtelen nagy sokaságú 
egyeneseiről vagy sugarairól azt mondjuk, hogy azok egy kongruen-



cziát képeznek. A kongruenczia n-ed rendű, ha bármely ponton 
annak η sugara halad keresztül, és m-ed osztályú, ha bármely sík-
ban annak m sugara van. Az első rendű és első osztályú kongruen-
cziát lineáris kongruencziának nevezzük, és ezzel fogunk a követ-
kezőkben foglalkozni. 

Két lineáris komplexusnak közös sugarai e g y lineáris kongruen-
cziát képeznek. 

Ugyanis, ha a tetszésszerinti Ρ pontnak az első, illetve a 
második komplexus nullarendszerében nullasíkja a ΤΤ és ΤΓχ, akkor a 
7r-1 sugár a két komplexusnak a P-n keresztül menő közös sugara. 
Ha továbbá a ρ síknak nullapontjai a két nullarendszerben az R és 
R±, akkor az sugár a két komplexusnak a ρ síkban levő közös 
sugara. Ε szerint a két komplexushoz bármely ponton keresztül egy 
közös sugár vezethető, és bármely síkban azoknak egy közös 
sugaruk van; ezért a közös sugarak egy lineáris kongruencziát 
képeznek. Két lineáris komplexus közös sugaraiból álló lineáris 
kongruencziát a két komplexus metszésének nevezhetjük. 

Abból, hogy egy sugáralakzatnak a tér minden pontján egy 
(vagy több, de véges számú) sugara megy keresztül, már arra lehet 
következtetni, hogy az alakzat kongruenczia, mert a tér <*>3 pontján 
ugyan oo3 sugár megy keresztül, de minden sugár a benne levő oo1 

számú pont miatt ugyanannyiszor lett számítva úgy, hogy a sugár-
alakzatnak tényleg csak oo sugara van. 

A két komplexusnak, Γ és Fj-nek, nullarendszereit akkép vehet-
jük fel, hogy azokban egyes síkoknak nullapontjai egybeessenek. 
Az ily síkban a két komplexusnak végtelen sok, annak közös nulla-
pontján keresztül menő közös sugara van. A kongruencziának ily 
különös pontjait és síkjait, a melyeken oc1 számú sugár megy 
keresztül, illetve a melyekben ugyanannyi sugár van, singularis 
pontoknak és síkoknak nevezzük. Ha a két lineáris kongruencziá-
nak két közös sugara egymást metszi, akkor ezeknek úgy a metsző-
pontja, mint a síkja singularis. 

2. A lineáris kongruencziának o l y sugarai, melyek e g y tetszés-
szerinti ρ egyenest metszenek, e g y sugársereget képeznek. A lineáris 
kongruencziában oo3 sugársereg van. 

Ugyanis, ha a kongruencziát két lineáris komplexus, 1 és Fx, 
metszésének tekintjük, és a ρ egyenes polárisai a két komplexus-
ban p' és p\, akkor a pp'p\-nek g{ szelői a két komplexusnak közös 
sugarai lesznek, és így ezek egy sugársereget képeznek. A p-nek 
<*>4 helyzetet adhatunk, és ekkép oc4 sugársereget nyernénk a 
kongruencziában ; de e sugárseregek közül csak oo3 külömböző van, 



mert a p-nek mindenik sugársereg vezetőseregében oo1 helyzetet 
adhatunk és mindig csak ugyanazt az egy sugársereget nyerjük. 

Változtassuk a ρ egyenest az előbbi pp'p\ sugárseregben, 
5-ben. Mialatt a ρ az S-et leírja, annak p' és p\ polárisai a Γ és 
rx-ben a változód-vei involucziós sugárseregeket fognak leírni úgy, 
hogy a pp' sugarak az egyikben és a pp\ sugarak a másikban társ-
sugarak lesznek. Ε két involucziós sugárseregnek közös valós vagy 
képzetes társsugárpárja uv, a két komplexusnak egy közös poláris-
párja, és így azoknak összes szelői a metszési kongruencziának, 
ITj-nek, sugarai. 

A két lineáris komplexusnak, Γ és L\-nek, egynél több közös 
polárispárja nem lehet, mert két polárispár már meghatározza a 
komplexust. 

Könnyen belátható, hogy ha a talált közös polárispár uv valós, 
akkor az a kongruencziát képező oc3 sugársereg mindenikének 
vezetőseregéhez tartozik. Ugyanis, ha a q egyenesnek polárisai a 
Γ és rx-ben a q' és q\, akkor az uv, qq' és az uv, qq\ polárispárok-
nak szelői a Γ-nak, illetve a l\-nek sugarai. De a két szelőrendszer 
ugyanegy, mert mindenik szelőrendszer metszi az uvq egyeneseket. 

A lineáris kongruenczia meghatározására szolgáló Γ és I , 
komplexusoknak közös polárispárját, uv-1, melyet tehát a kongruen-
cziának összes sugarai metszenek, RHYE a kongruenczia tengelyei-
nek nevezi, és a mennyiben ezek valósak, könnyen fogalmat szerez-
hetünk úgy a kongruencziának, mint ama oo3 sugárseregnek sugarai-
ról, melyek a kongruencziában vannak. Mert: 

Két egymást nem metsző u és ν egyenesnek összes szelői e g y 
lineáris kongruencziát képeznek, melynek az uv egyenesek tengelyei. 
Az uv tengelyeken és e g y változó ρ egyenesen keresztül menő oo·' 
sugárseregnek támasztó sugárseregei képezik a kongruencziát. És mert 
az uv tengelyek a kongruencziát meghatározzák, azért azt (STAUDT 

szerint) röviden (u,v)-ve\ jelölhetjük. 
A kongruencziának valamely Ρ ponton keresztül menő sugara 

a Pu, Pv síkoknak metszővonala, egy π síkban fekvő sugara pedig 
a 7zu, 7zv pontoknak összekötő egyenese. A tengelyek pontjai, és 
azoknak síkjai a kongruenczia singularis pontjai és síkjai, mert egy 
tengely akármelyik pontjából a másik tengelyhez húzható oo1 sugár, és 
egy tengelynek akármelyik síkjában a másik tengely és a sik metsző-
pontjához vezetett bármelyik sugár, a kongruencziának sugara. 

3. De hogy az oly lineáris kongruencziának sugarait is áttekint-
hessük, melynek u és ν tengelyei I I . f a j ú képzetes egyenesek (9. §.4.) 
továbbá, hogy arról a oo3 sugárseregről is fogalmat nyerjünk, melyek 



ebben az esetben a kongruencziát képezik, előre kell bocsátanunk a 
következőket: 

Egy ρ egyenesen és e g y aa' bb' . . . involucziós sugárseregnek 
társsugár ρ árjain keresztül menő ρ aa', pbb' . . . sugárseregeknek a 
p-n kívül még e g y közös q sugaruk van, mely esetleg a p-vel 
egyesül. 

Ugyanis az aa'. bb' . . . involucziós sugársereg meghatároz 
egy nullarendszert, melyben a sugárseregnek társsugarai poláris-
párok, a ρ egyenesnek pedig polárisa egy q egyenes. Minthogy a 
nullarendszernek bármily két polárispárja hyperboloidikus fekvésű: 
a pq, aa'; pq, bb'; . . . polárispárok egy-egy sugársereghez tartoz-
nak és így valamennyi paa', pbb', . . . sugárseregnek közös sugara 
a p-n kívül még a q sugár. — Ha azonban a ρ vezetősugara a nulla-
rendszernek, akkor a q egybeesik a/r-vel és a paa', pbb', . . . sugara-
kon keresztül menő byperboloidok egymást a p-nek minden pontjá-
ban érintik. 

Magából a tételből következik, hogy a ρ egyenesnek síkjai 
az aa'·. bb' . . . involucziós sugársereget oly involucziós kúpszeletek-
ben, k P -ben, metszik, hogy e kúpszeletekben levő involucziós pont-
soroknak G,· involuczió-középpontjai egy q egyenesen feküsznek. 

De mily felületen vannak ama involucziós pontsoroknak gi 
involuczió-tengelyei ? 

Az aa'. bb' . . . involucziós sugársereget tartó hyperboloidot 
-vei jelölvén, a gi involuczió-tengely egyrészt a Gi pontnak a 

H&-re vonatkozó polárissíkjában, γ,-ben, másrészt a -,· síkban van. 
Ha tehát a π}· sík a ρ körül forog, akkor a Gi pont azzal egy projek-
tív pontsort ír le a q-n, és a G{ pontsor polárissíkja azzal egy projek-
tív síksort ír le, a #-nak a -re vonatkozó px polárisa körül. Ε két 
pésp i tengelyű projektív síksor képződménye egy Η,Ρ hyperboloid, 
és a gi tengelyek annak egyik sugárseregét adják. 

Minthogy az összetartozó Gi és gi involuczió-középpontok 
és tengelyek harmonikusan vannak elválasztva az aa' . bb' . . . 
involucziós sugárseregnek minden társsugárpárjától, azért azok a 
pi egyenesek, melyek a q egyenest az aa'. bb' . . . involucziós sugár-
seregnek egyes-egyes társsugárpárjaitól harmonikusan választják el, 
és a melyekhez a ρ és py is tartozik, mindannyian szelői a gi 
involuczió-tengelyeknek. A pi sugárseregek tehát a gj sugárseregnek 
vezetősugárserege és abban vannak az aa'. bb' . . . involucziós 
seregnek uv kettőssugarai is, mert a gi involuczió-tengelyek a ki(2) 

kúpszeleteket az involucziós pontsorok kettőspontjaiban metszik, 
mely kettőspontok az uv kettőssugarakon vannak. 



A gi-η levő és a H(2)-re vonatkozó kapcsolt pólusok egy 
involucziós pontsort, és e kapcsolt pólusokon keresztül menő ρ 
sugarak a 7i/2)-n egy involucziós sugársereget képeznek, úgy, hogy 
az uv egyenesek ez utóbbi sugárseregnek is kettőssugarai. A felvett 
ρ egyenesnek társsugara ebben az involucziós sugárseregben a 
#-nak a Ηβ) -re vonatkozó polárisa^, mert a ρ egyenesnek a re 
vonatkozó pólusa a G{ és pontoknak összekötő egyenesén 
van. És minthogy e vizsgálatokban nem voltunk tekintettel az 
aa' .bb' . . . involucziós sugársereg minéműségére, azért az eredmé-
nyek akkor is érvényesek maradnak, ha ama sugárseregnek uv 
kettőssugarai képzetesek. 

Ε szerint: „Egy oly (u, v) lineáris kongruencziáról és az abban 
levő oo3 sugárseregről, melynek uv tengelyei az aa'. bb' . . . 
involucziós sugárseregnek II. fajú képzetes kettőssugarai, következő-
képen szerezhetünk fogalmat: 

„Valamely π síknak met- ; „Valamely Ρ pontból az 
szése az aa' .bb'. . . involu- | aa'. bb' . . . involucziós sugár-
cziós sugársereggel oly involu-
cziós kúpszelet, melynek involu-
czió-tengelye a π síkban fekvő 
kongruenczia-sugár." 

sereg társsugaraihoz vezetett 
síkpárok involucziós síksort 
képeznek egy II. r. kúp érintő-
síkjaiban ; e síksornak involu-
czió-sugara a Ρ pontból kisu-
gárzó kongruenczia-sugár." 

„A ρ egyenesen és az aa'. bb' . . . sugársereg uv kettőssugarain 
keresztül menő pi sugárseregnek vezetősugárseregét pedig a ρ 
pontjaiból kisugárzó, tehát egyszersmind a ρ síkjaiban fekvő, 
kongruenczia-sugarak képezik. Ezeknek bármelyikén az aa'. bb'... 
sugársereget tartó hyperboloidra vonatkozó kapcsolt pólusok egy 
involucziós pontsort adnak; és ennek társpontjain keresztül menő 
pi sugárpárok már annak az involucziós seregnek társsugarai, mely-
nek kettőssugarai szintén az u és v.a 

Ebből látható, hogy egy adott II. fajú kapcsolt-képzetes 
egyenespár uv, mint <χ>3 számú involucziós sugárseregnek kettős-
sugara állítható elő. 

Ε sugárseregek bármelyike meg van határozva, ha ismeretes 
az uv-η kívül egy valós sugaruk, p. 

De lehet az uv II. fajú képzetes egyeneseken keresztül menő 
sugársereget a következő, szintén az előbbiekből folyó tétel alapján 
is előállítani: 

„Azok a pi sugarak, melyek az aa' .bb' . . . sugárseregnek 
társsugárpárjait egy q egyenestől harmonikusan elválasztják, az 
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aa'. bb' . . . sugárseregnek uv kettőssugarain keresztül menő sugár-
sereget képeznek." Minthogy az uv sugarak képzetesek, az aa' .bb'... 
sugárseregnek minden társsugárpárja a seregnek egy más társ-
sugárpárjától harmonikusan van elválasztva. Két-két sugár, pip'i, 
mely a q-X az ily harmonikusan elválasztott két társsugárpár egyiké-
től és másikától harmonikusan elválasztja, involucziót képez a pi 
sugarak seregében, és ennek az involucziónak kettőssugarai szintén-
az uv sugarak lesznek. 

4. Láttuk az előbbiekben, hogy a nullarendszer a tér pontjai 
és síkjai, valamint annak egyenespárjai között vonatkozást létesít. 
Ε vonatkozásban vannak olyan egyenesek, melyek párjukkal egybe-
esnek, és ezek egy lineáris komplexusnak sugarai. A nullarendszer, 
mely vonatkozást fejez ki, meghatározza a lineáris komplexust, mint 
egy abból leszármaztatható sugáralakzatot, s viszont ez utóbbi 
sugáralakzat meghatározza ama általánosabb vonatkozást, a nulla-
rendszert. 

A lineáris kongruenczia, mint geometriai alakzat szintén, 
leszármaztatható egy általánosabb vonatkozásból. Ε vonatkozást 
kéttengelyű involucziós rendszernek, vagy kéttengelyű involucziónak 
(torz-involucziónak), vagy végre a benne előforduló végtelen sok 
involucziós sugársereg miatt ( STAUDT szerint*) sereges involucziós 
rendszernek (geschaart-involutorisches System) is nevezik. 

A kéttengelyű involucziós rendszer megállapítására kiindulha-
tunk két egyenesből, u és v-ből, mely vagy II. fajú kapcsolt-képze-
tes, vagy ha valós, úgy egymást nem metszi (torz-helyzetű), és mely 
az involucziós rendszer két tengelyének neveztetik. Magát az involu-
cziós rendszert, mert az n,v tengelyek azt meghatározzák, e tengelyek-
kel ekkép jelöljük: (u,v). 

Ε két tengely, u és v, segélyével, melyet először valós-nak 
tételezünk fel, a tér pontjai, a tér síkjai és a tér egyenesei között a 
következő vonatkozást létesíthetjük: 

Egy A ponthoz oly A' pontot rendelünk, mely az A-X az u és 
v-tó 1 harmonikusan választja el. Ha tehát az A pontból meghúzzuk 
a g szelőt az u és v-hez, akkor a z AA' pontpár az (ug)(vg) pont-
párt harmonikusan választja el. Az A' pontnak viszont e szerkesztés 
alapján az A pont fog megfelelni, azaz : az AA' pontok felcserélhetően 
(involucziósan) felelnek meg egymásnak. Az u és ν tengelyen fekvő 
pontok megfelelő pontjaikkal esnek egybe. 

Ha az A pont egy a egyenest ír le, úgy az yi-nak megfelelő-

*) Beitráge z. Geom. d. Lage. 63. oldal. 



A' pontok abban az a' egyenesben lesznek, mely az a-t azzíésf-től 
harmonikusan választja el. És mert az AA's=g egyenes, mint 
szelője az aa'uv egyeneseknek az A változásával az a-η egy sugár-
sereget ír le, azért az a egyenesen levő pontsor projektív a megfelelő 
pontsorral az a'-ön. 

Ha az a metszi az egyik tengelyt, pl. az u-t, akkor az a' is az 
(au) ponton megy keresztül és az [au j síkban fekszik, és az aa' 
egyenespár az u-t, az [au] sík és a υ tengely metszőpontjától 
harmonikusan választja el. Ha pedig az a mindkét tengelyt metszi, 
akkor egybeesik az a'-sel, és a megfelelő pontok a közös egyene-
sen oly involucziós sort képeznek, melynek kettőspontjai a tengelye-
ken vannak. 

Egy α síkban fekvő bármely két egyenes metszi egymást, és e 
metsző egyeneseknek ismét metsző egyenesek felelnek meg. Ezért az 
α sík pontjainak és egyeneseinek megfelelő pontjai és egyenesei oly 
a' síkban vannak, mely az α-t az u és f-től harmonikusan választja 
el ; az αα' síkok metszővonala tehát mindkét tengelyt metszi. A tenge-
lyek síkjai megfelelő síkjaikkal esnek egybe. 

Ha e vonatkozást összehasonlítjuk a lineáris kongruencziáról 
elmondottakkal, azt látjuk, hogy az (u, ν) kéttengelyű involucziós 
rendszerben az egymáshoz rendelt (megfelelő) pontoknak összekötő 
egyenesei, és az egymáshoz rendelt síkoknak metszővonalai, mint 
önmaguknak megfelelő egyenesek, e g y lineáris kongruencziát képez-
nek, melynek tengelyei az involucziós rendszer u, ν tengelyeivel esnek 
egybe. Ezeket a megfelelő egybeeső egyeneseket, ha az involucziós 
rendszerről szólunk (STAUDT szerint), a rendszer vezetősugarainak 
nevezzük. 

Tételezzük fel másodszor, hogy a kéttengelyű involucziós-
rendszer it, ν tengelyei a 1I{1) hyperboloidon levő aa' .bb'... involu-
cziós sugárseregnek képzetes kettőssugarai, és szerkesszük meg az 
A pontnak és az α síknak megfelelő A ' és a' pontját és síkját. 

Az A pontból az adott involucziós sereg az A (aa'. bb'...) 
involucziós síksorral (egy II. r. kúp involucziós érintősíkjaival) 
projicziáltatik; e síksornak involuezió-sugarán fekvő, és az 
Α-hoz a H(2)-re vonatkozólag kapcsolt pólus, az yl-nak megfelelő 
pontja A'. 

Hasonlókép : az α sík a sugársereget az α (aa'. bb'...) involu-
cziós kúpszeletben metszi; ennek involuezió-tengelyén keresztül 
menő és az α-hoz a H^-re vonatkozólag kapcsolt polárissík, az a-nak 
megfelelő síkja a'. 

Ama AA' involuezió-sugár, és emez αα' involuezió-tengely, 



sugara az (u, υ) kongruencziának, és az AA' pontpár, valamint az 
αα' síkpár harmonikusan választja el az u, ν tengelypárt. 

Minden ρ egyenesnek megfelel egy oly p' egyenes, mely a puv 
sugárseregben van és a p-t az uv-tői harmonikusan választja el. Ha az 
A pont a ρ egyenesen egy pontsort ír le, akkor az A' a p' egyenesen 
egy vele projektív pontsort fog leírni. A felvett aa' .bb'... sugár-
seregnek társsugarai megfelelő egyenesek az involucziós rend-' 
szerben. 

A képzetes tengelyű involucziós rendszerben, (u, i/)-ben, tehát 
nincsen oly valós pont és valós sík, mely megfelelőjével egybeesnék. 
Ellenben <*>- oly valós egyenes van, mely megfelelőjével egybeesik; 
ezek képezik az (u, v) involucziós rendszer vezetősugarait, és az 
(u, ν) kongruencziának sugarait. 

5. Láttuk, hogy a kéttengelyű involucziós rendszerben, (u, v)-
ben, a megfelelő egyeneseken a megfelelő pontsorok projektivek; 
tehát egyszersmind oly megfelelő sugár- vagy síksorok, melyek 
azokat megfelelő pontokból, vagy egyenesekből projicziálják, szin-
tén projektivek. Ezért minden kúpszeletnek, II. r. kúpnak, sugársereg-
nek és ezek polárisrendszereinek : egy kúpszelet, II. r. kúp, sugár-
sereg, valamint ezeknek poláris rendszerei felelnek meg. 

Lehet azonban az (u, v) involucziós rendszerben oly sugár-
sereget is felvenni, hogy a sugarainak megfelelő sugarak maguk is a 
felvett sugárseregben legyenek. A sugárseregek megfelelő sugarai 
involucziót képeznek, és így a rendszerben levő involucziós sugár-
seregekhez tartoznak. 

Ε sugárseregek kétfélék lehetnek: 
1. olyanok, melyeknek vezetőserege a rendszernek vezető* 

sugaraiból (az (u, v) kongruencziának sugaraiból) áll; 
2. olyanok, melyeknek vezetőserege is involucziós rendszert 

képez a rendszerben. 
Ha 1) a pp' egy oly megfelelő egyenespár az (u, v) involucziós 

rendszerben, mely az egyik tengelyt sem metszi, és a ρ egyenes 
ABC... pontjainak az A'BC'... pontok felelnek meg a p'-ben, 
akkor az uu.vv.pp'... involucziós sugárseregnek társsugarai az 
(u, ν) rendszerben megfelelők, és annak vezetőserege mind oly 
A A' • .·._ a, BB' — b, CC' = c,... sugarakból áll, melyek vezetősugarai 
az (w, v) rendszernek. Az (u, v) involucziós rendszerben ^ ily invo-
lucziós sugársereg van, mint az uu.vv.pp'..melynek tehát 
támasztó serege vezetősugarakból áll. 

Ha 2) a pp' megfelelő egyenespáron az ABCD és A'B'C'B' 
pontnégyesek megfelelők, akkor az AB' = a, CO' c egyenesek-



nek az (u, ν) rendszerben az A'B —a', CD ^ c' egyenesek felelnek 
meg; és mert 

ABCD A A'Β'CD' λ B'A'D'C, 

azért az AB', CD', Β ADC egyenesek hyperboloidikus fekvésűek. 
Minden q egyenesnek, mely az a, c, a', c' egyeneseket metszi, egy 
oly q' egyenes felel meg az (2/, υ) rendszerben, mely az a', c\ a, c 
egyeneseket, tehát az előbbieket metszi. 

Az (u, ν) involucziós-rendszer u, ν tengelyei harmonikusan 
választják el a nyert és egymást támasztó sugárseregekben az (w, v) 
rendszer megfelelő pp', qq',... egyeneseit és az aa', cc',.. . egyene-
seit. Ezért az u, ν egy polárispárja az ezeket tartó 7/(2) hyperboloidnak, 
és a felírt megfelelő sugarak az egymást támasztó sugárseregekben 
involucziós sugárseregeknek társsugarai. — 

Ha az u, ν tengelyek valósak, akkor azok valós vagy képzetes 
pontokban metszhetik a hyperboloidot; a pp' .qq'... és az 
aa'. cc'... involucziós sugárseregek ez esetben hyperbolikusak, 
illetve elliptikusak. Ha ellenben az u, ν tengelyek képzetesek, akkor 
ama egymást támasztó sugárseregek közül egyik hyperbolikus, a 
másik elliptikus, mert ha ez nem így volna, akkor a másik esetnek 
kellene beállani, t. i. hogy az u és ν valós. 

Számláljuk meg, hogy hány ily involucziós sugársereget, mint 
a pp'. qq'..., melynek tehát támasztó serege aa'. cc' . . . is a rend-
szerhez tartozó involucziós sugársereg, lehet találni az (n, v) involu-
cziós rendszerben. 

A pp' egyenespárt metsző a és c egyenest, mely már az a' és 
c'-X is meghatározza, 4-szer vehetjük fel; ezzel az egymást támasztó 
pp'. qq'... és aa' .cc'... involucziós sugárseregek már meg vannak 
határozva. De a pp'-1 a térben «^-szer, a pp'. qq'.. . sugárseregben 
<»1-szer, az a és c-X a támasztó aa'. cc'... sugárseregben ~>2-szer 
vehetjük fel. Ezért az ily sugárseregek száma «c4-1 . ®=4—2 = 00». 

Az (u, v) involucziós rendszernek, mint a tárgyalásból látható 
volt, oly szerepe van az («, v) kongruenczia irányában, mint a nulla-
rendszernek a tőle meghatározott lineáris komplexus irányában, vagy 
pl. egy polárismezőnek a síkban, a vezető kúpszelete irányában. 
A kéttengelyű involucziós rendszer meghatározza a kongruencziát, 
mert ezt amannak vezetősugarai képezik, s viszont a kongruen-
czia is meghatározza a kéttengelyű involucziós rendszert. 

Ugyanis egy Ρ pontnak megfelelő P' pont az involucziós rend-
szerben : a P-n keresztül menő g kongruenczia sugáron van, és har-
monikusan választja el a P-1, a kongruenczia ν tengelyeitől. 



6. Az eddigiekben a kéttengelyű involucziós rendszert, (u, v)-t, 
mindig a két valós vagy képzetes tengelyből, u és f-ből, határoztuk 
meg. Lehet azonban más alakzatokból is kiindulni: 

Két háromszög ABC, A'B'C' csak úgy lehet egy kéttengelyű 
involucziós rendszerben egymásnak megfelelő alakzata, ha azoknak 
megfelelő oldalai, δ és δ' síkjuknak dx metszővonalát involuczió-
ban metszik. Ε metszővonal δδ' ΞΞ d u és ama háromszögek megfelelő 
szögpontjainak összekötő egyenesei AA' a, BB' — b, CC ΞΞ_ C> 
vezetősugarai az involucziós rendszernek. A dx-en kimetszett invo-
lucziónak kettőspontjaiból az a, b, c-hez húzható u, ν valós vagy 
képzetes szelők tengelyei a rendszernek. 

Ha a dcnek metszőpontját a BC, CA, AB, B'C', C'A', A'B' 
egyenesekkel, rendre az A', B', C', A, B, C pontokkal összekötjük, 
úgy az első három összekötő egyenes egymást egy Β pontban, az 
utóbbi három pedig egymást a D-nek megfelelő D' pontban metszi, 
és az ABCD, A'B'C'B' tetraederek egymásnak megfelelők és 
Möbius-félék. 

Ε szerkesztésből folyólag hány kéttengelyű involucziós rend-
szer (vagy lineáris kongruenczia) lehetséges ? 

A tetszésszerinti ABC háromszöghez az A' pontot <»3-szor, a 
IV pontot =®3-szor, az A'B' egyenesen keresztül a síkot szer, és 
ebben végre a C pontot <» 1-szer vehetjük fel úgy, hogy az ABC 
A'B'C' háromszögek oldalai síkjuknak metszővonalát involuczióban 
messék. Ε szerint a térben °<=8 kéttengelyű involucziós rendszer és 
ugyanennyi lineáris kongruenczia van. 

Minden kéttengelyű involucziós rendszerben <»9 Möbius-féle 
tetraederpár van. Egy ABC háromszög már meghatározza a meg-
felelő A'BC háromszöget, és ezek együtt az ABCD, A'B'C'D' 
Möbius-féle tetraedereknek D, D' negyedik szögpontjait. Az ABC 
háromszöget pedig <» 9-szer vehetjük fel a térben. 

A térben 0 0 s kéttengelyű involucziós rendszer és mindenikben 
Möbius-féle tetraederpár, összesen tehát <*>17 Möbius-féle tetrae-

derpár van. 
A térben van ^ 1 2 tetraeder; mindenikhez tehát tetraeder 

található, mely azzal egy Möbius-féle tetraederpárt képez. Ez köz-
vetlen is belátható: Ha az ABCD tetraederhez az A'B'C'D'-1 úgy 
akarjuk megszerkeszteni, hogy azok egy Möbius-féle tetraederpárt 
képezzenek, akkor a D' csúcsot az ABC lapban <*>2-szer, az A'B'C' 
lapot a D csúcson keresztül szer, végre még egy csúcsot az 
A'B'C' közül egy már meghatározott egyenesen ^ - s z e r vehe-
tünk fel. 



Lássuk még más úton, hogy <*>8 kéttengelyű involucziós rend-
szer és ugyanannyi lineáris kongruenczia lehetséges. Az u, ν tenge-
lyek meghatározzák azokat. Ilyen valós tengelypárt^4 .^4— *°8-szor 
lehet fölvenni. De II. fajú képzetes egyenespár sincs több, mint 
Mert három egyenes meghatároz egy sugársereget; a térben <»4·3, a 
sugárseregben 001 ,3 sugárhármas, tehát a térben 00 9 sugársereg van. 
Minden sugárseregben <» 2 involuczió létesíthető ; van tehát ebben 

II. fajú képzetes egyenespár, és összesen 009+2 — o©11. De minden 
valós vagy II. fajú képzetes egyenespáron 3 sugársereg fektethető 
keresztül, azért <*>8 külömböző valós vagy II. fajú képzetes egyenes-
pár van. 

7. Legyen aa'bb' négy egyenes, melyek közül kettő-kettő nem 
metszi egymást; vizsgáljuk meg, hogy lehet-e ezekkel oly kétten-
gelyű involucziós rendszert meghatározni, melyben az a és b-nek 
az a' és b' egyenesek felelnek meg ? 

Ha van oly egyenespár uv, mely úgy az aa', mint a bb' egye-
nespárt harmonikusan választja el, akkor ez már a keresett involu-
cziós rendszernek két tengelye. 

Az aa'bb' egyenesek pedig vagy hyperboloidikus, vagy álta-
lános fekvésűek lehetnek. 

1. Ha az aa'bb' egyenesek hyperboloidikus fekvésűek, tehát egy 
H& hyperboloidon levő sugárseregben vannak, akkor az aa'. bb' ... 
involucziós sugárseregnek valós vagy képzetes kettőssugarai uv, 
már az aa', bb' egyenespárokat harmonikusan választják el. De e 
kettőssugarakon kívül még 002 oly egyenespár van, mely az aa', bb' 
egyenespárt harmonikusan választja el, és mindezek az (u, v) kon-
gruencziának sugarai. Mert egy ~ sík ama sugársereget egy involu-
cziós kúpszeletben metszi, melynek a ρ involuczió-tengelye, és 
annak a H^-re vonatkozó q polárisa szintén harmonikusan választja 
el az aa'. bb'... sugársereg társsugarait; ezek a pq polárispárok 
pedig az (u, v) kongruencziához tartoznak. Az aa' .bb'... sugár-
sereg támasztó seregének minden sugarában, pl. a h-ban, egy ily 
sugárpár, mint a pq, egyesül; és tényleg mindazok a pontok, melyek 
a /z-nak pontjait az aa', vagy a bb' egyenespártól harmonikusan 
választják el, magán a h egyenesen vannak. 

Ha tehát az aa', bb' egyenespárok hyperboloidikus fekvésűek, 
akkor azok, mint megfelelő egyenesek, nem e g y , hai:em <»2 két-
tengelyű involucziós rendszert határoznak meg, azaz a kéttengelyű 
involucziós rendszer meghatározására nem alkalmasak. 

Tételezzük fel 2-szor, hogy az aa'bb' egyenesek nem hyperbo-
loidikus fekvésűek. tehát azoknak csak két valós, vagy képzetes mn 
szelőjük van. 



Ha a) az aa'bb' egyeneseknek mn szelői valósak, és ezek az 
aa'bb' egyeneseket az AA'BB', AXA'XBXB\ pontokban metszik, és 
ha az UV pontpár az AA', BB ' pontpárokat, az Ux Vx pontpár pedig 
az AXA\, BXB'X pontpárokat harmonikusan választja el, akkor az 
UV és Ux Vx pontpárok vagy valósak, vagy képzetesek, vagy végre 

az egyik pontpár valós, a másik képzetes. 
Az első esetben az UVUX Vx tetraedernek UUX, VVX és UVU 

Ux V szemben fekvő valós élpárjai harmonikusan választják el az 
aa', bb' egyenespárt, tehát oly kéttengelyű involucziós rendszer 
valós tengelyeinek vehetők, melyben az aa' és a bb' egyenespárok 
megfelelők. 

A második esetben az UVUX Vx tetraedernek UUX, VVX és 
UVX, UXV szemben fekvő képzetes élpárjai, melyek szintén harmo-
nikusan választják el az aa' és bb' egyenespárokat, oly kéttengelyű 
involucziós rendszernek II. fajú képzetes tengelyei, melyben az aa' 
és a bb' egyenespárok szintén megfelelők. 

A harmadik esetben az UVUXVX tetraedernek UUX, VVX és 
UVit Ux V szemben fekvő képzetes élpárjai szintén harmonikusan 
választják el az aa' és bb' egyenespárokat, de azok nem II. fajú, 
hanem I. fajú képzetes egyenesek, mert az UV, vagy Ul Vx pont-
jaik valósak, és így nem lehetnek olyan involucziós rendszernek 
tengelyei, melyeket az előbbiekben tárgyaltunk. 

Az első és második esetben az UV, UXV] és IJVX, UXV ten-
gelypárokon kívül más tengelypár nincsen, mely az aa' és bb'-1 
harmonikusan választaná el, mert külömben az aa'bb' egyeneseknek 
hyperboloidikus fekvésűeknek kellene lenni. 

Ha b) az aa'bb' egyeneseknek mn szelői képzetesek, akkor mindig 
van egy oly egyenespár uv, mely az aa', bb' egyenespárokat har-
monikusan választja el, s mely tehát a keresett involucziós rend-
szernek két tengelye. 

Ε tengelyeknek meghatározását S T A U D T (Beitráge z. G. d. L. 
112. pont) a következő tételre alapítja: 

Az aa'b és az aa'b' sugarakon keresztül menő sugárseregek else-
jében van e g y o l y c sugár, a másodikában pedig e g y oly c' sugár, hogy 

aa'bc 7\ a'ab'e', 

és a mellett a be, b'c' sugár pár ok egymástól el vannak választva a 
rajtuk keresztül menő sugárseregben. 

Ε cc' sugarak pedig következőképen szerkeszthetők: 
A b' sugárnak egy tetszésszerinti í síkja az első sugársereg 

tartóját a k^ kúpszeletben, az aa'b sugarakat az AA'B pontokban 



metszi. A b' egyenesnek a &(2) kúpszelettel a föltétel szerint nincsen 
közös pontja, tehát az (AA', b')=B' pontból a k{2) -hez két valós érintő 
vezethető, és ezek egyikének C érintőpontját a -vei, az A A'B', b1 

egyenesek a Β ponttól elválasztják. Az első sugárseregnek e G pon-
ton keresztül menő c sugara, és a második sugárseregnek az (AA'? 
BG) = C ponton keresztül menő c' sugara eleget tesz a tételben 
kifejezett követelményeknek. 

Ugyanis az aa', bc egyenespárok, mint polárispárok, meghatá-
roznak egy sugárkomplexust; ebben a b' sugárnak polárissugara az 
aa'b' sugárseregben az a sugár, mely a ς síknak G' nullapontján 
megy keresztül, tehát a c'. 

Minthogy 

aa'bc Λ AA'BG Λ AA'C'B' Λ αα W Λ a'ab'c', 

az első követelmény ki van elégítve ; és mert a BG pontpár a b' 
sugár és a (7* ponttól el van választva, azért a bc és Ve' sugárpárok 
is a rajtuk keresztül menő sugárseregben szintén el vannak választva, 
tehát ki van elégítve a tételnek második követelménye is. 

Ezek után következőkép határozzuk meg azt az uv egyenespárt, 
mely az aa', bb' egyenespárokat, amelyeknek nincsenek valós szelői, 
harmonikusan választja el. Fölkeressük az aa'b és az aa'b' sugara-
kon keresztül menő sugárseregekben azokat a c és c' sugarakat, 
melyek az 

aa'bc Λ a'ab'c' 

vonatkozást kielégítik; a bb'.cc'... involucziós sugárseregnek mindig 
valós kettőssugárpárja már a keresett uv egyenespár. 

Ugyanis az a egyenes tetszésszerinti A pontjából a bc és a Ve' 
•egyenespárokhoz vezetett f g szelők, az a' egyenest metszik, tehát 
az ö'-sel együtt egy - síkban vannak, mert az a' az abc..illetve 
az ab'c'... sugársereghez tartozik és f az első, g pedig a második 
sugárseregnek a felírt három sugarát metszi. 

Minthogy a föltétel szerint 

aa'bc Λ a'ab'c' 
tehát 

/ (aa'bc) Λ g (a'ab'c') Λ g (aa'c'b'), 

az / (aa'bc) és g (aa'c'b') pontnégyesek perspektivek, az ( f b ) ( g c ' ) és 
az (Jc)(gb') egyenesek egymást az (fa')(ga') = a' egyenesnek egy 
A' pontjában metszik. 

Az AA' pontpár tehát az ( j b ) ( g b ' ) ( f c ) ( g c ' ) négyszög folytán 
kapcsolt póluspár a bb'cc'... sugársereget tartó hyperboloidra vonat-



kozólag, miért is az A A' pontpár harmonikusan van elválasztva 
attól az UV pontpártól, melyben az AA' egyenes a hyperboloidot 
metszi, és ez az UV pontpár az uv egyenespáron van. 

Tekintve, hogy az A az a egyenesnek tetszésszerinti pontja: 
az aa' egyenespár harmonikusan van elválasztva az uv egyenes-
pártól ; az uv egyenespár tehát a két tengelye annak az involucziós 
rendszernek, melyben az aa' és bb' egyenespárok megfelelők. 

8. A kéttengelyű involucziós rendszer és vezetősugarainak 
kongruencziája meg van határozva, ha ismeretes négy vezetősugara, 
azaz a lineáris kongruencziának négy sugara, mely általános és nem 
hyperboloidikus helyzetű. 

Ha az adott ggxg2gz sugaraknak van két valós szelőjük u és v, 
akkor azok az involucziós rendszernek és a lineáris kongruencziának 
tengelyei. De ha az adott sugaraknak szelői képzetesek, akkor a g-n 
keresztül egy síkot fektetünk, mely a gxg.2g^ szelőiből álló sugár-
sereget egy k® kúpszeletben metszi. A &(2>-n meghatározzuk azt az 
elliptikus involucziós pontsort, melynek involucziós tengelye a g ; 
annak társpontjain keresztül menő és a g xg 2g 3 . . . sereg támasztó 
seregéhez tartozó sugarak oly involucziós sugársereget képeznek a 
rendszerben, melynek u, ν kettőssugarai, a keresett involucziós rend-
szernek tengelyei s melyek a g'g^gz sugaraknak képzetes szelői. 
Minden ponton keresztül és minden síkban lehet ezek után, mint 
az előbbiekből ismeretes, vezetősugarat (kongruenczia-sugarat) 
húzni. 

A lineáris kongruencziát négy sugárból, gg\g^-ból, akkép is 
szerkeszthetjük, hogy azt két lineáris komplexus metszésének 
tekintjük és ezekre a Sylvester-féle képzést (16. §. 8.) alkalmazzuk. 
Mert: 

Minden lineáris komplexus, mely e g y lineáris kongruencziának 
négy sugarán megy keresztül, magában foglalja annak összes 
sugarait. 

Ugyanis a lineáris kongruencziát a ggxg2g3 sugarakból, melyek 
nincsenek ugyanegy sugárseregben, akkép képzelhetjük származ-
tatva, hogy a gg\g% sugárseregnek egy szilárd sugarán, pl. a g-n, és 
egy változó sugarán, pl. a gi-n, valamint a negyedik adott sugáron, 
ö"3-on, keresztülgg%gi sugárseregeket fektetünk keresztül. Ε sugár-
seregnek °c2 számú sugara képezi a kívánt lineáris kongruencziát. 
De minden lineáris komplexus, mely a ggxg2g% sugarakon megy 
keresztül, magában foglalja a ggxg.2 sugárseregnek minden gi suga-
rát és a gg3gt sugárseregeknek is minden sugarát, azaz a ggxg%g% 
sugarakon keresztül menő lineáris kongruencziának minden sugarát. 

Klug· : Projektív Geomet:ia. ^ 



Ha ezután a ggig2gd sugarakkal adott lineáris kongruencziát 
két lineáris komplexus metszésének tekintjük, melyeket a Sylvester-
féle képzés szerint szerkesztünk: a gxg2g3 sugarakat metszéshez 
hozzuk a g-n keresztül menő α és β síkkal az AXA2A3 és a BXB%BA 

pontokban és az AÍA/, BÍBJ egyeneseknek metszőpontjait a jf-vel, 
Xij, Yij-ve 1 jelöljük. 

Ha az ΧχΥχΧ2Υ2 pontok akkép vannak meghatározva, hogy 

A ^ i á ^ ^ a a 2̂> 

úgy azok az egyenesek, melyek az X1(A1A2A3 ...), Yy{BxB,B3...) 
projektív sugársorok megfelelő sugarait metszik egy T\ lineáris 
komplexust képeznek és azok az egyenesek, melyek az X2(A1AIA3...) 
Y2(BXB2B3 . . . ) projektív sugársorok megfelelő sugarait metszik, egy 
másik lineáris komplexust, Fa-őt, képeznek. Mindkét komplexus a 
ggtg2g3 sugarakon megy keresztül, tehát közös sugarai a keresett 
lineáris kongruencziához tartoznak. Ε kongruencziának új g{ suga-
rait pedig ekkép szerkeszthetjük: 

Ha az Αι az α síknak tetszésszerinti pontja, akkor az XxAi, 
X2AÍ s uga r aknak az X1(A1A2AS...), X^A^AG...) sorokban meg -
felel két sugár az ezekkel projektív Yx(BxB tBz · · ·)> . . . ) 
sorokban, melyek egymást egy BI pontban metszik ; és az AIBI==GI 
egyenes már egy sugara az adott kongruencziának. Ebből látható, 
hogy az AI pont változtatásával az α síkban, megkapjuk a kon-
gruencziának összes (σο2) sugarait. — A kongruencziának e meg-
határozását négy sugarából Sylvester-féle képzésnek nevezhetjük. 

Ha azonban a kongruencziának egy adott γ síkban fekvő suga-
rát akarjuk a Sylvester-féle képzés alapján szerkeszteni, akkor az 
Xx és Γ2 pontot a γ sík és a g sugár yg metszőpontjában vesszük 
fel és meghatározzuk az X2 és Yx pontokat az előbbi 

Λ Υχ2 Y23 Yl 

viszonylatokból. Α γα, γβ sugarak az Χχ(ΑχΑ2Α3 . . .) , Υ2{Β ίΒ2Β3 . . . ) 
sugársorokhoz tartoznak, melyeknek a projektivitás folytán meg-
felel az YX(BXB2B3...) sorban egy sugár, illetve az X2(AxA2A3 ...) 
sorban egy másik sugár. Ε két sugár a γ síkot az ebben fekvő kon-
grtienczia-sugáron metszi. 

A Sylvester-féle képzésnek duális képzése ez volna: 
A ^-nek két pontjából, pl. az A és B-bői, a gxg2g3 sugara-

kat az a^ag , β1β2β3 hároméi lapjaival, úgyszintén ezeknek α(·α/, 
m éleit a £-ből a í j j , •Wj síkokkal projicziáljuk. A C ponton keresz-



tül menő kongruenczia-sugarat most akkép szerkeszthetjük, hogy a 
Cg == = η2 síkhoz meghatározzuk a ξ2, % síkokat úgy, hogy 

r γ f ν γ 
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Az vlC, PC sugarak a ^ ( « ^ « g . . . ) , •/ι2(β1β203...) sugársorok-
hoz tartoznak, melyeknek a projektivitás folytán az ν)1(β1β2β3 · · ·), 
illetve a ξ2(α1α2α3...) sugársorokban egy-egy sugár felel meg. 
A C pontból e két sugárhoz húzható szelő, már a kongruencziához 
tartozik. 

9. A Sylvester-féle képzésből folyólag könnyen megállapítható, 
hogy öt sugár ggig^gzg^ ugyanegy kongruencziához tartozik-e vagy 
nem. A £-n keresztül menő két sík α és β a g^g^g^ sugarakat az 
A1A.iA3A^BiB,2B3Bi pontokban, a g az A{Aj, BiBj egyeneseket az 
Xij, Yij pontokban metszi. Ha az X1} X2 két tetszésszerinti pontja 
a £-nek és az Yx, Y2 pontok akkép vannak szerkesztve, hogy 

Λ Γ 1 2 Γ 1 8 Γ 2 3 Γ Ι Γ 2 és ha ekkor az X1(A1AiA9A4) 
Λ ΥΑΒχΒΛΒ,) , úgyszintén Χ 2 ( Λ , Λ Λ Α ) Λ Υ^Β,Β,Β,Β, ) , 
úgy az öt adott sugár ugyanegy kongruencziához tartozik, külön-
ben nem. A szerkesztések, melyeket a Sylvester-féle képzésnél és 
ennél alkalmaztunk, mindvégig lineárisok. 

Már az előbbiekből is lehetett egy más kritériumot találni arra 
nézve, hogy öt sugár, ggig^g^g^ egy lineáris kongruencziához tarto-
zik-e vagy nem. Ugyanis az imént láttuk, hogy a lineáris kon-
gruencziának sugarai azokban a ggzgi sugárseregekben vannak, 
melyek a ^-mon, továbbá a ggxg2 sugárseregnek egy tetszésszerinti 
g szilárd és egy változó gi sugarán mennek keresztül; tehát a gi 

sugárnak is a gg^gi sugárseregek egyikében kell lenni. Ezért: ha a 
ggig%g$g& sugarak egy lineáris kongruencziához tartoznak : aggzg^ és 
a ggxg2 sugarakon keresztül rnenő sugárseregeknek a g-n kívül egy 
gi közös sugaruk van. Vagy általánosabban kifejezve: Ha öt sugár 
e g y lineáris kongruencziához tartozik, akkor ama öt sugár közül 
hármon, továbbá ezeknek egyikén és a hátralevő két sugáron keresz-
tül menő sugárseregeknek a közös sugáron kivül van még e g y közös 
sugaruk. (Sturm.) 

19 §. A lineáris komplexussor. 

1. A lineáris kongruenczián ^ lineáris komplexus megy keresz-
tül ; a kongruenczián kivül levő minden sugár és a kongruencziának 
négy általános helyzetű sugara, meghatároz egy ily komplexust. 

13* 



A térben a lineáris kongruencziának sugarain kivül még sugár 
van ; ezek megoszlanak o°l lineáris komplexus között, mert ezekben 

sugár van. Ε <*>ι lineáris komplexus eg3̂  komplexussort, azoknak 
nullarendszerei pedig egy nullarendszersort képeznek. A lineáris kon-
ruenczia pedig, melyen a komplexusok keresztül mennek, a sor alap-
kongruencziája. 

Minden - síknak, X pontnak, vagy ρ sugárnak e <*>1 nulla-
rendszerben, Ni-ben, van számú nullapontja PH nullasíkja ξ,·, 
illetve polárisa pi. A ~ síknak P,· nullapontjai e nullarendszersor-
ban, az alapkongruencziának a csíkban fekvő gi sugarán vannak; és 
az X pontnak ς,· nullasíkjai, az X-ből az alapkongruencziához vezet-
hető sugáron mennek keresztül; végre a ρ sugárnak pi polárisai 
egy sugársereget képeznek, melynek vezetőserege az alapkon-
gruencziának a. ρ Λ metsző sugaraiból áll. 

A sor egyik nullarendszerében a ρ egybeesik polárisával,/?,-vei, 
azaz annak vezetősugara, tehát a komplexussor egy komplexusának 
sugara. Minden sugár a pi sugárseregben olyan, hogy polárisai a 
nullarendszersorban, ugyancsak a pi sugárseregben vannak. És e 
sugárseregnek minden sugara egy-egy komplexushoz tartozik a 
komplexussorban. Ha tehát egy lineáris kongruencziában oly sugár-
sereget veszünk fel, melynek három, tehát valamennyi sugara a 
kongruencziához tartozik és a kongruenczián, valamint a felvett 
sugársereget támasztó sugárseregnek egyes sugarain keresztül 
komplexusokat fektetünk, megkapjuk a felvett kongruenczián keresz-
tül menő lineáris komplexussort. 

2. Fektessük a ρ egyenesen keresztül az α,β,γ,... síkokat. Ezek-
nek nullapontjai egy nullarendszersorban egyrészt ap-nek polárisain, 
tehát a pt sugársereg sugarain, másrészt az alapkongruencziának az 
α,β,γ,... síkokban fekvő sugarain, tehát amannak vezetőseregéhez 
tartozó sugarain vannak. Ebből látható, hogy: 
a nullarendszersorban a ρ egyenes 
síkjainak nullapontjai projektív ι pontjainak nullasíkjai projek-
pontsorokat képeznek; ezek- tiv síksorokat képeznek ; ezek-
nek tartói egy sugárseregben nek tengelyei egy sugársereg-
vannak, mely a nullarendszer- j ben vannak, mely a nulla-
sor alapkongruencziájának a ρ rendszersor alapkongruencziá-
síkjaiban fekvő sugaraiból áll, jának a ρ pontjain keresztül 
míg e sugársereg vezetőseregé- menő sugaraiból áll, míg 
nek sugarai, a p-nek polárisai a a sugársereg vezetőseregének 
nullarendszersorban. sugarai, a p-r\ék polárisai a 

nullarendszersorban. 



Minthogy a ρ tetszésszerinti egyenes, tehát annak az α és 
β síkja, valamint az A és Β pontja is tetszésszerinti, mondhatjuk: 

A nullarendszersorban bármily két síknak nullapontjai és 
bármily két pontnak nullasíkjai a sor nullarendszereire vonatkozó-
lag, projektív sorokat képeznek. 

Ε tételt ugyancsak oly síkokra és pontokra mutattuk ki, 
melyeknek metszővonalai, illetve összekötő egyenesei nem tartoznak 
a sor alapkongruencziájához. De ha az α és β sík a sor alapkon-
gruencziájának egy g sugarában metszi egymást és a γ sík nem 
megy keresztül a g-n, akkor a γ síknak nullapontjai projektivek az 
α és β síkok nullapontjainak sorával és így az alapkongruenczia egy 
g sugarán keresztül menő α, β síkok nullapontjainak sora is projek-
tív egymással. — 

Két egyenesnekpolárisai a nullarendszer sorban projektív sugár-
seregeket képeznek. 

Ugyanis a ρ és q egyenesnek pi és c/,· polárisai egy- egy sugár-
seregben vannak. Minthogy a ρ egyenes egy α síkjának és a q egyenes 
egy β síkjának nullapontjai projektivek és a ρ és #-nak ugyanegy nulla-
rendszerhez tartozó pi és qj polárisa az α és β síknak e rendszerben 
levő nullapontjain mennek keresztül, azért a pi és qt sugarak serege 
is projektív. — A tétel és bizonyítása még akkor is érvényes marad, ha 
a q egyenes a ρ polárisainak sugárseregében van. 

A nullarendszersort és a komplexussort projektív vonatkoztat-
hatjuk minden más sorra, pl. a P, pontsorra, ha egy α síknak A,· nulla-
pontjait vagy egy ρ egyenesnek p, polárisait a nullarendszersorban, 
projektív vonatkoztatjuk az adott Pi pontsorra. Minden P, pontnak e 
sorban, projektív megfelel egy A.,· pont az α sík nullapontjai sorában, 
illetve egy p, sugár, a ρ sugár pi polárisainak seregében, — és az a 
nullarendszer N,· (illetve komplexus Γ,), a melyre vonatkozólag az 
χ-nak nullapontja az Ai, illetve a p-nek polárisa a p^ megfelel a Pi 
pontnak. 

Tételezzük fel azt az esetet, hogy a.ρ és q-nak pi és q v polárisai 
a ρ és q-val együtt ugyanegy sugárseregben vannak, tehát abban 
két projektív sort képeznek. Ε soroknak valós vagy képzetes kettős-
sugarai oly tulajdonságúak, hogy az egyik is és a másik is a ρ és q 
egyenesnek polárisa ugyanegy nullarendszerben vagy komplexusban. 
Ε két kettőssugár α komplexussorban levő két valós vagy képzetes 
elkorcsosult komplexusnak főtengelye (17. §. 6. ρ.). Ε két komplexus is 
keresztül megy az alapkongruenczián, tehát azoknak két főtengelye 
az alapkongruencziának két tengelye u és v. És a szerint, amint 
komplexussor alapkongruencziájának tengelyei valósak vagy képze-



tesek, a komplexussornak e két különös komplexusa szintén valós 
vagy képzetes. Ezek az uv tengelyek pedig benne vannak mind-
azokban a sugárseregekben, melyet egy a térben változó ρ egyenes-
nek polárisai képeznek és azonkívül az uv egy polárispár, a kom-
plexussor minden komplexusára vonatkozólag. xMert pl. az u egye-
nes metszi az alapkongruencziának minden sugarát, tehát az w-nak 
polárisa a komplexussor bármelyik komplexusára szintén metszi a 
kongruencziának minden sugarát. De az w-n kivül még csak a ν 
metszi az alapkongruencziának minden sugarát és ezért az w-nak 
polárisa a sor bármelyik komplexusára vonatkozólag a v. 

3. Vegyünk fel két komplexust, I\ és F2-őt, a [T t] sorban, és két 
sugarat, ρ és q-1, a sor (n, v) alapkongruencziájának u, ν tengelyein 
keresztül menő sugárseregben. 

A ρ és g-nak pXl p.2 és qx, q2 polárisai a és I V r e vonatkozó-
lag az uvpq sugárseregben vannak, és a mellett uvpxp2 J\ uvqxqt. 
A két komplexusnak, I\ ésF2-nek, változásával a Γ, sorban, változ-
nak a ρ és #-nak pxp% és qxq.2 polárisai is, de ezek az u és v-vel min-
dig projektív sugárnégyeseket képeznek az uvpq seregben. Ha e 
sugárnégyesek harmonikusak, azaz a px, p.2 harmonikusan választja 
el az u-t a f-től, akkor a qu q.2 is azt teszi, és akkor azt mondjuk, 
hogy az a két komplexus, \\ és Γ2, a melyre vonatkozólag a p-nek 
polárisai px és p2, tehát egyszersmind a q-nák is polárisai qx és — 
harmonikusan választja el a sor két különös komplexusát: egymás 
irányában egymást támasztó komplexusok a sorban. És mert mind-
azok a pxρ<2 sugárpárok az uvp sugárseregben, melyek a valós vagy 
képzetes u, v-t harmonikusan elválasztják, involucziót képeznek, 
azért a komplexussor összes egymást támasztó komplexusairól azt 
mondjuk, hogy azok involucziót képeznek a sorban. — 

Két egymást támasztó komplexusnak nevezetes tulajdonsága, 
hogy az egyik komplexus bármelyik sugarának polárisa a másikra 
vonatkozólag amannak szintén sugara. 

Hogy ezt belássuk, legyen Γ, Γ' két egymást támasztó kom-
plexus a (ΓΓ') sorban, és legyenek e sor alapkongruencziájának 
tengelyei u és v. 

A Γ egy tetszésszerinti ρ sugarának polárisa p', a Γ'-re vonat-
kozólag harmonikusan választja el az w, υ tengelyeket az uvpp' 
sugárseregben, mert a p-nek polárisai a Γ és Γ'-re vonatkozólag a 
ρ illetve a p'. Az uvpp' sugársereg vezetőseregének sugarai az alap-
kongruencziához, tehát a F-hoz is tartoznak ; az uv pedig egy polá-
rispár a F-ban. Tehát a p' sugár, mely az uv polárispárt a p-tői 
harmonikusan választja el, szintén sugara a F-nak. — A szerint a 



mint az uv tengelyek valósak vagy képzetesek : a Γ komplexusnak 
az ttvpp' sugárseregben két képzetes vagy két valós sugara van. 

Két egymást támasztó lineáris komplexusnak tehát e g y közös 
polárispárja van, és bármelyiknek e g y polárispárja, mely amazt 
harmonikusan elválasztja, két komplexussugár a másikban. — 

Minden lineáris komplexus 004 lineáris komplexusnak 
támasztója. 

Ugyanis ha a Γ lineáris komplexusnak a ρ egy sugara, az uv 
pedig egy polárispárja, akkor a Γ-nak van egy q sugara, mely az 
uv-1 a p-tői harmonikusan választja el. Az a F' komplexus pedig, 
melynek az uv és pq két polárispárja, már támasztója a Γ-nak. 

Ha most a Γ-ban a ρ sugarat megtartjuk, az uv polárispárt 
pedig változtatjuk, tehát az uv-t °°4 helyzetben vesszük fel, úgy 
megkapjuk mindazokat a F' komplexusokat, melyek a Γ-t támasztják. 

Minden lineáris komplexus sornak, \Vj\-nek, e g y vagy vala-
mennyi eleme, a soron kivül álló Γ komplexusnak támasztója. 

Ugyanis ha a [F,·] sor alapkongruencziájának tengelyei u és v, 
és ezeknek polárisai a Γ-ban u' és ν', akkor az uvu'v' sugársereg 
vezetőseregének sugarai, a Γ-nak és a sor W komplexusainak 
sugarai. Azok a sugárpárok pedig az uvu'v' sugárseregben, melyek 
az uv-t harmonikusan választják el, a [ lYj sor egyes komplexusainak 
sugarai. 

Az uu' .vv'... involucziós sugárseregnek minden társsugár-
párja polárispár a Γ-ban. Ezek között van egy pár pp', mely az uv 
sugarakat harmonikusan választja el. A pp' pedig két sugara annak 
a komplexusnak a sorban, mely a F-ra támaszkodik. Ha azonban 
az uv sugarak maguk is sugarai a Γ-nak, tehát u = u', ν = ν'} akkor 
a [ F,·] sorban minden komplexus támasztója a Γ-nak. 

Minthogy egy I' komplexus akkor támasztója egy komplexus-
sor minden komplexusának, ha keresztül megy a sor alapkongruen-
cziájának (u, t^)-nek tengelyein, a F meghatározásához pedig az u( 

ν sugarakon kivül még három sugár vehető fel tetszésszerint, végre 
minthogy három sugár a térben <*>4'3-szor, a lineáris komplexusban 
pedig 003,3-szor választható ki: azért OO4.3-3.bsoc,3 lineáris kom-
plexus van, mely a lineáris komplexussornak minden elemét 
támasztja. 

4. Ezek után a [1 Y| lineáris komplexussorban előforduló kom-
plexusok főtengelyeinek geometriai helyét akarjuk megvizsgálni. 

Legyenek a [1\] sor alapkongruencziájának tengelyei u és v-} 

ezeknek merőleges szelője — az alapkongruencziának fősugara — 
legyen a g egyenes. 



Az uv egy polárispárja a sor minden komplexusának; ezért a 
g fősugárnak és az (u, v) alapkongruenczia egy gt sugarának m e r ő -
l e g e s szelője au már főtengelye a [Γ,·] sor egy komplexusának 
TYnek (17. §. 1.). Bár a ^:-nek 2 helyzetet adhatunk a kongruen-
cziában, azért a Γ, komplexusok a,· főtengelyeinek száma nem lesz =®2, 
hanem csak t. i. annyi, ahány komplexus van a sorban; mert 
minden főtengely, a kongruencziának ξί sugarára merőleges. Ezek 
a gi sugarak egy egyenoldalú hyperbolikus paraboloidot képeznek, 
melynek csúcsalkotói a g fősugár és az cn főtengely. 

Minthogy az a,· főtengelyek merőleges szelői az uv egyenesek 
egyes szelőinek és az uv egyenesek merőleges szelőjének, g-nek, 
azért az a, főtengelyek egy Plücker-féle konoidának alkotói (15. §. 4.). 
A g fősugár kettős vezérlővonala, az uv egyenesek pedig szintén 
alkotói e konoidának. Tehát: 

A lineáris komplexussor komplexusainak főtengelyei e g y 
Plücker-féle konoidának alkotói; a sor alapkongruencziájának fősu-
gara, kettős vezérlővonala, az alapkongruencziának tengelyei pedig 
egyszerű alkotói a konoidának. *) 

Ha az uv tengelyek képzetesek, tehát egy elliptikus involucziós 
sugárseregnek kettőssugarai, akkor az [u, v) kongruencziának fősu-
garát, g-t, és az (u, v) kongruenczián keresztül menő Γ, komplexu-
soknak ai főtengelyeit, a következőképen szerkeszthetjük : 

Fölkeressük az (u, v) egyenespárnak végtelen távol fekvő 
szelőjét. Ε végből az adott involucziós sugárseregnek három társ-
sugárpárjához párhuzamosakat vezetünk egy 0 ponton keresztül; 
ezek egy 0&> involucziós kúpnak alkotói, melynek involucziós síkja 
p, az uv II. fajú képzetes egyenespárt már ezeknek végtelen távol 
fekvő szelőjében metszi. Ez a ρ sík és egy reá merőleges ξ(· sík 
vezérlő síkja az uv egyenespáron keresetül menő PiW egyenoldalú 
hyperbolikus paraboloidnak. A £,-vel párhuzamos síkokban fekvő 
kon~ -.cnizia-sugarak, melyek az adott elliptikus involucziós sugár-
sereg segMyévei szerkeszthetők, a P/(21 paraboloid egyik seregéhez 

*) Ε konoidának két neve van, a mi könnyen zavart okoz. A Plücker-féle 
konoida nevet MANNHHIM adta neki (Géomeirie cinématique; Paris, 1 8 9 4 ; 260 . 

oldal), a hol megemlíti, hogy CAYLEY Cylindroide-nak nevezi ezt a felületet. — 
STURM az ő Liniengeomeirie ( 1 8 9 2 ) czimü műve I. kötetének 150 . oldalán meg-
tartja a Cayley-féle Cyhndroid elnevezést. Ámde Cylindroidn&k az Ábrázoló geo• 
melriában egy más torzfelületet neveznek, a mely negyedrendű. (FIEDLER : Darst. 
Geometrie ( 1 8 8 5 ) , II. köt. 4 1 0 . oldal; WIENER: Darst. Geometrie ( 1 8 8 7 . ) II. köt. 
4 7 1 . oldal; ROHN és PAPPBRITZ : Darst. Geometrie ( 1 8 9 6 ) II. köt. 3 0 6 oldal.) Ez 
utóbbi mű külön szól a Plücker-féle konoidáról is a 268. oldalon. 



tartoznak. Ε P,(2) paraboloidnak a ρ vezérlő síkra merőleges alkotója 
g mely csúcsalkotó, már fősugara az (u, v) kongruencziának, míg a 
másik vezérlő síkra, ς,-re, merőleges alkotója a·,·, mely a másik csúcs-
alkotója a P/(2l-nek, tengelye a kongruenczia valamelyik kom-
plexusának. 

Ha a g-n keresztül a '£,· síkokat változtatjuk, akkor a P^ para-
boloidok is változnak, de megmarad egyik csúcsalkotójuknak a g, 
mert a g kongruenczia-sugárnak minden síkjában, csak a g lesz a 
kongruenczia-sugár. S minthogy minden egyenoldalú hyperbolikus 
paraboloid bármelyik csúcsalkotója körül 180°-kal forgatva önmagába 
fordul, ezért nemcsak az uv kongruenczia tengelyeknek valós ese-
tében, a midőn ez közvetlen belátható, hanem akkor is, ha az u, ν 
tengelyek képzetesek, áll a következő tétel: 

Ha a komplexussort alapkongruencziájának fősugara körül 
180®-kai elforgatjuk, ú g y a forgatott komplexusok önmagukba 
jutnak. 

ó. Három általános helyzetű lineáris komplexusnak, Tj, Γ., és 
F3-nak, közös sugarai egy valós vagy képzetes sugárseregben 
vannak. Ugyanis a ΓΧΓ2 komplexusoknak van egy közös poláris-
párjuk, úgyszintén a Ikomplexusoknak. Ekét polárispára 
komplexushoz tartozik, s mint ilyen hvperboloidikus fekvésű; ezek-
nek szelői, mint a ΓΧΓ2 és 1^1.., tehát a Γ15 Γ2 és Γ., komplexusok-
nak közös sugarai egy sugárseregben vannak. 

Négy általános helyzetű lineáris komplexusnak 1\, Γ2, Γ., és 
V.rnek két közös sugara van. A Ι\Γ2Γ, és a komplexusoknak 
ugyanis közös sugarai egy-egy sugársereghez tartoznak. Ε két sugár-
sereg a Ι\Γ2 komplexusoktól meghatározott lineáris kongruencziá-
ban van, tehát ennek tengelyei a két sugársereg vezető seregének 
sugarai. Minthogy pedig a két sugársereg vezető seregének két közös 
sugara van, azért magának a két sugárseregnek is lesz két közös 
sugara, és ezek a l\, Γ2, Γ3 és Γ, komplexusoknak közös sugarai. 



V. FEJEZET. 

A másodfokozatú alapalakzatok. 

20 §. A másodfokozatú alapalakzatok projektív 
vonatkozása. 

1. Az előbbiekben az első fokozatú elemi alapalakzatokat: a pont-
sort, a sugársort és a síksort vonatkoztattuk egymásra projektív, és 
e vonatkoztatás alapján velük új alakzatokat képeztünk. Ama három 
alapalakzat közül a síkban a pontsornak a sugársor, a térben pedig 
a pontsornak a síksor felelt meg duálisán, s mind a három alakzatban 
az elemek száma egyszerűen végtelen sok (σο1) volt. 

Másodfokozatú alapalakzatnak nevezzük az egy y. síkban — sík 
mezőben — fekvő oo'2 számú pontnak és egyenesnek (sugárnak) 
összességét, melyek egy pontmezőt és egv sugármezőt képeznek, 
továbbá az egy ponton, M-en, keresztül menő oo számú sugárnak 
és ugyanennyi síknak összességét, melyek egy sugár- és síknyalábot, 
és egy néven is sugárnyalábot képeznek. A y. sík tartója vagy síkja 
a pont- és sugármezőnek, Μ pont pedig tartója vagy középpontja a 
sugár- és síknyalábnak. A sík mezőben oo szamu pontsor és ugyan -
ennyi sugársor van, a sugárnyalábban szintén oo2 sugársor és 
ugyanannyi síksor van. A sugárnyaláb és a síknyaláb metszése egy 
oly síkkal, mely nem megy középpontján keresztül: pontmező és 
sugármező; a pontmezőt és a sugármezőt a tartójukon kívül fekvő 
pontból projicziáló sugarak és síkok sugárnyalábot, illetve síknva-
lábot képeznek. 

A másodfokozatú alapalakzatokat egymásra lehet vonatkoz-
tatni, még pedig 

a) a y. sík mező akkép vonatkoztatható a μ.χ sík mezőre, hogy 
a y. minden Ρ pontjának a u^-ben egy Px pont feleljen meg, és a y. 
sík minden ρ egyenesének, mely a P-n megy keresztül, a y^-ben oly 
px egyenes feleljen meg, mely szintén a Px-η megy keresztül; 

b) a y. sík mező akkép vonatkoztatható az Mx sugárnyalábra, 
hogy y. minden Ρ pontjának és a y. síkban e ponton keresztül menő 
ρ egyenesnek egy px sugár, és ennek egy síkja feleljen meg az 
Mx-ben; végre 

c) az Μ és M.x sugárnyalábok akkép vonatkoztathatók egy-
másra, hogy az Μ minden ρ sugarának és e ρ sugáron keresztül 



menő ~ síknak egy px sugár és e px sugárnak síkja feleljen az Mx 

nyalábban. 
Ε vonatkozását a másodfokozatú alapalakzatoknak kollinear 

vonatkozásnak vagy rokonságnak, vagy röviden kollineacziónak 
nevezzük. 

Hogy a másodfokozatú alapalakzatoknak ily vonatkozása 
lehetséges, arról könnyen meggyőződhetünk. Ugyanis, ha a α sík 
mezőt a síkján kívül fekvő Mx pontból a υ.χ síkra projicziáljuk, akkor 
e projekczió a α-vel kollinear sík mező lesz, mert a y. minden Ρ 
pontjának és minden a Ρ ponton keresztül m enő a egyenesnek projek-
cziója az Jíj-ből a 1-4-re egy Px pont és egy a Px-eη keresztül menő 
ax egyenes ; a Px, ax projekcziók képezik, tehát a P-nek és az a-nak 
megfelelő elemeket. Másrészt a α síkmezőt az Mx pontból projicziáló 
sugár- és síknyaláb szintén kollinear a u-vel, mert a Ρ pontot és az 
a egyenest projicziáló px ΞΞ MxP sugár és χχ ~ [Mxa] sík is abban a 
kölcsönös helyzetben van, hogy az ax a px-eη megy keresztül, ha a 
Ρ pont az a egyenesen lett felvéve. Ha végre a α síkmezőt két, sík-
ján kívül fekvő pontból, Μ és Mx-bői, projicziáljuk, akkor a y. sík 
pontjait és egyeneseit projicziáló sugarak és síkok két kollinear 
nyalábot képeznek, minthogy a y. síknak egy Ρ pontját és a P-n 
keresztül menő a egyenesét projicziáló p, px sugarak és a, xx 

síkok közül: ρ és a, valamint px és xx inczidensek, azaz az egyik 
elem a másikban van. 

A kollinear alapalakzatoknak azt a különös helyzetét, melyet 
az imént elmondott leszármaztatásban elfoglalnak úgy, mint az első 
fokozatú alapalakzatok esetében, perspektivnek nevezzük. Ε szerint 
egy sík mező és egy Mx sugárnyaláb kollinear vonatkozású és 
perspektiv helyzetű, ha ennek minden sugara keresztül megy 
amannak megfelelő pontján ; továbbá két sík mező u és υ.χ kollinear 
vonatkozású és perspektiv helyzetű, ha az egyik a másiknak 
projekcziója egy Mx pontból, vagy máskép kifejezve: ha van egy 
sugárnyaláb, mely mindkét mezővel perspektiv; végre két kollinear 
sugárnyaláb perspektiv, ha a megfelelő sugarak egy α sík mezőben 
metszik egymást, azaz mindkét nyaláb ugyanegy sík mezővel per-
spektiv. 

Ha perspektiv helyzetű kollinear alapalakzatokat a perspek-
tiv helyzetből kimozdítjuk, kölcsönös vonatkozásuk, azaz a kollinear 
vonatkozás megmarad, mely a három esetet egybefoglalva, a követ-
kező, STAUDT-ÍÓI származó definiczióval van jellemezve : 

Két másod fokozatú alapalakzat kollinear, ha az egyik alakzat 
két tetszés szerinti különnemű elemének, P-nek és a-nak, melyek közül 



az első a másodikban van, o l y két különnemű elem, t\ és ax, felel 
meg, melyek közül szintén az első a másodikban van. 

2. Ε vonatkozás lehetőségét a perspektiv helyzettől függetlenül 
is kimutathatjuk, melyből kitűnik, hogy mikép szerkeszthető egy 
másodfokozatú alapalakzattal kollinear alapalakzai, mely azzal nem 
persektiv helyzetű. Világos, hogy bármily két másodfokozatú alap-
alakzaton történik a vizsgálat, tehát két mezőn, vagy egy mezőn és 
egy nyalábon, vagy két nyalábon, — azzal a vizsgálatot a másik 
kettőre nézve is elvégeztük. Mert ha pl. u. és mezők között létesít-
jük a kollineacziót, akkor a u. mező kollinear lesz minden Mx sugár-
nyalábbal, mely a ax mezőt egy ML pontból projicziálja, valamint az 
a két sugárnyaláb is kollinear, mely a u, y.x mezőket egy-egy pontból 
projicziálja, mivel a nyert alakzatok eleget tesznek a kollineaczió 

37. ábra. 

előbbi részleteseob, vagy későbbi egybefoglalt értelmezésének. 
Szorítkozzunk tehát vizsgálatunkban két sík mezőre, a u. és 1.4-re. 

Legyen e végből a α-ben az u és ν két egyenes (37. ábra), 
melynek a ;xrben feleijen meg két tetszésszerinti egyenes, ux és vx. 
Az u és az ux, valamint a ν és a vx pontsorokat vonatkoztassuk úgv 
egymásra projektív, hogy az (uv) == Ε pontnak a α-ben, az 
(uxvx)=zEx pont feleljen meg a u^-ben, mint azt a kollineaczió 
értelmezése kivánja, máskülönben pedig az uuL és a vvx pontsorok 
projektivitása tetszésszerint lehet megállapítva. Ε projektivitásokban 
(u/\ux és ν?\ t^-jben) az egymásnak megfelelő pontok, feleljenek 
meg egyszersmind egymásnak a α és mezők kollineacziójában is. 

A υ. sík egy ρ egyenesének, mely az u és ν egyeneseket az 
AB pontokban metszi, az a px egyenes felel meg, mely az ux és ^-et 
az u Λ ux ésv/\ vx projektivitások alapján az A Β pontoknak meg-



felelő AXBX pontokban metszi. A α mező egy q egyenesének, mely 
az u és v-t szintén két külömböző pontban, CD-ben, metszi, meg-
felel a y^-ben egy qx egyenes, mely az ux és vx-et a megfelelő CXD} 

pontokban metszi. A pq egyenesek Τ metszőpontjának megfelel a 
pxqx egyenesek Ts metszőpontja. A Τ ponton keresztül menő r 
egyenesnek, mely az uv-1 az FG pontokban metszi, oly rx egyenes 
felel meg, mely az FG pontoknak megfelelő FíGl pontokat köti 
össze. De mert a Τ ponton keresztül menő pqr sugarak miatt az 
ECAF, EDBG pontnégyesek perspektivek, és az EXCXAXFX, 
EXDXBXGX pontnégyesek amazokkal projektivek: ez utóbbiak is 
perspektivek lesznek, tehát az rx == FXGX egyenes is a Tx ponton 
megy keresztül, és ezért a Τ sugársornak a α-ben a vele projektív 
Tx sugársor felel meg a y.rben. 

Ha továbbá a q sugár a D körül egy sugársort ír le a y. benT 

akkor a qx azzal projektív sugársort fog leírni a Dx körül a y,-ben, 
és így a Tx = (pxqx) pont is a px-eη a T=(pq) ponttal projektív 
pontsort ír le a. p-n. Végre azoknak az egyeneseknek, melyek a Τ 
pontsort a p-n az Ε = (uv) pontból projicziálják, megfelelnek azok 
az EXTX egyenesek, melyek a Tx pontsort a /?j-en a z Έχ pontból 
projicziálják s melyek amazokkal projektív sugársort képeznek. 

Ebből látható, hogy a α és u.x mezőkben felvett uf\ux és 
ν /\ vx pontsorok segélyével oly vonatkozást létesítettünk a két mező 
pontjai és egyenesei között, hogy nemcsak minden pontnak és e 
ponton keresztül menő egyenesnek az egyik mezőben egy pont és 
e ponton keresztül menő egyenes felel meg a másikban, hanem 
minden pontsornak és sugársornak is azokkal projektív pontsor és 
sugársor felel meg. Ezt, tekintve a kollinear vonatkozású mezőket 
vagy más másodfokozatú alapalakzatokat, S T A U D T egyszersmind 
projektíveknek is nevezi, mert minden első fokozatú megfelelő alap-
alakzatuk is projektív. 

Az u /\ ux és v/\vx pontsorok helyett két projektív sugársor 
Uj\ (Jx és K7\ Vx-et is vehettünk volna fel a y. és y.x mezőkben, 
melyeknek projektivitását ismét akkép kellett volna megállapí-
tani, hogy az UV=e egyenesnek az UxVx=ex e g y e n e s felel-
jen meg. Ekkor a α mező Ρ és Q pontjának az a Px és Qx pont fog. 
megfelelni, melyben az Z7P, VB és UQ, VQ sugaraknak a projektív 
sugársorokban megfelelők találkoznak ; a P Q ^ t egyenesnek pedig 
megfelel a PxQx===tx egyenes. 

Ha tekintetbe vesszük, hogy az előbbi η /\ ux és ν /\ vx pont-
sorok projektivitásának megállapítására az E==(uv), Ex = (uxvx) 
pontokon kívül azokat az ACBD, AXCXBXBX pontokat, m e l y e k b e n a 



pq egyenesek az uv-t, és a pxq± egyenesek az uxvx-et metszik, azaz 
a pquv és pLq1uívl négyoldalokat, tetszésszerint vehetjük fel, úgyszin-
tén az £77\ Üx és F/\ Fx sugársorok projektivitásának megállapítá-
sáraszolgáló UV, l/P, t/g, FP, sugarakhoz az Í7, F l5 C^P,, 

F ^ , F ^ megfelelőket, azaz az UVPQ és U^P^ négy-
szögeket szabadon választhatjuk, következik : 

Ha két sík mezőben kollinear vonatkozást akarunk létesíteni, 
akkor az egyik mezőben négy 
egyeneshez, mely közül kettő-
nél több nem megy ugyanegy 
ponton keresztül, a másik mező-
ben négy egyenest, mely közül 
szintén kettőnél több nem megy 

ponthoz, mely közül kettőnél 
több nincs ugyanegy egyenes-
ben, a másik mezőben négy 
pontot, mety közül szintén 
kettőnél több nincs ugyanegy 

ugyanegy ponton keresztül, egyenesben, 
mint azoknak megfelelőt tetszésszerint vehetünk fel; ezzel a két 
mező kollineacziója meg van állapítva úgy, hogy minden ponthoz és 
egyeneshez az egyikben, a megfelelő pont és egyenes a másikban 
vonalosan szerkeszthető. 

Ebből folytatólag következik, hogy a sík mező és a sugár-
nyaláb kollinear vonatkozásának létesítésére a mezőben egy 
négyszöghez vagy négyoldalhoz, a nyalábban egy négyélet, illetve 
négylapot, mint amannak megfelelőt, tetszésszerint vehetünk fel, 
továbbá, hogy két sugárnyaláb kollinear vonatkozásának létesítésére 
az egyik nyaláb egy négyéléhez vagy négylapjához, a másikban egy 
négyélet, illetve négylapot, mint amannak megfelelőt, szintén tetszés-
szerint vehetünk fel, melylyel a két alapalakzat kollineacziója meg 
van határozva. 

3. A másodfokozatú alapalakzatok a kollíneaczión kívül még 
más vonatkozásban is lehetnek egymáshoz, melyet recziprok vagy 
korrelativ vonatkozásnak, vagy rövidebben kon elacziónak nevezünk. 

Ha a y. sík mező a y.x sík mezővel korrelaczióban van, akkor 
az egyik mező minden pontjának egy egyenes, és minden egyenesé-
nek egy pont felel meg a másikban, még pedig akképen, hogy ha a 
Ρ pont az a egyenesben van, akkor a P-nek megfelelő px egyenes 
az α-nak megfelelő Ax ponton megy keresztül. 

Ha pedig a y. sík mező az Mx sugárnyalábbal van korrelaczió-
ban, akkor a y. mező minden Ρ pontjának és e ponton keresztül 
menő a egyenesnek egy πχ sík és e síkban fekvő ax sugár felel meg 
az Mx nyalábban. 

Ha végre két sugárnyaláb, Μ és Mx korrelaczióban van, akkor 
az Μ nyaláb minden ρ sugarának és a p-n keresztül menő α sík-



nak, egy πχ sík és e síkban fekvő ax sugár felel meg az M{ 

nyalábban. 
Hogy a másodfokozatú alapalakzatok ilynemű vonatkozása 

lehetséges, azt két esetben, t. i. a polárismezőnél, melyet a kúpszelet 
indukál, és a polárisnyalábnál, melyet a II. r. kúp indukál, már lát-
tuk, noha a korrelativ alakzatok ekkor különös kölcsönös helyzetben 
vannak, melyet involucziós-, vagy polárishelyzetnek nevezünk. De ha 
e különös helyzetet megszüntetjük pl. akképen, hogy a α sík mező 
pontjainak a F2) kúpszeletre vonatkozó polárisait e polárisok kölcsö-
nös helyzetének megtartása mellett a ax síkba helyezzük, vagy a 
ιλ síkban eredeti helyzetükből elmozdítjuk, úgy a polárisok és pólusok 
rendszere korrelativ vonatkozásban marad. Ha aztán a pólusok 
rendszerét a JA síkon kívül fekvő Μ pontból projicziáljuk, akkor a 

projicziáló sugarak és ezeknek síkjai oly sugárnyalábot adnak, mely 
a polárisok rendszerével a ^-ben szintén korrelativ. S ha végre a JA 
és (Λχ korrelativ mezőket az M, illetve az Mx pontból, melyek szin-
tén a JA és JAx síkokon kívül feküsznek, projicziáljuk, akkor a pro-
jicziáló sugarak és síkok két korrelativ nyalábot képeznek. 

A korrelativ vonatkozás lehetősége ezekből kitűnik, de még 
meg akarjuk mutatni, hogyan lehet a poláris helyzettől függetlenül a JA 
sík mezőt egy másik sík mezőre, a jAj-re, korrelativ vonatkoztatni, 
melyből könnyen kitűnik az az eljárás, mely a mező és a sugár-
nyaláb, vagy két sugárnyaláb korrelacziójának létesítéséhez vezet. 

4. Vegyünk fel a JA sík mezőben (38. ábra) két pontsort, u-t és 
f-t, és vonatkoztassuk ezeket a JA, sík mező két sugársorára, az Ux-re 
és Fj-re projektív, de úgy, hogy az (tw)==JE pontnak ama pont-
sorokban az L\ Vx = ex sugár feleljen meg a sugársorokban. A JA mező 

38. ábra. 



valamely ρ egyenesének, mely az uv-t az AB pontokban metszi, 
megfelel az a P, pont, melyben az AB pontoknak megfelelő axbx 

sugarak az Ut Vx sugársorokban találkoznak. A qr egyeneseknek a 
υ.-ben, melyek a p-nek egy Τ pontján mennek keresztül és az uv 
egyeneseket a CD, illetve az GF pontokban metszik, megfelelnek a 
QyR, pontok, melyekben a CD és (rPpontoknak megfelelő cxdx é s g j v 

sugarak az Ux Vx sugársorokból találkoznak. De minthogy az 
EACG és EBDF pontnégyesek perspektivek, azért a velők projek-
tív exaxcxgx és exbxdxfx sugárnégyesek az Ux és Vx sugársorokban 
szintén perspektivek lesznek, tehát az (axbx) = Px, (cxdx)==Qx, 
( f x g x ) = Bx pontok a Τ pontnak megfelelő tx egyenesen feküsznek. 

Ha a Τ pont befutja a ρ egyenest, akkor a C pont az U-η és a 
q = DG sugár a D körül a T-vel perspektiv pont- és sugársort, 
tehát a c, sugár az Ux körül, a tx sugár a Px körül a dx egyenesen 
fekvő pontsorra vonatkozólag perspektiv sugársort ír le, mely ama 
pontsorokkal projektív. Ugyancsak projektív lesz tehát az a sugársor, 
mely a Ρ pontsort az Ε = (uv)-bői projicziálja azzal a pontsorral, 
a melyben a tx sugársor az ex = Ux Vx egyenest metszi. Ebből lát-
ható, hogy a υ. mező minden pontjának, egyenesének, pontsorának 
és sugársorának: a y rben egyenes, pont, sugársor, illetve pontsor 
fog megfelelni és a sorok még azonkívül projektivek. 

Tekintve a kollineac2Íó tárgyalásakor mondottakat, következik: 
Ha két sík mezőt korrelativ akarunk egymásra vonatkoztatni, 

akkor az egyik mezőben egy négyszöget (négyoldalt), a másikban 
egy négyoldalt (négyszöget) tetszésszerint veszünk fel és ezeknek 
alkotó részeit, mint megfelelőket egymáshoz rendeljük; továbbá : 

ha valamely sík mezőt és a sugárnyalábot korrelativ akarunk 
egymásra vonatkoztatni, akkor a mezőben egy négyszöget (négy-
oldalt), a nyalábban egy négylapot (négyélet) tetszésszerint veszünk 
fel és ezeknek alkotó részeit, mint megfelelőket, egymáshoz rendel-
jük ; végre 

ha két sugárnyaláb között akarunk korrelativ vonatkozást 
létesíteni, akkor az egyiknek egy négyéléhez (négylapjához) a másik-
ban egy négylapot (négyélet) tetszésszerint rendelhetünk, melylyel 
aztán mind a három esetben bármely elemnek megfelelő eleme meg 
van határozva és szerkeszthető. 

Minthogy úgy a korrelaczió, mint a kollineaczió esetében a 
másodfokozatú alapalakzatokban levő megfelelő első fokozatú alap-
alakzatok projektivek, azért mindkét vonatkozást a másod fokozatú 
alap alakzatok projektív vonatkozásának, vagy proiektivitásának 
nevezzük és A-vei jelöljük. 



Az eddigiekből következik még, hogy akképen, mint az első-
fokozatú alapalakzatok esetében a sorokról, úgy a másodfokozatú 
alapalakzatokról is mondható, hogy ha több mező és nyaláb közül 
az első a másodikkal, ez a harmadikkal stb. kollinear, akkor az első 
az utolsóval is kollinear lesz; továbbá ha két mező, vagy két 
nyaláb, vagy egy mező és egy nyaláb akár egy mezővel, akár egy 
nyalábbal korrelativ, akkor azok egymással kollinear vonatkozásban 
vannak. 

21. §. Perspektiv helyzetű kollinear mezők és sugár-
nyalábok. 

1. Két kollinear sík mező ;A és 14 ugyanegy síkba helyezhető. 
Ily két kollinear mezőről, mely ugyanegy síkban van, azt mondjuk, 
hogy azok konjektivek, vagy a két mező konplanar. Az előbbi tár-
gyalásból következik, hogy ha két kollinear sík mezőben, a ja és 
[j.j-ben, egy négyszög szögpontjai, vagy egy négyoldal oldalai meg-
felelőleg közösek, akkor az egyik mezőnek minden pontja és eg}'e-
nese, a másik mezőben a neki megfelelő ponttal és egyenessel egybe-
esik. Ugyancsak az előbbi tárgyalásból következik, hogy ha két 
konczentrikus kollinear sugárnyalábban, az Μ és Mt- ben, egy négyéi 
élei vagy egy négylap lapjai megfelelőleg közösek, akkor a nyalá-
boknak minden sugara és síkja megfelelőleg közös. A két kollinear 
sík mező és a kollinear sugárnyaláb tehát ezekben az esetekben 
kongruens. 

Ha továbbá a [A sík mező és a véle kollinear Μ sugárnyaláb 
oly helyzetű, hogy ez utóbbiban egy négyéi élei (vagy egy négylap 
lapjai) a ;A mezőben ennek megfelelő négyszög szögpontjain (illetve 
a négyoldal oldalain) mennek keresztül, akkor a sugárnyaláb minden 
sugara és síkja az ezeknek a α mezőben megfelelő ponton vagy 
egyenesen fog keresztül menni, tehát a sugárnyaláb perspektiv hely-
zetű a sík mezőhöz. 

Ebből ismét azt a következtetést vonjuk, hogy ha két nem 
konplanar és kollinear sík mező konczentrikus és kollinear su-
[a és (ax síkjainak 5 metsző-
vonalában minden pont a meg-
felelővel esik egybe, akkor a 
két mező, minden megfelelő 
pontpárjának összekötő egye-
nese és minden megfelelő egye-

gárnyaláb Μ és Mt közép-
pontjainak összekötő egyene-
sén keresztülmenő minden sík 
megfelelő, akkor a nyaláb min 
den megfelelő síkpárjának met-
szővonala és minden megfelelő 

Klugr: Projektív Geometria. 



nespárjának összekötő síkja 
egy Μ ponton megy keresztül, 
tehát a két kollinear mező egy-
máshoz és az Μ sugárnyaláb-
hoz perspektiv. 

sugárpárjának metszőpontja 
ugyanegy υ. síkban van, 
tehát a két kollinear sugár-
nyaláb egymáshoz és a u. sík 
mezőhöz perspektiv. 

Ugyanis a α és ια1 kollinear mezők két tetszésszerinti meg-
felelő pontjának, az AAX- és BBX-nek, összekötő egyenesei egymást 
metszik, mert az AB és AXBX egyeneseken a megfelelő pontsorok 
perspektivek, lévén az (s, AB) , AXBX) pont megfelelőleg közös. 
De minthogy a kollinear mezők összes megfelelő pontjainak össze-
kötő egyenesei nincsenek ugyanegy síkban, azért azok ugyanegy 
ponton mennek keresztül, azaz a két kollinear sík mező perspektiv, 
—- Hasonlókép bizonyítható be a jobb oldalon álló tétel is. 

2. Két konplanar kollinear sík mezőről azt mondjuk, hogy 
perspektiv helyzetű, ha azokban valamely egyenes pontsornak pontjai 
és egy sugársornak sugarai megfelelőleg közösek. Két konczentrikus 
sugárnyalábot pedig perspektivnek nevezünk, ha azokban valamely 
síksornak síkjai és egy sugársornak sugarai megfelelőleg közösek. 
A konplanar kollinear mezőkben a megfelelőleg közös pontsor tar-
tóját kollineaczió-tengelynek és a megfelelőleg közös sugársor közép-
pontját kollineaczió-középpontnak; a konczentrikus kollinear sugár-
nyalábokban a megfelelőleg közös síksor tengelyét kollineaczió-
tengelynek és a megfelelőleg közös sugársor síkját kollineaczió-sík-
nak nevezzük. Az előbbiek alapján könnyen kimutatható, hogy ha 
két kollinear és 
konplanar mezőben, u. és υ.χ-
ben, egy s pontsor pontjai, 
vagy egy 0 sugársor sugarai 
megfelelőleg közösek, akkor a 
mezők perspektivek, tehát az 
első esetben még egy meg-
felelőleg közös sugársorral, a 
másodikban pedig egy meg-
felelőleg közös pontsorral bir-

konczentrikus sugárnyalábban, 
Μ és Mx-ben, egy 5 síksor síkjai, 
vagy egy ω sugársor sugarai 
megfelelőleg közösek, akkor a 
nyalábok perspektivek, tehát az 
első esetben még egy megfele-
lőleg közös sugársorral, a má-
sodikban pedig egy megfelelő-
leg közös síksorral birnak. 

nak. 
Nevezzük a y. mezőnek projekczióját valamely Μ pontból az 5 

egyenesen keresztül menő síkra y2-nek. A y2 mező származása foly-
tán perspektiv a α-vel és így kollinear a y^-gyel, de egyszersmind 
perspektiv is a [xrgyel, mert a és u2-nek az s-ben egy megfelelő-
leg közös pontsora van s így a y2 a y^-nek is projekcziója egy bizo-
nyos Mx pontból. Maguk az Μ és Mx projicziáló sugárnyalábok 



szintén perspektivek a a2-vel és egymással, tehát a nyaláboknak 
minden közös eleme s ilyenek az MMV tengelyű síksor síkjai, meg-
felelő. Ez az MMX síksor a y. és y^ konplanar mezők közös síkját 
egy 0 sugársorban metszi, melynek tehát, mint a y. és a r hez tar-
tozó sugársornak minden sugara megfelelőleg közös. — A tétel 
második részét kimutatandó, projicziáljuk az O-ban egy megfelelőleg 
közös sugársorral biró y. és y.x kollinear sík mezők közül az elsőt a 
síkjukon kívül fekvő tetszésszerinti Μ pontból, a másodikat az MO 
egyenesnek ML pontjából. Minthogy a projicziáló sugárnyalábok 
kollinearok és az MMX 0 tengelyű síksoruk közös, azért perspektivek 
egymással és egy ;A2 sík mezővel. A ;A2 sík a y.y.r síkot egy 5 egye-
nesben metszi, melynek minden pontja megfelelőleg közös, tehát a 
α αχ mezők perspektivek. — Hasonlókép bizonyítjuk a jobb oldalon 
álló két tételt is. 

3. Két kollinear sík mezőben különös egyenesek vannak, melyek 
a projektív pontsorok ellenpontjaival analogusok. (Projek. Geom. 
Elemei. 175 —179. pont.) A y. mező végtelen távol fekvő q egyenesé-
nek a Α-vel kollinear IAx mezőben megfelelő qx egyenese általában 
nincs végtelen távol; úgy szintén a y.y mező végtelen távol fekvő rL 

egyenesének megfelelő r egyenese a [/.-ben végesben van. A két 
kollinear mezőnek ezen rqx egyeneseit, melyek a végtelen távol 
fekvő rxq egyeneseknek felelnek meg, a mezők ellentengelyeinek 
nevezzük. 

A y. mezőben egy párhuzamos sugarú sornak a y^-ben általá-
ban oly sugársor felel meg, melynek középpontja a qx ellentengely-
ben van s ugyanígy a ιxx mezőben bármely párhuzamos sugarú sor-
nak a α-ben oly sugársor felel meg, melynek középpontja az r 
ellentengelyben van. Csak az rq metszőpontján keresztül menő, 
tehát a JA-ben az r ellentengelylyel párhuzamos sugarak olyanok, 
hogy ezeknek az rxqx ponton keresztül menő, tehát a qL ellentengely-
lyel párhuzamos sugarak felelnek meg. S minthogy e különös sugár-
sorok megfelelő sugarain, a kollineaczióból származó projektív 
pontsoroknak végtelen távol fekvő [(rq) és (rxqx)] pontjai megfelelők, 
azért az ellentengelyekkel párhuzamos megfelelő egyeneseken a 
megfelelő pontsorok hasonlóan-projektivek. 

Ε hasonlóan-projektív pontsorok között vannak egyenlően 
projektivek is. Ugyanis aq v nek egy tetszésszerinti Qy pontján keresz-
tül menő ay és by egyeneseknek a α mezőben az ab párhuzamos 
egyenesek felelnek meg. Ezek az ab párhuzamosak az r ellenten-
gelyről lemetszenek egy δ hosszúságú vonaldarabot. A qx-tő\ 
egyenlő távolságra két párhuzamos egyenest, és tx-et szerkeszthe-



tünk, melyekről az axbx egyenesek a δ-val egyenlő nagyságú vonal-
darabot metszenek le. Ezeknek az sx és tx egyeneseknek oly s és t 
egyenesek felelnek meg a α-ben, melyek az r-rel párhuzamosak és 
a melyekről az ab párhuzamosak szintén a δ-val egyenlő vonal-
darabot fognak lemetszeni. Minthogy a megfelelő 5 és 5x-en, vala-
mint a t és ^-en az ab és axbx egyenespároktól lemetszett vonaldara-
bok megfelelők és egyenlők, azért az 5 és sx-en és a t és tx egyene-
seken a kollineaczióban megfelelő hasonlóan-projektiv pontsorok 
egyenlően-projektivek 

A α és ax kollinear mezőknek az 5 és sx (és ugyanígy a t ésix) 
egyeneseit ooi-félekép helyezhetjük úgy egymásra, hogy azoknak 
megfelelő pontjai egybeessenek; s ebben a helyzetekben a két kol-
linear mező mindig perspektiv lesz A két kollinear mezővel egy-
idejűleg perspektiv sugárnyalábnak Μ középpontja abban az egye-
nesben van, melyben az r-en keresztül menő és a <J.x síkjával pár-
huzamos sík, a #L-en keresztül menő és a α síkjával párhuzamos 
síkot metszi. Ha tehát a α sík változatlan marad, a u.x síkot pedig az 
5 = sx körül forgatjuk, akkor az Μ pont oly kört ír le, melynek közép-
pontja az r-ben van és sugara egyenlő az sxqx párhuzamos szalag 
szélességével. Ε kör a α síkot két pontban metszi, melyek egyenként 
kollineaczió-középpontjai a konplanar és perspektiv helyzetű kollinear 
sík mezőknek. De minthogy a t és tx pontsorok szintúgy egyesíthe-
tők, mint az 5 és sx sorok, azért két kollinear mező áltatában négy-
félekép hozható ugyanegy síkban perspektiv helyzetbe. — Ugyanegy 
síkban fekvő perspektiv helyzetű mezőket és azoknak megfelelő 
alakzatait czenlrikusan kollinearnak és a vonatkozásukat czentrikus-
kollineaeziónak nevezzük. 

Jelöljük a \J. és y.x czentrikusan-kollinear mezők kollineaczió-
középpontját O-val, kollineaczió-tengelyét s-sel, a két ellentengelyt 
pedig r és ^-gyel. Az 0 sugársor minden ρ sugarán két megfelelő 
projektív pontsor van ; e konjektiv pontsoroknak egyik kettőspontja 
az 0, másik kettőspontja a (ps) = <S, ellenpontjai pedig (pr)=^K 
®s (PQ1) = Qv Ebből következik, hogy az 0 pont az r,qx ellentenge-
lyektől ép oly távolságra van, mint az s tengely a qXy illetve az r-tő 1. 
Hasonlóképen az s kollineaczió-tengely egy tetszésszerinti Ρ pont-
jából kisugárzó megfelelő, tehát projektív, sugársoroknak egyik 
kettőssugara az 5, a másik a PO sugár. És ha az aax két megfelelő 
sugár a Ρ sorban, akkor az 0 sugársor minden sugara ezeket meg-
felelő pontokban metszi, valamint viszont az előbbi ρ egyenesen 
fekvő pontsoroknak bármily megfelelő pontpárja AAX, az 5 egye-
nes pontjaiból megfelelő sugarakkal projicziáltatik. Ebből pedig az 



következik, hogy a czentrikus-kollineaczió meg van határozva, ha 
ismeretes a kollineaczió-középpont és tengely, 0 és s, és ezeken 
kívül még két megfelelő pont A, Au mely tehát az O-val ugyanegy 
egyenesen van. vagy pedig (az AAX helyett) két megfelelő egyenes 
aax, mely az 5-ben találkozik. De az előbbiektől függetlenül is be-
látható, hogy ezek az adatok (OsAAx, vagy Osaa{) a kollineaczió 
meghatározására elégségesek, mert ha az első esetben a BC két 
pontja az s-nek, akkor az OABC négyszögnek az egyik mezőben 
megfelel az 0AlBC négyszög a másikban, és a második esetben, ha 
bc két egyenes az 0 sorban, akkor az sabc és saxbc megfelelő négy-
oldalak meghatározzák a kollineacziót. 

Ama 0SAAx pontnégyes kettősviszonyának értékét Δ-át, melyet 
a czentrikusan-kollinear mezők két megfelelő AAX pontja és azoknak 
összekötő egyenesén az OS kettőspontok képeznek s mely független 
a történetesen felvett AAX megfelelő pontoktól, a czentrikus-kolli-
neaczió kar akteris tikájának nevezzük. H a a z / l i j egyenesen a meg-
felelő pontsorok ellenpontjai R és Qx és az ezeknek megfelelő vég-
telen távol fekvő pontok RXi Q. akkor 

A = (OSAAJ = (0SRRx) = (0SQQx) 
tehát 

\ _ 
SR ÖQX · 

s mert OR = SQX, azért Λ egyenlő az sqx és sr, vagy ami ugyanazt 
mondja, az sxqx és sr párhuzamos szalagok szélességének viszonyá-
val, Ez utóbbi viszony azonban független a kollinear mezők per-
spektiv helyzetéből, tehát kollinear vonatkozás már meghatározza a 
mezők karakteristikájának absolnt értékét. 

4. A midőn a czentrikusan-kollinear mezők karakteristikája 
—1, tehát a megfelelő pontpárok és a megfelelő egyenespárok 

az 0 és 5 kollineaczió-középpont és tengelytől harmonikusan vannak 
elválasztva, akkor minden A(B1) pontnak, melyet mint az első mező-
höz tartozót ^4-val, mint a másodikhoz tartozót i^-gyel jelölünk, 
megfelelő AXB pontjai egybeesnek; igy tehát az ellentengelyek 
pontjai és maguk az rqx ellentengelyek is. Ebben az esetben a 
czentrikusan-kollinear mezőket és az azokban fekvő megfelelő alak-
zatokat involucziós fekvésűeknek, a két mezőt együttvéve involucziós 
mezőknek, a kollineaczió-középpontot és tengelyt involuczió-közép-
pontnak és involuczió-tengelynek nevezzük. 

Ha két konjektiv kollinear mezőben, a α és u^-ben, két oly 
pont A(BX), C(DX) van, hogy a nekik mindkét mezőben megfelelő 



pontok Alf Β, illetve Cx, Β egybeesnek, anélkül azonban, hogy az 
AC, BXDX egyenesek megfelelők volnának, akkor a két mező minden 
pontja a jelzett tulajdonságú és így azok egy involucziós mezőt 
képeznek. Ugyanis (39. ábra) az AB, CB egyenesnek a ,u-ben 
ugyanaz a két egyenes felel meg a ax-ben, mert AB == A1B], 
CB == C\Dl ; ezeknek 0 metszőpontja egy megfelelőleg közös pont. 
Az AC, BB és az AD, BC egyenesek metszőpontjai szintén meg-
felelőleg közösek; ezeknek összekötő egyenese s harmonikusan 
választja el az AAX, CCt pontpárokat az O-tól s mint ilyen keresztül 
megy az AAX, CCX egyeneseken fekvő megfelelő pontsoroknak, 
melyek involucziósak. kettőspontjain. Minthogy az 5-nek kettőnél 
több pontja önmagának megfelelő, a két kollinear mező az s kol-
lineaczió-tengelyre és az Ö kollineaczió-középpontra vonatkozólag 

és egy sugártól — az involuczió-síktól és az involuczió-tengelytől — 
harmonikusan vannak elválasztva. 

A kúpszelet önmagával involucziós fekvésű bármely 0 pontra 
mint involuczió-középpontra és annak a kúpszeletre vonatkozó 
s polárisára, mint involuczió-tengelyre. A II. r. kúp önmagával 
involucziós a csúcsán keresztül menő bármelyik síkra és e sík polá-
rissugarára vonatkozólag. 

Általában legyenek a kollinear mezők perspektiv vagy bármily 
helyzetben, az egyik mező minden kúpszeletének, melyet akár 
mint két projektív sugársor, akár mint két projektív pontsor képződ-
ményének tekintünk, egy oly görbe fog megfelelni, mely szintén 
két projektív sugársornak, illetve két projektív pontsornak képződ-
ménye, tehát kúpszelet. Vagy tekintve, hogy az involucziós sorok-
nak az egyik mezőben, involucziós sorok felelnek meg a másikban : 

perspekt iv s végre mert a 
megfe le lő AAX pontpár az 0 
és 5-től ha rmon ikusan van 
e lvá lasztva , a mezők involu-
cziósok. 

Az involucziós mezőt 

39. ábra. 

síkján kívül fekvő Μ pontból 
projicziáló sugárnyalábot in-
volucziósnak nevezzük. Az 
involucziós sugárnyaláb te-
hát oly két perspektiv hely-
zetű konczentrikus kollinear 
nyaláb, melyben a megfelelő 
sugarak és síkok egy síktól 



minden polárismezőnek és vezető kúpszeletének az egyik mezőben, 
egy polárismező és ennek vezető kúpszelete felel meg a másikban 
mely vezető kúpszeletek tehát egyidejűleg valósak vagy képzetesek. 

Ha azonban két mezőt, \>. és j^-et, úgy akarunk egymásra kol-
linear vonatkoztatni, hogy két, ezekben megadott kúpszelet &(2> és 
kx&> egymásnak megfelelő alakzata legyen, akkor a k x^ három pont-
jának, ABC-nok, megfelelő pontjait AxBxCx-et a &(2>-ben tetszés-
szerint vehetjük fel, melylyel a mezők kollinear vonatkozása már 
meg van határozva. Ugyanis az AB egyenes Β pólusának a k^-re 
vonatkozólag, az AiB1 egyenesnek ^ (2 j-re vonatkozó Dx pólusa tar-
tozik megfelelni, tehát az ABC, A^B^Cy háromszögekkel és a kx^ 
kúpszeletekkel a D, Dx pontok is meg vannak adva, és az ABCD, 
AXBXCXDX négyszögek meghatározzák a kollinear vonatkozást. Ezek-
ből az adatokból kiindulva valamely kúpszeletnek, mely az ABC 
pontokon megy keresztül és a DA, DB egyeneseket az A, Β pon-
tokban érinti, mely tehát a k{2\ egy oly kúpszelet fog megfelelni, 
mely az AXBXCX pontokon megy keresztül és a DXAX, DXBX egyene-
seket az AX} By pontokban érinti, tehát a kx(2> kúpszelet. 

5. Ismeretes, hogy a projektív sugársorokban az egymásnak 
megfelelő derékszög szárai analógusak a pontsorok ellenpontjaival. 
Ezt alapul véve gyaníthatjuk, hogy két kollinear nyalábban az oly 
háromélek. melyek orthogonalisak (derékszögűek) és megfelelők, a 
kollinear mezők ellentengelyeivel analógus tulajdonságot fognak 
mutatni. Ezért kérdjük, van-e Μ és Mx kollinear sugárnyalábokban 
két megfelelő orthogonalis hároméi (qrs), (q^^Sj) ? 

Jelöljük az Μ középponttal bíró orthogonalis nyalábot M°-val, 
az M°-nak az Μ és Mx nyalábok kollinear vonatkozása alapján meg-
felelő elliptikus polárisnyalábot Mx°-gye\, mely utóbbi csak abban az 
esetben orthogonalis, ha az adott Μ és Mx nyalábok kongruensek. 
Minden polárisnyalábban, tehát az Mx°-ban is van egy derékszögű 
poláris hároméi qxrxsx (5. §. 1.); ennek megfelel az M°-ban szintén 
egy derékszögű polárisháromél qrs, mert az 3í°-han minden poláris-
hároméi derékszögű. Lehetséges ugyan, hogy az Mx° polárisnyaláb-
ban végtelen sok (^,1) egy közös éllel bíró derékszögű polárisháromél 
van, t. i. ha az rotatorikus, de ez csak egy különös esetben követ-
kezik be. 

Erről a különös esetről könnyen fogalmat szerezhetünk, ha az 
Μ és Mx kollinear nyalábokat perspektiv helyzetben vesszük fel. 
Ugyanis a két, a p. mezővel perspektiv nyalábot akkép kell felvennünk, 
hogy az Μ és Mx középpontoknak összekötő egyenese q=Esqxa α 
síkra merőleges legyen, mert ekkor mindazoknak a qrs orthogo-



nalis hároméleknek az M-ben, melyeknek egyik éle a q, orthogonalis 
háromélek, q ^ s ^ felelnek meg az il^-ben. Ε vonatkozás azonban 
akkor is megmarad, ha az Μ és MX nyalábokat ebből a kölcsönös 
helyzetből elmozdítjuk. Ha viszont két kollinear sugárnyalábban 1 

orthogonalis hároméi megfelelő, mely hároméleknek tehát egy q, 
illetve qx élük közös, és ezeket egyesítvén, a két nyalábnak egy pár 
a #-ra merőleges r és rx megfelelő éleit párhuzamos helyzetbe hoz-
zuk, akkor a két nyaláb perspektiv helyzetű lesz. 

Vizsgáljuk most meg, hogy két kollinear nyaláb Μ és Mx, 
melynek csak e g y pár orthogonalis megfelelő hároméle, qrsés qír1sl 

van, perspektiv helyzetbe hozható-e ? Ha az egyik nyalábban van 
egy oly sugársor, mely a neki megfelelő sugársorral a másik nya-
lábban kongruens, és e két sugár megfelelő sugarait egyesítjük, 
akkor a két nyaláb perspektiv lesz. 

Kimutatható, hogy ha a nyalábokban megfelelő kongruens su-
gársorok vannak, akkor azoknak ω és o)x síkjai a megfelelő derékszögű 
hároméleknek, a qrs és ^1r1s1-nek, egy-egy megfelelő élpárján kell 
keresztül menni. Ugyanis, ha az ω és ily tulajdonságú két sík, 
akkor az ω, [qr\ és az OJ, [qxrJ síkoknak a és ax metszővonalai meg-
felelő sugarak; az ezekre az ω, illetve síkban emelt d, dx merőle-
gesek szintén megfelelők, és [ds]±a, [ ^ s j | ax. A [ds], [ ^ s j 
síkokban a kollineaczióból folyólag van két projektív sugársor, és 
ezekben .egy megfelelő derékszögű sugárpár bc és bxcx; ennélfogva 
az M, Mx sugárnyalábokban van még egy megfelelő derékszögű 
hároméipár abc, axbxcx, a mi feltevésünkkel ellenkezik. Ha azonban 
az ω és ωχ síkok pl. a q és qx sugarakon mennek megfelelőleg keresz-
tül, akkor az előbbi d, dv sugarak az [rs], fasj síkokban vannak, és 
így a [ds], [ ^ s j síkok nem vezetnek új megfelelő orthogonalis három-
élekhez. Ennélfogva, haa kollinear nyalábokban megfelelő kongruens 
sugársorok vannak, akkor azoknak síkjai csak a megfelelő orthogo-
nalis hároméleknek élein mehetnek keresztül. 

A q és qx sugarakon két megfelelő síkot fektetünk keresztül; 
az ezekben fekvő megfelelő projektív sugársorok derékszögű sugarai 
a q, qx és a síkoknak metsző vonalai az [rs], [^s,] síkokkal. Ha tehát 
a két felvett megfelelő síkban még egy-egy megfelelő sugár van, 
mely a q-val, illetve a ^-gyel egyenlő szöget képez, akkor már a fel-
vett síkok lesznek a keresett ω, ωχ síkok. Az Μ nyalábban a q-hoz 45° 
alatt hajló sugarak egy κ.(2) forgáskúpnak alkotói; ennek megfelel a 
kollineaczió folytán az Mx nyalábban egy κ/2) II. r. kúp. A (qrs) 
orthogonalis hároméi poláris hároméle a x^-nek, tehát a (q^s^) 
hároméi is poláris hároméle a /.^-nek, és mert ez derékszögű, azért 



a q1r1 és sx egyenesek főtengelyei a κ^-nek . Az a κ'(2) forgáskúp, 
melynek csúcsa az MX és melynek alkotói a ^-gyel 45° szöget képez-
nek, a κ/2) kúpot négy alkotóban metszi, ezek közül kettő és a másik 
kettő a qx-gyei egy-egy síkban ο>χ és to\-ben van, s ezek a síkok a 
[ f t r j és [ ^ s j síkok irányában symmetrikusak, tehát tőlük harmo-
nikusan vannak elválasztva. A talált ι^ω^ síkoknak az iüf nyalábban 
két sík, ωω', fog megfelelni, melyek szintén symmetrikusak a [qr] és 
[^s] síkok irányában. 

Az ωα^ és az ω'ω^ síkok már oly megfelelő síkjai a nyalábok-
nak, hogy a bennük levő megfelelő sugársorok kongruensek. Ezért, 
ha vagy az <oo>j síkokban, vagy az w'w^ síkokban fekvő megfelelő 
sugársorokat akkép egyesítjük, hogy a megfelelő sugarak egyesül-
jenek, akkor az M, Mx sugárnyalábok már perspektivek lesznek. 

Mindkét esetben az egyesített nyaláboknak még egy megfelelő 
közös síksoruk is van, melynek az első esetben tengelye o(ox), a 
másodikban o\o\). Mindkét esetben a q, qx sugarak tehát a reájuk 
merőleges [rsj, fosj síkok is egyesültek, s ezért az o, o' sugaraknak 
az [rs] síkban, az ou o\ sugaraknak pedig az [f^sj síkban kell 
feküdni. Az ω, ω' síkoknak t,V metszővonalai az |rs] síkkal, és az 
o>j, ω'χ síkoknak metszővonalai az fosj síkkal az r és 5, illetve az 
rx és sx sugarak irányában symmetrikusak. 

Az OJ, ωχ síkokban, és az ω', ω\ síkokban fekvő megfelelő sugár-
soroknak egyesítése alkalmával a t a ^-be, illetve a t' a.t\-be kerül úgy, 
hogy az első esetben az egyesült [rsj, [ r ^ | síkokban a t(t') és o(ox), a 
második esetben a t'(t\) és o\o\) sugarak lesznek a megfelelő pro-
jektív sugársoroknak kettőssugarai. Minthogy azonban a tt' sugarak 
a derékszögű rs sugarak irányában, és a txt'x sugarak a derékszögű 

sugarak irányában, az ω, ω', ωί5 ω\ síkoknak előbb kimutatott 
helyzete folytán, symmetrikusak. azért ilyenek lesznek az 0 és o', 
valamint az ox és o\ sugarak is. 

Megjegyzendő még, hogy ha az ω, ωχ, vagy az ω', síkoknak 
egyesítése által perspektiv helyzetbe hozott nyalábok közül az egyiket 
azo(o1), illetve az o'(o\) egyenes mentén párhuzamosan tovatoljuk, 
akkor az eltolt nyaláb még mindig perspektiv marad a másikkal, 
csakhogy nem lesz többé azzal konczentrikus. így tehát kollinear 
sugárnyalábokat kétfélekép lehet végtelen sokszor perspektiv hely-
zetbe hozni, ha a qxrxsx derékszögű hároméi egyik élén keresztül 
lehet oly két síkot ωχ és ω^-et átfektetni, hogy a bennük fekvő 
sugársorok a megfelelőkkel kongruensek. 

Ámde a q, qreη keresztül menő ο>, ωι és ω', ω\ síkok csak 
akkor valósak, ha κ'<2> forgáskúp a κ/2) II. r. kúpot valós alkotók-



ban metszi. Ez pedig csak akkor következik be, ha a κ/2) kúpnak 
egyik fősíkjában, pl. a [qxrx j-ben fekvő lxl'x alkotók a kúpnak qx 

elliptikus tengelyével 45°-nál kisebb, a másik fősíkban, [ftsj-ben, 
fekvő nx, ii\ alkotók 45°-nál nagyobb szöget képeznek. 

A qrs orthogonalis hároméi qr, rs, sq élszögeinek felezői 11', 
mm' és nn', egy az Μ nyalábban levő négy lapnak szemben fekvő 
élei (élpárjai), melynek átlóshároméle (qrs). Ε négylapnak megfelel 
az Mx nyalábban egy négylap, melynek élpárjai, lxl\, mxm'x és nxn\, 
a négylap ( g , ? ^ ) átlósháromélének élei irányában symmetrikusak. 
A (qrs) háromélnek minden éle, mely az első négy lapnak egy élpár-
jával ugyanegy síkban van, azzal 45° szöget képez; a (qxrxsf) három-
élnek általában egyik éle sem képez a második négylapnak véle 
ugyanegy síkban fekvő élpárjával 45° szöget. Hanem a (qxrxsx) 
háromélnek egyik, pl. az rx éle az lxl'u mxm\ élpárokkal 45°-nál 
nagyobb, azs t pedig az mxm\, nxn\ élpárokkal 45°-nál kisebb, végre 
a qx az nxn\-gyei 45°-nál nagyobb és az lj'x-gyei 45°-nál kisebb 
szöget képez. 

Az lxl'xmxm'x, mxm'xnxn\, nxn'xlxl'x négyélek körül írható II. r. 
kúpok közül, melyeknek főtengelyei qxrxsx, az elsőn minden alkotó 
a kúp rx elliptikus tengelyével 45°-nál kisebb szöget, a másodikon 
minden alkotó a kúp sx elliptikus tengelyével 45°-nál kisebb szöget 
képez, és csak a harmadik kúpon lesz négy mindenkor valós alkotó, 
mely a kúpnak qx elliptikus tengelyéhez 45° alatt hajlik. Ebből 
következik, hogy a (qrs) és (qxrxsx) orthogonalis hároméleknek csak 
egyik élén megy két oly valós sík keresztül, melyben a kollinear nya-
lábok megfelelő sugársorai kongruensek. 

A talált eredmények egybefoglalva ekkép szólanak : 
a) Két kollinear nyaláb <*>'6-szor hozható perspektiv helyzetbe, 

ha azok kongruensek. 
b) Ha két kollinear nyalábban megfelelő orthogonalis 

hároméi van, akkor azoknak e g y - e g y q és qx éle közös ; és ha e q és qx 

megfelelő kongruens síksorokat egyesítjük, akkor a nyalábok per-
spektivek lesznek, és a kollineaezió-sík merőleges a kollineaczió-
tengelyre. Ε művelet 00 l-szer végezhető. 

c) Ha végre két kollinear nyalábban csak a (qrs) és (qxrxsx) 
e g y pár orthogonalis megfelelő hároméi van, akkor ennek e g y 
pár megfelelő élén, pl. a q és qx-en keresztül o l y megfelelő és 
a három élek lapjai irányában symmetrikus síkok ω, ω', és OJu 

ω\ mennek keresztül, melyekben a megfelelő sugársorok kongru-
ensek ; továbbá a hároméleknek a q és qx-gyel szemben fekvő 
M, [^.sj lapjaiban az élek irányában o l y ο, o' és ox, o\ symmetri-
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kus sugarak vannak, melyeknek megfelelő síksorai szintén kongruen-
sek. Ha ezeket az o, oy vagy az o' o\ megfelelő síksorokat egyesít-
jük, akkor a nyalábok perspektiv helyzetbe jutnak. Ε művelel kétféle-
kép végezhető <x>1-szer. 

6. Vizsgáljuk most meg, hogy egy α sík mező egy vele kollinear 
Mx sugárnyalábbal perspektiv helyzetbe hozható-e ? Könnyen belát-
juk, hogy ez általánosan nem lehetséges. 

Ugyanis a y. mező végtelen távol fekvő egyenesén annak a J 
involucziós pontsornak, melynek kettőspontjai a y. sík képzetes kör-
pontjai, megfelel az Mt nyalábban egy Jx involucziós sugársor, mely 
ugyan elliptikus, de általában nem lesz orthogonalis. De ha a 
J j sugársor nem orthogonális, akkor az a J pontsorral nem hozható 
perspektiv helyzetbe. Ennélfogva a y. mező csak akkor hoz-
ható az Mx nyalábbal perspektiv helyzetbe, ha a y. két tet-
szésszerinti ab, cd derékszögű egyenespárjának azil^-ben megfelelő· 
αι&> ϊι^ι síkpárok, a yι végtelen távol fekvő egyenesének megfelelő 
ε1 síktól, derékszögű sugárpárokban metszetnek. Ha ez bekövetkezik, 
akkor az sx-re merőleges orthogonalis síksornak ^-nek, a nyaláb-
ban, megfelel egy orthogonalis sugársor Ρ a mezőben ; e soroknak 
perspektiv helyzetbe hozatala által a mező és nyaláb is perspektiv 
helyzetbe jut. 

Ebből következik, hogy egy adott ABCD síknégyszög általában 
nem helyezhető egy adott abed négyélre úgy, hogy annak szög-
pontjai ennek élein legyenek. Ellenben az előbbi eseteket véve: 
két tetszésszerinti négyszög ABCD, A^B^C^Dy akkép helyezhető 
el, hogy azokon ugyanegy négyéi menjen keresztül; továbbá két 
tetszésszerinti négyéi abed, axbxcxdx oly helyzetbe hozható, hogy az. 
aax, bbx, ccy ddx élek metszőpontjai ugyanegy síkban legyenek. 

22. §. Konplanar kollinear mezők kettős elemei. 
Cziklikus mezők. 

1. Láttuk az előbbiekben, hogy két kollinear sík mezőt akkép 
helyezhetünk valamely síkba, hogy azoknak egy pontsora, tehát ^c1 

pontja, és egy sugársora tehát αο1 egyenese megfelelőleg közös 
legyen. Vizsgáljuk most meg, hogy ha a két kollinear sík mezőt, a 
y- és [Aj-et, tetszésszerint helyezünk egy síkba, hány oly pont és 
hány oly egyenes van, mely megfelelőleg közös ? Minden ily tulaj-
donságú pontot és egyenest a konplanar mezők kettőspontjának, 
illetve kettősegyenesének fogunk nevezni. Előre látható, hogy ha a 



mezőknek négy kettőspontjuk volna, mely közül kettőnél több nincs 
ugyanegy egyenesben, vagy négy kettős egyenesük volna, mely 
közül szintén kettőnél több nem megy ugyanegy ponton keresztül, 
akkor a mezőknek minden pontja és egyenese kettős lenne. 

Az α és 14 mezők közös síkjában (40. ábra) valamely A(BX) 
pontnak és e ponton keresztül menő a(bx) egyenesnek, mint a JA és 
u-i-hez tartozónak egy A1 és egy Β pont, illetve egy ax és egy b 
egyenes felel meg a másik mezőben. Ha az a(bx) egyenest az A(BX) 
pont körül forgatjuk, akkor az ax és a b ezzel projektív forog az Ax 

és a Β pont körül, és így az aax sugarak egymást az AAX pontokon 
keresztül menő kx^ kúpszeletben, a bbx sugarak pedig egymást a 
BBX pontokon keresztül menő £(21 kúpszeletben metszik. JSzaax = X{ 

pontnak, mely bxax-nek is írható, megfelel a bbx == X pont, melyet ba-
nak is írhatunk; tehát a kx& kúpszeletek megfelelők, és a megfelelő 

pontok az A(Bx) ponton keresztül 
menő egyeneseken feküsznek. Ezért 
a k x ^ kúpszeleteknek mindegyik 
közös pontja az A(Bt)-eη kívül a ix, a, 
mezőknek kettőspontja lesz. 

A k(2) kúpszelet (és hasonlókép 
a/5;/2)) nem korcsosul el egyenespárrá, 
mert a képző sugársorok közös BA 
sugarának a α-ben, a BXAX felel meg 
a y.j-ben, mely az előbbitől külömbö-
zik. A BXAX egyenes a k^-őt érinti s a 
kx (2)-őt metszi az A(BX)pontban, tehát 

a két kúpszelet egymást ebben a pontban nem érinti. A két kúp-
szelet egymást az A(BX) ponton kívül még három pontban, OP^-ban 
metszi, melyek közül legalább egy pont és a másik kettőnek össze-
kötő egyenese valós. De lehet vagy mind a három metszőpont valós 
és külömböző, vagy kettő egybeeső, vagy mind a három egybeeső. 
Minthogy két kettőspont összekötő egyenese mindig egy kettős-
egyenes, azért csak a valós kettőselemeket számítva mondhatjuk: 

Két konplanar, de nem perspektiv helyzetű kollinear mezőnek 
vagy e g y háromszög szögpontjai és oldalai képezik a kettőspontokat 
és kettősegyeneseket, vagy a mezőknek csak két kettőspontja és két 
kettősegyenese van, mely utóbbiak közül az egyik mindkét kettőspon-
ton, a másik pedig e g y kettősponton megy keresztül, vagy végre a 
mezőknek csak e g y kettőspontja és e g y kettősegyenese van. 

2. Ha az 0 pont a két kollinear mezőnek kettőspontja és a t, tx 

két azon keresztül menő megfelelő egyenes, akkor a t és /ren levő 



megfelelő pontsorok perspektivek egy 0 ' pontra vonatkozólag. 
Az Ol pontnak, mint a p. mezőhöz tartozónak megfelel a p.rben egy 
Οχ pont, és az Ö'Oχ pontoknak összekötő egyenese a kollinear 
mezőknek kettősegyenese o. Az ο vagy keresztül megy az 0 pon-
ton és akkor a p-p̂  mezőknek az 0 és o-n kívül nincs több kettős-
pontjuk és kettősegyenesük, vagy pedig az ο = 0 ι0χ ι egyenes nem 
megy keresztül az 0-n és ekkor a kollineaczió folytán az o-n fekvő 
megfelelő projektív sorok kettőspontjai, és ezeknek projicziáló suga-
rai az 0-ból, a mezőknek még hiányzó kettőspontjait, illetve kettős-
egyeneseit képezik. 

Ha az o-n a megfelelő pontsorok involucziósak, tehát az ü-n 
keresztül menő megfelelő sugarak sora, mely az előbbi pontsorokat 
projicziálja, szintén involucziós, akkor a p., p̂  kollinear mezők külö-
nös fekvésűek. Ugyanis minden pontnak, ^( J i J -nek , mint az egyik 
és másik mezőhöz tartozónak egy-egy pont AT és Β felel meg a 
másikban, mely AX és Β pont, mert az AO =Ξ= BLO sugárnak 
ugyanegy sugár felel meg az 0 involucziós sorban, az 0-val ugyan-
egy egyenesen van. Hasonlókép valamely a(b\) egyenesnek megfelel 
az av és a b egyenes, melyek egymást az ο kettősegyenesen met-
szik ; e metszőpont az (oa)-nak társpontja az o-n levő involucziós 
sorban. Ebből látható, hogy a a, p.x mezők e különös helyzetében a 
közös síkjukban fekvő sokszögnek két sokszög felel meg az egyik 
és a másik mezőben, mely utóbbiak az 0 pontra és az ο egyenesre, 
mint kollineaczió-középpontra és kollineaczió-tengelyre perspektivek. 

Tekintetbe véve, hogy a p. és υΊ kollinear mezőknek egy egye-
nesén, mely aztán kettősegyenes lesz, akkor kapunk involucziós 
sorokat, ha a két mezőnek egy pontpárja egymásnak mindkét vonat-
kozásban, azaz involueziósan megfelel, mondhatjuk : 

Ha két konplanar kollinear mezőnek, p. és y.rnek, e g y involu-
eziósan megfelelő pontpárja van, akkor az ezeken keresztül menő ο 
egyenes a mezőknek e g y kettősegyenese, és ezen kívül van még a 
mezőknek e g y kettőspontja 0. 

A mezők minden pontjának megfelelő pontpárjai az 0-val e g y 
egyenesben feküsznek, és minden egyenesnek megfelelő egyenespárjai 
egymást az o-n metszik, és ezért e pontpárok és egyenespárok két 
ezentrikusan kollinear mezőt képeznek. 

Ha még az adott p. és p.x mezők e g y pontjának megfelelő pont-
párja az 0 ponttól és az ο egyenestől harmonikusan van elválasztva, 
akkor a leszármaztatott kollinear mezők ezentrikusan-involueziósak. 

3. Térjünk vissza a p. és p-x konplanar kollinear mezőkhöz, 
melyeknek egyik kettőspontja az 0 és a másik két valós vagy kép-
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zetes kettőspont összekötő kettősegyenese az o, s mely utóbbin fekvő 
megfelelő pontsorokról nem mondjuk, hogy azok involucziósak. 
Ε kollinear mezőkből, két, az ο-η tetszésszerint felvett 0S, 0 l pont 
segélyével új pontokat származtathatunk le a következőképen : az 
<Os-et összekötjük a υ. mezőnek egy változó A pontjával az 0SA 
egyenes által, és az Ol-1 összekötjük az A-nak megfelelő Ax ponttal 
a ax mezőben az GlAx egyenes által; e két egyenes 0SA és Ο'Ά 
metszőpontja A2 a változó új pont. 

Ha az A a g pontsort, tehát az Ax a g-nek megfelelő gx pont-
sort írja le, akkor az A2 pontok, mint két projektív és perspektiv 
helyzetű sugársor megfelelő sugarainak metszőpontjai, egy g2 

egyenesen a g és ^-gye l projektív pontsort fogják leírni. Ennél-
fogva az A2 pontok a y.-vel az Os pontra és a ^-gyel az 0l pontra 
vonatkozólag czentrikusan kollinear u.2 mezőt írnak le. A ix és y.x 

mezőknek két megfelelő 5 és sx pontsora az 0S pontból, és két meg-
felelő t és tx pontsora az 0l pontból egymásba projicziáltatik. A (gs) 
pontnak a α-ben, megfelel a (gxsx) pont y^-ben ; az elsőt az Os-selés 
a másodikat az Ö'-vel összekötő egyenesek egymást a (<§r1s1) pont-
ban metszik, melyen a g2 egyenes is keresztül megy. Hasonlókép a 
{gt) és ( g J i ) megfelelő pontokat az 0S, illetve az O-vel összekötő 
egyenesek egymást a ( g t ) pontban metszik, tehát a g2 egyenes a 
a (gt)-η is keresztül megy. Minthogy a megfelelő gxg2 egyenesek 
egymást az ^-ben, és a megfelelő gg2 egyenesek egymást í-ben 
metszik: a y.x és u2 mezők kollineaczió tengelye az és a y. és y.2 

mezők kollineaczió-tengelye a t. 
Ha fordítva a y mező pontjait projicziáljuk az 0/ pontból, és a 

mező pontjait az 0S pontból, akkor a megfelelő pontokhoz tartozó 
projicziáló sugarak metszőpontjai egy a3 mezőt képeznek, mely a 
p.-vel az 0 ' pontra és az s tengelyre, a [^-gyel pedig az 0S pontra és 
a tx tengelyre vonatkozólag czentrikusan kollinear. 

Ha az 0 s0 l pontok a y. és y-x mezők megfelelő pontjai, akkor 
az sx és t egyenesek egybeesnek. Ugyanis egy az Os-en keresztül 
menő b egyenes az s és sx-et a li és Bx pontokban metszi; a Z?-nek 
megfelel a a^ben a Bx01^ bx, mely a t és tx-et a megfelelő C és Cx 

pontokban metszi. De minthogy a BXCX egyenesnek a BC felel 
meg a ;x-ben, azért a BG-nek a BBX-gyei, és így a G pontnak a 
Bx-gye\, a t egyenesnek az Sj-gyel kell egyesülni. Ebben az esetben 
azok a sugarak, melyek a [/.-nek pontjait az Os-ből és azok, melyek 
a megfelelő pontokat a i^-ben az 0l-bői projicziálják, egymást az 
sxt egyenesben metszik, úgy, hogy az egész a2 mező ebbe az sxt 
egyenesbe korcsosul el. 



Ha még az ο kettősegyenesen a megfelelő pontsorok involu^ 
cziósak és OsOl ebben az involuczióban két társpont, akkor nem-
csak az sxt egyenesek, hanem az előbbi oknál fogva a stx egyenesek 
is egyesülnek, és így nemcsak a a2 mező, hanem a υ..Λ mező is 
elkorcsosul az sxt, illetve az stx egyenesbe. 

A midőn a u. és ax mezők az ö pontra és az ο tengelyre 
czentrikusan kollinearok és az OsO' két pontja az o-nak, akkor az 
s , v a l a m i n t a t,tL egyenesek egybeesnek az 00 s . illetve az 001 

egyenesekkel, tehát a ;m2 mezők az 0S pontra és a 001 tengelyre, 
a mezők az 0l pontra és az 00s tengelyre, a mezők az 0l 

pontra és az 00s tengelyre, végre a <λχα3 mezők az 0S pontra és az 
001 tengelyre czentrikusan kollinearok. 

Ha végre a α és mezők még involucziós fekvésűek az 0 
pontra és az o = OsO! tengelyre, és a u2 , a3 mezők az előbbi eljá-
rás szerint vannak az 0s0l pontok segélyével leszármaztatva, akkor 
a u^^u^ mezők közül bármely kettő és a másik kettő az 00s0l 

háromszög egy szögpontjára és az avval szemben fekvő oldalra 
vonatkozólag involucziós fekvésű. 

Ε szerint: 
Ha az Ο egyenes a \J. és kollinear és konplanar mezők e g y 

ketiősegyenese, az 0s0l pedig az o-nak két tetszésszerinti pontja, 
akkor a mezők 0 kettőspontján keresztül menő s, sx és t ,tx meg-
felelő pontsorok közül a két első az 0S pontból, a két utóbbi az 01 
pontból egymásba projicziálhatók. 

Ha először az 0S pontból a u mező pontjaihoz, és az 0l pontból 
a [Aj mező pontjaihoz sugarakat vezetünk, másodszor az 0l pontból 
a \x mező pontjaihoz, és az 0S pontból a [J.x mező pontjaihoz sugara-
kat vezetünk; akkor a megfelelő pontokhoz vezetett sugarak egymást 
az első esetben e g y μ2 mező pontjaiban, a második esetben pedig e g y 
p-3 mező pontjaiban metszik. 

A tm2 mezők az 0S pontra és a t egyenesre, 
» -J'ílJ'2 11 n » 11 11 S1 " 
η •) η » η n $ 11 
ii Ρ*ΐΡ*3 » » n η η t n 

mint kollineaczió-középpontra és tengelyre vonatkozólag perspektivek.. 
Ha az 0S pontnak a υ.-ben, az 0l pont felel meg a u.x-ben, akkor 

az sxt egyenesek egybeesnek és a ;Λ2 mező ebbe az egyenesbe korcso-
sul el. 

Ha az ο·η a megfelelő pontok involucziót képeznek, és az 0S0' 



pontok ebben társpontok, akkor a y2 mező az egybeeső sxt egyenesbe, 
és a p.g mező az egybeeső stx egyenesbe korcsosul el. 

Ha a α és mezők czentrikusan kollinearok az 0 közép-
pontra és az ο tengelyre vonatkozólag, akkor ugyanaz következik be, 
mint az általános esetben, csakhogy ssx egybeesik az OO egyenessel 
és tty egybeesik az 001 egyenessel. 

Ha végre még a y. és y.t mezők involucziós fekvésnek, akkor a 
|Λ^μ.2ια3 mezők közül bármely kettő és a másik kettő az ΟOsOl három-
szög e g y szögpontjára és az avval szemben fekvő oldalra involucziós 
fekvésű. 

4. Ha felveszünk két kollinear mezőt, α és u.x-et, mely involu-
cziós, akkor minden Ax pontnak megfelelő pontjai tekintsük azt az 
első, vagy a második mezőhöz tartozónak, ugyanegy A% pontban 
vannak. Az ily kollinear mezőket még kettesen (binár) cziklikusnak 
is nevezzük és a két mezőt egy binár cziklikus mezőnek tekintjük. 

Hármasan (ternár) cziklikusak a ;x és konplanar kollinear 
mezők, ha egy AX pontnak az elsőben, egy A2 pont felel meg a 
másodikban, és az ^i2-nek az elsőben, egy A·, pont felel meg a 
másodikban, mely A3 pontnak, mint az első mezőhöz tartozónak az 
AX pont felel meg a második mezőben, azaz: ha az ΑΧΑ2ΑΆ pontok-
nak α-ben, az A.2A..AX pontok felelnek meg σΊ-ben. Ha a két kollinear 
mezőben e g y ily cziklikusan megfelelő ponthármas AXA%A3 van, 
akkor azokban oo2 cziklikusan megfelelő ponthármast lehet találni, 
melyek a két, egynek tekinthető, és így ternár cziklikusnak nevez-
hető mezőt teljesen betöltik. 

Ugyanis induljunk ki egy tetszésszerinti BX pontból, tehát 
legyenek a JA és \J.x kollinear mezőkben a megfelelő pontok 

AXA2A3BXB2B 3 
A2 Α^ΑΧΒ2 BFX, 

és mutassuk ki, hogy az X pont a i^-ben van. 
A kollinear mezők projektivitása folytán 

AX(A2A3BXB2) T\A2(A,AXB2B,) Λ A2(AXA,B,B2) 

A3(AXA2BXB2) 7\ AX(A2A3B2 ΒΆ) A AX(A3AXB3B2) 

A,{A3AXBXB2) A A3(AXA2B2B,) A A3(A2AXB,B2). 

Mind a három sorban az első és utolsó sugárnégyesek perspektivek, 
• tehát a megfelelő sugarak egymást egy egyenes pontjaiban metszik. 

Ez az egyenes az 1-ső esetben az ΑΆΒ2, 
„ „ „ a 2 - i k „ „ A2B2, 

v> » « η 3-ik „ „ AxB2, 



és A3B2-ben még az AXBX , A2B3 egyenespárok találkoznak, 
^3P2-ben „ „ A3BX, Ax B3 

AxBrben „ „ Α^ΒΧ,Α3B3 „ 

tehát az 
AXA2A, l AXA2A3\ Α,Α,Α,} 
BXBZB%S B.BAS B,BxB,S 

háromszögpárok perspektivek, és így 

az AX pont összekötő egyenese az (Α%Α.ό, A3B2) ponttal, 
« AS „ „ „ „ (AXB3, A2B2) „ 

« Α » » η β (Α-^2 , AzB.j) „ 

a Βχ ponton megy keresztül. 
Ha a Bx pont helyett a B2 pontból indulunk ki, akkor ugyan-

ezen úton azt találjuk, hogy az 

AXA2A3 L AXA2A3 L AXA2A3 L 

B,XB3 S XBsB* ( B3B2X s 

háromszögpárok perspektivek, tehát 

az A-2 pont összekötő egyenese az (AXB2, A3B3) ponttal 
» A » ». » » (A2Bs, A3B2) „ 
» A2 „ „ „ „ 0*4-1 A5, Ά " ^ ) » 

az X ponton megy keresztül, a miből látható, hogy az X pont a 
pontban van. 

Az ^^4-2-̂ 3» BxB2B3, . . . ponthármasoktól képezett három-
szögeknek a ternár cziklikus mezőben nemcsak szögpontjai, hanem 
egyszersmind oldalai is cziklikusan felelnek meg egymásnak a y. és 
y.x kollinear mezőkben, mert pl. azAxA2, A2A3,A3AX, egyeneseknek a 
p.-ben, az A2A3, A3A}, AXA2 egyenesek felelnek meg a i^-ben. 

Az AXA2A3, BxB2B3 háromszorosan perspektiv háromszögek-
hez tartozó 

Cx = (A2As, A3B2), C2 = (A3Bx, AxB3), C3 =(AxB2, A2Bx) 

kollineaczió-középpontok, és hasonlóképen a cx, c2, c3 kollineaczió-
tengelyek cziklikus ponthármasokat és sugárhármasokat képeznek a 
ternár mezőben. 

Két konplanar kollinear mezőben, mint előbb láttuk, legalább 
egy valós kettőspont 0, és egy valós kettősegyenes ο van. Azok a 
sugarak, melyek az AXA2A3, . . . ponthármasokat, a ternár czik-
likus mezőben, az 0 kettőspontból projicziálják, cziklikus sugár-

Klug : Projektív Geometria. 



hármasokat képeznek az 0 sugársorban, és azok a pontok, melyek-
ben az AXA2A3 ; . . . háromszögek oldalai az Ο kettősegyenest 
metszik, cziklikus ponthármasokat képeznek az ο pontsorban, úgy, 
hogy az 0(AXA2A3; . . .) sugárhármasoknak és az o(AXA2, A2A3J 

A3AX ; . . ) , ponthármasoknak a y.-ben, az 0(A2A3A.X; . . .) és az 
O(A2A3, A3AX, AXA2; . . .) sugár- és ponthármasok felelnek meg a 
14-ben. Csak a kettőspontban találkozhatnak ily sugárhármasok és 
csak a kettősegyenesen lehetnek ily ponthármasok, mert ha pl. a 
J)1D2 pontnak a JA-ben. a P2D3 pontok felelnek meg a v^-ben, és a 
DXD2, D2D3 pontok ugyanegy egyenesen vannak, akkor ez egy kettős-
egyenes. Világos, hogy a ponthármasok sora az ο-η perspektiv a 
sugárhármasok sorával az O-ban. 

A JA és [AJ kollinear mezőknek az ο projektív pontsorokban 
nincs valós kettőspontja, mert ha DXO2D3 egy ponthármas az ο 
egyenesen és Ρ egy kettőspont, akkor 

Ό1Ό2Ό3Ρ-/\Ό2Ό3ΌΪΡ. 

Ámde ha az első pontnégyes kettősviszonyának értéke λ, akkor a 
másodiké 1 : 1 — \ tehát λ2 — λ -f-1 = 0. Ebből látható, hogy az 
első és hasonlókép a második pontnégyes kettősviszon\^ának az 
értéke képzetes és mert a D1D2D3 pontok valósak, azért a Ρ pont 
képzetes. 

Ez utóbbi tulajdonságot még a következő úton is kimutat-
hatjuk : Az AXA2A3 ponthármas egy háromszögnek szögpontja, 
melynek J.2-4.), A3AX, AXA2 oldalai az Ο kettősegyenest a DX D2D3 

pontokban metszik. 
Az AXA2A3 háromszög körül oly &(2) kúpszeletet írhatunk, 

melynek az AXT)X, A2D2, A3D3 egyenesek érintői ama szögpontok-
ban. Ezek az érintők egy EXE2E3 háromszöget képeznek, melynek 
szögpontjai, valamint oldalai cziklikus hármasok a υ.υΊ ternár 
mezőben. A kúpszelet önmagának kollinear ábrája, mert az 
AX, A2, A3 pontoknak és azok E2E.T, ESEX, EXE2 érintőinek az 
A2, A3, AX pontok és ezeknek E3EX, EXE2, E2E3 érintői felelnek 
meg. Tehát az ο egyenes és a k^ kúpszelet metszőpontjai a υ.γ.χ 

mezőknek ο-η fekvő kettőspontjai, melyek azonban az ο és k(2> 
kölcsönös helyzeténél fogva képzetesek. Az AXA2A3, EXE2E3 

háromszögek az ο tengelyre vonatkozólag perspektivek, tehát az 
AXEX, A2E2, A3E3 cziklikusan megfelelő egyenesek egymást az 0 
kettőspontban metszik, mely pont az o-nak pólusa a &(2) -re vonat-
kozólag. A -ben még végtelen sok cziklikus ponthármas van; 
másrészt a mezők minden cziklikus ponthármasa körül írt kúpsze-



let, melyre vonatkozólag az O-nak polárisa az o, egy a IAJAX kollinear 
mezőkben önmagának megfelelő kúpszelet, és mindezen (oo1) kúp-
szeletek egymást és a két képzetes kettősegyenest a képzetes kettős-
pontokban érintik. 

Ha a JAJAX ternár cziklikus mezőben a BX pont az 0AX-nek egy 
pontja, akkor az AXA2A3, BTB2B3 ponthármasok nemcsak három-
szorosan, hanem még az 0 pontra vonatkozólag is, tehát négy-
szeresen perspektivek. Ez utóbbi perspektivitáshoz tartozó kollinea-
czió-tengely az ο egyenes, mert az AXA2, BXB2; stb. megfelelő 
oldalpárok egymást egy cziklikus ponthármasban egy egye-
nesen metszik, és csak az ο egyenesen vannak cziklikus pont-
hármasok. 

Ha valamely sík mezőben ternár cziklikus kollinear vonatko-
zást akarunk létesíteni, akkor egy AXA2A3 cziklikus ponthármast és 
még egy megfelelő pontpárt, vagy az 0 kettőspontot tetszésszerint 
vehetjük fel, csak az ATA2A3 pontok egy háromszögnek legyenek 
szögpontjai és az 0 ne feküdjék ennek oldalain, mert az OAXA2A3, 
OA2A3Ax négyszögek a JAJAX mezők kollinear vonatkozását meg-
határozzák. A ternár cziklikus mezőt ekkor 0 . AXA2A3-mai, vagy 
ha még egy pontcziklus BXB2B3 ismeretes, AXA2A3 .ΒΧΒ2~Β.Λ...-Π\Ά\ 
jelöljük. 

Ha az AXA2A3 háromszöget szabályosan és az 0 kettőspontot 
annak középpontjában vesszük fel, akkor az 0 . AXA2A3, vagyis a ;A 

mező az 0 pont körül 120°-kal forgatva az 0 . A2A.AX-be, azaz a JAX 

mezőbe megy át. 
Ebből következik, hogy ebben a mezőben a cziklikus pont-

hármasok mind oly szabályos háromszögeknek szögpontjai, melyek-
nek középpontja az 0 pont. Ez oknál fogva ezt a különös ternár 
cziklikus mezőt szabályos-nak, minden mást általános-nak nevez-
zük. A szabályos ternár cziklikus mező ο kettősegyenese végtelen 
távol van, mert csak ez az egyedüli egyenes nem változik, ha a 
mezőt forgatjuk; az 0 kettőspontból kisugárzó hármassugarak 120°-u 
szögeket képeznek egymással, és az o-n a ponthármasok az ily 
•sugárhármasoknak végtelen távol fekvő pontjai. 

Ha 0'. A\A'2A'3 egy szabályos ternár cziklikus mező \J.', az 
OAXA2A3 pedig egy tetszésszerinti négyszög a JA mezőben, akkor 
a ;>.' és a JA között oly kollinear vonatkozást létesíthetünk, hogy az 
0'A\A'2A'3 négyszögnek, az 0AXA2A3 négyszög feleljen meg. 
Az 0' .A\A'2A\ szabályos ternár cziklikus mezőnek és abban 
minden ponthármasnak egy általános ternár cziklikus mező 
Ό. ΑΧΑ2Α.Λ és abban a ponthármasok felelnek meg. Viszont minden 
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általános ternár cziklikus mező kollineaczió útján szabályosba alakít-
ható át (transformálható). 

Ez utóbbi vizsgálataink eredménye egybefoglalva, így szól: 
Ha két sík mezőt akkép vonatkoztatunk egymásra kollinear, 

hogy az AlA2A3 háromszögnek az egyik mezőben az A2ASA1 három-
szög felel meg a másikban, azaz e g y háromszög szögpontjai egymás-
nak cziklikusan felelnek meg, akkor <*>2 háromszög van a mezők 
közös síkjában, melynek szögpontjai és oldalai a kollineaczió f o l y -
tán cziklikusan felelnek meg. Az i l y háromszögeknek szögpontjait és 
oldalait cziklikus ponthármasoknak, illetve egyeneshármasoknak, 
és a két mezőt együttvéve: ternár cziklikus mezőnek nevezzük. Két 
háromszög az i l y mezőben, melynek szögpontjai ponthármasok, 
általában háromszorosan perspektivek; a perspektivitásokhoz tar-
tozó kollineaczió-középpontok és tengelyek szintén pont- és egyenes-
hármasok a mezőben. 

A két kollinear mezőnek, mely a ternár cziklikus mezőt alkotja, 
csak e g y valós kettőspontja és kettősegyenese van; amabból οο1 

cziklikus sugárhármasok sugároznak ki, ebben ugyanennyi cziklikus 
ponthármasok feküsznek, melyek a sugárhármasokkal perspektivek ; 
ama sugárhármasok a mező összes ponthármasait projicziálják a 
kettőspontból, ezek a ponthármasok a keltősegyenesen pedig a mező 
összes egyeneshármasainak metszőpontjai a kettősegyenessel. 

Ha a ternár cziklikus mezőben a ponthármasok szabályos 
háromszögeknek szögpontjai, akkor azoknak középpontjai egybe-
esnek a mező kettőspontjába; a mező kettősegyenese ekkor végtelen 
távol van és a mezőt szabályosnak nevezzük. Minden általános ternár 
cziklikus mező kollinear transformáczióval szabályosba vihető át. 

Láttuk a 213. oldalon, hogy két kollinear mező általában nem 
hozható és csupán akkor hozható involucziós helyzetbe, ha az 
rs, qyst szalagok szélessége egyenlő. Ezt most így fejezzük ki, hogy : 
két általános kollinear mező binár cziklikus helyzetbe általában nem 
hozható. 

De két általános kollinear mező α es a, oo - szer hozható ternár 
cziklilms helyzetbe. Ugyanis valamely párhuzamos sugársornak a 
α-ben, mely az r ellentengelyhez φ szög alatt hajlik, megfelel egy 
közönséges sugársor a 14-ben, melynek középpontja a qx ellen-
tengelyben van. Ez utóbbinak sugarai között kettő a #j-hez szintén 
φ szög alatt hajlik. 

Ha ezeknek egyike az at, akkor a neki megfelelő a sugár a 
párhuzamos sugarú sorban olyan, hogy (ar) = {axqf) φ. 
Ezért a α és ax mező akkép helyezhető egy síkba, hogy az 



aqx, rax, qrx egyenesek egybeessenek, tehát az arq háromszög 
oldalai és így egyszersmind szögpontjai cziklikusan felelnek meg 
egymásnak a <a, <4 mezőkben; a két adott mező tehát ekkor egy 
ternár cziklikus mezőt képez. 

5. Térjünk ezután a négyesen (quaternár) cziklikus kollinear 
mezőhöz, azaz olyanhoz, melyben a α mező AXA2A3A4 pontjainak 
az A2A3A4AX pontok felelnek meg a [4 mezőben; e két cziklikusan 
megfelelő pontnégyes 

AXA2A3A4 

A2A3A4AX 

éppen meghatározza a JA és \J.X mezők kollineaczióját. 
Az AXA3, A2A4 egyeneseknek és azok 0 metszőpontjának 

megfelelnek az A2A4: A3AT egyenesek és azoknak ugyancsak 0 

metszőpontja; ez az 0 pont tehát kettőspontja a mezőknek. 
Az A±A2, ASA4 és az A2A3) A4AX egyeneseknek metsző-

pontjai egymásnak mindkét mezőben megfelelők; azoknak ο össze-
kötő egyenese tehát kettősegyenes és a rajta fekvő megfelelő pont-
sorok involucziósak. Minthogy az o-nak metszőpontjai az egymás-
nak mindkét mezőben megfelelő AXAS, AIAI egyenesekkel amaz 
involucziónak társpontjai, melyek az előbb talált társpontokat 
harmonikusan választják el, azért az o-n az involuczió elliptikus. 

Az A1A2A3A4 négyszög minden szögpontjának más két szög· 
pont felel meg a kollinear mezőkben, melyek a négyszög harmonikus 
tulajdonsága folytán az 0 átlóspont és az ο átlótól harmonikusan 
vannak elválasztva; így az AX pontnak megfelelnek az A2A4 pont-
tok, melyek az 0 és o-tól harmonikusan vannak elválasztva. 

Feleljen meg a u. mező tetszésszerinti BX pontjának a p^-ben a 
B2; ennek, mintaa-hez tartozónak a B3; ennek, minta α-hez tarto-
zónak a B4; végre ennek, mint a α-hez tartozónak, az X, azaz legye-
nek a α és ρ^-ben a megfelelő pontok 

AXA2A3A4BXB2B3B4 

A2A3A4AXB2B3B4X. 

Kimutatjuk, hogy az X pont a I^-ben van, tehát a B1BIB3B4 pon-
tok is egy négyes cziklust képeznek a közös mezőben. 

A B2 pontnak, mint a μ és 04-hez tartozónak megfelelnek a 
ij.y és α-ben a B3 és BX pontok; ugyanígy a J3t-nek megfelelnek a 
(4 és ;A-ben az X és B3 pontok. Minthogy az 0 kettősegyenesen a 
megfelelő pontok involucziót képeznek és már az yl2-nek mindkét 
mezőben megfelelő AXA3 pontok, mint láttuk előbb, az 0 és o-tól 
harmonikusan vannak elválasztva, azért (22. §. 2. p. végén) a ΒΧΒΖ 



és az XBS pontok az 0 és o-tól szintén harmonikusan lesznek el-
választva, tehát az X pont egybeesik a Bx-gyei. 

Az egész quaternár cziklikus mező ily AxA2A3Aá, ByB^B^B^..^ 
számra <*>2, pontnégyesekkel van bevonva, melynek pontjai czikli-
kusan felelnek meg egymásnak. 

Az ΑΧΑ3, A2Aá egyeneseknek (41. ábra) Qíf Q2 metszőpontjait 
az ο egyenessel, kössük össze az A1A3, illetve az A2Aá pontokkal. 
Ezek egy az AlA2AsAi pontokon keresztül menő kúpszeletnek 
érintői az illető pontokban. Ε kúpszelet önmagának felel meg a 
kollinear mezőkben; keresztül megy az o-n fekvő involucziónak PQ 
képzetes kettőspontjain; érinti az OP, OQ képzetes sugarakat és az 
0 pontnak pólusa reá nézve az ο egyenes. A &(2) kúpszeletbe még 

41. ábra. 

végtelen sok cziklikus pontnégyes írható be; ugyanígy a quaternár 
cziklikus mező minden cziklikus pontnégyesén és a PQ kettőspon-
tokon keresztül menő k(2) kúpszeletébe és mindé számú kúp-
szelet egymást a PQ pontokban érinti. 

Ha az AXA2AZA4 pontok egy négyzet szögpontjai, akkor az 
összes cziklikus négyesek négyzeteknek szögpontjai és ekkor a 
quaternár mezőt szabályosnak nevezzük. Az összes négyzetek közös 
középpontja és a sík végtelen távol fekvő egyenese a u. és kol-
linear mezők kettőspontja, illetve kettősegyenese, és az egyik mező 
90°-kal a kettőspont körül forgatva, a másik mezőbe megy át. Min-
den quaternár cziklikus mező kollinear transformáczió útján egy 
szabályos quaternár cziklikus mezőbe vihető át hasonlóképen, mint 
azt a ternár cziklikus mezők esetében láttuk. 



6. Valamely síknégyszög AxA2A3Aá szögpontjai 24 kollinear 
vonatkozást létesíthetnek, melyekben ama pontok részben önmaguk-
nak, részben egymásnak felelnek meg. És pedig: 

1. Mindegyik pont megfelelhet önmagának, képletileg: 

A, . A, . A3 . A 

Ebben a kollineaczióban, mely az identitás vagy a kongruenczia, a 
sík minden pontja önmagának felel meg. 

2. Két pont önmagának, a másik kettő pedig involucziósan 
felel meg egymásnak, vagy képletben : 

Ax . A2 . A3Aé Ax . A3 . AáA2 Ax . A4 . A2A3 

A3 . A4 . AXA2 Aá . A2 . AXA3 A2.A3. AxA4 

Az első esetben tehát az AXA2 egyenes az involuczió-tengely o, az 
A3Aá két egymásnak involucziósan megfelelő pont, mely az o = AXA2 

egyenest a mező involuczió-középpontjától, ü-tól, harmonikusan 
választja el; a mező binár cziklikus. 

3. Két pontpár felel meg egymásnak involucziósan; kép-
letben : 

AXA2 . ASA4 AxA3 . A4A2 AxA4 . A2A3. 

Az első esetben pl. az AXA2 , A3A4 egyeneseknek metszőpontja az 
involuczió-középpont 0 ; az AXA3 , A2A4 és az AxAá , A,A3 egye-
nesek metszőpontjainak összekötő egyenese az involuczió-tengely: 
ο. A mezők szintén binár cziklikusok. 

4. Mindegyik pont önmagának, a többi három pedig cziklikusan 
felel meg egymásnak; képletben : 

AX.A2A3A4 AX.A2A4A3 

A2.AxA3A4 A2.AxA4A3 

A3. AxA2Aá A3. AXA4A2 

A4.AxA2A3 A4.AxA3A2. 

Az elsőben pl. az Ax pont a mező kettőspontja, az A2A3A4 pedig egy 
hármas cziklust képez, melynek az A3AiAx pontok felelnek meg. 
A mező ternár cziklikus. 

5. A négy pont egymásnak cziklikusan felel meg; kép-
letben : 

AxA2A3Aif AXA3A2A4, AXA4A2A3 

AxA2A4A3, AxA3A4A2, AxA4A3A2 

Az első esetben tehát az ΑχΑ2ΑΰΑ4 pontok képeznek egy quaternár 
cziklust és a mező quaternár cziklikus. 



Minden pontnak a 24 kollineaczió folytán egy pont felel meg, 
melyek közül az identitásból származó magával a ponttal esik 
egybe. — 

7. Ε §-nek elején talált tételek két kollinear és konczentrikus 
sugárnyalábra, vagy egy sík mezőre és egy vele kollinear sugár-
nyalábra átvive ekkép szólanak: 

Ha két konczentrikus sugárnyaláb egymásra kollinear van 
vonatkoztatva, de nem perspektiv, akkor a nyalábban legalább egy 
és legföljebb három oly valós sugár (kettőssugár) és ugyanannyi 
valós sík (kettőssík) van, mely megfelelőjével esik egybe; továbbá, 
ha egy sík mező egy sugárnyalábbal kollinear, de nem perspektiv, 
akkor legalább egy és legföljebb három oly valós pont és ugyan-
annyi egyenes van a mezőben, mely a nyaláb megfelelő sugarán, 
illetve síkján fekszik. 

Hasonlókép átvihetők a többi tételek is a konczentrikus kol-
linear sugárnyalábokra. így pl. ha az Μ és Mv sugárnyalábokban az 
egymásnak megfelelő derékszögű hároméleknek qrs, qxrxsx-nQ\i 
éleit úgy egyesítjük, hogy a qsx, rqx, sry élek egybeessenek, akkor 
a két kollinear nyaláb egy ternár cziklikus nyalábot képez. 

23. §. A köbös involuczió. 

1. Az előbbi §-ban megismerkedtünk a másodfokozatú alap-
alakzatok ternár-cziklikus kollinear vonatkozásával. A másodfokozatú 
alapalakzat azonban végtelen sok első fokozatú alapalakzatból van 
összetéve. Ezért a következőkben részletesen akarunk foglalkozni az 
első fokozatú alapalakzatok ternár-cziklikus projektív vonatkozásá-
val, melynek ismerete később, a III. r. térgörbék tárgyalásánál hasz-
nunkra szolgál. 

Létesítsünk e végből egy #2> kúpszeleten fekvő pontsorban 
e g y ternár-cziklikus projektív vonatkozást, tehát olyant, melyben a 
kúpszelet AXA2A3 pontjainak az A2A3AX pontok felelnek meg. 
Az AXA2A3 pontoknak (42. ábra)axa2a3 érintői, az AxA2A3-ma\ pers-
pektiv háromszögnek oldalai; e perspektiv háromszögpárhoz tar-
tozó kollineaczió-középpont 0 és kollineaczió-tengely o, pólus és 
poláris a #2)-re vonatkozólag. Az Ο pont az O.AxA2A3 ternár-czik-
likus mező kettőspontja, az ο egyenes pedig annak kettősegyenese. 
Az ο egyenes a #2M, ha az AXA2A3 pontok valósak voltak, két 
kapcsolt képzetes pontban, JK-ban metszi, melyeknek jk érintői az 
Ο pontban találkoznak; az OJK^E ojk háromszög a [>. =Ξ OAXA2A3... 

és a vele kollinear ux == OA.2A3Ax... mező kettős háromszöge. 



Az AXA2A3JK pontok közül a lzW-n az AXAX . Á3A3 . JK, 
AXA3 . A2A2 . JK és az AXA2 . A?A3 . JK pontpárok involucziót 
képeznek. Az első, harmadik és második involuczióból kifolyólag 

( AXA2A3JK 
AXA3A2KJ Λ A2A,AXJK 

( A3AXA2JK 

míg az első, második és harmadik involuczió miatt 

Í AXA3A2KJ 
AXA2A3JK Λ J A3A2AXKJ 

( A2AXA3KJ 

Ezzel analogus viszonylatok írhatók fel a k(2) kúpszeletet az 

CREMONA szerint a JK pontok az AXA2A3 pontokkal aequian-
harmcmikus pontnégyeseket képeznek,· azaz az AX A2A3Jés AXA2A3K 
pontnégyesek aequianharmónikusak. Mindazon BXB2B3 ponthár-
masok a jfe® kúpszeleten, melyek a J és 7£-val aequianharmónikus 
pontnégyeseket képeznek, az AXA2A3... Λ Λ2Α3ΑΧ... ternár-czik-
likus projektív vonatkozásban egy pontcziklust adnak; azaz: 
A1A,A3BXB2B3 Λ A2A3AXB2B3BX. Czélunk ily pontcziklusokat szer-
keszteni a kW kúpszeleten. 

Az 0AX, 0A2, 0A3 egyenesek a kW-t még az A\,A'2,A:3 pon-
tokban metszik, melyeknek a'2, a'3 érintői az (axo), (a2o), (a3o) 
pontokon mennek keresztül. Minthogy az A\ A'2A\, a\ a'2 a'3 három-
szögek szintén perspektivek az 0 pontra és az ο tengelyre vonat-
kozólag : az AiA j, A'iA. 'j egyenesek egymást az AkA'k egyenesnek 



(aka'k) pólusában metszik és ezért úgy az AXA%A3, mint az A\ A'2A'.. 
ponthármasok bármely két pontja a harmadikat a másik hármasnak 
egy pontjától harmonikusan választja el. Ebből pedig az következik, 
hogy az AXA\ . A2A\ . AZA\ . JK és az AiA'j. AjA't. AkA'k. JK 
pontpárok involucziókat képeznek. 

Az A2A'2, A2A\ ; A2AS , A2A'S sugárpárok egymást harmoniku-
san választják el; az első pár az AXA\ egyenest az 0 és A\ pontban 
metszi; e pontok a második sugárpártól, és így az A2A3 és ο egye-
nesektől harmonikusan van elválasztva. Ha tehát a k® kúpszeleten 
az Ax pont és azonkívül a JK pontpár, mint az ο egyenesnek két 
metszőpontja a ^^-vel adva van, akkor azt a két pontot A2 és As-mat, 
melyre nézve az AXA2A3J és AXA2A,K pontnégyesek aequian-
harmónikusak, akkép szerkesztjük, hogy az Λχ pont ax érintőjének 
és az ο egyenesnek (oax) metszőpontjából meghúzzuk a második 
érintőt, a'x-et a &(2)-hez és a k^-őt azzal az egyenessel merszük az 
A2, A3 pontokban, mely az o-t annak a &(2)-re vonatkozó 0 pólusától 
és az a\érintőtől harmonikusan választja el. Ε szerkesztésből látható, 
hogy a JK és A2A3 egyenesek közül az egyik a k'2) kúpszeletet valós, 
a másik kapcsolt képzetes pontban metszi; továbbá még azt is látjuk, 
hogy miként kell egy Bx ponthoz azt a B2 Bs pontot megtalálni, mely 
a jÖj-gyel egy cziklust képez, végre még az is következtethető, hogy 
ha az Ax pont a J- vagy a K-ban vétetik fel, akkor az A2A3 pontok is 
az illető pontba jutnak. 

Arról a ponthármasról, mely a k^ kúpszeleten a JK pontok-
kal aequianharmónikus négyeseket képez, minthogy a ponthárma-
sok bármely pontjából a másik két pont ugyanegyfélekép szerkeszt-
hető, azt akarjuk mondani, hogy azok egy köbös invohicziót, ΒΆ)-ί 
képeznek. A JK pontok e köbös involucziónak hármaspontjai, mert 
ezekben egy ponthármas három pontja egyesül. A JK~ ο egyenes az 
/<3) köbös involucziónak tengelye vagy polárisa, ennek a k^-re 
vonatkozó pólusa, 0, pedig az involucziónak középpontja vagy 
pólusa. A szerint, a mint a JK hármaspontok valósak vagy kép-
zetesek, a köbös involucziót hyperbolikusnak, vagy elliptikusnak 
nevezzük. 

2. A k(2> kúpszeleten levő /<3) köbös involucziónak ponthár-
masait a /e^-nek valamely 1 pontjából projicziáló sugárhármasok 
egy köbös sugárinvolucziót képeznek a Τ sugársorban ; ennek met-
szése bármely t egyenessel egy köbös pontinvoluczió a t pontsor-
ban. A t egyenesen levő köbös-involucziós pontsort valamely egye-
nesből projicziáló síksor köbös síkinvoluczió. A kúpszeleten levő 
J(3) ponthármasait a kW síkján kívül fekvő Μ pontból projicziáló 



alkotóhármasok az M.W == Μ. kW) II. r. kúpon egy köbös involucziót 
képeznek; az/^involucziónak in voluczió-tengelyét és involuczió-
középpontját projicziáló sík és sugár az MW kúpon levő köbös 
involucziónak involuczió-síkja és in voluczió· sugara. Minden sík az 
M.W kúpon levő köbös involuczió alkotó-hármasait egy kúpszeleten 
levő köbös involuczió ponthármasaiban metszi. 

Ha a kW kúpszeleten keresztül egy FW hyperboloidot fekte-
tünk, akkor az IW köbös involuczió ponthármasain keresztül menő 
alkotóhármasok az FW.η levő sugárseregekben köbös involucziót 
képeznek. Ha valamely Ρ pontnak egy kúpszeletsor kúpszeleteire 
vonatkozó polárisai köbös involucziót képeznek a Q sugársorban, 
akkor azok a kúpszelethármasok, melyekre vonatkozólag a P-nek 
polárisai e köbös involucziónak sugárhárinasai, szintén köbös invo-
lucziót képeznek a kúpszeletsorban. 

A kW kúpszeleten levő IW köbös involuczió ponthármasait az 
involuczió 0 középpontjából projicziáló sugarak egy köbös sugár-
involucziót, P^-t képeznek, míg ama IW ponthármasainak érintői az 
IW köbös involuczió ο tengelyét egy köbös pontinvoluczióban, 
Pp-ban, metszik. Ugyanebben az Pp-ben metszik az /(^-nak sugár-
hármasai is az ο tengelyt. Az 1$) involuczió ponthármasainak polá-
risai a kW-re vonatkozólag, sugárhármasai az involucziónak. 
Az IW ponthármasai a kW kúpszelet bármelypontjából az pont-
hármasaiba projicziáltatnak. Az IW bármely két ponthármasa az ο 
egyenes három pontjából, mely az 7(3)-ban egy hármast képez, egy-
másba projicziálható. 

Az a három pont, A\A\A'.d, mely egy P3) köbös involuczió 
egyik hármasának, ΑΧΑ2Α3-nak, két-két pontját a harmadiktól har-
monikusan választja el, szintén ponthármast képez az P^-ban. Két 
hármast, valamely köbös-involucziós sorban vagy általában akár-
milyen sorban, melyek közül az egyiknek bármely két eleme a har-
madikat a másiknak egy elemétől harmonikusan választja el, társ-
hármasnak vagy kapcsolt hármasnak nevezünk. Két kapcsolt hár-
masban oly két elemet, mely úgy az egyik, mint a másik hármasnak 
más két elemét harmonikusan választja el, szintén társnők vagy 
kapcsoltnak nevezünk. Ε szerint: ha az P3) köbös involuczióban, az 
ΑΧΑ%Α$, A\A\A\ hármasok társhármasok és ezekben az AXA\Y 

A2A\ , AsA'.j pontpárok társpontok, akkor az A.2A3AXA\ , 
Α,Α,Α,Α', , AÍA9A3A,3 , Α\Α'%Α\ΑΧ, Α!3Α\Α\Α% , Α\Α\ Α\Α3 

négyesek harmonikusak. Α kW kúpszeleten levő P3) köbös involu-
cziónak társpontjai és társhármasai az involuczió-középpontból 
egymásba projicziáltatnak. — Mindazoknak a szabályos három-



szögeknek szögpontjai, melyek ugyanegy síkban vannak és közép-
pontjuk egy 0 pont, az 0 pontból egy szabályos köbös-involucziós 
sugársorral projicziáltatnak. 

3. Az F{2) hyperboloid mindkét sugárseregében három sugarat 
veszünk fel; ezek : gtg2gs és \h2hd. 

A (gihj), (gkhi) pontoknak összekötő egyenese a {gihi}, [gkhj] 
síkoknak metszővonala, vagyis 

(gihj)(gkh) = [gMigkhj]. 

A (gihj), (gkh), (gmhn) pontokon keresztül menő (gihj)(gkhi) 
(guihu) síknak pólusa a [gihj], [gkht], [gmhn] síkoknak metszőpontja 
[gihj][gkhl\[gmhn\· 

Az xlf α2, α.,, β2, β3 síkoknak pólusai az _F(2) hyperboloidra 
vonatkozólag az AUA2,A·., Β1,Β2,Β.Λ pontok, ha: 

= (gAUAXgA) A = [gAlgAUA] 
Η = (gA)(gA)(gA) A = 
*s = (gA)(gA)(gA>) A = láAJteAJteA] 
βχ - (gA)(gA.i)(gA) Bx [ i f A J t e A f e ^ ] 
β-2 = (gA)(gA)(gA) = [gAÁgAMgA) 
% = (gA)(gA^(gA) ü* = [ g A l g A l g A ] 

A i?L pont a féA][£A] = ( g A J ( g A ) egyenesen van 
» „ » Ι Α Λ Ι Ι Ε ^ Λ ] = (gAXzA) 
» B·.', » „ teAJteA] = téA)féA) 

mely három egyenes az ax síkon fekszik; az xx sík tehát keresztül 
megy a ΒχΒ2Βλ pontokon. 

Ugyanígy kimutatható, hogy az α2,α., síkok is a BXB2B3 pon-
tokon, és a β1β2(̂ 3 síkok az A±A3Aif pontokon mennek keresztül. 
Ebből pedig az következik, hogy az α1α2α.ϊ síkok metszővonala a 
B±B2BS egyenes és a β1β.2β3 síkok metszővonala az A1A2AS egye-
nes, azaz: 

αΐα2*3 = = 
== ΑΓΑ2Α.λ = q. 

Ez a pq egyenespár pedig polárispár az F*®-re vonatkozólag. 
Legyen g\g'2g\ és h\h l2h'z az a három sugár, mely az F& 

hyperboloidon levő sugárseregek gxg2gs, illetve h j i ^ sugarai közül 
kettőt-kettőt a harmadiktól harmonikusan választ el, azaz a 

g^güglS gigígig 2) glgsg'ig 8 
Μ Α Λ ' ι , h.<hyh2h'2, ^ 

sugárnégyesek legyenek harmonikusak. 



Α 

{gM{M(gA)(g\K) 

(gM&A) (gM(g^K) 
pontnégyesek harmonikusak azon a kúpszeleten, melyben az 
előbbi sík az FW hyperboloidot metszi, tehát a (g\h\), 
(g'3h'z) pontok is az y.x síkban vannak és a [g\h\] , \g\h'^ , [g'3h'^ 
síkok eg3^mást az a t sík Av pólusában metszik. 

Hasonló úton következtethető, hogy e táblázatban 
«χ = 
«2 = ( g ' * K ) ( g W ( g ' l K ) 

% = {g\h'3)(g\h',){g\h\) 

levő pontok, a megjelölt előbbi síkokban vannak, melyeknek pólusai 
az AXA3A3 és BXB2B3 pontok. 

Tételezzük fel, hogy a h j t f i , sugárhármasok helyett a 
g\g\g'3 , \\h3 sugárhármások lettek volna adva és ezekből szár-
maztattuk volna le hasonló módon agxg^gz->h'xh'2h'3 sugárhármasokat. 
Az előbbiekben kifejtettek szerint ebből azt lehet következtetni, 
hogy az alábbi hatszor hat pont az 

— c r A ^ A K r i T O W J 
«J3 - (g\h1)(g\h,){g\h3)(g3h\)(g1h\)(g^3) 

β'2 - (g'M(g'A)(g\k3){g,h\){g3k\){gxh'3) 

síkokban van, mely síkoknak ^/ l ' 3 i i ' 3 , B\B\B'3 pólusaiban ama 
pontok polárissíkjai egymást metszik. 

Kimutatható, hogy az χ^α^α'., síkok szintén a ρ egyenesen, a 
^'ιβ^β'ΰ síkok pedig a q egyenesen mennek keresztül, tehát a 
B\B\B'3 pontok a ρ egyenesen az A\A'2A'3 pontok pedig a q egye-
nesen vannak. 

Ugyanis a 

(gMgA)(gM(g\K) 

{gM(gM(gA){g'A) 



pontnégyesekben az első és második pont a harmadik és negyedik-
től harmonikusan van elválasztva. De az egymásra következő osz-
lopokban álló pontok aza2 α3 xx y\ síkokban vannak, melyek közül az 
első három a ρ egyenesen megy keresztül, tehát a negyedik sík is a 
p-n fog keresztül menni és e negyedik sík, y.\, a harmadikat az első 
és másodiktól harmonikusan választja el. 

Ugyanígy kimutatható ez a többi új síkokra, azaz hogy az 

β ti ti β' β β ö β' 3 β β β' Ρ2Ρ3Ρ1Ρ 1 Ρ3Ρ1Ρ2Ρ 2 Ρ1Ρ2Ρ3Ρ 3 

síknégyesek és azoknak pólusai, az 

A2AZAXA\ ΑάΑχΑ2Α\ AxA2AzA\ 
Β2ΒζΒχΒ\ Β,ΒχΒ,Β'2 B J l j l . f í ' , , 

pontnégyesek harmonikusak. 
Ha figyelembe vesszük, hogy a 

síkok egymást az y.x sík Ax pólusában metszik és ama hat sík közül 
e három párnak metszővonalai 

[giK][g\K\ - {g\K\giK) 

[gAMAÚ - (g'-A)(g-M 

az <x.\ síkban vannak, következik, hogy az sík az 4-nek Ax pólu-
sán megy keresztül. Ez mondható a többi hasonnemű síkokról, azaz 
hogy az α1α2α3α/1α/2α/3β1β3β3β/1β/2β/3 síkok rendre az A'XA'2A'ZAXA2A% 

Β'XB'2B'?TBXB2BZ pontokon mennek keresztül, tehát az αρ,'ι és a 
β/β'ί síkpárok, valamint az AÍA'Í és a Β{Β\ pontpárok kapcsolt polá-
rissíkok és kapcsolt pólusok az F^-re vonatkozólag. 

Foglaljuk most egybe a talált eredményeket: 
.,Ha a gxg2gz és hxh2h.A sugárhármasok két egymást támasztó 

sugárseregben vannak és a g\g'2g'z , h\h'2h'z sugárhármasok az 
előbbi sugárhármasoknak két-két sugarát a harmadiktól harmoniku-
san választják el, akkor a g1g2gig\g/<.1g/:] és a hjtji.ji'xh'2lt'z sugarak-
nak 36 
metszőpontja hatával az αχα2α3 összekötő síkja hatával az 
y\y.'2y.'z síkokban és hatával a 
β1β2β3β/1β'2β'8 síkokban fekszik 
és az első hat sík egy ρ 
egyenesen, a másik hat sík 

AxA2A3A/xA/2A/3 pontokon és 
a ΒΧΒ2ΒΖΒ'ΧΒ\Β'Ζ pontokon 
megy keresztül és az első hat 
pont egy q egyenesen, a másik 



pedig egy q egyenesen megy 
keresztül. Ε két egyenes polá-
rispár a felvett sugarakat tartó 
]TW hyperboloidra vonatkozó-
lag. Ugy az első, mint a másik 
hat sík három párra, α ^ , α2α'2, 
α3χ'3 és β ^ , β2β'3, ^S'g-re bont-
ható, melyek maguk kapcsolt 
polárissíkok, míg azoknak a q-n, 
illetve a p-n fekvő ALA\,A2A

/
2, 

A,A', é s BXB\,B2B'2,B3B'3 pó-

lusai, kapcsolt pólusok az FW. 
re vonatkozólag. Ugy az egyik, 
mint a másik hat sík két társ-
hármasra, «χα2α3, α^α^α^-ra és 
βΑββ» P'íPV^V**» a z a z oly hár-
masokra bontható, hogy bár-
melyik hármasnak két-két 
síkja a harmadikat a másik hár-
masnak egy síkjától harmoni-
kusan választja el." 

hat pont pedig egy ρ egyenesen 
van. Ε két egyenes polárispár 
a felvett sugarakat tartó F ( 2 ) 

hyperboloidra vonatkozólag. 
Ugy az első, mint a másik hat 
pont három párra AXA\YA2A'2, 
A?A\ é s ΒΧΒ\,Β2Β'2,Β3Β'3·ra 

bontható, melyek maguk kap-
csolt pólusok, míg azoknak a 
p-n, illetve a q-n keresztül menő 
α ΐ α ι,«2α 2»α3α 3 és β^ ,β-ΡΛβ >•3 β'3 

polárissíkjai kapcsoltak a jp^-re 
vonatkozólag. Ugy az egyik, 
mint a másik hat pont két társ-
hármasra AXA2A3, A\A\A\~ra. 

és ΒΧΒ2ΒΆ, B\B'2B\-ra, azaz 
oly hármasokra bontható, hogy 
bármelyik hármasnak két-két 
pontja a harmadikat a másik 
hármasnak egy pontjától har-
monikusan választja el/' 

4. Tekintsük az előbbi gtg2g3 és hxh2h3 sugarakat az és az 7(3) 

köbös involuczió sugárhármasainak * és jelöljük ezeknek hármas-
sugarait gjgk és hjhtrval. A (gyfc,), (^Λ), (g/A*), (gjjij) pontok egy 
tetraedernek szögpontjai; ennek két szemben fekvő élpárja a gjgk, 
hjhk, a harmadik pedig a már talált 

Ρ — (gjhj){gA) q — {gjh){gkhj) 

egyenespár, mely az P3), 7(3) köbös involuczióknak gig'i és hjh'í kap-
csolt sugarait harmonikusan választja el. 

Ha az IW és 7(|>-ban a (£3£2<íf3) és (hxh2h3) sugárhármasokat 
változtatjuk, akkor ezzel a egyenespár nem változik. De változni 
fognak azok az αχα2α35 α^α^α^ és β χβ 2β 3 , β ' ι β ^ β ^ társsíkhármasok, 
melyekben az nek társsugárhármasai az /®-nak társsugárhár-
masait metszik. Ezek az új síkhármaspárok szintén a j?, illetve a q 
egyeneseken mennek keresztül és a ρ és q síksorban és 7(3) kö-
bös involucziókat képeznek, míg e síkhármasoknak változó pólusai, 
a változó AXA2A3, A'XA'2A'3 BXB2B3, B\B'2B'3 ponthármasok, a q, 
illetve ρ egyeneseken az 7(3>, 7(3) köbös involuczióknak ponthár-
masai lesznek. 



Az F£>, ϊl3> köbös síkinvoluczióknak hármassíkpárjai egymást 
a gjgkhjhk négyszög oldalaiban metszik, melynek szemben fekvő 
szögpontjai az j(3), 2(3' köbös pontinvoluczióknak hármaspontjai. 

Ugy az I(3)-nek, mint az 7(3)-nak σο1 társsugárhármasa van. 
Amazok ezeket oly 36 pontban metszik, melyek hatával az 
I f és az Ϊ&) involucziók társsíkhármasaiban feküsznek. Egy köbös 
involucziónak azonban csak σο1 társhármasa van, ezért kell, hogy 
az 7(3) és az minden társsíkhármasában az Fs) és az J(3)-nak oc1 

V I & li 
társsugárhármasa messe egymást. 

Ehhez képest: 
„Ha az I(3) és az I t y két köbös-involucziós sugársereg az F{2> 

hyperboloidon van, akkor 
az F^-nek minden társsugár-
hármasa az 7'jp-nak minden 
társsugárhármasát 36 pont-
ban metszi, melyek hatával 
egy ρ síksornak és hatával egy 
q síksornak hat-hat síkjában 
vannak. Ε síkhatosok a ρ és q 
síksorban egy P3) és egy 
köbös involucziónak társsík-
hármasait képezik úgy, hogy 
e társsíkhármasok mindeniké-
ben az 7(3)-nek oo1 társsugár-
hármasa metszi az I®-nak oc1 

társsugárhármasát. 
A pq egyenespár, mely az 

I{3J és az F6J involucziók hár-g h 
massugarainak négy metsző-
pontján megy keresztül, polá-
rispár, az Fp és 2®> involu-
czióknak társsíkjai pedig kap-
csolt polárissíkok az _F(2)-re 
vonatkozólag." 

az i l3 ,-nak minden társsugár-
hármasát az i(3)-nak minden 
társsugárhármasával 36 sík ál-
tal lehet összekötni, mely síkok 
hatával egy ρ egyenesnek és 
hatával egy q egyenesnek hat-
hat pontjában találkoznak. Ε 
ponthatosok a ρ és q pontsor-
ban egy Í ,3) és egy F6q> köbös in-
volucziónak társponthármasait 
képezik úgy, hogy e társpont-
hármasok mindenikén oc^-szer 
megy oly hatszorhat sík keresz-
tül, mely az i ,3)-nek társsugár-
hármasait az 7(3)-nak társsugár-
hármasaival összeköti. 

A pq egyenespár, mely-
ben az Pz) és az I(3) involucziók 

s « 
sugárhármasait összekötő síkok 
egymást metszik, polárispár, az 
Pp és 7(3) involuczióknak kap-
csolt pontjai pedig kapcsolt pó-
lusok az F^-re vonatkozólag." 

δ. *) Említettük volt, hogy az F(2) hyperboloid sugárseregeiben 
levő Pj) és J(3) köbös involucziók társsugarai az .F^-nek egy pq 
polárispárjától harmonikusan vannak elválasztva. Ebből az követ-
kezik, hogy a gxg'iPq, g2g</pq és g3g3'pq sugárnégyesek egy 

*) Ε §-nak 5. és 6. pontja az első olvasáskor kihagyható. 



H2(2) és HS-) hyperboloid egyik sugárseregében; és az i(3)-nak hjhk 
hármassugarai, melyek amazokat metszik, a másik sugárseregben 
vannak úgy, hogy a három hyperboloid a pqhjhk négyszögön megy 
keresztül. Ha a gxg2gz, g\g\g\ társsugárhármasokat változtatjuk 
az köbös involuczióban, akkor változni fognak a H ^ H ^ H z & ) 
hyperboloid hármasok is, melyek a pqhjhk négyszögön és t®-nek 
változó társsugarain mennek keresztül. Ezek a hyperboloid hárma-
sok egy köbös involucziós sort képeznek abban a [pqhjhk] == [//(2>] 
hyperboloid sorban, melynek elemei a pqhjhk négyszögön mennek 
keresztül. Ép így képezhetünk egy [pqgjgk] = [G (2)] hyperboloidsorl 
és ebben egy 7^ köbös involucziót. Ennek változó G^G^G^ 
hyperboloidhármasai a pq-η és az I^-nekgjgk hármassugarain, tehát 
a pqgjgk négyszögön, és az 7(3)-ban változó hjijt^, h\h\hJz társ-
hármasok hih'i társsugarain mennek keresztül. 

Az 7^-nak 77/2)77/2>773(2) hyperboloid-hármasait metszeni fog-
juk az nek G^G^G^ hyperboloid hármasaival. 

A GI(:2) és 77/2) hyperboloidokon, leszármaztatások folytán, rajta 
feküsznek a következő sugarak : 

&i(2) =pqgigW ι ^2(2) = pqgjgkhzh's 
T7/2) = pqhjhkg-tg'-i 772<2> = s . p q k j k ^ = pqhjhkgzg'9 

Ebből látható, hogy az első hyperboloid sornak, [Cr(2)]-nek, min-
den hyperboloidja a második hyperboloidsornak, [77®]-nek, minden 
hyperboloidját a pq egyenespáron metszi, mely már az előbbiekben 
ismert pont- és síkpároknak összekötő egyenese, illetve metsző-
vonala. 

így, a 6r/2> és HjW egymást apq-on kívül az l j \ egyenespárban 
metszi, hol a {gxh^)(g\h\) pontpárnak összekötő egyenese és egy-
szersmind a [gxh'iWg'Ji^ síkpárnak metszővonala. Mint az előbbi 
táblázatokból látható, ama pontpár az α1β1 síkokban van, a síkpár 
pedig az A\B\ pontokon megy keresztül; tehát 

h = (gJh)(g\K) = felWA] ~ α ι? ι = A ^ ' l . 
S (gxh\)(g\\) = [ j f A M ^ ] = α'χβ'ι = A # r 

A következő táblázatba fel van írva mind a kilencz egyenes-
pár, melyben a 6r/2) HP* hyperboloidpárok a pq egyenespáron kívül 
egymást metszik: 

a (2) π ® 5 — (gM(g\K) = y.A = A\B\ 
1 1 K i = (gih'MA) s a'jPi - Λ ^ ι 
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α (2)/τ (2) ί hΞ(gAXg'Ai)=Ah = 
1 2 = (g'A)(gA,) = «',β',=ΛΑ 

Λ (2)77 (2) J (gA'Kg'Al) = «.β* Ξ vl'3Z>"2 1 " = = 

c (2)77 (2)5 = (gA)(g'A2) == α3β3 = Α'3Β'3 
2 1 Κ ι == ( g A A A h ) = α'3β'3 = ^ Α 

( 2 ) 7 7 ( 2 ) α χ β 8 
2 2 s (gA^A) « «'ιβ'· « Α,β, 

α (2)77 (2) J W3 = (gAXg'zK) = α2βΐ = ^ ^ 
2 3 Κ8 = (gAzXg'A) = «Ά' = ΑΑ 

α mn (2) ί — & h *)(g'As) = =ά.2Β'2 3 1 

Q&)UV)S n*=(gA)(g'As)^ «Α 
' ί <*'2 Ξ (gA*)(g'A) Ξ α'3β'χ -

«Α —Λ\Β', 
' ' ( = (g3h>3){g'3h3) α'χβ'3 ΞΕ 

Ebből látható, hogy a 

£ ( 2 ) - n e k Í W s ' \A\A'2A',.B\B',B'2 

f Y A ^A A, A A A, μιΑ2Α3,Β1Β,Β2 

a (2) K * v « 8 - ( w 2 > β 3 β 2 Ρ ι | U\a\A'2,B'zB\B\ § 
2 " \m\m'2m', £ ^AA.AAAr | (Α,Α,Α,, Β,Β,ΒL 

f< (2) * ) W i , β2βιβ3 I \Α'2Ά.,Α\,Β'2Β\ L·', I 
3 " ; AA^\AAA, ζ (Α,α,α,,β,β,β, ι 

# (2) 3 h a 3 a 2 . W 2 I L , B\ B',B'2 I 
1 " \ι\™Άι l ΑΑΑ,ΑΑΑΛ μ,Α,Α,Β,Β,Β, § 

Ρ § ο* 
il2m2n2 ~ ία2α1α3 , β3β2β, £ μ • J / 8 ? Β'3Β'2Β\ & 

\1'%™>'2 : ««'ι»'® ,β ίβ'.Ρ'ι * { 4 Λ 4 . , Β,Β,Β, I 

Η (2) ί («3*2*1 , β2βΐβ3 $Α'·Α'2Α\ ,Β'2Β\ Β\ 
3 " Υ,ΑΑ, !,β',β'χΡ'. \ΑΑΑ, Β2Β,Β3 

Minthogy a (τ/2) hyperboloidnak ( W s ) , {1\1'21'·λ) sugárhármasai 
a /j-ből az (αχα2α3), (α^α^α^) társsíkhármasokkal és a #-ből a (β1β3β2), 

7/2(2) 



(β^β'ββ'*) társsíkhármasokkal pojicziáltatnak, és hasonlókép a q·t és 
a p-t az {A\A\A',\ ( - 4 A A ) , illetve a {B\B',B\) {BXBZB2) társ-
ponthármasokban metszik, maguk az (lj2h)/ O'J 'J 's) sugárhárma-
sok a Ĝ W hyperboloid egyik sugárseregében levő köbös involu-
cziónak társsugárhármasai. De merte sugárhármasok a H^UI^) 
H.S2> hyperboloidhármasoknak metszései a G^-vel , azért arra lehet 
következtetni, hogy a G ^ G ^ G J * , fí^lj^Ilf) hyperboloidhár-
masok bármelyike a másiknak minden hypeboloidját egy köbös 
involucziónak egy társsugárhármasában metszi. 

Ennélfogva: 
„Az FW hyperboloid két sugárseregében levő I(3J, Ff köbös in-

voluczióknak gjgk, hjhk képzetes hármassugarai egy tetraedernek 
szemben fekvő élpárjai, melynek harmadik élpárja pq valós. 

Azok a hyperboloidhármasok, melyek az 7(3) társhármasainak 
társsugarain és apqhihk négyszögön mennek keresztül egy köbös 
involucziót képeznek a [pqhjhk] = [HW] hyperboloidsorban, és azok 
a hyperboloidhármasok, melyek az F f társhármasainak társsuga-
rain és a pqgjgk négyszögön^mennek keresztül egy köbös involu-
cziót képeznek a ( p q g j g k ) Ξ [6r(2)] hyperboloidsorban. 

Az W involuczió hyperboloidhármasai a [/f^j sor minden 
hyperboloidját a pq-η kivül egy-egy köbös sugárinvoluczióban met-
szik, melyeknek hármassugarai a hjhk. Ezt a oo1 sugárínvolucziót a 
ρ és q-ból az illetve az i ( 3 ) síkinvolucziók projicziálják, és a ρ 
és q egyenesek az illetve Ϊ pontinvolucziókban metszik. 

Hasonlóképen az involuczió hyperboloidhármasai a [G{2)) 
sor minden hyperboloidját a pq-η kívül egy-egy köbös sugárinvolu-
czióban metszik, melyeknek hármassugarai a gjgk, és ezt a oo1 

sugárínvolucziót a ρ és a #-ból ugyancsak az és 1 s í k i n v o l u -
cziók projicziálják, és a ρ és q egyenesek ugyanazokban az és 
i<®> pontinvolucziókban metszik." 

Ε tételt még kiegészíthetjük a következőkkel: 
A gjgkhjhk négyszögön keresztül menő hyperboloidok egy 

[£^7^ f e ] = [jF(2)]hyperboloidsort képeznek. Az l f ) és az 1 $ köbös 
involucziók hyperboloidhármasai az FW sornak minden hyper-
boloidját, ennek egyik és másik sugárseregében levő köbös sugár-
involuczió társsugárhármasaiban metszik, és ezeknek az Fi®*-η levő 
involuczióknak hármassugarai szintén a hjhk, illetve a gjgk. 

Az [FW] sor hyperboloidjai szintén egybefoglalhatok hármasá-
val akkép, hogy azok eg}' Ι ψ köbös involucziót képezzenek, mely-
nek hyperboloidhármasai a | 6r(2)] és a [7í(2)] sornak hyperboloidjait 
oly köbös-involucziós sugárseregek társsugaraiban messék, hogy 
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ezeknek hármassugarai a pq valós egyenesek legyenek. De mint-
hogy ezeknek a köbös-involucziós sugárseregeknek hármassugarai 
valósak, azért azok sugárhármasainak csak egyik sugara valós, a 
másik kettő képzetes. Ebből látható, hogy az Ιψ köbös involuczió 
hyperboloidhármasainak csak egy hyperboloidja valós, a másik kettő 
mindig képzetes. 

6. Messe a χ sík az F ^ hyperboloidot a kúpszeletben és az 
F(2)-ön levő sugárseregekben az és F f sugárinvolucziók gxg%gS) 

g\g\2g\ és h\h\h\ társsugárhármasait a &(2>-n fekvő /χ(3) és 
1aW pontinvolucziók GxG9GZy G'XG\G\ és HXH2H,, H'XH\H\ társ-
ponthármasaiban. 

A 
Gx II.. G., Sx G?H2 GxH2G2HxG3Hz 

Gx H2 Hs 6r3 Hx Gx Hx G2 II?i G?> II2 

Gx Hx 6Γ2 Ή2 G?) II, Gx H, Gc> IJ2 G, Hx 

G\II, G '2IIX G\ ü2 G\ II^G'^ IT1G' ,11, 
G\ ΙΙλ G\, H<5 G'z IIÍ G'x IIX G' 2H, G'3 £T2 

G' j Hx G' 2 H2 G ',II, G \ II, G '2 H> G', Hx 

Pascalhatszögek szögpontjai az η fekvő 

gAgAgzh gAjAgsh 
gJh&A&A ζΑ&ΑέΑ 
gAgA&A gAgAáA 

g'Ag'Ag'A g'Ag'Ag'A 
g'Aig'Ag'A g'Ag'Ag'A 
g'Ag'Ag'A g'Ag'Ag'A 

hatszögek oldalainak metszőpontjai a - síkkal. Ezekben a szemben 
fekvő lapoknak metszővonalai az 

Ϊ κ y β fi fi rí' n' rí' A' fi' Q< 
ι 1 γ2γ3 α 1 α 2 α 3 Ρ í r 3 

síkokban vannak (mert pl. az első hatszögben a [gA\ 
[gA^ [gA)[gA\ lapoknak metszővonalai az <xx síkban vannak), míg 
ama Pascalhatszögek szemben fekvő oldalainak metszőpontjai azok-
ban a Pascalegyenesekben 

axa.2a3 bxb.2b, a\a\a\ b'xb\b\ 

-ban vannak, melyekben a π sík az <xxx2<xs, β 1β2β3 , a.'x<x.\<x.'z, β^β^β^ 

síkokat metszi. 
Az α.'χΊ\οι\ és a β'ιβ^β^ síkok a illetve a q 

egyenesen mennek keresztül, tehát az axa2a„ a'xa\a\ és a bxb.2b„ 



b\b'2b'3,Pascalegyenesek azokban aPQSteiner-ellenpontpárban talál-
koznak, melyekben a π sík a p, q egyeneseket metszi. 

A pq egyenespár polárispár az F^-re vonatkozólag, tehát a 
PQ Steiner-ellenpontpár kapcsolt póluspárja a &í2) kúpszeletnek. 
Minthogy az a^Oj, és a β ^ ^ , β'χβ^β^ síkhármasok két-két 
síkja a harmadikat a másik hármasnak egy síkjától harmonikusan 
választja el, azért az axa2a3, a\a\a\ és a bxb2b$, b\b'2b'3 Pascal-
egyenesek is oly hármasok, melyeknek két-két egyenese a har-
madikat a másik hármasnak egy egyenesétől harmonikusan vá-
lasztja el. 

Ha a gxg2g3, sugárhármasokat változtatjuk az P3 ) és P|} 

sugárinvolucziókban, akkor ezzel az ν.χν.2χ3, síkok is változ-
nak az P3) , síkinvolucziókban, továbbá a GXG2G3, H1H2H3 pont-
hármasok változnak a k® kúpszeleten levő IX(S\ 72(3) pontinvolu-
cziókban és az axa2a3, bxb2b3 Pascalegyenes hármasok változnak 
azokban az Pp, sugárinvolucziókban, melyekben a - sík az 1(J> 
és P3)-t metszi. Ezért: ι 

„Ha Ix ® , /2w két köbös-involucziós pontsor a kúpszele-
ten, akkor az egyiknek bármely ponthármasa, a másiknak bármely 
ponthármasával együtt hat oly Pascalhatszögnek szemben fekvő 
szögpontja, melyeknek Pascalegyenesei egymást hármasával egy 
PQ Steiner-ellenpontpárban metszik. Az összes ily módon származ-
tatható Pascalegyenes-hármasok e g y Pp és egy köbös-involu-
cziót képeznek a Pé sQ sugársorokban. Az//3), /2(B) egyikének egy 
társhármasából és a másiknak egy hármasából leszármaztatott Pas-
calegyenes-hármasok szintén társhármasok az Ιψ és P(f-ban." *) 

24. §. A kollineáczió különös esetei és elfajulása. 

1. Két síkmezőt, a u. és |/.ret, akkép lehet egymásra kollinear 
vonatkoztatni, hogy a mezőknek e és ex végtelen távol fekvő egye-
nesei megfelelők legyenek. A kollinear vonatkozás e különös esetét 
affinitásnak, vagy affin vonatkozásnak, a megfelelő mezőket és alak-
zatokat affin mezőknek és affin alakzatoknak nevezzük. 

Minthogy az affin mezők minden megfelelő eg}renespárján, pl. 
az a és ax-en, a végtelen távol fekvő (aé), (<axex) pontok megfelelők, 

*) Ennek részletesebb kifejtése szerzőnek „A köbös involutióról" (Orvos-
Természettudományi Értesítő 1898. évi XX. kötet; Kolozsvár) irt értekezése 25. 
pontjában olvasható. 



azért egyrészt párhuzamos egyeneseknek az egyik mezőben, párhu-
zamos egyenesek felelnek meg a vele a f f i n mezőben, tehát paralle-
logrammáknak parallelogrammák, másrészt az a f f i n mezők meg-
felelő egyenesein a megfelelő pontsorok hasonlóan projektivek. 
Ε két tulajdonságból következik, hogy párhuzamos vonaldarabok-
nak viszonya az egyik mezőben egyenlő az ezeknek megfelelő pár-
huzamos vonaldaraboknak viszonyával a másik mezőben. Ebből 
folyólag kimutatható, hogy az affin mezőkben bármily két megfelelő 
zárt idom területének viszonya állandó. 

Vegyünk fel (REYE-vel) az egyik mezőben (43. ábra) két paralle-
logrammát ABCD és EFGH-t, melynek a másik mezőben az 

és EXFXGXHX parallelogrammák felelnek meg. Az AB, DC 
párhuzamosokat messe az FF egyenes az IJpontokban, az FF-fel 
párhuzamos GR az LK pontokban; az IJKL parallelogrammának 
megfelel az ugyanez úton szerkesztett IXJXKXLX parallelogramma. 
Ha most a három megfelelő parallelogramma-pár területét össze-
hasonlítjuk, nyerjük: 

ABCD: IJKL =--DG:IL = DxCx: IXLX = AxBx GXDX: IXJXKXLX 

IJKL: EFGII=- IJ:EF= IXJX : EXFX = IXJXKXLX: XEXFX GXHX 

miből összeszorzás által következik: 

ABCD: EFGII= AXBXCXDX: EXFXGXHX. 

A parallelogrammákat az átlók két egyenlő háromszögre oszt-
ják, tehát az ABC, EFG háromszögek területei is ugyanoly viszonv-

/ 
ÍB 

43. ábra. 



ban vannak, mint a megfelelő AXBXGX, EXFXGX háromszögek terü-
letei, s minthogy minden zárt idomot vagy egész pontosan, vagy 
tetszésszerinti megközelítéssel háromszögek Összegének tekinthe-
tünk, azért általában : affin mezőkben két idom területének viszonya 
megegyezik a megfelelő idomok területeinek viszonyával. Ezt még 
ekképen is kifejezhetjük : a f f i n mezőkben a megfelelő idomok terü-
leteinek viszonya állandó. 

Ha két mezőt, a α és ax-et, affin vonatkozásba akarunk hozni, 
akkor az ABC háromszögnek a α-ben, a megfelelő AXBXCX három-
szögét a a r ben tetszésszerint vehetjük fel, mert az ABC háromszög 
oldalai és síkjának végtelen távol fekvő e egyenese egy négyoldalt 
határoz meg, melynek a másik mezőben az AXBXCX háromszögtől és 
a sík ex végtelen távol fekvő egyenesétől képezett négyoldal felel 
meg; két megfelelő négy-
oldal pedig megállapítja 
a kollinear vonatkozást. 
Ha az ABC, AXBXCX há-
romszögeknek területeit 
egyenlőknek vesszük 
fel, akkor ezekben az 
affin mezőkben a meg-
felelő területek mind 
egyenlők lesznek? 

2. Minthogy két 
affin mező megfelelő 
egyenesein a megfelelő 
pontsorok hasonlóan projektivek, felmerül az a kérdés, hogy van-
nak-e ezek között egyenlően projektív pontsorok is ? Ehhez csak 
egyenlő megfelelő vonaldarabok szükségesek, mert ha az AB, AXBX 

megfelelő vonaldarabok egyenlők, akkor nemcsak az AD, AXDX 

egyeneseken, hanem az ezekkel párhuzamos egyeneseken is a meg-
felelő pontsorok egyenlően projektivek lesznek. Ha a α és o, mezők 
affinitását az ABC, AXBXCX megfelelő háromszögek határozzák meg, 
ügy megfelelő egyenlő vonaldarabokat találunk e mezőkben, ha a 
BC, BXCX megfelelő egyeneseken van oly két megfelelő pont D és DX> 

mely az A és AX pontokból egyenlő távolságra is van, azaz ha 

BD: DG — BXDX: DXCX és AD = AXDX. 

Helyezzük a két háromszöget úgy egymáshoz (44. ábra), hogy 
az A pont az A-gyei egybeessék és a BC oldal a BXCX oldalhoz 
párhuzamos legyen (a mi négy félekép lehetséges). A BBX, CCX egye-

44. ábra. 



nesek metszőpontját M-mel jelölvén, írjuk az AM átmérő fölé a k(2> 
kört. A k(2) kör azt a g egyenest, mely a | BC, BXCX | párhuzamos 
szalag s z é l e s s é g é t felezi az F, G pontokban, az MF és MG pedig a 
BC, BXCX egyeneseket a megfelelő Β, Dx illetve az Ε, Ex pontok-
ban akkép metszi, hogy 

BB : DG= BXDX: DXCX és AD = AXDX 

BE: EC — BXEX: ^ C , és 

Az y. mezőben tehát az A ponton két egyenes AD = s és 
A E = t vezethető keresztül, melynek a mezőben oly két egyenes 
AXDX = sx és ΑχΈχ = tx felel meg, hogy az affinitás folytán az 5, sx 

és t, tx megfelelő egyeneseken levő pontsorok egyenlően projektivek. 
Ugyanígy egyenlően projektív pontsorok tartói lesznek a mezők 
bármily megfelelő pontpárján keresztül vezetett és az s és 5x-gyel, 
valamint a t és ^-gyel párhuzamosan haladó megfelelő egyenesek. 

Tekintetbe véve a 44. ábrát, a k(2) kör a g egyenest 2, 1 vagy 0 
számú valós pontban metszheti, és ez eseteknek megfelelőleg két 
a f f i n mezőben 2, 1 vagy 0 számú o l y párhuzamos sugaru sor van, 
mely sugarakon a megfelelő pontsorok egyenlően projektivek. 

A 44. ábrában az st és sxtx egyenesek hajlásszögeinek felezői, a 
qr és qxrx egyenesek, megfelelők. Ugyanis az ADE háromszögben 
az A szög felezője q, a DE oldalt az AD, A Ε oldalak viszonya sze-
rint osztja ; az AyDyEy háromszögben pedig az Ax szög felezője qx 

osztja a DXEX oldalt az AXDX, AXEX oldalak viszonya szerint. Mint-
hogy e viszonyok egyenlők, azért a qqx szögfelezők és ép így az rrx 

külső szögfelezők megfelelők. 
A qr és qxrx megfelelő egyenespárok azonban derékszögeknek 

szárai, tehát ha a [x és ;j.x mezők affinek, akkor az egyik mezőnek 
bármely pontján o l y derékszögű egyenespár vezethető keresztül, 
melynek a másik mezőben szintén derékszögű egyenespár felel meg. 
Ε megfelelő derékszögek szárai egyenlő szögek alatt hajlanak annak 
a két sugársornak sugaraihoz, melyeken az egyenlően projektív 
pontsorok vannak. 

Affin mezőkben a megfelelő derékszögek akkor is valósak, ha 
az egyenlően projektív pontsorok tartói képzetesek. Ez utóbbiaktól 
függetlenül a megfelelő derékszögeket következőkép szerkeszthet-
jük az A, Ax pontokon keresztül. Annak az orthogonalis sugársor-
nak az egyik mezőben, melynek középpontja az A, megfelel a 
másikban egy elliptikus involucziós sugársor, melynek középpontja 
az Ax pont. Az elliptikus involucziós sugársornak derékszögű társ-
sugárpárja már olyan lesz, melynek az orthogonalis sugársor-



ban, .4-ban, szintén derékszögű társsugárpár felel meg, — és ezek 
lesznek az affin mezőkben az A, AL pontokon keresztül menő meg-
felelő derékszögek szárai. — Ha azonban az elliptikus sugársor maga 
is orthogonalis volna, akkor az affin mezők hasonló mezőkké válnak 
és ezekről alább fogunk szólani. 

Ha BA, AC és ByAy, AyCy két megfelelő vonaldarab a meg-
felelő BAC, ByAyCy derékszögek szárain, úgy a 

·/.= és > = Ac 

viszonyok értékétől függ, hogy vannak-e a mezőkben egyenlő meg-
felelő vonaldarabok, tehát egyenlően projektív pontsorok. Ugyanis 
ha úgy a κ, mint a λ egyidejűleg kisebb vagy nagyobb az 1 -nél, 
akkor nincsen a BC, BXCX egyeneseken oly B, megfelelő pont, 
mely az A, Ax pontoktól egyenlő távolságra volna; ha pedig a -/. 
nagyobb, a λ pedig kisebb volna, mint 1, vagy fordítva, akkor 
a BC, ByCy-en két oly megfelelő pontot lehet találni, hogy 
AD és AXDV egyenlő legyen. Ennélfogva: ha az a f f i n mezők-
ben a megfelelő derékszögek szárain a megfelelő vonaldarabok viszo-
nya κ és λ, akkor a szerint, a mint (1—κ)(1—λ) ~ 0 \ 2,1, illetve 
0 számú o l y irányú egyenesek vannak, melyeken a megfelelő pont-
sorok egyenlően projektivek. Az a f f i n mezőkben a megfelelő zárt 
idomok területeinek viszonya pedig κ . λ, mert a megfelelő ABC, 
AyByC^ derékszögű háromszögek területeinek viszonya AB. A C : 
AXBX. A1C1= κ . λ. 

Ha a α és affin mezőkben két egyenlően projektív pontsort, 
pl. az s és sx egyeneseken levőket úgy egyesítünk, hogy a megfelelő 
pontok egybeessenek, akkor az affin mezők perspektiv helyzetbe jut-
nak és s = sx egyenes a mezők „affinitási tengelye". Ebben a 
helyzetben a mezők megfelelő pontjait összekötő egyenesek az 
„affinitást sugarak", feküdjenek a mezők ugyanegy síkban vagy 
nem, párhuzamosak. A midőn két perspektiv helyzetű affin mező 
ugyanegy síkban van, azt mondjuk róluk, hogy czentrikusan a f f i n 
helyzetűek. Az s és sx megfelelő egyenlően projektív pontsorok egye-
sítésével az affin mezők kétfélekép hozhatók czentrikusan affin 
helyzetbe. 

Két czentrikusan affin mező meg van határozva, ha ismeretes 
az affinitási tengely s és két megfelelő pont A, Av Ugyanis a meg-
felelő egyenesek metszőpontjai az 5 affinitási tengelyen vannak és a 
megfelelő pontok összekötő egyenesei, az aífinitási sugarak, az AA}-
gyel párhuzamosak. Ha az AAV vonaldarab felező pontjában a vonal-



darabra merőleges egyenes az s-et a Τ pontban metszi, akkor az 
AT==t és AxT = tx megfelelő egyeneseken, valamint a t és tx-gye\ 
párhuzamos megfelelő egyeneseken végre az s-sel párhuzamos 
megfelelő egyeneseken a megfelelő pontsorok egyenlően projektivek. 
Az st és sty szögeknek qr és qxrx felezői pedig a két affin rendszerben 
levő megfelelő derékszögek szárai. Ha az AAX megfelelő pontokat 
összekötő egyenes az 5 affinitási tengelyt az As pontban metszi, 
akkor a két affin mezőben a megfelelő zárt idomok területeinek 
viszonya AAS: AXAS. 

Két, tetszésszerint egy síkba fektetett affin mezőnek a végtelen 
távol fekvő e, ex egyenesei egybeesnek; ez az eex tehát az affin 
mezők kettősegyenese. A mezőknek van tehát egy valós kettőspont-
juk, melyet az általános eljárás szerint akkép nyerünk, ha az ab, cd 
két külömböző irányú párhuzamos sugarakat a nekik megfelelő ax, 
bx, illetve cxdx párhuzamos sugarakkal metszük; az aax, bbx pontok-
nak és a ccx, ddx pontoknak összekötő egyenesei egymást az affin 
mezők 0 kettőspontjában metszik. A végtelen távol fekvő e ex kettős 
egyenesen lehet még a mezőknek 2, 1, 0 számú valós kettőspontja, 
és az 0 sugársorban ugyanennyi valós kettősegyenese; ha azon-
ban a mezőknek véges távolban még egy kettőspontjuk volna, akkor 
ennek összekötő egyenese az O-val egy önmagának megfelelő vonal-
darab lenne és így az affin mezők már czentrikusan affin helyzetűek 
lennének. 

3. Affin mezőkben ép úgy, mint a kollinear mezőkben kúpsze-
leteknek ismét kúpszeletek felelnek meg. Ámde az affin mezőkben 
a megfelelő kúpszeleteknek végtelen távol fekvő pontjai egyenlő 
számban valósak, tehát ellipsisnek, parabolának, hyperbolának és ez 
utóbbi asymptótájának megfelel ellipsis (vagy kör), parabola, hyper-
bola és ennek asypmtótája. Ha két ellipsist kW és kxW-őt, vagy egy 
ellipsist és egy kört affin akarunk egymásra vonatkoztatni, akkor az 
egyik ellipsis egy kapcsolt átmérőpárjához, AB, CD-hez, megfelelő-
nek a másik ellipsis egy tetszésszerinti kapcsolt átmérőpárját AXBX, 
CxDx-et választhatjuk. Ugyanis az ABC,AXBXCX háromszögek meg-
határozzák az affinitást; ebben az AB, AXBX átmérők M, Mx felező-
pontjai tehát a DMC, DXMXCX átmérők, és az AB, AXBX pontoknak 
ezekkel párhuzamos érintői megfelelők. Az ABCD parallelogramma 
területének viszonya a kW ellipsis területéhez ugyanaz, mint az 
AxBxCxDx-é a kxW-höz, minthogy azonban a kxW-nek az AXCX, BXDX 

kapcsolt átmérői helyett bármily más kapcsolt átmérőpárt is fel-
vehetünk, azért az AXBXCXDX parallelogrammának és a kxW ellipsis-
nek területi viszonya állandó, vagy más szóval: az ellipsisbe írt 



parallelogrammák, melyeknek átlói az ellipsisnek kapcsolt átmérői 
egyenlő területűek. 

Ha tehát 2a, 2b egy ellipsisnek két tengelye, 2a', 2b' annak 
egy kapcsolt átmérőpárja, melynek hajlásszöge φ, akkor a.b — a'.b'. 
sin<p. Ha továbbá egy az ellipsissel affin körnek radiusa r, akkor e 
körbe írt négyzet területe 2r2, és a kör területe zr2 ugyanoly viszony-
ban van egymáshoz, mint az ellipsis csúcsait összekötő egyenesektől 
alkotott rombusnak területe 2ab, az ellipsis területéhez. Ebből követ-
kezik, hogy az ellipsis területe -.ab. — 

Igen egyszerűen lehet (REYE szerint) az affinitásból folyólag a 
parabola-segmentum területének kiszámítását (mely Archimedestől 
ered) bemutatni. 

Ha a és p A parabolákat affin akarjuk egymásra vonat-
koztatni, akkor ajc(2)-nek AB pontjához és e pontok érintőinek C 
metszőpontjához, a p^2) pa-
rabola két tetszésszerinti 
AXBX pontját és azok érintői-
nek Cx metszőpontját ren-
delhetjük, mely^jBC, Ax BXCX 

háromszögek az affin vonat-
kozást meghatározzák. An-
nak a kúpszeletnek, mely az 
ABC sík végtelen távol fekvő 
e egyenesét és az ABC há-
romszögnek AC, BC oldalait 
az A, Β pontokban érinti 
s mely tehát a pW parabola megfelel egy kúpszelet, mely az A1B1C1 

sík végtelen távol fekvő egyenesét é^-et, és az AXBXCX háromszög 
AXCX, BXCX oldalait az Ax, Bx pontokban érinti, mely tehát a px®> 
parabola. 

Minthogy az affin idomok területei állandó viszonyban van-
nak, azért az (AB) é s C á A ) parabola segmentumoknak és az ABC, 
AXBXCX háromszögnek területi viszonya ugyanaz, a miből követ-
kezik, hogy az ABC háromszög és az (AB) parabola segmentum 
viszonya állandó, mert az AXBX pontokat a px{2) parabolán bárhol 
felvehetjük. Ebből folytatólag következik, hogy egy parabola seg-
mentum területe és a segmentumhoz tartozó ívtől, valamint az ív 
végpontjainak érintőitől bekerített idomnak (arbelos-nak) területe 
állandó viszonyban vannak. Ε viszonyszámot, v-t, kiszámítandó, 
vegyük fel (45. ábra) a p{2) parabola AB ívén a C pontot és jelöljük 
az ABC pontok érintőitől bekerített háromszögnek szögpontjait 



AíB1C1-gye\,az AB segmentum és az ACXB arbelos területeit ( A B ) S 

és (ACxB)a-va\ és a hasonlókép a többiekét. 
Minthogy ν . (ACxB)a = (AB)S, 

v.(ABxC)a = {AC)s, 

v.iBA&a^iBG), 
ABC = (AB)s — (AC)S — (BC)s 

= V . [(ACxB)a - (ABX C)a - [BAxC)a\ 

ABC = v.A1B1C1. 

Ε vonatkozás igaz marad, bárhol vegyük fel a C pontot a para-
bola AB ívén, tehát akkor is, ha a C pont érintője párhuzamos az AB 
húrhoz. Minthogy azonban ebben az esetben az ABC háromszög 
területe kétakkora, mint az AXBXCX háromszögé, tehát általában a ν 
viszonyszám = 2. Ezért: 

A parabolába írt háromszög területe kétakkora, mint a három-
szög szögpontjaiban vont érintőktől bekerített háromszög területe. 

Továbbá: Egy parabolasegmentum területe kétakkora, mint a 
segmentum íve és ez ív végpontjainak érintőitől bekerített idomnak 
területe: vagy e g y parabolasegmentumnak területe két harmada an-
nak a háromszögnek, melyet az ív húrja és az ív végpontjainak érintői 
bekerítenek; vagy végre: ha egy parabola két pontján keresztül 
átmérőket, az egyik ponton keresztül a parabolához érintőt, a mási-
kon keresztül az érintőhöz párhuzamos egyenest húzunk, akkor e 
négy egyenes egy parallelogrammát kerít be, mely a parabola ívétől 
1 : 2 viszony szerint osztatik. 

4. Két affin mezőben, a μ és t^-ben, a végtelen távol fekvő e 
és ex egyeneseken a megfelelő pontsorok egyenlően projektivek is 
lehetnek, a mi abban nyilvánul, hogy bármily két egyenestől képe-
zett szög az egyik mezőben, egyenlő a megfelelő egyenesektől 
képezett szöggel a másikban. Az ily különös affin mezőket és azok-
ban a megfelelő alakzatokat hasonlóknak nevezzük. Hasonló mezők-
ben tehát minden sokszögnek egy hozzá hasonló, minden ellipsisnek 
oly ellipsis felel meg, melynek kapcsolt átmérő rendszere amazéval 
kongruens; minden hyperbolának oly hyperbola felel meg, melynek 
asymptótái abban a részben, melyben a görbe ágai vannak, ugyanoly 
hegyes, tompa vagy derékszöget képez, végre minden körnek és 
parabolának egy tetszésszerinti kör, illetve parabola felel meg. 

A hasonló mezők meghatározására csak két megfelelő pontpár 
AAX, BBX, vagy a mi ugyanaz, két megfelelő vonaldarab AB, AXBX 

szükséges. A két hasonló mezőnek lényegileg három külömböző 
helyzetet adhatunk egy síkban : 



1-ször olyant, hogy a végtelen távol fekvő egyenesen a meg-
felelő pontok mind egyesüljenek, mely esetben a mezők perspektivek, 
vagy mint még mondani szokás, hasonló fekvésnek; 

2-szor olyant, hogy a végtelen távol fekvő kettősegyenesen a 
megfelelő egyenlően projektív pontsorok ugyanegy értelműek legye-
nek, és ekkor a mezőket ugyanegy értelműen hasonlóknak nevez-
zük ; végre 

3-szor olyant, hogy a végtelen távol fekvő kettősegyenesen a 
megfelelő egyenlően projektív pontsorok ellenkező értelműek legye-
nek, tehát egy egyenoldalú hyperbolikus pontsort képezzenek, és 
ekkor a mezőket ellenkező értelműen hasonlóknak nevezzük. 

Az 1-ső esetben a megfelelő pontokat összekötő egyenesek egy 
pontban, a mezők hasonlósági pontjában találkoznak, s e ponton 
keresztül menő egyenesek mind 
megfelelők. 

A 2-ik esetben a mezőknek 
csak egy valós kettőspontjuk van, 
és a végtelen távol fekvő egyenes 
a valós kettősegyenesük. Ε vég-
telen távol fekvő egyenesen a kép-
zetes körpontok, és a valós kettős-
pontból e körpontokhoz vezetett 
képzetes egyenesek a mezők kép-
zetes kettőspontjai és kettősegye-
nesei. Ha AAX és BBX (46. ábra) a 
mezőknek két megfelelő pontja és 
a D az AB, AXBX egyeneseknek 
metszőpontja, akkor az AAXD, BBXD pontokon keresztül menő körök 
egymást másodízben az 0 kettőspontban metszik, mert az ABO, 
AxBxO háromszögek egyértelműen hasonlók. Ha az AAX és BBX 

egyeneseknek metszőpontja a C, akkor az 0 pont az ABC és AXBXG 
háromszögek körül írt köröknek is metszőpontja. Mert minden négy-
oldal oldalai négy háromszögnek oldalai, és e háromszögek körül 
írt körök egymást annak a parabolának gyújtópontjában metszik, 
mely a négyoldal oldalait érinti. Ε négy körre vonatkozó tétel külöm-
ben egészen elemi úton is kimutatható a kör ugyanegy íve fölött 
nyugvó kerületi szögeinek egyenlőségéből. 

A 3-ik esetben, a midőn a mezők ellenkező értelműen hason-
lóak, a végtelen távol fekvő kettősegyenesen a megfelelő egyen-
oldalúan hyperbolikus pontsoroknak PQ kettőspontjai egyszersmind 
a mezők kettőspontjai; és ezen kivül van még a mezőknek véges 
távolban egy Ο kettőspontjuk. 

46. ábra. 



Ha AAY és BBX a mezők két megfelelő ponija, akkor az AB, 
A1B1 egyenes hajlásszögeinek felezőin vannak a végtelen távoli PQ 
kettőspontok. Az AAXPQ és a BBXPQ pontokon keresztülmenő aW 
és bW egyenoldalú hyperbolák, melyeknek átmérői az AALT illetve a 
BB1} és melyek tehát az A, A1: illetve Β, B1 ellenkező értelmű egyen-
lően projektív sugársoroknak képződményei, egymást az AB, ALBÍ 

egyeneseknek C metszőpontján kívül még egy 0 pontban metszik. 
Minthogy OAC — OAXC vagy 180° — ^OA^, és <QOBC = 
^ÖBXCX vagy 180° — < OBXC, azért az ABO, Λ ^ Ο háromszö-
gek ellenkező értelműen hasonlók, és így az Ο pont a mezőknek 

végesben fekvő kettős-
pontja, OQ=pés 0P=q 
azoknak kettősegyenese. 

Az Ο pontot meg-
kaphatjuk a nélkül, hogy 
az a(2> = AAYPQC és a 
K2) = BBYPQC hyperbo-
lákat meg kellene rajzol-
nunk. Ug3'anis (47. ábra) 
ha az AAL és BBX vonal-
daraboknak felezőpontjai, 
tehát az aS-1 és M2) hyper-
boláknak középpontjai A0 

és B0, akkor a C ponton 
keresztül menő és az A0B0 átmérőhöz kapcsolt húr, mindkét 
hyperbolára nézve a CO egyenes. Ε végből csak a C ponton ke-
resztül vezetjük azt az egyenest, mely a CP és CQ egyenesekhez 
ugyanoly szög alatt hajlik, mint az A 0B 0 ; ezen az egyenesen van 
már az 0 pont, az A0B0 egyenestől ép oly távolságra, mint a C. — 

Az ellenkező értelmű hasonló mezők és sokszögek specziali-
sabb helyzetűek az ugyanegy értelműeknél, amennyiben azoknak a 
végtelen távol fekvő kettősegyenesén a megfelelő pontsorok mindig 
involucziósak, emezeknek pedig csak akkor involucziósak, ha a 
megfelelő egyenesek egymásra merőlegesek és ekkor is a mezők-
nek végtelen távol fekvő kettőspontjai a képzetes körpontok lesznek. 

A hasonló mezők végesben fekvő 0 kettőspontjának pedig a 
következő tulajdonsága van : Ha a mezők ugyanegy értelműen ha-
sonlók és az egyik mezőt az Ο körül addig forgatjuk, míg egy, tehát 
valamennyi sugár az 0 sugársorban a megfelelőbe nem jut, akkor a 
forgatott mező a másikkal hasonló fekvésű lesz. Ha pedig a mezők 
ellenkező értelműen hasonlók, akkor az egyik mezőnek tükörképe 

47. ábra. 



bármelyik kettősegyenesre (a p-re, vagy a q-ra) vonatkozólag ha-
sonló fekvésű a másik mezővel és az Ο a hasonlósági pont. 

5. Mikép két kollinear mezőből (223. old.), a α és at-ből, melyek-
nek egyik kettőspontja az 0 és a másik kettőnek összekötő egyenese 
az o, egy új tx2 mezőt lehet leszármaztatni, mely a α mezővel az ο egye-
nesnek egy 0S pontjára és az Ο pontnak egy t sugarára, a (At mező-
vel pedig az ο egyenesnek egy másik pontjára, Ol-re, az 0 pontnak 
pedig egy sugarára, mint kollineaczió-középpontra, illetve kolli-
neaczió - tengelyre 
perspektiv: a és 

zólag perspektiv. 
Ha a υ. és ^ hasonló mezőkben két megfelelő zárt sokszögnek 

területe Δ és Δχ, és a belőlük leszármazott sokszögnek területe Δ2, 
úgy a Δ2 a Δ és Δ-,-ből és a sokszögek kölcsönös helyzetét jellemző 
állandókból meghatározható. 

Vegyük fel először, hogy a ιλ és 14 hasonló mezőkben az 
ABC..., AyByCy... megfelelő sokszögek ugyanegy értelműek és mes-
sük az első sokszögnek szögpontjain keresztül menő és egy os egye-
nessel párhuzamos egyeneseket a második sokszög megfelelő szög-
pontjain keresztül menő és egy οι egyenessel párhuzamos egyenesek-
kel ; e metszőpontok a a2 mező A 2B 2C 2 . . . sokszögének szögpontjai. 

Az OAAt háromszög körül írt k(2) kör (48. ábra) az A ponton 
keresztül menő os egyenest még egyszer a Bt pontban és az Av 

ponton keresztül menő ot egyenest az Ε pontban metszi. Az 
ODx ξ sx egyenes a u2 mezőknek és az OE = t egyenes a u.u2 

mezőknek affinitási tengelye. 
Ogyanis az OA1Dí háromszögnek megfelel a α mezőben egy 

ehhez hasonló OAD háromszög, melynek az vl-nál levő szöge az 

tAj hasonló mezők-
ből is lehet egy 
oly ;χ2 mezőt le-
származtatni, mely 
amazokkal a vég-
telen távol fekvő 
kettős-egyenesnek 
egy Os és egy O' 
pontjára, és az Ο 
kettőspontnak egy 
t és egy suga-
rára mint affinitási 
tengelyre vonatko- 48. ábra. 



OADx-nek kiegészítő szöge, tehát a D pont a DXA egyenesben van ; 
ezért az ODx = sx és az OD=s egyeneseknek megfelelő pontjai az 
os-sel párhuzamos sugarakkal egymásba projicziáltatnak, s így sx a 
[Λ1(α2 mezők affinitási tengelye. Hasonlókép az OAE háromszögnek 
megfelel a ^-ben az OAxEx háromszög, melynek Ax-né\ levő szöge 
az OAxE-nek kiegészítő szöge, tehát az Ex pont az EAX egyenesen 
van, és az OE=t , OEy==tx egyeneseknek megfelelő pontjai az 
ο -vei párhuzamos sugarakkal egymásba projicziáltatnak. A t egye-
nes tehát a ua2 mezőknek affinitási tengelye. 

Ha 
AOAx = φ, (osOt) = ψ, OEA = ODxA = a, OEAx = ODXAX = a, 

(AA2, OE) = A\ (AXA2, 0DX) = A\, 

akkor az A2EAl, AEAt és az A,DXAXS, AXDXAxs háromszögekből 

következik: 

λ a / r . S m αΐ A 4 A t τ- Sm * 
sm ψ sm (φ — ψ) 

tehát 
sin ψ ' i - i sin ^φ — ψ^ 

Α., A* A2Axs sin- (φ — ψ) sin2 (© — [o.so/]) 
AA1 AXA xs sin2 ψ sin2 (osot) 

Az A2B2C..., ABC. . . és az A2B2C2..AXBXCX... sokszögek 
Δ2, Δ és Δ2, Δχ területeink viszonya Aá ' , illetve A2AXS:AX Axs, 
ennélfogva mondhatjuk: 

Ha két sokszög ugyanegy értelműen hasonló, tehát az első sok-
szög Φ szöggel e g y pont körül forgatva a másodikkal hasonló fek-
vésbe hozható és ha az első sokszögnek szögpontjain keresztül e g y 
os sugárral párhuzamosan menő sugarakat, a másodiknak meg-
felelő szögpontjain keresztül e g y ot sugárral párhuzamosan menő 
sugarakkal metszszük, akkor e metszőpontok e g y harmadik sokszög • 
nek szögpontjai lesznek. Ha az első, második és harmadik sokszögnek 
területe Δ, Δχ, Δ2, ú g y 

Λ 2==ΛΛ sin* (φ— [osQt])^ 
2 1 sin2 (osot) 

Ha az első sokszögnek szögpontjain keresztül az ot sugárral 
párhuzamosan menő sugarakat, a második sokszögnek megfelelő 
szögpontjain keresztül az os-sel párhuzamosan menő sugarakkal 



metszszük, úgy a metszőpontok egy új Δ3 sokszögnek szögpontjai 
lesznek. Ha ennek területe Δ3, akkor 

A 2 = r A A . sm2 (φ — [OjOs]) = A A sin2 ( φ - f [05Q/]) 
1 sin2 (0/0s) J' sin2 (osot) 

Δ2 és Δ3 általában nem egyenlő, de egyenlő lesz, ha φ = 0, 
tehát az eredeti sokszögek hasonló fekvésűek, vagy ha 9 = 90°; 

továbbá ha (osoí) = 0, tehát Δ2 és Δ3 végtelen nagy, vagy ha 
(oso() = 90°. — Ha φ = (osot) = 90°, akkor Δ2 = Δ3 = 0. 

6. Térjünk ezután az ellenkező értelmű hasonló mezőkhöz és 
használjuk a sokszögek szögpontjainak, területeinek, a mezők ket-
tőspontjának az os, ot sugarak jelölésére· ugyanazokat a betűket, 
mint előbb és nevezzük e mezőknek végesben fekvő valós kettős-
egyeneseit ρ és g-nak. 

Az 0AAx háromszög körül írt a(2) egyenoldalú hyperbola (49. 
ábra), melynek egyik átmérője AAX és asymptótái a p, q-val párhu-
zamosak, az A ponton keresztül az o.s-sel párhuzamosan menő egye-

Klug : Projektív Geometria. 



nest a D, pontban és az YÍt ponton keresztül az o rvel párhuzamo-
san menő egyenest az Ε pontban metszi. 0L)Í = s x aa xa 2 mezőknek 
és OE t a ;zu2 mezőknek affinitási tengelye. 

Ugyanis az OAyBx háromszögnek megfelel a u.-ben egy véle 
hasonló, de ellenkező értelmű Ο AB háromszög, tehát <£ OA1Dí = 
<£ OAD, és mert a D, pont az a® hyperbolán van, azért AB ke-
resztül megy a ponton. Minthogy továbbá az AOAx szög felező-
jéhez, a ρ kettősegyeneshez, egyenlő szög alatt hajló 0DS = st és 
OB = s egyeneseknek DXD megfelelő pontjai az o6.-sel párhuzamos 
sugárral egymásba projicziáltatnak: sx lesz a alta2 mezők affinitási 
tengelye. Ugyanígy bizonyítjuk, hogy az OAE-nek a ux-ben megfelelő 
OA1El háromszög AXEX oldala az o/-vel párhuzamos AXE egyene-
sen van, tehát a p-hez egyenlő szög alatt hajló OE—t, OEx — iy 

egyeneseknek az EEy és valamennyi megfelelő pontja az 0/-vel pár-
huzamos sugarakkal egymásba projicziáltatik, és így a αα2 mezők 
affinitási tengelye a t egyenes. 

Ha 
()EA = a, OEAx = olx, ODíA = % ΟΏχΑα = 

(,osp) = σ, (pot) — τ, (oso,) = c -J- τ = ψ, 
(ADV OE) = A', {ΑΧΕΧ, 0BX) = A 

akkor az A2EAl, AEA1 és az Α9ΒΧΑΧ*, AJ)XAXS háromszögekből 
következik: 

A A, AÍT* sin CL, . . . , s i n α Α,Α1 =AÍE . - — r = . siny ' sin (σ — τ) 

sm ψ 1 1 1 1 sin (τ — τ)' 
ezekből pedig 

/ A,Al A2Als _ sin} {p — τ ) 5ί·Μ ^ sin β 
yiA' sin2 ψ ' 5ÍM α sin βχ ' 

A jobboldalon álló kifejezés második faktora == 1, mert ha az 
a hyperbola p-ve\ párhuzamos asymptólájának végtelen távol 
fekvő pontja a Q, úgy az 

E(AAl0Q)7\Dl (AAxOQ) 

-ból következik, mert <£ AEQ = QEAX és <£ ρ = QDXAX, 
hogy 

sw Α : sin — sin Β : SÍM ΒΧ . 

Ha végre meggondoljuk, hogy az előbbi egyenlet baloldalán 
az első és a második faktor értéke Λ2: Δ, illetve Δ2 : Δχ, továbbá, 



hogy σ — τ = [osp) — (voi) = (osp) -j- (οφ), úgy felírhatjuk a követ-
kező tételt : 

Ha két sokszög ellenkező értelműen hasonló és az elsőnek szög-
pontjain keresztül e g y os sugárral párhuzamosan menő sugarakat, 
a második sokszögnek megfelelő szögpontjain keresztül e g y ot-vel 
párhuzamosan menő sugarakkal metszszük, akkor a metszőpontok 
e g y harmadik sokszögnek szögpontjai. Ha az első és második sok-
szög két megfelelő oldalának egyik szögfelezője a p, és a három 
sokszög területe rendre Δ, Δ ί? Δ2, akkor 

Δ.2 = ΔΔ . s i n% + 
1 ' sin2 (osot) 

Ebből következik, hogy ha az első sokszögnek szögpontjain 
keresztül az o/-vel párhuzamosan menő sugarakat a második sok-
szögnek megfelelő szögpontjain keresztül az os-sel párhuzamosan 
menő sugarakkal metszszük, akkor a metszőpontok egy negyedik 
sokszögnek szögpontjai, melynek \ területe egyenlő a Δ2-νβ1. 

Összehasonlítva az előbbi esettel, azért lesz jelenleg Δ2 mindig 
egyenlő a A3-mal, mert, mint már említettük, az ellenkező értelmű 
hasonló sokszögek speczialisabb helyzetűek, mint az ugyanegy 
értelműek. 

7. Ha a u. és hasonló mezőkben két végesben fekvő meg-
felelő vonaldarab AB, AXBX egyenlő, ha tehát két kollinear mező-
ben nemcsak a két végtelen távol fekvő, hanem két végesben fekvő 
megfelelő egyenesen a megfelelő pontsorok egyenlően projektivek, 
akkor a kollinear mezőket kongruenseknek nevezzük. Ugyanis min-
den ABC háromszög, melynek egyik oldala az AB, kongruens (a 
szögek és az AB, ΑΧΒΧ oldalak egyenlőségénél fogva) a megfelelő 
AA^x-gyel , tehát minden idom, melyet a C pont leír, kongruens a 
neki megfelelő G\ ponttól leírt idommal, és így a α és kongruens 
mezőkben minden megfelelő pontsor egyenlően projektív. 

Két kongruens mezőnek, a α és ^-nek, mely ugyanegy sík-
ban van, következő kölcsönös helyzete lehet: 1. a megfelelő ponto-
kat összekötő egyenesek párhuzamosak, tehát a mezők perspektiv 
helyzetűek, és úgy a kollineaczió-középpont, mint a — tengely vég-
telen távol van. Ekkor az egyik mező a kollineaczió-középpont irá-
nyában bizonyos vonaldarabbal eltolva a másikkal födésbe jut. — 
2.'A kongruens mezők ugyanegy értelműek, de a megfelelő pontokat 
összekötő egyenesek nem párhuzamosak. Ekkor ez utóbbi egyene-
sekre a felező pontokban merőlegesen álló egyenesek egymást a 
mezőknek egyedüli valós kettőspontjában, O-ban, metszik, mely 
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körül az egyik mező egy bizonyos φ szöggel forgatva, a másik me-
zővel födésbe jut. A mezők képzetes kettőspontjai a képzetes kör-
pontok lesznek. — 3. A kongruens mezők ellenkező értelműek, de a 
megfelelő pontoknak összekötő egyenesei párhuzamosak, tehát a 
mezők perspektiv helyzetűek, vagy közelebbről meghatározva invo-
lucziósak. A megfelelő pontok összekötő egyeneseinek felezőpontjai 
ekkor egy ρ egyenesen (az involuczió- vagy symmetria-tengelyen) 
feküsznek, melyre vonatkozólag az egyik mezőnek tükörképe a má-
sikkal födésbe jut. — 4. A kongruens mezők ellenkező értelműek, 
de a megfelelő AAU BBX,... pontoknak összekötő egyenesei nem 
párhuzamosak, a mezők tehát nem perspektivek. De ekkor is azok 
az A0B0,... pontok, melyek a megfelelő AAU BBU... pontoknak 

összekötő egyenesét felezik egy 
egyenesen, a mezők kettős-
egyenesén feküsznek. 

Ugyanis a jj.-nek tükör-
képe az A 0 B 0 ^ p egyenesre 
vonatkozólag egy mező, mely 
a α és a ij^-gyel kongruens. 

Ha a α mező AB egye-
^ nesének tükörképe az A0B0 

50. ábra. =p egyenesre vonatkozólag a 
14 mezőnek At Bx egyenese, 

akkor az AXBX az A 0B<> egyenes irányában párhuzamosan eltolva 
az AxBx-be juts így az egész y-x mező a j^-be kerül. (50. ábra.) 

Minthogy a u. mező pontjait a tükörképeivel összekötő egye-
neseknek felező pontjai az elmozdítás után a ρ egyenesen maradnak 
és a {a, (Aj mezők megfelelő pontjait összekötő egyeneseknek felező-
pontjaiba jutnak, azért utóbbi felezőpontok is a ρ egyenesen feküsz-
nek. A (A, (Ax mezőknek ekkor véges távolságban nincs kettőspont-
juk, hanem a p-nek és az erre merőleges egyenesnek végtelen távol 
fekvő pontja a két kettőspont; a ρ és a végtelen távol fekvő egye-
nes pedig a két kettősegyenes. 

8. A [A és kollinear és konplanar mezőkből új mezőket szer-
keszthetünk. Azok a pontok, melyek a JA, [Αχ mezők megfelelő pont-
párjait azoknak egyik kettősegyenesétől harmonikusan választják 
el, az adottakkal kollinear mezőt, u0-t, képeznek. Ugyanis a [A IAx me-
zők minden megfelelő pontpárjának, pl. az AAy-nek megfelel egy 
A0 pont, mely t. i. az AAt pontpárt a mezők ο kettősegyenesétől 
harmonikusan elválasztja. Ha az A pont a [A-ben a g egyenest, tehát 
az Ax pont a y^-ben a «--nek megfelelő gx egyenest írja le, akkor a 



megfelelő AA1 pontpároknak összekötő egyenesei egy kúpszeletet 
burkolnak, melynek a g, g1 és ο egyenesek is érintői. Ennélfogva 
azok a pontok, melyek a g, gx-en változó A, A.x pontokat az o-tól 
harmonikusan elválasztják, az előbbi kúpszeletnek azon érintőjén 
lesznek, mely a g, gx érintőket az o-tól harmonikusan választja el. 
Minthogy tehát a y. bármely pontjának és e ponton keresztül menő 
egyenesnek a uo-ban egy pont és e ponton keresztül menő egyenes 
felel meg, azért a y. és y.0 mezők kollineárok. A u0 mező származá-
sából következik, hogy a y., yn és y.0 mezők közül bármely kettőnek 
ugyanazon három kettősegyenese és kettőspontja van, mint a két 
első mezőnek. 

Úgy, mikép a u, ax mezők és azoknak ο kettősegyenese segé-
lyével a a0 mezőt nyertük, a többi két kettősegyenest felhasználva, 
hasonló úton két új mezőt lehet leszármaztatni; továbbá a duális 
szerkesztés alapján a három kettőspont segélyével még három me-
zőt találunk, mely az adottakkal szintén kollinear. 

Ugyanis a y., ^ mezők A, At megfelelő sugársorainak kép-
ződménye egy kúpszelet, mely a mezők OPQ kettőspontjain és az 
A, At pontokon megy keresztül; tehát az a g'0 egyenes, mely az 
A, Ax pontokból kisugárzó g, gx megfelelő egyeneseket az 0 ponttól 
harmonikusan elválasztja, ama kúpszeletet egy A'0 állandó pontban 
metszi. A μ, y\ mezőkben tehát az A, A'a pontok és a g, g'0 egye-
nesek megfelelők, és ezért ama mezők kollineárok. Ennélfogva 
mondhatjuk: 

Azok a pontok (egyenesek), melyek a y. és 14 kollinear mezők 
megfelelő pontjait (egyeneseit) a mezők ο kettősegyenesétől (0 kettős-
pontjától) harmonikusan elválasztják, az adottakkal o l y kollinear 
mezőt képeznek, melynek az adott mezőkkel együtt ugyanaz a három 
kettőspontja és kettősegyenese van. 

Ebből következik: 
Két ugyanegy síkban fekvő a f f i n , hasonló, vagy kongruens 

mező megfelelő pontjait összekötő vonaldaraboknak felezőpontjai az 
adottakkal a f f i n mezőt képeznek. 

Ha azonban a hasonló vagy kongruens mezők még ugyanegy 
értelműek is, akkor azok megfelelő pontjait összekötő vonaldarabok-
nak felezőpontjai az adottakkal hasonló mezőt képeznek. 

Hogy e tétel második részét kimutassuk, vegyünk fel a y. me-
zőben két egyenest, gh-t (51. ábra), melyeknek a ua-ben megfelel a 
gxhx, és a föltétel szerint a ggx és hhx szögek egyenlők. Ha a gg\ 
metszőpontja az ABX, és a hhx metszőpontja a CDíy akkor az ABt 

pontnak a g és ^ - en megfelel a B, illetve az Ax pont, míg a CZ)X 

v. . < / Ο , < 'íL 



pontnak a h és hx-éη megfelel a B, illetve a Cx pont. Minthogy 
AB: AXBX = CB : azért az AXAB és G\CZ) háromszögek ha-
sonlók, és így az AXB, CXD oldalak hajlásszöge egyenlő a gh egye-
nesek hajlásszögével. Az A0B0C0B0 pontok felezik az AAX, BBX, 
CCX, BBX vonaldarabokat és ezért A0B0 j| AXB, C0B0 |j CXB; tehát 
az A0Bó=g0 és a C0D0===h0 egyenesek, melyek a \j.0 mezőben a g 
és ah egyeneseknek megfelelnek, a g és A-val egyenlő szöget ké-
peznek és így a α-vel affin a0 mező a α-vel hasonló. 

9. Kollinear mezők azonkívül, hogy különösek, t. i. affinek, 
hasonlók, vagy kongruensek lehetnek, még el is korcsosulhatnak 

jából, mely nincs a 14 síkban a másik mezőnek síkjára és nevez-
zük eprojekcziókat megfelelő elemeknek.» 

A α mező pontjainak és egyeneseinek megfelelnek a 04-ben a 
α 14 síkok ssx metszővonalának pontjai és az sx egyenes; magának 
az Μ pontnak és az Μ sugársor sugarainak megfelel a 14-nek bár-
mely pontja, illetve azok az egyenesek a 14 síkban, melyek ama 
sugársor illető sugarait metszik. Az 31 pont a α-ben singularis pont 
és az sx egyenes a 14-ben singularis egyenes. 

Ha másodszor az Μ pontot a ααχ mezők ssx metszővonalában 
vesszük fel és így az 31 pontot Μx-gyei is jelöljük, akkor a pontok 
és egyenesek megfelelése a két mezőben teljesen symmetrikus. T. i. 
a α mező minden pontjának és minden egyenesének, mely nem 
megy az M-en keresztül, megfelel a [4-ben az Mx pont és az sx 

egyenes ; és a [4 minden pontjának s minden egyenesének, mely nincs 
az Mx sugársorban, megfelel a α-ben az Μ pont, illetve az 5 egye-
nes ; az 31 sugársornak a μ-ben megfelel egy vele projektív Mx 

sugársor a 14-ben. Az Μ pont és a rajta keresztül menő 5 egyenes 
a [Λ-ben, úgyszintén az Mx pont és a rajta keresztül menő sx egyenes 

51. ábra. 

úgy, mikép a projektív 
pont- vagy sugársorok. 
Hogy ez elkorcsosu-
lásokat lássuk, indul-
junk ki a külömböző 
síkban fekvő a, 14 me-
zők perspektiv helyze-
téből. És pedig: proji-
cziáljuk először a α 
és |4 mezők pontjait és 
egyeneseit a p. mező-
nek valamely Μ pont-



a ben, az illető mezők singularis pontja és singularis 
egyenese. 

Mindkét elkorcsosulást a perspektiv helyzettől függetlenül is 
leszármaztathatjuk, ha a mezők kollineacziójának megállapítá-
sára szolgáló U, Ux és V, Vx projektív sugársorokat (20. §. 2. p.) a 
mezőkben vagy különös kölcsönös helyzetben, vagy pedig már 
mint elkorcsosult sorokat vesszük fel. * 

Hogy ezt kimutassuk, tételezzük fel, hogy az U, V sugár-
soroknak UV középpontjai a jx-ben egybeesnek, a vélök projektív 
í/j, Vx sugársoroknak középpontjai a 14 mezőben nem esnek ugyan 
egybe, de abban a különös helyzetben vannak, hogy az UV sugár-
sorok aa', bb', cc',. . . egyesült sugarainak oly axa\, bxb'x, cxc'x,... 
sugarak felelnek meg az Ux, Vx sorokban, melyek egymást egy sx 

egyenesben metszik. 
Ekkor a α mező egy tetszésszerinti A pontjának, mely pl. az 

aa' két egyesült sugáron van s melyet ezek metszőpontjának tekint-
hetünk, megfelel egy Ax pont az sx egyenesen, mely az axa'x suga-
raknak metszőpontja; ellenben az UV pontnak, melyet az U, V 
sugársorok két tetszésszerinti sugara metszőpontjának tekinthe-
tünk, megfelel a 1.4-ben ama két sugárnak metszőpontja, azaz a 
14-nek bármely pontja. Valamely g egyenesnek a α-ben, mely nincs 
az UV sugársorban, megfelel a 14-ben az sx egyenes, mert a g egye-
nes pontjainak megfelelő pontok az Sj-ben vannak; ellenben az UV 
sugársor egy sugarának, pl. az αα'-nak, megfelel a 14-ben az ax, az 
a'x, és minden egyenes, mely az axa'x egyeneseknek metszőpontján 
megy keresztül, mert az aa' egyenesen egy oly UV pont van, mely-
nek a <J.X mező bármely pontja megfelelhet. Az UV lesz tehát a 
y.-nek singularis pontja és az sx a [4-nek singularis egyenese. 

A második elkorcsosulást tárgyalandó, tételezzük fel, hogy az 
UV sugársoroknak középpontjai a jx-ben és az UXVX sugársorok-
nak középpontjai a (/.j-ben egybeesnek. Az UV sugársorok egyesült 
sugarainak, aa', bb', cc\ . . .-nek megfelelnek az Ux Vx-ben az axa'x, 
bxb\, cxc'x... sugarak, melyek nem egyesültek, de mert abc... Λ 
axbxcx... és a'b'c'... Λ a'xb'xc'x..., azért axbxcx... Λ a\b\c'x... Ez 
utóbbi projektív sugársorokat olyanoknak választjuk, hogy azoknak 
csak egy kettőssugaruk, sxs'x legyen, melynek tehát az UV sugár-
sorban egy ss' sugár felel meg. Ez az ss' sugár pedig az Ux Vx su-
gársorok egybeeső sugarainak megfelelő sugaraitól képezett U V 
projektív sugársoroknak szintén egyedüli kettőssugara. 

Ha a a, y.x mezők kollineaczióját ily két pár projektív sugársor 
U/\ Ux és V/\ Vx állapítja meg, akkor a [A mező minden A pontjá-



nak, mely pl. az aa' sugáron van, megfelel a {4-ben az Ux Vx pont, 
mint az ax, a\ sugarak metszőpontja, s viszont a y.x minden pont-
jának, mely egy közös dxd\ sugáron van, megfelel a α-ben a d, d' 
különvált sugarak UV metszőpontja. Továbbá minden g egyenes-
nek a α-ben, mely az ss'-t az UV pontban metszi, megfelel bármely 
az UXV\ ponton keresztül menő egyenes, és olyannak, mely az ss'-et 
nem az UV pontban metszi, megfelel az sx sugár; ugyanez áll 
viszont a 14-re vonatkozólag. Az UV, Ux Vx pontok és az 55', SjS^ 
egyenesek a y., y.x mezők singularis pontjai és egyenesei és ha ezek 
még végtelenbe távoznak, úgy az elkorcsosulások még különösek is 
lesznek. — 

Végezetül megemlítjük, hogy a kollinear mezők különös esetei 
(affinitás, hasonlóság és kongruenczia) közül a sugárnyaláboknál 
csak a kongruenczia van meg, ellenben az elkorcsosult mezőket 
projicziáló sugárnyalábok szintén elkorcsosultak lesznek. 

Két kongruens és konczentrikus kollinear sugárnyalábnak egy 
valós kettőssugara 0, és egy erre merőleges ω kettőssíkja van. Ha 
az aax és bbx sugarak a kongruens nyalábokban megfelelők, akkor 
az aax és bbx sugarak egyik szögének felezőjén keresztül menő és 
az illető [aa,], [bbJ síkra merőleges síkok egymást az ο kettőssugár-
ban metszik. Ha a második nyalábot az ο körül addig forgatjuk, míg 
az ax az a-ba nem jut, akkor a második nyalábnak minden sugara a 
neki megfelelővel egyesül. A két kollinear nyaláb két képzetes ket-
tőssugara, az ω kettőssíknak képzetes körpontjain megy keresztül. 

25. §. Korrelativ mezők és nyalábok. 

1. Tudjuk az előbbiekből, hogy ha két mező korrelativ vonat-
kozású, akkor az egyik mező minden pontjának, egyenesének, pont-
sorának, sugársorának, involucziós pont- vagy sugársorának a másik 
mezőben egy egyenes, egy pont, egy sugársor, egy pontsor, illetve 
egy involucziós sugár- vagy pontsor felel meg. A megfelelő egyszerű 
sorok mindig projektivek; a megfelelő involucziós sorok kettősele-
meinek pedig valós vagy képzetes mivolta szintén megegyező. Ebből 
következik;, hogy az egyik mezőben fekvő kW kúpszelet pontjainak, 
melyek két projektív sugársor megfelelő sugarainak metszőpontjai, 
a másik mezőben egy II. o. sugársor felel meg, mely ama sugár-
soroknak megfelelő pontsorok képződménye. És viszont a kW érin-
tőinek megfelelnek ama II. o. sugársortól beburkolt kxW kúpszeletnek 
pontjai. A kW kúpszelettől indukált polárisrendszerben az összetar-



tozó pólus és polárisoknak megfelelnek a 7 l̂C2)-nek összetartozó po-
lárisai és pólusai. 

A υ. sík végtelen távol fekvő q egyenesének megfelel a 
-ben általában a végesben fekvő Qx pont, mely a <4 mező közép-

pontja., és viszont a a [4 sík 74 végtelen távol fekvő egyenesének 
megfelelő R pont a u.-ben, e mezőnek középpontja. Az egyes me-
zőkben a középpontokon keresztül menő egyeneseket átmérőknek, 
és oly két átmérőt, melyek közül az egyiknek, tehát bármelyiknek, 
végtelen távol fekvő pontja a másiknak megfelel, kapcsoltnak 
nevezünk. 

Az [Λ mezőben valamely orthogonalis sugársor a q-i egy invo-
lucziós pontsorban metszi, melynek a 1.4-ben egy 0L középpontú 
(elliptikus) involu-
cziós sugársor felel 
meg. Ε sugársor u1ví 

tengelyei olyanok, 
hogy a nekik meg-
felelő UV pontok a 
v. mező bármely pont-
jából derékszögű su-
garakkal projicziáltat-
nak. Az uuvY végte-
len távol fekvő Uy 

= K n ) , F i = ( « W 
pontjainak megfelel-
nek az UR = u, VR 
= ν egyenesek, melyek tehát egymásra merőleges átmérők. Az 
11, Uy és v, vx kapcsolt átmérők különösek, mert u J_ ν, és uL J_ vL 

és ezeket a különös átmérőket a korrelativ mezők tengelyeinek 
nevezzük. 

2. A (λ és 14 mezők korrelativ vonatkozását akképen határoz-
hatjuk meg, hogy a 17.-ben az μ _L V egyeneseken fekvő pontsorokkal 
projektív Ult Vx sugársoroknak középpontjait két egymásra merőle-
ges egyenes végtelen távol fekvő pontjában vesszük fel a 14 mező-
ben. Ekkor az uv egyenesek (52. ábra) a u-ben tengelyek, és ezek 
UV végtelen távol fekvő pontjainak megfelelő, tehát az UXVL pon-
tokon keresztül menő, uxvx egyenesei a. 14-ben a tengelyek. Az 11, 
Ux és a f , Vy sorok projektivitásának meghatározására czélszerű az 
Ult Vx párhuzamos sugarú sorokat a reájuk merőleges vx, Uy tenge-
lyekkel metszeni, vagy a vlt V és ux, U sorok projektivitásának 
meghatározására a V, U párhuzamos sugarú sorokat az u, v-vel 

52. ábra. 



metszeni, és az u, vx ; v, ux pontsorokat egymásra projektív vonat-
koztatni. Úgy a két első, mint a két második projektív pontsornak 
ellenpontjai a mezőknek R=(uv) és Qi^(uxvx) középpontjai lesznek. 

Ha tehát az u és vx projektív pontsoroknak hatványa κ2, az 
ux és υ projektív pontsoroknak hatványa pedig λ2, és a α mező egy 
G pontján keresztül az u-val párhuzamos a egyenest húzunk, mely 
az R- tői y távolságra van, és a f-vel párhuzamos begyenest húzunk, 
mely az jR-től χ távolságra van, akkor az a egyenesnek megfelel az 
ux-eη egy Ax pont, mely a Qx-től íx távolságra van, a l· egyenesnek 
pedig megfelel a í^-en egy Bx pont, mely a Qx-től -r\x távolságra van, 
végre a 6T=(ö&) pontnak megfelel a g1 = A1B1 egyenes, és 

χτΙχ = yJ, ylx = λ2. 

Hasonlókép, ha a ax mező egy pontjának távolsága az iix, tenge-
lyektől yx, xx és a megfelelő egyenes a α-ben az u, ν tengelyekről 
a ξ, η vonaldarabokat metszi le, akkor 

= χ2> — ̂ 2· 
A GP = 2 átmérőhez a ^-gyel párhuzamos jx átmérő kapcsolt; és 
ha az z-nek hajlásszöge az u-hoz a, a j j-nek hajlásszöge a t^-hez 
«1} akkor 

3. Ha a a, αχ mezőket' akkép helyezzük egymásra, hogy az 
uvx és uxv tengelyek, tehát egyszersmind a síkok végtelen távol 
fekvő qrx egyenesei egyesüljenek, a mi négyfélekép történhetik, 
akkor a mezők „involucziós" vagy „poláris" helyzetbe jutnak. 
Ugyanis a G pontnak, ha azt a ax mezőhöz tartozónak tekintjük és 
IIX-gyei jelöljük, megfelel a α-ben egy h egyenes, mely az előbbi 
relácziók folytán a ^-ben van; és ugyanígy egyesülnek a mezők 
minden pontjának megfelelő egyenesei. A korrelativ mezők ekkor 
egy polárismezöt képeznek, melynek középpontja az RQX pont, ten-
gelyei az uvx és uxv egyenesek, kapcsolt átmérőinek rendszere az 
előbbi kapcsolt átmérők, az összetartozó pólusok és polárisok a 
korrelativ mezők megfelelő pontjai és egyenesei. 

Figyeljük meg, hogy a α mező tengelyein kívül fekvő G pont-
jának megfelelő gx egyenese a α-vel korrelativ y.x mezőben hova 
jut, ha a ααχ mezőket poláris helyzetbe hozzuk. Az uv tengelyek a 
α mezőt és az uxvx tengelyek a a, mezőt négy negyedre osztják; 
az előbbi negyedek egyikében van a G pont, az utóbbiak egyikében 
a megfelelő gx egyenes véges hosszúságú darabja. Az uvx és uxv 



tengelyek négyféle egyesítésénél a xmezők negyedei is négyféle-
kép egyesülhetnek, még pedig akképen, hogy a G pont és a gx 

egyenesnek véges hosszúságú darabja 

1) ugyanegy negyedben legyen ; 
2) hogy azok az uvx-tői el legyenek választva; 
3) hogy azok az uxv-tői el legyenek választva, végre 
4) hogy azok az uvx-tői és az uxv~tői el legyenek választva. 

Mind e négy esetben a y\j.x polárismezők vezető kúpszeleteinek 
tengetyei az uvx és uxν tengelyek lesznek, de e kúpszeletek tengelyei 
hosszúságainak négyzetei az egyes eseteknek megfelelőleg κ2, λ 2 ; 
κ2, — λ2 ; — κ2, λ2 ; — κ2, — λ2 úgy, hogy e kúpszeletek e négy eset-
ben rendre: ellipsis, hyperbola az uvx főtengelylyel, hyperbola az 
uxv főtengelylyel, végre képzetes kúpszelet. 

Ha a g1 egyenesnek helyzetét a négy közül bármily két eset-
ben megfigyeljük, azt látjuk, hogy azok egymásnak tükörképei az 
uvx, vagy az uxv, vagy végre az uvx és az uxv tengelyekre vonat-
kozólag. Ezért: a u.x mezőnek bármelyik két helyzete, a midőn a 
u-vel poláris mezőt képez olyan, hogy az egyik a másiknak tükör-
képe az uvx, vagy az uxv, vagy végre az uvx és az uxv tengelyekre 
vonatkozólag. Ebből pedig következik : ha e g y A ábrának poláris-
ábrája ama négy polárismezö vezető kúpszeletére vonatkozólag, a 
melybe két korrelativ mező hozható, AX, A2, A3J AD, akkor az Ath2 

és az A3A4 egymásnak tükörképe a mezők közös uvx tengelyére vonat-
kozólag; az AXA4 és az A 3 A 3 egymásnak tükörképe a mezők másik 
közös tengelyére, uxv-re, vonatkozólag; végre az AJ és az A2-nek 
tükörképe előbb az uvx-re és aztán e tükörképnek tükörképe az 
uxv tengelyre vonatkozólag az A3 illetve az A4. 

A midőn κ = λ, a korrelativ mezőknek oo1 tengelypárjai van-
nak, és így a mezők o^-szer helyezhetők polárisán egymásra; az 
ebből származó polárismezők vezető kúpszeletei között van egy 
valós és egy képzetes kör és c»1 egyenoldalú hyperbola, melyeknek 
csúcsai a valós kör pontjai. Ebből következik, ha A a, \J.x korrelativ 
mezők olyanok, hogy poláris helyzetben a polárismezők egyik vezető 
kúpszelete valós vagy képzetes kör, akkor ebben a helyzetben a μχ 

mezőnek tükörképe ama kör bármely átmérőjére vonatkozólag, a 
\>.-vel szintén poláris mezőt képez; ennek vezető kúpszelete e g y egyen-
oldalú hyperbola, melynek valós, illetve képzetes tengelye az előbbi 
tükröző kör-átmérő. Ha folytatólag a u^ mező ebből a helyzetből a 
hyperbola középpontja körül annak síkjában 2<p szöggel elfordíttatik, 
akkor ebben az új helyzetében is poláris mezőt képez a u.-vel, mely-



nek vezető kúpszelete az előbbi hyperbolának középpontja körül ο 
szöggel elforgatott helyzete. 

Ha tehát valamely A ábrának valamely egyenoldalú hyper-
bolára vonatkozó poláris ábrája az Ax, és Aret a hyperbola síkjában 
annak középpontja körül 2<p szöggel elforgatjuk, akkor az elforga-
tott Aj szintén poláris ábrája az A-nak egy oly egyenoldalú hyper-
bolára, mely az előbbinek a középpont körül <p szöggel elforgatott 
helyzete. Másrészt az A,-nek tükörképe az első hyperbola fő- vagy 
melléktengelyére vonatkozólag az A-nak szintén poláris ábrája egy 
oly valós, illetve képzetes körre vonatkozólag, mely a hyperbolával 
közös középpontú és annak fő-, illetve melléktengelyén fekvő pont-
jain megy keresztül. 

4. Azonban nemcsak a tengelyekből kiindulva határozhatók 
meg a korrelativ mezők akképen, hogy azok poláris fekvésűek 

egyenes felel meg a másikban, és megfelelő pontok és egyenesek 
e g y poláris mezőt képeznek. 

Ugyanis ha (53. ábra) az ABC háromszög A, B, C szögpont-
jainak, mint a p.-höz tartozóknak, az ax = BC, bt = CA, cx = AB 
szemben fekvő oldalak felelnek meg Uj-ben, akkor a (b^), (<cxax), 
( a f j J szögpontoknak, mint a y.y-hez tartozóknak a BC, CA, AB 
oldalak felelnek meg a a-ben. Minthogy az ABC háromszög egyik 
oldalán levő szögpontoknak e szögpontokkal szemben fekvő oldalak 
felelnek meg mindkét mezőben, azért azon oldalon levő pontsornak 
egy vele involucziós sugársor felel meg. Ha továbbá a korrelaczió 
meghatározására az A B C ^ a J ? ^ háromszög oldalain kívül még 
egy G pont és egy gx egyenes van adva úgy, hogy ABCG egy nég}· -
szög, afjxcxgy pedig egy négyoldal legyen, akkor ezek mint megfelelő 
alakzatok meghatározzák a két mező korrelaczióját. Annak a három 
pontnak, melyben a gt az ABC háromszög oldalait metszi, mint a 

53. ábra. 

legyenek, hanem általában, ha két 
korrelativ mezőben, a y. és y.x-ben, 
van e g y o l y háromszög, hogy szög-
pontjainak, mini a y.-hez tartozók-
nak a szemben fekvő oldalak felel-
nek meg a y.x-ben, tehát egyszer-
smind szögpontjainak, mint a y^-hez 
tartozóknak szintén a szemben fekvő 
oldalak felelnek meg a y.-ben, akkor 
a korrelativ mezők polárisok, azaz 
minden pontnak, bármelyik mező-
höz számítsuk is azt, ugyanaz az 



α mezőhez tartozónak is az a három sugár fog megfelelni, mely 
a szemben fekvő szögpontokat a G pontból projicziálja, tehát a gx 

egyenesnek a α-ben is a G pont felel meg a 14-ben, s minthogy ez min-
den pontra és egyenesre igaz marad, mely egyféle vonatkozásban 
egymásnak megfelel, azért a korrelativ mezők egy poláris mezőt 
képeznek. 

5. Térjünk vissza a két tetszésszerinti helyzetű korrelativ 
mezőhöz és bizonyítsuk be a következő tételt : 

A α mezőben két pontnak valamely egyenestől mért távolságai 
viszonya osztva ugyanannak a két pontnak e g y másik egyenestől 
mért távolságai viszonyával, egyenlő a y-hez korrelativ [xx mezőben 
az első egyenes megfelelő pontjának a pontoknak megfelelő egyene-
sektől mért távolságai viszonya osztva a második egyenes megfelelő 

pontjának az előbbi egyenesektől mért távolságai viszonyával. Ha 
tehát a α-ben (54. ábra) az AB pontoknak és a cd egyeneseknek a 
[4-ben az axbx egyenesek és a CXBX pontok felelnek meg, és két 
egymás mellé írt betű, mely egy pontot és egy egyenest jelez, a 
pontnak távolát jelenti az egyenestől, akkor a tétel azt fejezi ki, hogy : 

Ac . Ad _ Cxax . Bxax 

Bc ' Bel ' Cxbx ' Dxbx' 

Ugyanis ha az a\ b' egyenesek a (cd) pontot az A, Β pontok-
kal kötik össze és így az ezeknek megfelelő A\, B\ pontok az 
ax, bx egyeneseknek metszőpontjai a CXBX egyenessel, akkor 

(a'b'cd)-^{A\B\CxDx) 
tehát 

sin{a-c) . sinjb'c) = Α'χβ . B\GX = CXA'X . C 
sin(a'd) ' sin(b'd) A\BX ' B\VX ' BXA\ ' DXB'X 

V3gy Ax . Bc Cxa± . 
Ad ' Bd Dxax ' Bxbx 



vagy végre 
Ac . Ad C,ax . Bxax 

Bc ' Bd Cxbx : TJX' 

Föltételezvén, hogy a Β és Bx pontok a u. és mezőknek R 
és középpontjai, tehát a és d egyenesek a mezők végtelen 
távol fekvő egyenesei, következik ez előbbi általános tételből: 

Ac: Cxax = Rc: Qxax. 

Tehát: „Valamely pontnak távolsága egy egyenestől az egyik 
mezőben úgy viszonylik a megfelelő egyenes és pont távolságához 
a másik mezőben, mint az első mező középpontjának távolsága az 
első egyenestől viszonylik a második mező középpontjának távol-

ságához a második egyenestől/ És ha az utóbbi távolságok (Rc és 
Qiai) egyenlők, akkor a tétel ekkép egyszerüsbül: 

Ha két korrelativ mezőben o l y két egyenest veszünk f e l , mely 
az illető mezők középpontjától egyenlő távolságra van, akkor az 
ezeknek megfelelő pontok is, az illető mezőben fekvő egyenesektől 
egyenlő távolságra lesznek. 

Fordítva : Ha valamely pontnak távolsága valamely egyenes-
től egy sík mezőben oly nagy, mintáz ezeknek megfelelő egyenes és 
pont távolsága az előbbi mezővel korrelativ mezőben, akkor a két 
egyenes a mezők középpontjától egyenlő távolságra van. 

6. Vegyünk fel ezután két korrelativ mezőt, y. és 14-et, mely 
nem poláris helyzetű, hanem tetszésszerint van egy síkban elhe-
lyezve, és vizsgáljuk meg mily különös pontok, egyenesek, pont- és 
sugársorok vannak e mezőkben. 

Az ABX pontnak (55. ábra) két egyenes ax és b felel meg, 
mely egymást egy (axb) pontban metszi; ennek a pontnak, mert 



az ax-eη és a b-n van, oly két egyenes fog megfelelni, mely az ABX 

ponton megy keresztül. Az ABX és (axb) pont tehát azt a kölcsönös 
tulajdonságot mutatja, hogy bármelyiknek megfelelő egyenesei egy-
mást a másikban metszik. A mezők ily két-két pontjáról, melyeknek 
száma -ό2, azt mondjuk, hogy a α;χχ korrelativ mezőkben egymáshoz 
vannak rendelve. Ugyanígy minden egyenesnek, c^-nek, két pont 
Cx, Β felel meg, melyek összekötő egyenesének, CxP-nek, megfelelő 
pontok a cdx egyenesen vannak, s mely CXB egyenest a cdx-hez 
rendeltnek nevezünk. 

Mialatt az ABX pont valamely ghx egyenesen egy pontsort ír 
le, a megfelelő ax, b egyenesek a ghx-nek a megfelelő Gx, Η pontok 
körül két projektív sugársort, és így az ABx-hez rendelt pontok 
általában egy kúpszeleten az adott pontsorral projektív pontsort 
írnak le. (Ugyanígy egy I. o. sugársor sugaraihoz rendelt egyenesek, 
azzal a sugársorral projektív II. o. sugársort képeznek.) De ha az ABL 

ponttól leírt pontsor ghx tartója az ABx-hQzrená&\\.{axb) ponton megy 
keresztül, akkor a Gx, Η sugársorok perspektiv helyzetűek, és az 
ABx-hez rendelt pontsor azzal involucziós helyzetű. 

Ugyanis jelöljük az ABX ponthoz rendelt (axb) pontot A'B\-gyei, 
az ennek megfelelő egyeneseket a\ Z/-sel. Minthogy a JA mező A, 
A' pontjainak megfelelő ax, a\ egyenesek az A\ A pontokon men-
nek illetőleg keresztül, az ^4-tól leírt g pontsor involucziós fekvésű a 
(4-ben levő megfelelő ax egyeneseitől leírt sugársorral. Ha tehát a g 
egyenes valamely C pontjának megfelel a cx egyenes, és a ( g c x ) = C 
pontnak mint a a-hez tartozónak megfelel a c\ egyenes, akkor ez a 
C ponton megy keresztül. A C pont a c\ hx egyeneseknek metsző-
pontja ; ennek mint a 14-hez tartozónak a G'II eg}^enes felel meg; 
tehát a C pontnak mindkét mezőben megfelelő egyenesek egymást 
a C' pontban metszik, mely a C-hez rendelt pont. 

Ennélfogva : „Oly egyenesnek, mely a ;A, (Ax korrelativ mezők 
egy tetszésszerinti pontját a megfelelő egyeneseknek metszőpont-
jával összeköti, az a tulajdonsága van, hogy a rajta fekvő pontsor-
nak megfelelő sugársorok egymást a pontsorral involucziós fekvésű 
pontsorban metszik." 

Ebből következik, hogy az ily tulajdonságú ghx egyenes Gx, 
Η pontjait összekötő ppx egyenesnek ugyanegy PPX pont felel meg 
mindkét mezőben a ghx egyenesen, mely a ppx és ghx egyenesek 
metszőpontjának társpontja a ghx-eη levő involuczióssorban. A PPX 

iehát oly különös pontja a (Λ, ;Αχ korrelativ mezőknek, hogy a neki 
megfelelő ppx egyenesek egybeesnek, azaz: a PPX pontnak a ppx egye-
nes „involucziósan" felel meg. Csupán egy ily pontja van a mezők-



nek, hogy a neki involucziósan megfelelő egyenes nem megy az 
illető ponton keresztül, mert ha az SSX pont is ilyen volna, és az 
ennek involucziósan megfelelő ss1 egyenes a ppy - e i a TTX pontban 
metszené, akkor TTX-nek megfelelő egyenesek is egybeesnének a 
PS = PA = t~tx egyenesbe, mely &ppxei aKKX pontban metszi. 
De ekkor a korrelativ mezők már poláris helyzetűek lennének, mert 
a P T K háromszög szögpontjainak mindkét mezőben a szemben 
fekvő oldalak felelnének meg. — 

Minden a PPX ponton keresztül menő egyenesnek az a tulaj-
donsága van, hogy a rajta fekvő pontsornak mindkét mezőben meg-
felelő sugársorok egymást a pontsorral involucziós pontsorban 
metszik; és minden pontnak a ppx egyenesen az a tulajdonsága van, 
hogy a rajta keresztül menő sugársor sugarainak mindkét mezőben 
megfelelő pontok, a felvett sugársorral involucziós sugársor sugarain 
feküsznek. 

A PPX sugársornak, mint a <Λ mezőhez tartozónak megfelel a 
ppx-en egy vele projektív pontsor; ama sugársorban tehát két oly 
valós vagy képzetes /, η sugár van, mely a neki megfelelő L u ilietve 
Nx ponton megy keresztül. Az PXPX Ξ l , ΝχΡχ η sugaraknak, 
mint a 14-hez tartozóknak az (Ip) = LX, (np) = Nx pontok felelnek 
meg a [A-ben ; tehát ezek az Lx — L, NX=L pontok is oly tulajdon-
ságúak, mint a PPX pont, t. i. hogy a nekik megfelelő egyenesek 
egybeesnek az llx- és nnx-be, csakhogy ez utóbbi pontok az illető 
megfelelő egyeneseken feküsznek és képzetesek is lehetnek. 

A α mező egy tetszésszerinti egyeneséhez végtelen sok oly 
egyenest lehet találni a α-hez korrelativ yx mezőben, hogy a mezők-
nek és az egyeneseknek egyesítése után az egyenesek involuczió-
san feleljenek meg egy pontnak, mely vagy magában az egyenes-
ben van (mint az előbb talált llx egyenes és LLX pont), vagy pedig 
az egyenesen kívül van (mint az előbbi ppx egyenes és PPX pont). 

Ugyanis ha először az egyik mezőt akkép mozdítjuk el a másik 
síkjában, hogy a ρ egyenes a neki megfelelő Px ponton menjen ke-
resztül és a Px pontnak, mint a u. mezőhöz tartozó & pontnak az sx 

egyenes felel meg a a r b e n , úgy még az egyik mezőt az SPx = (sxp) 
pont körül akkép forgathatjuk, hogy az sx és ρ egyesüljön, tehát az SPX 

pontnak az sxp egyenes involucziósan feleljen meg. Minthogy a Px 

pontnak a £>-ben oo1 helyzetet adhatunk, azért a művelet is ugyan-
ennyiszer végezhető. 

Ha másodszor a û  síkban felkeresünk egy oly tx egyenest, 
mely a ^ mezőnek Qx középpontjától ép oly távolságra van, mint a 
ρ egyenes a α mezőnek R középpontjától, akkor a /x-nek a jy.-ben 



megfelelő Τ pont is a p-től ép oly távolságra van, mint a Px pont a 
tx-tői (5. p.). Most már a a, mezőket és ezekben a. ρ és tx egye-
neseket, valamint a Ρ és Tx pontokat egyesíthetjük és ekkor a PTX 

pontnak a pxt egyenes involucziósan fog megfelelni. Minthogy oo1 

oly tx egyenest vehetünk fel a u^-ben, mely a Qx ponttól ugyanoly 
távolságra van, mint a ρ az R-tői, azért ezt a műveletet is oo -szer 
végezhetjük. 

7. A későbbiekre nézve fontossággal bir tudni, hogy mi a geo-
metriai helye azoknak a pontoknak a konplanar és korrelativ μμχ 

mezőkben, melyek a nekik megfelelő egyeneseken feküsznek és ez 
utóbbi egyeneseknek, melyek tehát a nekik megfelelő pontokon 
mennek keresztül. Könnyű belátni, hogy ha egy pont, mint az első 
mezőhöz tartozó, a 
neki megfelelő egye-
nesen van, akkor 
egyszersmind, mint 
a másik mezőhöz 
tartozó is, a neki 
megfelelő egyene-
sen lesz. 

Az előbbiek-
ből (6. p.) tudjuk, 
hogy ha a ghx 

egyenes nem megy 56- á b r a 

keresztül az involu-
cziós tulajdonságú PPX ponton (56. ábra), akkor a ghx egyene-
sen mozgó ABX ponthoz rendelt A'B\ pont, mely az ABX pont-
nak megfelelő és a Gx, Η ponton keresztül menő ax, b egyenesek-
nek metszőpontja, egy γ(2> kúpszeletet ír le. Az A, A' egymáshoz 
rendelt pontoknak összekötő egyenesei pedig, mint láttuk, a Ρ pon-
ton mennek keresztül, tehát az AP egyenes a γ(2) kúpszeletet az 
A'Ρ pontokban metszi. Az A ponthoz rendelt A' pont egybeesik a 
P-vel, ha az A pont a P-nek involucziósan megfelelő ρ egyenesébe 
jut; ebből látható, hogy a Ρ pontot a g és p-nek Τ metszőpontjával 
összekötő egyenes a γ^-t érinti a Ρ pontban. Ez a Τ pont a GXH 
egyenesen is rajta van, mert ez utóbbi a ghx egyeneshez van ren-
delve és két egymáshoz rendelt egyenes egymást mindig a ρ egye-
nesben metszi. 

Jelöljük a Ρ pontból a y(-)-höz húzható második érintőnek érintő-
pontját 6r-vel. Minthogy ez a G pont a Gx és Η pontokat a F-től 
harmonikusan választja el : az A'G = ά egyenes is harmonikusan 
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fogja elválasztani az A'G=ax, A'H=b egyeneseket az AA'P 
egyenestől, vagy, ami ugyanazt mondja, az Á ponttól. Másrészt a 
y(2)-be írt A'PG háromszögnek A'P, A'G oldalai a g egyenest a y(2)-re 
nézve kapcsolt pólusokban metszik, mert g a PG harmadik oldal-
nak Τ pólusán megy keresztül. Ennélfogva: 

Ha a α és [ax korrelativ mezők ugyanegy síkban vannak, akkor 
azok az a egyenesek, melyek e g y tetszésszerinti g egyenesen mozgó 
ABX pontnak mindkét mezőben megfelelő ax, b egyeneseit az A pont-
tól harmonikusan választják el, az A-val involucziós fekvésű G su-
gársort írnak le, miből már következik, hogy a y. mezőben tet-
szésszerint változó A pontok és az ezekhez tartozó á egyenesek e g y 

cziós sort képeznek, melyben a P-nek társpontja a ρ egyenesnek 
metszőpontja az illető egyenessel és ez involucziós soroknak 
kettőspontjai, melyek tehát a Ρ és p-tői harmonikusan vannak 
elválasztva, a kW kúpszeleten feküsznek, következik, hogy a Ρ pont-
nak polárisa a kW-re nézve a ρ egyenes. A kW és a. ρ egymást 
azokban a (valós vagy képzetes) L, Ν pontokban metszik, melyek-
nek mindkét mezőben, azaz involucziósan, megfelelő egyenesei a 
PL = l és a PN=n ; tehát a kW kúpszelet az l és η egyenest az 
L és Ν pontokban érinti. 

A kW pontjainak, mint a JA mezőhöz tartozóknak, megfelelnek a 
(A1-ben egy kxW kúpszeletnek érintői (57. ábra); tehát az előbbi l, η 
egyenesek a k^W-eX. is érintik; s mert a Ρ és ρ úgy, mint a kW-re, 
a kjW-ve is pólus és poláris, azért a kyW is keresztül megy az L, Ν 

poláris mezőnek pólusai és polári-
sai. Ε poláris mezőnek vezető kúp-
szelete kW o l y tulajdonságú, hogy 
minden pontjának a y. és y^-ben 
megfelelő egyenesei az illető pon-
ton mennek keresztül. Ez utóbbi 
tulajdonság abból látható, hogy 
ha az A pont az α-be kerül, akkor 
az av b egyenesek is azon az A 
ponton mennek keresztül. 

57. ábra. 

Ha még visszagondolunk a 
y. és [Αχ korrelativ mezők involu-
cziósan megfelelő Ρ pontjának és 
ρ egyenesének arra a tulajdonsá-
gára, hogy a Ρ ponton keresztül 
menő minden egyenesen az egy-
máshoz rendelt pontok oly involu-
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pontokon, azaz a kW és egymást az L, Ν pontokban érinti. Más-
részt a kW minden ABX pontjából a kxW-hez két érintő: ax és b húz-
ható ; ezek az ABX pontnak megfelelő egyenesei. S viszont a 7^^-nek 
minden érintője cdx a kW-ői két pontban, GXD-ben metszi, melyek 
az illető érintőnek megfelelő pontjai. — Amidőn a y. és ^ korrelativ 
mezők polárisok, a kW kúpszelet pontjainak (ABX-nek), mint a a. és 
14-hez tartozóknak megfelelő két egyenes (abx) egyesül és így 
a kxW kúpszelet is egyesül a ^2)-vel és kWkxW egybeeső kúpszelet a 
polárismezőnek vezető kúpszelete lesz. 

Két egymást kettősen érintő kúpszelet, kW) és kxW, közös sík-
jukban oly két korrelativ mezőt, u. és 14-et, határoz meg, melyben a 
kW pontjainak azok az egyenesek felelnek meg, melyek az illető 
pontokból a kxW kúpszelethez vezethetők. 

Ugyanis ha a kW és k^ kúpszeleteknek érintőpontjai LN, e 
pontok érintői In, az LN egyenes p, az In pont P, végre a kW kúp-
szelet valamely A pontjából a &(2)-hez vezetett egyik érintő agakkor 
az APLN négyszög és az axpln négyoldal mint megfelelő alakzat 
korrelativ vonatkozást létesít az első és a második mezőben, y. és 
14-ben. Minthogy e vonatkozásban a PLN pontoknak a pln egye-
nesek involucziósan felelnek meg, azért annak a kW kúpszeletnek, 
mely az A ponton megy keresztül és az In egyeneseket az LN pon-
tokban érinti, az a kúpszelet felel meg, mely az LN pontokon megy 
keresztül és az ax és In egyeneseket érinti, azaz a kxW, — 

Ha valamely sík mezőben oly korrelativ vonatkozást akarunk 
létesíteni, hogy valamely kW megadott kúpszelet pontjainak, mint az 
egyik mezőhöz α-hez tartozónak, e kúpszelet illető pontjain keresztül 
menő egyenesek feleljenek meg, akkor még a K2)-nek három pont-
jához, AB és C-hez, a megfelelő axbx és cx egyeneseket ama ponto-
kon keresztül tetszésszerint vehetjük fel, csak az kívántatik, hogy 
az axbxcx egyenesek ne messék egymást ugyanegy pontban. Négy 
kúpszelet létezik ugyan, mely az axbxcx háromoldalba be van írva és 
a kW kúpszeletet kettősen érinti, ámde ezek közül csak az egyiknek, 
^('2)-nek, van az a szerepe a kW irányában, hogy a kW pontjainak 
megfelelő egyenesek a kxW-et érintik és egyszersmind az illető pon-
tokon mennek keresztül. Ha az ax, bx, ex egyenesek a kW kúpszeletet 
az AAX, BBX, CCX pontpárokban metszik, akkor a kivánt kxW kúp-
szelet a k&)-őt abban a két pontban, L és AT-ben érinti, melyben az 
ABXGAXBCX Pascal-hatszögnek Pascal-egyenese ρ a kW-t metszi. 
Ezzel a kxW kúpszelet, valamint a p-nek a kW és kxW-ve vonatkozó 
pólusa Ρ meg van határozva és a kW és kxWJoő\} vagy az ABCP és 
axbxcxp megfelelő négyszög és négyoldalból a korrelativ mezők szer-
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keszthetők. A C pont és a cx egyenes helyett az AB egyenesnek 
valamely Ό pontját és egy az (axbx) ponton keresztül menő dx egye-
nest is felvehetünk, azaz : két mezőben akképen is létesíthetünk 
korrelativ vonatkozást, hogy valamely kW kúpszelet pontjainak, mint 
az egyik mezőhöz tartozóknak, a másik mezőben e pontokon ke-
resztül menő egyenesek és a mellett a kW kúpszelet két pontjának, 
A és J5-nek, e két ponton keresztül menő megadott ax és bx egyenes, 
az AB egyenesen fekvő D pontnak pedig egy az (axbx) pontból kisu-
gárzó oly dx egyenes feleljen meg, mely nem tartja magán a Ό pontot. 

Az axbx egyenesek egymást a 1^-ben, a kW kúpszeletet másod-
ízben az AXBX pontokban metszik; az AB, AXBX egyeneseknek 

kW-ői az LN pontokban érinti és a mellett érinti az axbx egyenese-
ket is. A kW és kxW kúpszeletekkel a mezők korrelativ vonatkozása 
már meg van határozva. 

8. A kW kúpszelet elkorcsosulhat két különvált vagy két egybe-
eső egyenessé és ugyanekkor a kxW kúpszelet elkorcsosul két külön-
álló ponttá, illetve két egybeeső ponttá. Ezek az esetek bekövetkez-
nek, ha a JA mezőben valamely 5 pontsor perspektiv a JAx mezőben 
neki megfelelő Sx sugársorral; és pedig az első vagy a második eset 
áll be a szerint, amint az 5 nek, mint a JAx-hez tartozó tx egyenesnek 
megfelelő pontja T, az /5^-gyel nem egyesül, vagy pedig egyesül. 

Ugyanis az első esetben (58. ábra) az á^-nek, mint a JA-hez tar-
tozó X pontnak a jA^ben egy xx egyenes felel meg; ezt a p.-ben 
y-nal és az ennek megfelelő pontot a [A r ben 3^-gyel akarjuk jelölni. 

metszőpontja a H, a TxH=gx. 
Ha az AB egyenesen a G pon-
tot akkép határozzuk meg, 
hogy 

«Α dxgxJ\ABDG, 

58. ábra. 

akkor a G pont a ^-nek meg-
felelő. Ezen a G ponton és 
az ABX, AXB egyeneseknek 
metszőpontján megy keresztül 
az a ρ egyenes, melynek a két 
korrelativ mezőben involuczió-
san megfelel a Ρ pont és mely a 
£>-nek pólusa a kW kúpszeletre 
vonatkozólag. Ez a ρ egye-
nes a kW-őt az Β Ν pontokban 
metszi; a kxW kúpszelet pedig a 



A föltétel szerint az 5 egyenes valamely A pontjának megfelel 
a (4-ben az ax = SXA — XA egyenes, melj' az ^-e t a Bx pontban 
metszi; a Bx = (x^) pontnak megfelel a α-ben az XA^b egye-
nes; tehát az Sx sugársor, mint a 14-hez tartozó, a neki megfelelő 
5 pontsorral és ugyanez az Sx(X) sugársor, mint a α-hez tartozó, a 
neki megfelelő xx pontsorral perspektiv. Az s és xx egyenesek egy-
mást egy MMX pontban metszik, melynek mindkét mezőben 
ugyanaz az MXSX == mx és MX=m egyenes felel meg; tehát az 
MMX pont involucziósan felel meg az mmx egyenesnek. Ezen az 
mmx egyenesen fekszik a Τ és az Yx pont, mert a tx az Mx-en, 
az y pedig az M-en megy keresztül. 

A Bx pontnak, mint a α-hez tartozó Β = ( b y ) pontnak megfelel 
a 14-ben a BxYx = dx egyenes, tehát a z y pontsornak a ,α-ben meg-
felel a véle perspektiv sugársor Yx a [4-ben. Ε szerint az AYx = ex 

sugárnak, mint a u.x-hez tartozónak megfelel a α-ben az ex és xx 

metszőpontja E. Az AY X = A E = C egyenesnek a p.-ben, meg-
felel az ax és ex metszőpontja Cx a (4-ben, amely az A pontban van 
és mert a Cx a ^-ben van, azért az AEYx = c egyenes a Τ ponton 
megy keresztül. Ebből pedig az következik, hogy az Yx pont egybe-
esik a T-vel, és a tx pontsor a (4-ben perspektiv a neki megfelelő Τ 
sugársorral a μ·ben. 

Ha még azt a pontot, mely az MMx-et harmonikusan elválasztja 
az XT pontpártól, tehát egyszersmind az ezekben fekvő Sx Yx pont-
pártól, PPx-gyel jelöljük, akkor a Ρ pontnak a α-ben megfelel az a 
px egyenes, mely az mx-et az xxtx egyenespártól harmonikusan vá-
lasztja el, és a Px pontnak a 14-ben megfelel az a ρ egyenes, mely 
az w^-gyel közös m egyenest az xxtx egyenespárban levő ys egye-
nespártól harmonikusan választja el, — tehát az előbbi px egyenes. 

Ebből látható, hogy a PPX pontnak a ppx egyenes, úgy, mikép 
az MMX pontnak az mmx egyenes, involucziósan felel meg; továbbá, 
hogy az általános esetben a kW és ^ ( 2 )-gyel jelölt kúpszeletek az 
s y = txxx egyenespárrá, illetve az SXYX= TX pontpárrá korcsosul-
nak el; végre minthogy egy végesben fekvő pontsor mindig per-
spektiv helyzetbe hozható egy vele projektív sugársorral, melynek 
középpontja szintén véges távolban van : a a, \>.x korrelativ mezők 
°°2-szer hozhatók o l y helyzetbe, hogy az a kW kúpszelet, melynek 
pontjai a megfelelő egyeneseken vannak, egyenespárrá, és í g y az a 
kx W kúpszelet, melynek érintői a megfelelő pontokon mennek keresz-
tül, pontpárrá korcsosuljon el. 

Térjünk ezután a második esethez, a melyben a ppx pontsor-
nak mindkét mezőben egy véle perspektiv sugársor, PPX felel meg 



tehát nemcsak a pontsor tartójának a sugársor középpontja, ha-
nem a pontsor minden pontjának a sugársor egy-egy sugara invo-
lucziósan felel meg. 

A PPX sugársor valamely aax sugarának (59. ábra) kétszeresen 
megfelel appx-nek az az AXA pontja, melyben az α a p-t metszi; 
tehát az a két pontjának, a G és H-nak, mely a Ρ és p-t harmoniku-
san választja el, megfelel a 14-ben az a két — a z ^ ponton keresztül 
menő — egyenes, gx és hx, mely a Px és px-tő\ szintén harmoniku-
san van elválasztva. A G ponton keresztül vezetett egyenes a ,^-et 
egy Ρ pontban, a. p-t egy GCX pontban metszi; a PE^bbx egyenes 

a p-t a BBX-ben, a PC 
= ccx egyenes a ^ -e t 
a Dx-ben, végre a BXDX 

egyenes az ű^-et a 
PGAH harmonikus 
pontnégyes miatt a Η 
pontban metszi, melyet 
még Ρ,-gyel jelölünk. 

A GC, PB egye-
neseknek a p.-ben meg-
felelnek a (gxcx) = Bu 

(pxbx) = Bx pontok a 
i^-ben, amazok Ε 
metszőpontjának meg-
felel ezeknek össze-
kötő egyenese BXDX 

= ex, tehát az AE=f 
egyenesnek a α-ben, 

59· ábra. 

megfelel az α 
Ε szerint ha 

BXDX egyeneseknek Fx metszőpontja a ^-ben. 
G pontnak a α-ben megfelel a gx egyenes a 

aj-ben, akkor a ^-nek, mint a α-hez tartozónak az a pont fog meg-
felelni a ad-ben, mely a (τ pontot a Ρ és p-től harmonikusan választja 
el. A mezőkben tehát az említetteken kívül nincsen más olyan pont 
és egyenes, mely egymásnak involucziósan felelne meg és így az 
általános esetnek &(2) és kxW kúpszeletei jelenleg a ppx egyenessé és 
a PPX ponttá korcsosulnak el. 

A tárgyalásból kitűnik, hogy hogyan kell ebben az esetben, 
ha egy ppx pontsornak egy PPX sugársor involucziósan felel meg és 
a korrelaczió meghatározására még egy G pontnak megfelelő gx 

egyenes adva van, egy tetszésszerinti Ε pontnak megfelelő egyene-
sét, ex-t, szerkeszteni. 



9. Vizsgáljuk most meg, hogy lehet-e és hogyan kell két álta-
lánosan adott korrelativ mezőt, u és t^-et, ebbe a különös helyzetbe 

tartozónak, ugyanaz a vele perspektiv helyzetű pontsor feleljen meg 
a másik mezőben. (60. ábra.) 

Jelentse a κ és λ a y. és y.t korrelativ mezőkre ugyanazt, mint 
már előbb a 266. oldalon és legyen tga. = κ : λ. 



Húzzunk a mezők R, Qx középpontjain keresztül a mezőkben 
két egyenest, i és i'-et, mely az első mező ν tengelyéhez, és két 
egyenest, j\ és /x-et, mely a második mezőnek ux tengelyéhez α 
szög alatt hajlik. Vegyünk fel a két első egyenes egyikén, pl. az i-n 
egy /S pontot, mely az P-től ρ távolságra van, az utóbbi két egyenes 
egyikén, pl. a j^-en, egy Px pontot, mely a Qx ponttól szintén ρ 
távolságra van és feleljenek meg az S, Px pontoknak a korrelaczió 
folytán az sx, ρ egyenesek. 

Ha az <S pont távolsága az u, ν tengelyektől y, x, 
a Pl » η η UÍ1 V1 μ yu XX> 

az sx egyenes által az ux,vx tengelyekről lemetszett vonaldarabok ix,τα, 
a Ρ » η η V η » » 
akkor az 

χ — yv = ρ sin a, y — xx — ρ cos x, 
xnx = yxc = κ2, xxr\ — yíx = λ2, tg a — κ: λ 

relacziókból következik: 

ΐ __γ = *2 . _ g ^ ^ 1 = 
11 ρ SÍ» α ' pcosa.' η ξχ λ ' 

tehát a || SR és az sx || PXQX egyenesek az R, illetve Qx közép-
pontoktól is egyenlő távolságra, o'-re, vannak, és mert 

r __. _ . __ - = p' 
α cosx' 1 sin a' 

azért 
pp' = κλ. 

Az & ponton két egyenest vezetünk keresztül; az első, g, pár-
huzamos az w-val és a p-t a G pontban metszi; a második, h, pár-
huzamos a f-vei és a. p-t a. Η pontban metszi. A gh egyeneseknek 
megfelelő GXHX pontok az s^nek metszőpontjai az u és i^-gyel; a 
G, Η pontoknak megfelelő egyenesek SXGX =gíf PxHx =hx. 

Az SGH derékszögű háromszög kongruens a QXHXGX-gyei, — 
de ha azt akarjuk, hogy az még a P1ö1jH1-gyel is kongruens legyen, 
akkor a GXHXQXPX trapeznek egyenszárúnak kell lenni. Minthogy a 
trapéz két párhuzamos oldalának távolsága p', a trapéz hegyesszöge 
90° — a, és ρ' = κ> : ρ, tgx — κ : λ, azért 

A ^ = Ρ - + ( ρ ' ^ α - p'tgy.) = ± P<£ -
végre 

p2 =-- + (λ3 — κ2). 



Ha tehát az <S és Px pontokat akkép vesszük fel az előbbi i, ϊ 
é s ii> j\ egyeneseken, hogy azoknak ρ távolsága a mezők közép-
pontjától a ρ2 = + (λ2 — κ 2 ) relacziónak eleget tegyen, úgy az SGII, 
PXGXHX háromszögeket egymásra boríthatjuk; ekkor a két mező ρ 
és sx egyenesei és az ezeknek megfelelő Px és £ pontok egyesülnek, 
és a psx-en nemcsak a GGX, HHX pontoknak megfelelő ggx, hhx 

sugarak, hanem a ρ és sx végtelen távol fekvő pontjainak megfelelő 
QXPX, RS sugarak is egymásra kerülnek és így a psx pontsor a neki 
mindkét mezőben megfelelő PXS sugársorral perspektiv. 

Ha λ ^ κ, akkor az i, ϊ egyeneseken négy S pontot 
$(2) S 6 ( 4 ) -et) és az ezekkel kapcsolatos j u j \ egyeneseken szin-

tén négy Px pontot ( P ^ P ^ l ^ P ^ - e t ) lehet a föltételnek megfelelő-
leg fölvenni; de mindegyik S pontot csak egy Px ponttal lehet akkép 
egyesíteni, hogy a kivánt helyzet elérhető legyen, azaz a művelet 
csak négyszer végezhető. Vagy szavakba foglalva : 

Két korrelativ mezőt, melynek középpontjai véges távolban van-
nak, általában négy félekép lehet ú g y egymásra borítani, hogy e g y pont-
sor a neki mindkét mezőben megfelelő sugársorokkal perspektivlegyen. 

Ugyanis ha a két korrelativ mezőt előbb poláris helyzetbe 
hozzuk úgy, hogy e poláris mezőnek vezető kúpszelete az Ő(2) ellip-
sis legyen, mely ellipsisnek főtengelyei κ, λ hosszúságúak, és az 
ellipsis egyenlő hosszúságú kapcsolt átmérőit a RQX középpontból a 
ρ = \/ +(λ 2 — κ 2 ) exczentriczitással leírt körrel négy pontban, még 
pedig az egyik átmérőt az = P x ^ és $ ( 3 ) = P / 2 ) pontban, a 
másikat az &(2) = P / 3 ) és & ( 4 ) = PX(I } pontban metszszük, mely pontok 
közül az SW és valamint az <S(3) és S(4) az ellipsis melléktenge-
lyétől el van választva, ha továbbá e metszőpontoknak polárisai az 
eW-re vonatkozólag az s x ^ = = = p { 2 \ sx& == ==/?(!), 
akkor a mezőket újból akkép egyesíthetjük, hogy az P x ^ pontok 
és az sx®p® egyenesek egyesüljenek. Az egyesülés után az S®PX® 
sugársor a neki mindkét mezőben megfelelő sx(i)p({) pontsorral 
perspektiv lesz (a 60. alsó ábra). De ha κ = λ, akkor az e(2> ellipsis 
körré fajul el, és az egyesítés csak egyfélekép történhetik, mert az 
5(í) Pj^pontok az RQX középpontba jutnak. 

10. Az eddigi tárgyalásban, ha a korrelativ mezők R és Qx 

középpontjáról volt szó mindig, föltételeztük, hogy azok nincsenek 
végtelen távol. Vizsgáljuk most meg azt az esetet, a melyben a JA, 
υ-χ korrelativ mezőknek R, Qx középpontjai, mint a JAX, JA mezők vég-
telen távol fekvő rx, q egyeneseinek megfelelő pontjai, maguk is 
végtelen távol vannak, tehát az R a q-η és a Qx az rx-en. Az R pont-
hoz, valamint a Qx ponthoz (61. ábra) futó párhuzamos egyenesekre, 



a mezők átmérőire, egy-egy merőlegest emelünk; ezeknek végtelen 
távol fekvő pontját a α-ben V"-vel, a (4-ben ZJj-gyel, és az ezeknek 
megfelelő egyeneseket vx, w-val jelöljük, és a mezők tengelyeinek 
nevezzük. Minthogy a 7 pont a q-n, az Ux pont azr^gyen van, azért 
a vx tengely a Qx-en és az u az R-eη megy keresztül. Minden átmé-
rőn fekvő pontsornak megfelelő sugársor párhuzamos sugarú; ha a 
pontsor az egyik tengelyen van, akkor a neki megfelelő sugársor a 
másik tengelyre merőleges. 

Egyesítsük az u, vx tengelyeket és a a, ax mezők síkjait. Az u 
pontsornak megfelelő sugársor a t^-et az előbbivel hasonlóan pro-

jektív pontsorban metszi. Ha 
ezek a sorok ugyanegy értel-
műek, úgy az RQX végtelen 
távol fekvő ponton kívül nincs 
kettőspontjuk; ha pedig ellen-
kező értelműek, akkor még 
véges távolságban is van egy 
kettőspontjuk. Ez utóbbi vál-
tozik, ha a sorok tartóit egy-
másba eltoljuk, de involucziós 
helyzetbe nem hozhatók, hacsak 
a pontsorok nem egyenlően pro-
jektívek. Föltételezvén, hogy az 
u tengelyen fekvő pontsornak 
megfelelő sugársor a vx tengelyt 
az előbbivel ugyanegy értelmű 
egyenlően projektív pontsor-
ban metszi, úgy e pontsorok 
mindig involucziósak, tehát a 
közös uvx tengely minden pont-
mezőhöz tartozónak megfelelő 

egyenesei egybeesnek, és a két mező poláris helyzetben van. 
Ugyanis ekkor az uvx egyenes valamely A pontjának a [/.-ben, 

megfelel egy az uvx tengelyre merőleges ax egyenes a u^-ben, mely az 
uvx-et a BAX pontban metszi; a Β pontnak a α-ben, megfelel egy bx 

egyenes a μ^-ben, mely a föltétel következtében az uvx-re az A=== BX 

pontban áll merőlegesen; az AXT BX pontoknak pedig a (a-ben meg-
felelő egyenesei az Α = bx, és a b = AX. Minthogy az AB7Ξ AXBX UX 

háromszög szögpontjainak mindkét mezőben a szemben fekvő olda-
lak felelnek meg, azért a (λ, αχ mezők egy ααχ poláris mezőt képez 
nek és mert ebben az uvx tengely RQX végtelen távol fekvő pontjá-

V 

JL ^ 

V· 5°° 
JL·. 4 

61. ábra. 

jának, mint az egyik vagy a másik 



nak a megfelelő rxq egyenes végtelen távolban van, azért a poláris 
mezőnek vezető kúpszelete az uvx tengelylyel biró p[2) parabola. 

Ha a mezőt ebből a helyzetből az uvx tengely mentén egy 
2δ vonaldarabbal eltol-
juk (62. ábra), akkor az ^ ^ / 
eltolt ax ebben az új he- / 
lyzetben, p.^-ben is, iZ . - * 9 
ugyanazon oknál fogva Γ χ ^ / / ' A 
mint előbb, a u-vel egy j y ^ ( / ^ f (7rh 

polárismezőt képez; en- A~ VT 
nek vezető kúpszelete \ j y 
egy a ^^-vel kongruens 
és attól δ vonaldarabbal 
ugyanabban az értelem-
ben eltolt p'W parabola. 62. ábra. 
Hogy ezt belássuk, ne-
vezzük a IA^ polárismező egy tetszésszerinti C pontjának a pW-re 
vonatkozó polárisát ^-nek; a ^2)-nek és a q-nek metszőpontját a 
C ponton keresztül menő t parabola-átmérővel Ό és C^-nek, a 2S-val 
eltolt cx és C^-et pedig c\ és C'x-nek. A D pont felezi a CCX vonal-
darabot és a CG'X vonaldarab Ό' felezőpontja, mely a p'W parabolá-
nak pontja a D-től δ távolságra van a t átmérőn, — a mi állításun-
kat igazolja. 

A yx mező azonban még akkép is poláris helyzetbe hozható a 
(a·vei, hogy a p^-et az előbbi yyx poláris helyzetből az itvx tengely 

63. ábra. 

körül 180°-kal forgatjuk, vagy a mi ugyanazt eredményezi, a p.x 

mezőnek az uvx egyenesre vonatkozó y/x tükörképét képezzük s 
mely a p^-gyel kongruens. A y.u/x polárismezőnek pedig vezető 



vonala egy pW parabola, mely a helyzetből származó pW para-
bolának tükörképe ennek az s csúcsérintőjére vonatkozólag (63. 
ábra). 

Hogy ekkor a u, y.'x mezők poláris helyzetűek, ép úgy igazol-
ható, mint az, hogy a y.x mező a forgatás előtt a u-vel poláris hely-
zetben van, tehát állításunknak csak második részét kell kimutatni. 
Jelöljük e végből a pW parabola egy pontját és annak érintőjét, 
melyek a a, kax korrelativ mezőkben megfelelő elemek, D és í^-gyel; 
a í^-nek tükörképét az uvx-re vonatkozólag d\-gyei; a D és dx-nek 
tükörképét a pW-nok s csúcsérintőjére vonatkozólag, mint a pW 
parabola pontját és érintőjét, D, ű^-sel. A DD egyenes a d\-et oly 
Ε pontban metszi, hogy a DE vonaldarab felezőpontja a D, tehát a 
D pont polárisa a ^^-re vonatkozólag, a d-vel párhuzamos d\, s 
minthogy a £>(2) parabola minden D pontjának polárisa a jt?^-re 
vonatkozólag a D pont ^2)-hez tartozó dx érintőjének d'x tükörképe 
az uvx-re vonatkozólag, állításunk második része is igazolva van. 

Vizsgálódásunk eredményét ezután a következő tételekben 
foglalhatjuk egybe : 

Ha a ÍJ. és o l y két korrelativ mező, hogy a végtelen távol 
fekvő q és rx egyeneseinek megfelelő Qx és R pontjai szintén végtelen 
távol vannak, ú g y a két mező csak akkor hozható poláris helyzetbe, 
ha az R és Qx irányra merőleges V és Ux sugársoroknak megfelelő 
vx és u pontsorok ama sugársorokkal involucziós helyzetbe hoz-
hatók. 

Ha ez egyszer bekövetkezik, tehát a α és V.X mezők e g y \JV.X poláris-
mezőt képeznek, és az egyik mezőt, pl. a \)<x-et, az uvx egyenes mentén 
tetszésszerint eltoljuk, vagy az uvx körül 180*-kai elfordítjuk, akkor a 
[j-x ezekben az új helyzetekben is polárismezőt képez a v.-vel. Mindezek-
nek a (σο1) polárismezőknek vezető kúpszeletei kongruens parabolák; 
ezeknek közös tengelye az uvx egyenes, csúcsuk az uvx-nek bármely 
pontja, és kettő-kettő egymásnak tükörképe a közös csúcsérintőjükre 
vonatkozólag. 

Ebben az esetben (a midőn t. i. a u, u.x mezők polárismezőt 
képezhetnek) a u. és u.x mezők még abba a különös helyzetbe is hozhatók, 
hogy az uvx egyenesen fekvő pontsor a neki megfelelő mindkét sugár-
sorral Ux és V-vel egyidejűleg perspektiv legyen. 

Ennek következménye: 
Ha e g y A sokszögnek e g y p{2] parabolára vonatkozó poláris 

sokszöge az AX sokszög, és ez utóbbit a pW parabola tengelye mentén 
28 vonaldarabbal tovamozdítjuk, az A\-be, vagy Ax-nek ama ten-
gelyre vonatkozó Ax tükörképét szerkesztjük, akkor az A\, Ai sok-



szögek szintén poláris ábrái az A-nak a pW-vel kongruens parabo-
lákra. Ezek közül az első, apW-nek a tengely mentén δ vonaldarabbal 
eltolt helyzete, a második a pW-nek tükörképe a csúcsérintőjére 
vonatkozólag. 

11. A μ és mezők elkorcsosult korrelaczióit a mezők erkor-
csosult kollineaczióiból származtathatjuk le. Tételezzük fel, hogy a 
ν. és \}' mező kollineacziója elkorcsosult, és pedig a α-nek egy Μ 
singularis pontja, a ιχ'-nek egy singularis egyenese van, és nevez-
zük a |JJ mezővel polárismezőt egy kúpszeletre vonatkozólag 
14-nek. A JA, mezők ekkor korrelativek és az elsőben az Μ pont, 
a másodikban pedig az s' egyenesnek SL pólusa a singuláris pont. 

Az (x mező Μ pontjának, az Μ sugársor egy sugarának, a α 
mező más pontjainak és más egyeneseinek rendre megfelelnek : a a' 
sík bármely pontja, az Μ sugársorral projectiv s' pontsorban ama 
sugárnak megfelelő ponton keresztül menő sugarak, az s'-nek pont-
jai, végre az s' egyenes, — tehát a 14-ben megfelelnek: a mező 
bármely egyenese, az Sx sugársorban a projektivitás folytán meg-
felelő sugárnak bármely pontja, az Sx sugársor sugarai, végre az 
Sx pont. Ε szerint: 

Ha a és [4 korrelativ mezőkben az 
M, illetve az Sx pont singulá- m, illetve az sx egyenes singula-
ris, akkor ezeknek a másik mező 
összes egyenesei, és az M, Sx 

projectiv sugársorok egyik su-
garának a másik sugársorban 
a megfelelő sugár bármely 
pontja felel meg. 

ris, akkor ezeknek a másik mező 
összes pontjai, és az m, sx projectiv pontsorok egyikpontjának 
a másik pontsorban megfelelő 
pontnak bármely sugara felel 
meg. 

Ha a JA és \>.' kollinear mezőkben az Μ, M' pontok és az eze-
ken keresztül menő s, s' egyenesek singularisok, akkor a [x'-sel 
poláris [Ax mezőben az M' és s'-nek az mL egyenes és az Sy pont 
felel meg, melyek a [4 mezőnek singularis elemei. Könnyen belát-
ható, hogy most, a midőn a α és ux elkorcsosult korrelativ mezőkben 
az Μ singularis pont az s singularis egyenesben van, és az azoknak 
megfelelő mx singularis egyenes az <S\ singularis ponton megy 
keresztül: az egyik mező minden pontjának és egyenesének, a másik 
mező singularis egyenese, illetve singularis pontja, és a singularis 
egyenes minden pontjának a megfelelő singularis pont bármely 
sugara felel meg. 

Tekintsük ezután a α és 14 mezőt oly poláris mezőnek, mely-
nek vezető kúpszelete egy kettősegyenes ssy, vagy egy kettőspont 
SSX. Ha ezeket a poláris helyzetből kimozdítjuk, két még jobban 



elkorcsosult korrelativ mezőt nyerünk, mint az előbbiek voltak, s 
melyekben az 5 és sx singularis egyenesnek minden pontja singularis, 
illetve a második esetben az S, 8x singularis pontoknak minden 
sugara singularis. Ezért mondhatjuk : 

Ha a a, elkorcsosult korrelativ mezőkben két 
pontsor minden pontja singu-
laris, akkor az egyik mező min-
den pontjának és egyenesének, 
a másik mező singularis egye-
nese, illetve ennek bármely 
pontja megfelelő. 

sugársor minden sugara sin-
gularis, akkor az egyik mező 
minden egyenesének és pontjá-
nak a másik mező singularis 
pontja, illetve ennek bármely 
sugara megfelelő. 

12. A korrelativ mezőknek tárgyalt tulajdonságaiból általában 
következtetni lehet a sugárnyaláboknak duálisán megfelelő tulajdon-
ságaira, nevezetesen a projectiv tulajdonságokra. De mint külön-
állónak kell tekintenünk ezt a kérdést, „van-e az Μ sugárnyalábban 
egy oly derékszögű hároméi, melynek a vele korrelativ Mx sugár-
nyalábban egy derékszögű hároméi lapjai felelnek meg, és hogyan 
lehet e különös hároméleket szerkeszteni ?" bár a korrelativ mezők 
tengelyei és a végtelen távol fekvő egyenesei ezekkel analogus alak-
zatoknak tekinthetők. 

Emeljünk az Μ\ nyaláb minden sugarára és síkjára az Mx 

pontban merőleges síkot és sugarat; ezek egy ML sugárnyalábot 
képeznek, mely az M-mel kollinear. Az M, Mx kollinear nyalábokban 
azonban lehet egy megfelelő derékszögű hároméipárt qrs, q^s^et 
szerkeszteni; tehát a qrs éleknek az Mj-ben, a qxrxsx élek és az 
M^-ben az [ ^ s j , [ s ^ J , \rxqx\ lapok felelnek meg úgy, hogy az M, 
Mx korrelativ sugárnyaláboknak qrs, qxrxsx háromélei, a megfelelő 
derékszögű háromélek. 

Ha az Μ, Mx sugárnyalábok qqx, rrx, ssx éleit egyesítjük, a mi 
négyfélekép történhetik, akkor a nyalábok poláris helyzetbe jutnak, 
vagyis együttvéve egy polárisnyalábot képeznek. De ha az M, Mx 

kollinear sugárnyalábokban oo1 derékszögű megfelelő hároméi van, 
akkor az M, Mx korrelativ nyalábokban is ugyanennyi derékszögű 
megfelelő hároméi lesz, és ekkor ezek oci-féleképen hozhatók polá-
ris helyzetbe. 



VI. FEJEZET. 

Harmadrendű térgörbék. 

26. §. Két kollinear sugárnyaláb képződményei. 

1. Két kollinear sugárnyalábnak, az Μ és Mx-nek, mely nem 
konczentrikus és nem perspektiv helyzetű, következő kölcsönös 
helyzete lehet: 

1. A nyaláboknak egy megfelelőleg közös sugaruk van. 
2. A nyaláboknak egy megfelelőleg közös síkjuk van, de nin-

csen megfelelőleg közös sugaruk. 
3. A nyaláboknak nincsen megfelelőleg közös sugaruk vagy 

megfelelőleg közös síkjuk, azaz általános helyzetűek. 
A nyalábok megfelelő sugarai egymást általában nem metszik, 

de vannak oly megfelelő sugárpárok, melyek találkoznak. Vizsgál-
juk meg e találkozó sugárpárok metszőpontjainak geometriai helyét 
az egyes esetekben. 

Az 1. esetben a megfelelőleg közös MMX sugár két projectiv 
síksornak tengelye. Ε síksoroknak mindenik kettőssíkja α és v, a sugár-
nyaláboknak két megfelelő projectiv sugársorát tartja; ezek per-
spektiv helyzetűek lévén, a nyalábok megfelelő sugarai egymást a υ. 
síknak egy m egyenesében és a ν síknak egy η egyenesében metszik. 
Az MMX sugárnak minden pontját két megfelelő pontnak tekinthet-· 
jük, tehát az 1. esetben a sugárnyalábok megfelelő sugarai egymást 
három egyenesben : MMX, m és n-ben metszik, melyeknek egyike 
MMX, a másik kettőnek szelője. — 

A 2. esetben a megfelelő közös síknak, α-nek, az Μ és Mx 

pontokon kell keresztül menni. Ε sík jelen esetben is a nyalábok két 
megfelelő projectiv sugársorát tartja, mely azonban most nem 
perspektiv helyzetű, tehát képződményük egy a α síkban fekvő 
és az MMX pontokon keresztül menő mW> kúpszelet. A nyalábok 
megfelelő sugarai egymást az mW kúpszeleten kívül is metszik. 
Ugyanis ha az α és y.x két tetszésszerinti megfelelő sík, akkor az α 
és ax az mW kúpszeletnek ugyanegy A pontján megy keresztül. 
Az a, OLx síkokban levő megfelelő sugársorok az ααχ egyenest két 



projectiv pontsorban metszik ; ezeknek egyik kettőspontja az A, a 
másik pedig egy a υ. síkon kívül levőit'pont, melyben a nyaláboknak 
két megfelelő a' és a\ sugara találkozik. Hasonlókép ha β és βχ a nya-
láboknak más két megfelelő síkja, akkor azoknak ββΑ metszővonala 
az mW kúpszeletet egy Β pontban metszi; ezenkívül van a ββΑ met-
szővonalon egy B' pont, melyben a nyalábok b\ b'x megfelelő suga-
rai találkoznak. A γ = [a'b'] és γx = [a'^b'^ síkok megfelelők lévén, 
az mW-nek egy C pontján mennek keresztül és így egymást az 
A'B'G=g egyenesben metszik. Minthogy a ^-ben három oly pont 
van, melyben a nyalábok megfelelő sugarai találkoznak, azért a 
£-nek minden pontja ily tulajdonságú lesz. 

Az mW kúpszeleten és a g egyenesen kívül nincsen oly pont, 
melyben a nyalábok megfelelő sugarai találkoznának. Mert ha a Ρ 
egy ily pont volna, és egy rajta keresztül menő tetszésszerinti π 
sík a kúpszeletet a QB pontokban, a g egyenest az S pontban met-
szené, akkor a két kollinear nyaláb a ττ síkot oly két kollinear mező-
ben metszené, mely, mert a PQRS négyszög szögpontjai meg-
felelők, egybeesne, és így a nyaláboknak perspektiveknek kel-
lene lenniök feltevésünk ellenében. — 

A 3. esetben, a midőn a nyalábok kölcsönös helyzete általános, 
szintén vannak egymást metsző megfelelő sugarak. Ε sugarak 
metszőpontjai egy kW görbén vannak, a melynek nem fekszik min-
den pontja ugyanegy síkban, hanem a melynek minden síkkal három 
közös pontja van. Ε kW görbét e tulajdonsága miatt harmadrendű 
térgörbének nevezzük. 

2. Jelöljük az MMX sugarat, mint az Μ nyalábhoz tartozót 
f-fel, mint az Mx nyalábhoz tartozót ^-gyel ; az ezeknek megfelelő 
sugarakat pedig fx és e-vel. Minthogy az e és ex egymást az M-ben, az 
f és fx egymást az Mx-ben metszi, azért az Μ és az Mx pont a kW 
görbén van. 

Vegyük most fel először, hogy az a sík a, melylyel a kW gör-
bét metszszük, az MMX egyenesen megy keresztül. Ennek az α sík-
nak, mint az Μ nyalábhoz tartozónak, megfelel az Mx-ben az xx 

sík, mely a-t az Mx nyaláb ααχ = ax egyenesében metszi. Az ax-nek 
megfelelő a sugár az α síkban lévén az ű^-et az (aax) ξξ A pontban 
találja úgy, hogy az α síkban a kW görbének M, Mx és A pontja van. 

Ha másodszor oly β síkot veszünk fel, az egyik, pl. az Μ nya-
lábban, mely nem megy keresztül a másik nyalábnak Mx közép-
pontján, akkor a β-nak megfelelő sík a β-át egy ββχ == b egyenes-
ben metszi. A β és β! síkban fekvő megfelelő sugársoroknak nyomai 
a b-n projectiv pontsorok lesznek, melyeknek két valós vagy képze-



tes kettőspontjában a nyalábok megfelelő sugarai jutnak metszéshez. 
Ezért a k(3) görbének a ρ síkban az M-en kívül még .két valós vagy 
képzetes pontja van. 

Ha végre a γ egy tetszésszerinti sík, mely az egyik nyaláb 
középpontján sem megy keresztül, úgy ez a nyalábokat két kollinear 
mezőben metszi, és ezeknek szintén három megfelelő közös pontjuk 
van, melyeknek egyike mindig valós, a másik kettő pedig kapcsolt 
képzetes is lehet. 

Ezért mondhatjuk: 
Két kollinear, de nem konczentrikus és nem perspektiv sugár-

nyaláb megfelelő sugarai egymást a nyalábok középpontján keresz-
tül menő harmadrendű térgörbében metszik, mely abban az esetben, 
a midőn a nyaláboknak e g y megfelelőleg közös sugaruk van három 
egyenessé, a midőn azoknak e g y megfelelőleg közös síkjuk van e g y 
kúpszeletté és ennek e g y pontján keresztül menő és síkján kívül fekvő 
egyenessé f a j u l el. (220. oldal.) 

A III. r. térgörbének három végtelen távol fekvő pontja van, 
melyek közül egyik mindig valós, a másik kettő képzetes is lehet, 
mert a végtelen távoli sík a görbét szintén három pontban metszi. 

Ha a két kollinear sugárnyaláb megfelelő sugarai egymást egy 
III. r. térgörbében metszik, akkor a nyalábokat általános helyzetűek-
nek, a III. r. térgörbét pedig azok képződményének nevezzük. A követ-
kezőkben mindig általános helyzetű sugárnyalábok képződményével 
foglalkozunk, mert a nyert eredmények könnyen átvihetők különös 
helyzetű kollinear nyalábok képződményeire is. 

3. Két általános helyzetű kollinear sugárnyalábnak a III. r. tér-
görbén kívül, mely pontképződmény, van még egy sugárképződménye 
is, mely sugárkongruenczia. Ugyanis az Μ és Mt nyalábok 
megfelelő síkjai egymást sugárban metszik, mert ennyi megfelelő 
síkpárja van a két nyalábnak. Ε kongruenczia elsőrendű és harmad-
osztályú. Ugyanis, ha a Ρ egy tetszésszerinti pont, akkor az MP sík-
sornak az Μ nyalábban megfelel egy vele projectiv síksor az J^-ben, 
mely utóbbinak a Ρ ponton általában csak egy síkja megy keresz-
tül. Ez a sík az Μ nyalábban levő megfelelő síkját már a Ρ ponton 
keresztül menő egyedüli kongruenczia-sugárban metszi. Ha továbbá 
tekintetbe vesszük, hogy az Μ, Μλ nyalábok a tetszésszerinti π síkot 
két kollinear mezőben metszik, melyeknek általában három meg-
felelő közös sugaruk van, és a melyekben tehát az Μ és M± nyalá-
boknak három megfelelő síkpárja jut metszéshez, következtetni 
lehet, hogy a kongruenczia elsőrendű és harmadosztályú. Ezért 
mondhatjuk: 
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Két általános helyzetű kollinear sugárnyalábnak pontképzöd-
ménye e g y harmadrendű térgörbe kW*) és sugárképződménye e g y 
elsőrendű és harmadosztályú kongruenczia KP. 

Az M, Mx kollinear sugárnyalábok sugárképződményének, a 
7í:i(1) kongruencziának, egy tetszésszerinti ponton csak egy sugara 
megy keresztül. Ha azonban az M2 pontot a nyalábok pontképződ-
ményén, a kW görbén, vesszük fel, tehát MMin MXM2 a nyalábok két 
megfelelő sugara, akkora nyalábokhoz tartozó MMS, MXM2 tengelyű 

projectiv síksorok képződményének, az M.2W n. r. kúpnak, minden 
alkotója a K^p-hoz tartozik. Ezért a kW görbe M.2 pontja, és minden 
pontja a X ^ - r a nézve singularis lesz, és ezt a kW görbét a KSX) 

kongruenczia rendi-görbéjének nevezzük. 
A K p kongruencziának sugarai az Μ és Mx nyalábok meg-

felelő síkjainak metszővonalai; e síkokban fekvő projectiv sugár-
sorok pedig az illető metsző vonalat két projectiv pontsorban metszik, 
melyeknek valós vagy képzetes kettőspontjai a kW-nak pontjai. A K p 
kongruenczia sugarai tehát a &(3)-mat két pontban metszik, és mint 
ilyeneket a k^ görbe húrjainak (vagy bisekansainak) nevezhetjük. 
Ezért: A III. r. térgörbe húrrendszere e g y K.SV) kongrueneziát képez. 

4. Az előbbi M2W n. r. kúp, mely az MMa, MXM2 projectiv sík-
sorok képződménye keresztül megy a &(3) III. r. térgörbén. Mert ha 
az A a kW-n&k tetszésszerinti pontja, akkor az MA, MXA sugarak a 
nyaláboknak megfelelő sugarai, az MAM,, MXAM% síkok pedig 
azoknak megfelelő síkjai, és így ezek egymást az M*P kúp Jog-
alkotójában metszik. Ebből látható, hogy az M> Mx kollinear sugár-
nyalábok pontképződménye, a kW III. r. térgörbe, annak minden 
pontjából e g y II. r. kúp alkotóival projicziáltatik. 

A k^ görbe pontjait a nyalábok Μ és Mx középpontjaiból 
projicziáló sugarak szintén egy-egy II. r. kúpnak, MW és MXW-nek 

alkotói. Az MMX = exf közös sugárnak megfelelő sugarakat, mint 
előbb e és fx-gyei jelölvén: az MW és az MXW kúp képződménye az 
e, ex és az /, fx tengelyű projectiv síksoroknak. 

Minden az MMx-en keresztül fektetett π sík az MW és MXW 
kúpot még egy-egy alkotóban metszi, melyek a kW görbe egy M2 

pontjában találkoznak, és ezért a kW görbe az MMX közös alkotóval 
biró MW és MXW II. r. kúpoknak metszővonala. Ha a π sík az 
MMx-eη és az fx-eη megy keresztül, akkor az ebben levő megfelelő 
f , f x sugaraknak M.2 metszőpontja az Mx-gyei egyesül; ez a - sík 
az MXW kúpot az f f x alkotókban metszi; az MW kúpot pedig az / 

*) Seydewitz: Archív der Mathematik und Physik (1847) ; 10. kötet, 208. old. 



alkotóban érinti és az f érintője a £(3)-nak az Mt pontban. Hasonló-
kép az MMX en és az e-n keresztül menő sík az MW kúpot az e, ex 

alkotókban metszi, az MxW kúpot pedig az eL-ben érinti, és az e érin-
tője a kW-nak az Μ pontban. Minthogy a nyalábok általános hely-
zete miatt az e, e x , f f x egyenesek nincsenek ugyanegy síkban, az 
M{-\ MXW kúpoknak az MMX alkotó mentén külömböző érintősíkjai 
vannak, azaz e kúpok egymást az MMX közös alkotóban nem érin-
tik, hanem metszik. Ezért: 

Két II. r. kúp, melynek e g y közös alkotója, de ennek mentén 
külömböző érintősíkja van, egymást ez alkotón kívül még e g y III. r. 
térgörbében metszi.*) 

Ebből arra lehet következtetni, hogy a III. r. térgörbe egyágú, 
mert bármely pontjából kiindulva, egy másik pontjához juthatunk, 
a nélkül, hogy a görbéről letérnénk, minthogy az első ponton keresz-
tül menő két kúpalkotót is a másik ponthoz futó két kúpalkotóba 
vezethetjük az illető kúpokon. 

Az e egyenes, mint az MxM==ex-nek megfelelő sugár az MW 
kúpnak oly alkotója, mely a kW görbét az Μ pontban érinti, azaz az 
M-ben és az ehhez igen közel fekvő pontban metszi. Oly síkot, mely 
a görbe egy érintőjén megy keresztül, a görbe érintősíkjának nevez-
zük. Az Μ pontnak minden érintősíkja az M(2 kúpot még egy alko-
tóban, a kW görbét pedig még egy pontban metszi. Ha az e érintő 
körül forgó érintősík az MW kúpnak u. érintősíkjává válik, akkor a 
másik alkotó, melyben e sík az MW kúpot metszi, az e-vel egyesül, 
és a α síknak harmadik metszőpontja a is egyesül az Μ 
pontban. Az oly síkot, mely a térgörbének három szomszéd pontján 
megy keresztül, a térgörbe simulósíkjának és az egy ponttá egyesült 
három szomszéd pontot a simulósík simnlópontjának nevezzük. 
Az előbb talált \>. sík tehát a kW térgörbe simulósíkja az Μ pontban. 
De a y. síknak, mint az Μ nyalábhoz tartozónak, az Mx nyalábban 
az exe sík felel meg; ezért: 

Az Μ és Mx kollinear sugárnyalábok pontképződményének, a kW 
III. r. térgörbének, simulósíkja az M. pontban annak a síknak felel 
meg az Mx nyalábban, mely a kW-mat az Μ pontban érinti. 

5. Két kollinear sugárnyaláb Μ és My meghatároz mint pont-
képződményt egy kW Hí. r. térgörbét, továbbá két II. r. kúpot MW 
és MyW-őt, mely a ^3)-mat az Μ és Mx pontokból projicziálja, és 
mely a két nyalábban egymásnak megfelelő alakzat, végre meghatá-

*) Staudt: Beitráge zur Geometrie der Lagc; 462. pont. A többire vonat-
kozólag a 462—507. pontok. 



roz σο1 számú II. r. kúpot MW-őt, mely a &(3)-mat annak tetszés-
szerinti Mi pontjából projicziálja, és mely a nyalábok MMit MvMt 

megfelelő síksorainak képződménye. Nemcsak az MW} M^2\ hanem 
egyszersmind az M[2\ MW kúpok alkotói is a kW görbe által egy-
másra projectiv lesznek vonatkoztatva; e vonatkozásban a kúpok-
nak azok az alkotói felelnek meg, melyek a kW pontjaiban talál-
koznak. 

Ugyanis az MWf MLW kúpok alkotóinak sora az MMX tengelyű 
síksorral, az M&\ MW kúpok alkotóinak sora pedig az MMi tengelyű 
síksorral perspektivek, és ezért a kúpok alkotóinak sorai projektivek. 
Ezt röviden ekkép fejezhetjük ki: 

A III. r. térgörbét annak pontjaiból projicziáló kúpok egy-
mással projektivek úgy, mikép a II. r. görbét annak pontjaiból 
projicziáló sugársorok is egymással projektivek. 

Minden II. r. kúpról, mely a III. r. térgörbét annak egyik pont-
jából projicziálja, azt mondjuk, hogy a görbével perspektiv helyzetű. 
Ha a görbe pontjait a rajtuk keresztül menő kúpalkotókra vonat-
koztatjuk, akkor a görbéről (azaz pontjainak soráról) azt mondjuk, 
hogy a vele perspektiv kúppal (azaz az alkotók sorával) projectiv. 
A III. r. térgörbén fekvő pontsorok tehát a görbével perspektiv II. r. 
kúpok segélyével projectiv vonatkoztathatók egymásra. 

A kW III. r. térgörbét, mint az 31, Mx kollinear nyalábok kép-
ződményét, annak Mi, Mj pontjaiból projicziáló és így egymásra 

projectiv vonatkoztatott MW} MW kúpok kollinear vonatkozást 
létesítenek az Mi, Mj nyalábokban, melyekben épen e kúpok egy-
másnak megfelelők. Az Mj, Mj kollinear sugárnyalábok pontképződ-
ménye a kW térgörbe lévén, látható, hogy az eredeti nyalábok 31, 
3IX középpontjai, nem különös pontjai a &(3)-nak, mert a kW térgörbe 
az 3Ii, Mj kollinear nyaláboknak is képződménye. A III. r. térgörbe 
tehát °c2-félekép tekinthető két kollinear sugárnyaláb pontképződ-
ményének ; a görbe két tetszésszerinti pontja középpontja lehet e 
kollinear nyaláboknak, melyekben a görbe pontjait projicziáló suga-
rak mindig megfelelők. Ezt tekintve ép úgy, mint az eredeti nyalábok 
Μ és Mx középpontjainak, a III. r. térgörbe bármely pontjának 
érintőjét és simulósíkját megszerkeszthetjük. 

6. Vegyünk fel a kW [II. r. térgörbén négy pontot, az 31, Mx, M% 

és Mz-mat. Minthogy azok. közül a síksorok közül, melyek a görbe 
pontjait az MMX, MXM2, M2MZ tengelyekből projicziálják az első és 
a másodiknak, valamint a második és a harmadiknak képződménye 
egy-egy II. r. kúp, azért e síksorok közül, nemcsak két egymásra követ-
kező, hanem az első és az utolsó is projectiv. Ebből következik, ha 



most csak oly húrokat tekintünk, melyek a görbét valós pontokban 
metszik: 

„A III. r. térgörbe pontjait, annak két tetszésszerinti húrjából 
projicziáló síksorok projektivek". 

A III. r. térgörbe pontjait, annak húrjaiból projicziáló síksorok-
ról azt mondjuk, hogy a görbével perspektiv helyzetűek, és mert 
ezek a síksorok projektivek is, azért e görbe pontjainak sorát e sík-
sorokkal projectivnek és perspektivnek értelmezhetjük. 

Tekintsük a III. r. térgörbét, mint képződményét az ilí és MY 

kollinear nyaláboknak, és legyen a g és gy oly két húrja a kW-r\ak, 
mely ezt két-két valós pontban metszi. A k(3> pontjait a g és gy ten-
gelyekből projicziáló projectiv síksorok képződménye egy hj sugár-
sereg, melyet a &(:!)-mal perspektivnek nevezünk. Ε sugársereget 
tartó RW hyperboloidon rajta van a kW görbének minden pontja. 

Minthogy a g, gy húrok a &(3)-mat két-két pontban metszik, a 
hj sugárseregnek sugarai a &(3)-mat csak egy-egy pontban metszhetik, 
és így a sugársereg támasztó seregének minden gi sugara, úgymint 
agé sg y , a /í(3)-mat két pontban metszi, azaz a &(3)-nak egy-egy húrja. 
A gi sugarak között lehetnek olyanok is, melyeknek a &(3)-mal kép-
zetes közös pontpárjuk van, de mert a kW-nak minden pontja a 
RW.η fekszik, és a RW hyperboloid gi alkotóján keresztül menő 
minden [gihj] sík három metszőpontja közül a kW-ma], csak egy lehet 
a hj-n, azért a másik két valós vagy kapcsolt-képzetes metszőpont 
a gi η van. 

Minthogy a hj sugársereg a támasztó sugárseregnek, grnek, 
bármily két sugarából, messék ezek a görbét akár két valós, akár 
két kapcsolt-képzetes pontban, projectiv síksorokkal projicziáltatik, 
azért a kW görbe pontjai ama sugárseregnek bármily két g{ sugará-
ból projectiv síksorokkal projicziáltatnak. Ezek a gi sugarak pedig 
mind sugarai annak a K,W kongruencziának, mely az M, MY kolli-
near nyaláboknak sugárképződménye. 

Hogy ezt belássuk, jelöljük a 7/2)-nek az Μ és MY ponton 
keresztül menő és a h1 rendszerhez tartozó alkotóit h és hy-gyei. 
A gi sugársereget a h és Z -̂ből projicziáló síksorok projektivek, és 
minthogy e síksorok oly gi alkotókat is projicziálnak, melyek a 
#3>-mat valós pontokban metszik: e projektivitás olyannak tekint-
hető, mely az Μ és MY nyalábok kollineacziójából származik. Ebből 
következik, hogy a h és hy projectiv síksoroknak minden megfelelő 
síkpárja egymást a K . p kongruencziának sugaraiban metszi, tehát 
a gi sugárseregnek minden sugara a hoz tartozik. 

A kW görbe és annak a ̂ é s ^ húrja meghatározta a RW hyper-



boloidot. De ha a görbének egy A pontján keresztül egy tetszés-
szerinti h egyenest vezetünk keresztül, mely a görbét csak az A 
pontban metszi, akkor a k-nak két síkja a görbét még két-két pont-
ban vágja úgy, hogy azoknak összekötő egyenese a görbének 
két húrja. A görbe pontjait e húrokból projicziáló projectiv 
síksorok képződménye egy sugársereg, melynek sugarai mind met-
szik a h-t. 

Ha tehát a h egyenes a kW III. r. térgörbének csak e g y pontján 
megy keresztül, akkor a kW-nak a h-t metsző húrjai o l y sugár-
sereget képeznek, mely sugársereget tartó hyperboloid a kW-mon 
megy keresztül. A h egyenest úgy vehetjük fel, hogy az a K.,W 
kongruencziánakegy sugarát messe; ennélfogva ez a sugár a kW görbe 
és a h egyenestől meghatározott HW hyperboloidon van, azaz: a 

kongruencziának sugarai egyik rendszerbeli alkotói a kW gör-
bén keresztül menő összes hyperboloidoknak. 

7. Fektessünk most a kW III. r. térgörbén két hyperboloidot 
HW és H'W-öt keresztül. Egy tetszésszerinti sík a &(3)-mat három 
pontban, a két hyperboloidot pedig két kúpszeletben metszi, mely 
utóbbiak ama három ponton mennek keresztül és így még egy 
negyedik pontban is találkoznak. Ε negyedik ponton keresztül csak 
egy húr vezethető a kW-hoz, mely minthogy mindkét hyperboloiddal 
még két valós vagy képzetes közös ponttal bir: mindkét hyper-
boloidon rajta van. Ezért: „A III. r. térgörbén keresztül fektetett két 
hyperboloidnak mindig van egy közös alkotója, mely a térgörbének 
húrja". 

De fordítva is kimutatható, hogy két hyperboloid HW és H'Wy 

melynek csak e g y közös g alkotója van és egymást nem érinti a 
g minden pontjában, egymást még e g y III. r. térgörbében metszi. 

Ugyanis a g-nek síkjai a HW-őt és a II'W.QÍ m ég egy-egyh és h' 
alkotókban metszik; ezek nem tartoznak ahhoz a rendszerhez, mint 
a g, és metszőpontjaik a HW és H'W hyperboloidoknak k metsző-
vonalán vannak. Ε metszőpontok közül csak kettő lehet a ^-n, mert 
külömben a HW és H'W egymást a g minden pontjában érintené. 
Legyen a k metszővonalon az Μ egy ily pont, és jelöljük a rajta 
keresztül menő és a g rendszerhez tartozó alkotókat a hyperboloido-
kon gx és ^Vgyel. A HW és II'W hyperboloidoknak azok a h és h' 
rendszerbeli alkotói, melyek egymást a k-nak pontjaiban metszik, 
melyek tehát a ^-vel egy-egy síkban vannak, a ^-ből, illetve a 
g'y-ből a g síksorral projectiv síksorokkal projicziáltatnak, és így a 
gx és g\ síksorok egymással is projektivek. Ezeknek képződménye 
tehát egy a k metszővonalat projicziáló II. r. kúp. Minthogy pedig a 



k-X annak bármely Μ pontjából projicziáló kúp II. r., azért a k görbe 
III. r. térgörbe. 

Ε bizonyításból következik még: Valamely hyperboloid és 
véle csak e g y közös alkotóval biró II. r. kúp egymást az alkotón 
kívül még e g y III. r. térgörbében metszi. Továbbá: három projectiv 
síksornak, valamint e g y 11. r. kúpnak vagy e g y sugárseregnek és 
e g y ezzel projectiv síksornak, mely síksornak egyik síkja sem megy 
a megfelelő kúp alkotón, illetve a sugár sereg megfelelő sugarán 
keresztül, képződménye e g y III. r. térgörbe. Az első esetben a közös 
alkotó, a többiekben pedig mindenik siksornak tengelye, húrja a III. 
r. térgörbének. 

Oly sugárseregről, melynek sugarai valamely III. r. térgörbét 
egy-egy pontban metszik, azt mondjuk, hogy a görbével perspektiv 
helyzetű. Az előbbiekből következik, hogy két sugársereg, mely a 
III. r. térgörbével perspektiv, egyszersmind projectiv egymással, ha 
oly sugarak tekintetnek megfelelőknek, melyek egymást a térgörbén 
metszik. Ez oknál fogva a III. r. térgörbéről is azt mondhatjuk, hogy 

projectiv minden véle perspektiv sugársereggel; minden pontnak a 
görbén megfelel a rajta keresztül menő sugár a seregben. 

Számláljuk meg a kW III. r. térgörbén keresztül menő hyper-
boloidokat. Fektessünk a végből a ^3)-on keresztül egy H.W hyper-
boloidot, jelöljük ennek alkotóit, melyek a 7^3)-nak húrjai ^-vel, és 
legyen a g a &®-nak a IlW-n kívül levő húrja. A kW pontjait a t£f-ből 
és egy gi-bői projicziáló síksorok képződménye a &(3)-mon keresztül 
menő H P hyperboloid. Minthogy a ΉΡ-η <*>1 g{ alkotó van, mely 
tehát a g-ve\ egy I I P hyperboloid meghatározására szolgál, mint-
hogy továbbá minden hyperboloid, mely a é®-mon és a ^ húron 
keresztül megy, a HW-őt egy gi alkotóban metszi, tehát egy H P 
hyperboloid: a ^ - m o n és a "̂-n keresztül menő hyperboloidok 
száma Ezeken vannak a &(3)-nak összes húrjai, azaz a kon-
gruencziának összes sugarai. Ha még tekintetbe vesszük azt, hogy 
a &^-nak oc2 húrja van és minden húron és£(3j-mon oc,1 hyperboloid 
megy keresztül, melyeknek azonban mindenikén húr van, kö-
vetkezik : a k(S) III. r. térgörbén keresztül menő hyperboloidok száma 
ugyanannyi, mint a k{S> húrjainak száma, azaz <>=2; minden húron 
oo1 hyperboloid vezethető keresztül. 

8. Láttuk előbb, hogy ha az M.2 pont az Μ és Mx kollinear 
sugárnyalábok képződményének, a k<3> III. r. térgörbének egy pontja, 
akkor az 31 és M2 sugárnyalábok között is lehet oly kollinear vo-
natkozást létesíteni, hogy képződményük szintén a k(3> görbe legyen. 
Ε kollineaczióban a görbét az Μ és iI/2 pontokból projicziáló II. 



kúpok, tehát a görbe pontjait projicziáló sugarak megfelelők. Vizs-
gáljuk most meg, hogy az Μ és M.2 nyaláboknak e kollineaczióból 
származó K3W sugárképződménye szintén ugyanaz-e, mint az Μ 
és My nyaláboké ? 

Legyen e végből a g valamely sugara a ÜT3 W-nak, a HW 
pedig a fe(3)-mon és annak g húrján keresztül fektetett hyperboloid, 
végre a h, hx és h2 a Η -nek az a három alkotója, mely a &(3)-mat 
csak az M, Mí és M2 pontokban metszi, tehát \hg], [ h g y ] egy meg-
felelő síkpár az M, My nyalábokban. A IiW-nek összes gi alkotói a 
h, hy és /í2-ből projectiv siksorokkal projicziáltatnak. A gi alkotók 
között elegendő számban lesznek olyanok, melyek a &(3)-mat valós 
pontpárokban metszik. De ezek a h és \ tengelyekből oly síkpárok-
kal projicziáltatnak, melyek az Μ és M2 kollinear nyalábokban meg-
felelők. Ezért az Μ és M2 nyaláboknak a kW görbe által létesített 
kollineacziója olyan, hogy abban a HW hyperboloidnak minden g 
rendszerbeli alkotóját a k és h2-bői projicziáló síkok megfelelők, tehát 
a K3W kongruencziában tetszésszerint felvett g sugár az Μ és M2 

nyalábok sugárképződményéhez is tartozik, azaz: az Μ és M2 

nyalábok sugárképződménye szintén a K3Wm 

Lássuk már most egybefoglalva, mily helyzeti viszonyban van 
egymással egy kW ΠΙ. r. térgörbe és annak húrkongruencziája K3(X\ 

A ^ - n a k oo1 Μ pontja és a K,W.nak <̂ 2 g sugara van. Az Μ 
pontok oc1 sugárnyaláboknak középpontjai, a ̂ sugarak oc2 síksorok-
nak tengelyei. A kW görbe e síksorok között projectiv vonatkozást 
létesít; ebben a megfelelő síkok azok, melyek a &l3)-nak egy-egy 
pontján mennek keresztül, s mint ilyenek, oo1 síknyalábot képeznek. 
Viszont a K3W kongruenczia ama nyalábokkal létesít kollinear vo-
natkozást, melyeknek középpontjai a 7e(3)-nak pontjai; ezekben a meg-
felelő síkok a ITgW-nak egy-egy sugarában metszik egymást és mint 
ilyenek oo2 síksort képeznek. A oc1 nyaláb megfelelő sugarai vagy 
egy II. r. kúpot, vagy pedig egy sugársereget képeznek, a szerint, a 
mint egymást (a kW görbén) metszik, vagy nem metszik. Ugy a 
kúp, mint a sugársereg perspektiv helyzetű és projectiv vonatkozású 
a ^ - h o z ; a kúp alkotóinak, illetve a sugársereg sugarainak ama 
nyalábok középpontjai felelnek meg a kW görbében. Ε sugárserege-
ket támasztó sugárseregnek sugarai, és mint ilyenek, az előbbi oc2 

síksor közül oc1 síksornak, mely egy síksor-sereget képez, tengelyei. 
Ha ama σο1 nyalábban a megfelelő sugarakat változtatjuk, megkap-
juk az összes, azaz oo1 II. r. kúpot és az összes, azaz oo2 sugársere-
get, mely a kW-mal perspektiv. Ez utóbbiak támasztó seregének su-
garai, tehát oc2 síksor-seregnek tengelyei, egy úgynevezett síksor-



kongruencziát képeznek. Két síksor e kongruencziában meghatároz 
egy síksor-sereget, melynek tengelyei a £®-nak húrjai és a έ^-mon 
keresztül menő hyperboloidoknak alkotói; három nem ugyanegy 
seregben levő projectiv síksornak megfelelő síkjai egymást a kW 
pontjaiban metszik és úgy a &f3>-mat, mint a - f i a mat meg-
határozzák. 

27. § A harmadrendű térgörbe helyzete a másodrendű 
kúp és a hyperboloid irányában. 

1. Az előbbi tárgyalásból következik, hogy o]y hat ponton, 
mely közül háromnál több nincsen ugyanegy síkban, csak egy 
III. r. térgörbe fektethető keresztül. Ha a hat pontot ABCDE és F-íe\ 
jelöljük, akkor a &®-mat, vagy mint az A(CDEF...), B(GDEF...) 
kollinear sugárnyalábok képződményének, vagy az AB(DEF...), 
BC{DEF...) és CA(DEF...) projectiv síksorok képződményének, 
vagy, a mi külömben az utóbbival megegyezik: az AiBCDEF) és 
B(ACOEF) alkotókon keresztül menő II. r. kúpok metszésének 
tekinthetjük. Ebből pedig arra következtethetünk: 

Ha a kW III. r. térgörbe a KW II. rendű kúpnak Μ csúcsán 
megy keresztül, ú g y az a kúpot a csúcsán kívül még n é g y pontban 
metszheti. 

Ugyanis annak az MW II. r. kúpnak, mely a /^-mat az Μ 
pontból projicziálja, a RW-ve 1 csak négy alkotója lehet közös, és a 
kW görbe a RW kúpot csak e négy alkotó egy-egy pontjában metsz-
heti. — Ha tehát egy III. r. térgörbének, mely valamely II. r. kúp 
csúcsán megy keresztül, a kúppal a csúcson kívül még öt közös 
pontja van, akkor a görbének minden pontja a kúpon lesz. 

A III. r. térgörbének a KW n. r. kúppal hat közös pontja 
lehet a nélkül, hogy a görbe minden pontja a kúpon volna, mert a 
kW meghatározására szolgáló hat pontot a KW-őn akkép vehetjük fel, 
hogy azok egyikét a többi öttel összekötő sugaraktól, mint alkotók-
tól, meghatározott II. r. kúp ne menjen a KW-nek a csúcsán keresztül. 
De ha a &(3)-nak a KW-ve l hét közös pontja van, akkor a &(3)-nak 
minden pontja a KW kúpon lesz. Ugyanis a P - m o n és a KW kúp-
nak a hét pont egyikéhez vezetett alkotóján keresztül menő IF-] 
hyperboloid a KW kúpot egy kyW M. r . térgörbében metszi, mely a 
&(3)-mal azért esik egybe, mert véle hat közös pontja van. 

2. Ha két III. r. térgörbe, a kW és akyW ugyanegy II. r. kúpon, 
KW.ii Van, akkor azok a görbék egymást a csúcsban levő Μ közös 



ponton kívül még l e g f e l j e b b négy pontban metszhetik. De ha a kW és 
a k±W ΠΙ. r. térgörbéknek az Μ pontban e g y közös érintőjük van, 
akkor azok egymást az Μ ponton kívül már csak két pontban 
metszhetik. 

Ugyanis ha a kW és &x(3)-nak nincs közös érintője a KW kúp-
nak Μ csúcsában és az A, Ax a IiW kúp egy a alkotójának második 
metszőpontja a kWf kxW görbékkel, akkor annak a két kúpnak 
A.kW és Ay.kyW-nak, mely a £(3>-mat az A-ból, a /^-mat pedig 
az -áx-ből projicziálja, nincs közös érintősíkja az α alkotó mentén. Ez 
a két kúp tehát egymást az Μ ponton keresztül menő k2W III. r. tér-
görbében metszi, melynek négy közös pontja a KW kúppal, az e kúpon 
fekvő kW és görbéknek metszőpontja. De ha a kW és kxW egymást 
az Μ csúcsban érinti, akkor az előbbi két kúp A.kW és Ax. &x(3)is egy-
mást az AAX alkotóban érinti és egy, az M-en keresztül menő kW 
kúpszeletben metszi. Az Μ csúcson keresztül menő kW kúpszelet-
nek a KW kúppal még csak két közös pontja lehet és ezek az M-en 
kívül a kW és kxW görbéknek egyedüli közös pontjai. Ez utóbbi 
jelenség külömben még onnan is kimagyarázható, hogy ha 
valamely II. r. kúpon fekvő két III. r. térgörbének a kúp Μ csúcsá-
ban közös érintője van, akkor azoknak az Μ pontban egyszersmind 
közös simulósíkjuk is lesz. 

3. Ila a kW III. r. térgörbének a HW hyperboloiddal hét pontja 
közös, akkor a kW a HW.n van. 

Ugyanis annak a KW kúpnak, mely a &(3)-mat a hét pont 
egyikéből, pl. az Μ pontból projicziálja, nem lehet a HW-vel két 
közös alkotója, mert ekkor a KW és HW metszése e két alkotó és 
egy kúpszelet. De a hét pont közül a két alkotón, az M-e η kívül 
csak egy-egy pont lehet, tehát a többi négy pontnak egy kúpszele-
ten és így egy síkon kellene feküdni, a mi, mert a kW m y. térgörbe, 
lehetetlen. 

De ha a HW hyperboloidon van egy olyan alkotó, amely az Μ 
ponton megy keresztül és nem fekszik a KW kúpon, teháta&(3)-mat 
nem metszi két pontban, akkor ezen az alkotón és a &(3>-mon egy 
H'W hyperboloid fektethető keresztül. Ez a II'W a HW hyperbo-
loidot egy kxW Hí. r. térgörbében metszi, melynek a &(3)-mal hat 
pontja közös, tehát a kW-ma\ egybeesik. 

4. Valamely hyperboloidnak Öt pontján két III. r. térgörbe 
fektethető keresztül a hyperboloidon ; ennek egyik alkotó-rendszere 
az egyik görbének, a másik alkotó-rendszere pedig a másik görbének 
húrrendszeréhez tartozik. 

Ugyanis az ABCDE öt pont közül hatfélekép lehet kettőt, pl. 



az A és P-t úgy kiválasztani, hogy azoknak összekötő egyenese AB 
ne legyen alkotója a hyperboloidnak. Ha az AB tengelyű síksort 
akkép vonatkoztatjuk projectiv a hyperboloidnak egyik vagy másik 
alkotó-rendszerére, hogy a CDE pontokon keresztül menő síkok a 
sorban és alkotók az egyes sugárseregekben megfelelők legyenek, 
akkor a síksornak és mindenik sugárseregnek képződménye egy III. 
r. térgörbe, mely a hyperboloidon van és a felvett öt ponton megy 
keresztül. — 

Ha két III. r. térgörbe k és kp] ugyanegy II(-) hyperboloidon 
fekszik és ennek egyik sugárserege a k^-nak, a másik sugárserege 
a kp)-nak húrrendszeréhez tartozik, akkor a kW és kp görbék egy-
mást öt pontban metszik, mely közül egyik mindig valós. 

A 7/^-nek egy g alkotója a kW-mat az AB pontokban metszi; 
e pontok úgy a g-1, mint a kW-m&X egy véges és egy, a végtelenen 
átvonuló, tehát végtelen hosszú vonaldarabokra osztják. A két véges 
vonaldarab, valamint a két végtelen vonaldarab egy-egy zárt terüle-
tet, Tx és r2-őt, határol a hyperboloidon; a hyperboloidnak pedig 
ezeken hívül fekvő része a T. 

A kxW görbe a ,̂ -t csak egy pontban, C-ben, metszi. Egy a 
&/3)-mon haladó pont a Ο ponton keresztül jut a Τ részből a TL részbe 
vagy a T2 részbe és hogy innen ismét a T-be kerüljön, kell hogy 
a Tx vagy a T2-nek a ^3)-tól határolt kerületét páratlan számú ( 1 , 3 
vagy 5) pontban messe. Ha a D egy ily metszőpont, akkor a többi 
négy, mely páronként kapcsolt képzetes is lehet, annak a két II. r. 
kúpnak négy közös alkotóján fekszik, mely a kW és k ^ görbét a D 
pontból projicziálja, — és így ennek a négy kúpalkotónak második 
metszőpontja a IIP-vel . 

A tárgyalt tételnek fordítottja: 
Két, egymást öt pontban metsző III. r. térgörbén műidig fek-

tethető keresztül e g y hyperboloid. 
Ugyanis vezessük az első görbének, kW-nok, egy tetszéssze-

rinti pontjából a második görbéhez, ^^-hoz , a g húrt. Ez nem lesz 
húrja a kW görbének, mert külömben a &3)-nak a g és kxW vonala-
kon keresztül menő minden hyperboloidot vagy két pontban kellene 
metszenie, vagy pedig e hyperboloidokon kellene rajta feküdnie. Az 
első eshetőség, mint előbb kimutattuk, lehetetlen; a másik szintén, 
mert külömben e hyperboloidoknak egyik sugárserege, az egymást 
öt pontban metsző &(3)és kxW görbék húrrendszeréhez tartoznék. A g 
tehát nem húrja a kW-nsk és így a g-n és a ^3)-mon csak egy IIW 
hyperboloid fektethető keresztül, a melyen a kxW is rajta van, mint-
hogy véle hét pontot bir közösen. Ebből következik: 



Ha két III. r. térgörbének öt közös pontja van, akkor az első 
görbének pontjaiból a másodikhoz vezethető húrok, a másodiknak 
pontjaiból az elsőhöz vezethető húrokat metszik. 

5. Ha két III. r. térgörbe valamely HW hyperboloidon fekszik 
és ennek ugyanegy alkotó-rendszere mindkét görbének húrja, akkor 
e görbék egymást csak négy pontban metszik, mely páronkent 
kapcsolt képzetes is lehet. 

Ugyanis ha a IIW.n levő kW és \W III. r. térgörbéknek egy 
közös g húrja az elsőt az A pontban, a másodikat az At pontban 
metszi, akkor annak a két II. r. kúpnak, mely a &f3)-mat az A-ból a 
β/3)· mat az J.,-ből projicziálja, nincsen közös érintősíkja a g alkotó 
mentén és így egymást egy oly k^W III. r. térgörbében metszi, mely 
a és ktW görbéknek közös pontjain megy keresztül. De mert a 
k%W az első kúpon van, azért annak a £(3>-mal az A csúcson kívül 
még négy közös pontja lehet, mely egyszersmind a kW és ktW-nak 
közös pontja. Ebből következik: 

Ha négy projectiv síksor általános helyzetű, akkor négy o l y 
pont létezik, melyben a síksoroknak megfelelő síkjai egymást 
metszik. 

Ugyanis két projectiv síksornak képződménye egy II. r. kúp, 
vagy egy sugársereg; ez projectiv lévén vonatkoztatva a harmadik 
és negyedik síksorra, ezekkel egy, a sugársereget tartó hyperboloi-
don két III. r. térgörbét határoz meg, melynek ama sugársereg 
közös húrrendszeréhez tartozik. Ε két III. r. térgörbe metszőpontja 
már oly négy pont, melyben a négy projectiv síkscrnak megfelelő 
síkjai egymást metszik. — Ε tételnek folyománya: 

Ha egy III. r. térgörbe és egy síksor, melynek tengelye nem 
húrja a görbének, egymásra projectiv van vonatkoztatva, akkor a 
síksorban négy oly sík van, mely a térgörbén a neki megfelelő négy 
ponton megj' keresztül. 

Egy hyperboloid négy pontján oc1 o l y III. r. térgörbét fektethe-
tünk keresztül, melyeknek húrrendszerében a hyperboloid egyik 
sugárserege benn foglaltatik. Ε III. r. térgörbékről azt mondjuk, hogy 
azok egy sort képeznek és 'a négy pont a sornak alappontja. 
A hyperboloid minden Μ pontján keresztül csak egy görbe vezet-
hető a sorban. Ez a görbe metszővonala a hyperboloidnak azzal a 
II. r. kúppal, melynek csúcsa az Μ és mely a hyperboloidnak az M-en 
keresztülmenő és a húrrendszerhez tartozó alkotóján, valamint a 
négy alapponton helyezhető át. 



28. §. A harmadosztályú síksor. 

1. Hogy a Ili. r. térgörbének még egyéb tulajdonságaival meg-
ismerkedjünk, alkalmazni fogjuk a Pascal-tételt a kW III. r. térgörbét 
projicziáló II. r. kúpokra. 

Legyen e végből ABCDEF a kW III. r. térgörbébe írt hatszög, 
az 31 pont a görbének tetszésszerinti pontja, az MW pedig a görbét 
az Μ pontból projicziáló II. r. kúp. Az MW-be \rt M(ABCDEF) hat-
oldalú gúlára alkalmazott Pascal-tétel következtében az 

Μ AB, MDE; MBC, MEF; MCD, MFA 

síkpárok három metszővonala g, h és i ugyanegy ξ = [£/«] sík-
ban van. 

Ez a ξ sík, mialatt az Μ a k^-mat befutja, egy ρ egyenes kö-
rül forog, mely a kW görbének húrja. Ugyanis a g, h és i egyenesek 
az Μ pontból a kW görbe AB, DE; BC, EF és CD, FA húrjaihoz 
vezethető szelők. Ha az 31 pont befutja a ^!!)-mat, akkor a g egye-
nes egy IIgWhyperboloidot, a h egy HhW hyperboloidot, végre az i 
egy Ή Ρ hyperboloidot ír le. Ε hyperboloidok a P - m o n mennek 
keresztül és így a HgW és HhW egy közös ρ alkotóval bír, mely a 
kW-nak. húrja. Ez a ρ húr metszi a változó g és h szelőket és mert 
mindig a változó ς síkban van, metszi a változó i-t is, tehát a Hp 
hyperboloid szintén keresztül megy a ρ húron. Az ABCDEF hatszög 
nem egymásra következő ABC, CPE, EFA lapjainak J és a szin-
tén nem egymásra következő BCD, DEF, FAB lapjainak Κ metsző-
pontja mind a három hyperboloidon rajta van, tehát a JK egyenes 
lesz a ρ húr. Ezért : 

Ha valamely kW III. r. térgörbébe e g y hatszöget írunk be, ak-
kor azok a szelők, melyek a görbe egyes pontjaiból a katszög károm 
szemben fekvő oldalpárjához vezethetők, ugyanegy síkban vannak. 
Ez a sík, mialatt a pont, melyből a szelők kiindulnak, a görbét be-
f u t j a , a görbének e g y húrja körül forog. Ε húr közös alkotója an-
nak a három hyperboloidnak, mely a kW görbén és ama hatszög 
szemben fekvő oldalpárjain megy keresztül és összeköti azokat a 
pontokat, melyben a hatszögnek három nem egymásra következő 
lapja és a másik három nem egymásra következő lapja egymást 
metszi. 

2. Alkalmazzuk e tételt egy háromszöggé elkorcsosult hat-
szögre. 



Legyen e végből A, Β és C a kW III. r. térgörbének három 
pontja; a, b és c e pontoknak érintője. Az A, Β, C pontokban az 
előbbi ABCDEF hatszögnek AB, CD, EF pontjai egyesülnek és 
ezek az oldalak az a, b, c érintőkké válnak. A hatszög ABC, CDÉ, 
EFA és BCD. DEF, FAB nem egymásra következő lapjainak most 
megfelelnek az aB, bC, cA és aC, bA, cB síkok, melyek a J és Κ 
pontokban találkoznak. Ha az Μ a kW-nak egy változó pontja, ak-
kor az Ma, Mb, Mc síkok a ^^-nak érintősíkjai az A, B. C pon-
tokban és az MW kúpnak érintősíkjai az MA, MB, MC alkotók 
mentén. 

Az Μ pontból az a, BC; b, CA ; c, AB egyenesekhez vezethető 
g, h, i szelőknek, vagy, a mi ugyanaz, az MW kúphoz az MA, MB, 
MC alkotók mentén vezetett érintősíkoknak metszővonalai az MBC, 
MCA, Μ AB síkokkal egy ξ síkban vannak. Ε ξ sík a /d^-nak egy 
ρ húrja körül forog, mialatt az Μ a kW-mat befutja. Ez a ρ húr nem 
metszheti a kW görbét valós pontokban, mert a változó ξ síkok 
egyike sem metszheti az illető MW kúpot valós alkotókban, míg a 
7í(3)-mon felvett ABC pontok valósak. 

A ρ húr nem lehet az ABC síkban, mert a. ρ húr az aB, bC, 
cA és az aC, bA, cB síkoknak metszőpontjain, J és K-n megy ke-
resztül, melyek az A B C ^ ^ síkon kívül vannak; a ρ húr tehát a 77 
síkot egy Ρ pontban metszi. 

A midőn a változó Μ pont az A pontba jut : az Ma sík az A 
pontnak α = Aa simulósíkja lesz és az .A-ból az a és BC egyene-
sekhez vezetett g szelő az Aa= α és az ABC síknak metszővonala. 
De ez a g szelő metszi a ρ húrt, tehát a Ρ ponton megy keresztül 
és így az A pontnak α simulósíkja szintén a Ρ ponton fog keresz-
tül menni. 

A midőn a változó pont a B-be vagy a C-be jut, aB és Cpon-
tokból a b és CA-hoz, illetve a c és AB-hez vezetett h, illetve i szelő 
szintén a Ρ ponton fog keresztül menni. De ezek a szelők a Β és C 
pontnak β, illetve γ simulósíkjaiban vannak, tehát az ABC pontok 
αβγ simulósíkjai egymást az ABC sík Ρ pontjában metszik. 

Ennélfogva: 
Valamely III. r. térgörbe három pontjának simulósíkja e g y -

mást a három ponton keresztül menő sík e g y pontjában metszi. Az 
a húr pedig, mely e metszőpontból a III. r. térgörbéhez vezethető, a 
görbét két kapcsolt-képzetes pontban vágja, ha a görbén felvett há-
rom pont valós volt. 

Ε nevezetes tételnek első része Chasles-tól, a második rész 
pedig Joachimsthal-tói ered. 



Α Chasles-féle tételnek következménye : 
1) Egy tetszésszerinti ponton keresztül a III. r. térgörbéhez 

csali három simnlósík vezethető, mert ha abból a pontból, P-ből, 
négy simulósíkot lehetne a görbéhez vezetni, akkor azoknak simuló -
pontjai egy tetraedernek volnának csúcsai és a Ρ pontnak e tetrae-
der mindenik lapjában kellene feküdni. — A III. r. térgörbét, azért, 
mert egy tetszésszerinti pontból ahhoz három simulósík vezethető, 
harmadosztályúnak és a görbe símulósíkjainak rendszerét har-
madosztályú síksornak nevezzük. 

2) Egy tetszésszerinti egyenesen keresztül a 111. r. térgörbéhez 
csak két simulósík vezethető, mert ha három simulósík menne azon 
az egyenesen keresztül a görbéhez, akkor annak az egyenesnek 
a három simulópont síkjában kellene lenni, azaz a három pont 
simulósíkja egybeesnék, a mi lehetetlen. 

3) Egy III. r. térgörbe négy pontja e g y tetraedernek csúcsa ; 
e pontoknak n é g y simulósíkja e g y másik tetraedernek n é g y 
lapja. Ε két tetraeder bármelyike a másikba és a másik körül van 
írva, azaz MÖBIUS-féle. Ugyanis a III. r. térgörbe ABCD pontjainak 
αβγδ simulósíkjai közül βγδ, γδα, δαβ és αβγ egymást a BCD, CDA, 
DAB és ABC sík Ax, Bx, Cx és Dx pontjában metszi és a BXCXDX = a, 
CXDXAX = β, DXAXBX = γ és AXBX Cx = δ síkok az A, B, C és D 
pontokon mennek keresztül. Ε harmadik következményben kifeje-
zett tétel MÖBIUS-ÍÓI ered. — 

Ha valamely kW III. r. térgörbébe írt ABCD tetraeder A,B, C,D 
csúcsainak a, b, c, d érintőit a szemben fekvő lapokkal metszszük 
az A', B', C\ D' pontokban, akkor az ABCD, A'B'C'D' tetraederek 
is Möbius-félék. 

Ugyanis egyrészt a szerkesztés szerint az A'BCD, AB'CD, 
ABCD, ABCD' pontok egy-egy síkban vannak, másrészt az 
AB'C'D', A'BCD', A'B'CD', A'B'C'D pontok is egy-egy síkban van-
nak, mert pl. az AB'CD' sík Pascalsíkja a kW görbét az A pontból 
projicziáló II. r. kúpba írt A(BCD) háromélre vonatkozólag. 

3. A III. r. térgörbéről előbb talált Möbius-féle tétel segélyével 
kimutatható, hogy a III. r. térgörbe simulósíkjai annak bármelyik 
simulósíkját II. o. sugársor szerint metszik.*) 

Tartsuk meg az előbbi jelölést, .tehát legyenek a kW görbébe 
írt Τ tetraedernek csúcsai ABCD, ezeknek simulósíkjai αβγδ, melyek 
egy AXBXC1DX = tetraedernek lapjai. A Tx tetraedernek ekkép felírt 
három éléből 

β γ ^ Α Λ . t ^ A Í ' I , αβ=ρ χ 6\ , 

*) Möbius: Der barycentrische Calcul; 120. oldal. 



látható, hogy ezeknek helyzete független a δ simulósíktól és annak 
Β simulópontjától. 

H a a D befutja a kW görbét, akkor a 13CD, CAD, ABB tetrae-
derlapok projectiv síksorokat írnak le a BC, CA, AB tengelyek kö-
rül, melyek a BXAX, BXBX, DXCX szilárd egyeneseket megfelelőleg az. 
Ax, a Bx és a Cx projectiv pontsorokban metszik. Ebből pedig már 
következik, hogy a változó δ símulósík az α, β és γ szilárd simuló-
síkokat II. r. sugársorokban metszi, mert a Dx pont nem megfelelő-
leg közös pontja ama projectiv pontsoroknak. 

A tételnek folyománya, hogy a III. r. térgörbe hat símulósík-
jából annak többi simulósíkja szerkeszthető. 

Ugyanis öt símulósík a hatodikat egy II. o. sugársor öt suga-
rában metszi, mely annak többi sugarát is meghatározza és két ily 
módon szerkesztett sugársornak egymást metsző sugarain mennek 
keresztül a III. r. térgörbe simulósíkjai. 

A két sugársor a két símulósík mezején kollinear vonatkozást 
létesít, melyben az egymást metsző sugarak megfelelők. Ezért a 
III. r. térgörbe simulósíkjainak rendszere, a 111. o.siksor, kétsimuló-
síkban levő kollinear mező síkképződményének tekinthető. 

És most fordítva kimutatjuk, hogy két külömböző síkban fekvő 
általános helyzetű kollinear mezőnek síkképződménye e g y y.W III. ο. 
síksor, 5 mint ilyen e g y kW III. r. térgörbe simulósíkjainak rendszere. 

Jelöljük a y. és ax kollinear mezők metszővonalát exf-fel; ennek 
a α és [Aj síkban megfelelő egyeneseit e és j^-gyel. Aze, ex projectiv 
pontsorok képződménye II. o. sugársor, mely egy kW kúpszeletet 
burkol; az f , fx projectiv pontsorok képződménye szintén egy kxW 
kúpszeletet burkoló II. o. sugársor. Az exf egyenes a kW és kxW kúp-
szeleteket az Ex = (eex), illetve az J F E E ( f f χ ) pontban érinti, míg az 
e és az fx egyenes a kW és kxW kúpszeleteket az Έ, illetve az Fx 

pontban érinti. 
A kW} kxW kúpszeletek megfelelő kollinear alakzatok; és pedig 

megfelelők azok a t, tx kúpszelet-érintők, melyek egymást az exf 
egyenesen metszik és megfelelők ezeknek Τ, Tx érintőpontjai. A meg-
felelő t, tx érintőkön keresztül menő τ Ξ \ttx~\ síkok a κ<3> III. o. sík-
sornak síkjai; a TTX egyenes pedig, min't a τ síknak és a sorban 
hozzá szomszéd τ síknak metszővonala: a τ síknak úgynevezett 
érintősugara. A TTX érintősugárnak metszőpontja a τ-hez szom-
széd síknak érintősugarával: a τ síknak símidópontja; e símuló-
pontoknak geometriai helye pedig a ~/.W síksor élvonala vagy éle. 
Az élvonal pontjainak érintői a síksor síkjainak érintősugarai; az 
élvonal pontjainak simulósíkjai pedig a síksor síkjai. 



A midőn a t érintő az e-vel, tehát a tx az é^-gyel egyesül: a τ 
sík a α-be jut ; ennek érintősugara az e és simulópontja az E. 
Ugyanígy a sík érintősugara az fx és simulópontja az Fx. 

A κ(3) síksor τ síkjainak Tl^ érintősugarait az Ε pontból proji-
cziáló ETTX síkok egy II. r. kúpnak érintősíkjai. 

Ugyanis, ha a változó Τ pontoknak projekczióit az Ε pontból 
az exf egyenesre T'-sel jelöljük, akkor a Τ pontsor projectiv a Τ 
pontsorral a kW és így a Tx pontsorral a kxW kúpszeleten. A Τ és 
^ projectiv pontsorokban az Ex megfelelőleg közös pont, továbbá 
az F pontnak megfelel az Fx. A T' és Tx projectiv pontsoroknak 
képződménye egy I. o. vagy egy II. o. sugársor *); ennek TTX 

sugarait az Ε pontból projicziáló ET'TX síkok, melyek egyszersmind 
a TTX érintősugarakat is projicziálják, egy I. o. vagy II. o. síksort 
képeznek. I. o. síksort e síkok nem képezhetnek, mert ennek ten-
gelye az EFX egyenes volna, mely minden TTX sugarat metszene. 
Ámde az egymásra következő TTX érintősugarak metszik egymást, 
tehát valamennyinek egy síkban kellene lenni, a mi lehetetlen. Ezért 
a κ® síksor TTX érintősugarait az Ε pontból projicziáló síkok egy 
EW II. r. kúpnak érintősíkjai és ezen a II. r. kúpon vannak a síksor 
simulópontjai. 

Ugyanígy kimutatható, hogy a κ® síksor simulópontjait az Fx 

pontból projicziáló FXW kúp is II. r. és mert az EW és FXW kúpnak 
az EFX közös alkotó mentén külömböző érintősíkja van, azért a 
y.W h l . o. síksor élvonala e g y kW III. r. térgörbe, melynek 
simuló síkjai a síksor síkjai. 

4. A III. r. térgörbe simulósíkjai, mint láttuk, egy III. o. síksort és 
a III. o. síksor simulópontjai egy III. r. térgörbét képeznek. A III. r. 
térgörbe két-két pontján keresztül menő egyenesek, a görbe húrjai 
egy K.̂ W elsőrendű és harmadosztályú kongruencziát, a III. o. sík-

*) Valamel}' c(2) kúpszeleten fekvő két projectiv pontsor megfelelő pontjait 
összekötő egyenesek, mint ismeretes ( K L U G : projectiv Geometria El.; 1 0 3 . oldal), 
egy κ(2) kúpszeletet burkolnak, mely a c(2)-őt a projectiv pontsorok két kettős 
pontjában, Μ és iV-ben érinti. Ha az AA1 és XXx a két projectiv pontsornak 
két pár megfelelő pontja és az AAV XXx egyenesek a z(2)-őt az A0, Xo pon-
tokban érintik, akkor az AXj, AxX, A0Xo egyenesek egymást az MN = ρ 
egyenesnek egy X pontjában metszik. Es ha az AAX pontpár változatlan marad, 
az XXx pontpár pedig a c(2) kúpszeletet befutja, úgy az X pont a ρ egyene-
sen, az Xo pont pedig a y.W kúpszeleten az adott X és Xx pontsorokkal projectiv pontsort ír le. Az Μ és Ν pontoknak megfelelő pontok ezekben az új 
pontsorokban az Μ és Ν pontok maradnak. 

Fordítva is következik : Ha két kúpszelet z(2) és cW egymást két pontban, 
Μ és iV-ben érinti, akkor az egyik kúpszeletnek érintői a másikat két, egy-

Klug : projectiv Geometria. 2 0 



sor két-két síkjának metszővonalai, vagy, ami ugyanegy, a III. r. 
térgörbe két-két simuló síkjának metszővonalai, mint a duális tár-
gyalásból látható, e g y K p harmadrendű és első osztályú kon-
gruencziát képeznek. Ε KP kongruenczia sugarait a III. r. térgörbe 
és a III. o. síksor tengelyéinek nevezzük. 

A vP III. o. síksor síkjainak metszővonalainem adják meg a K p 
kongruencziának összes sugarait, mert vannak a üT^-ben oly suga-
rak is, a melyekből nem vezethető a vJ3) siksor &(3) élvonalához valós 
simulósík. 

Ezekről fogalmat nyerünk, ha arra gondolunk, hogy a κ(3) két 
általános helyzetű kollinear sík mezőnek α és t^-nek síkképződménye, 
a Kp*) pedig azoknak sugárképződménye. Ha az A és Ax e mezők-
ben két megfelelő pont, akkor az AAX sugara a Kp)-nak, és a u, JJ.x 

mezők megfelelő A, Ax projectiv sugársorait az AAX tengelyből 
projicziáló siksoroknak valós vagy képzetes kettőssíkjai az AAX 

tengelyből a ^3>-hoz vezethető símulósíkok. 
(Ha a ιλ és y.x mezők nem általános helyzetűek, hanem síkjuk-

nak y.y.x metszővonala, de annak nem minden pontja, megfelelőleg 
közös, akkor azoknak síkképződménye három síksor, sugárképződ-
ménye pedig egy lineáris kongruenczia. Ugyanis a >ψχ metsző vonal-
ban két (valós vagy képzetes) megfelelő pont, Μ és N, van. Az 
(M, [J.) és (M, ux), úgyszintén az (JV, υ.) és (TV, ux) megfelelő sugár-
soroknak képződménye, mert a υ.υ.χ megfelelő sugár, egy-egy 
síksor; a harmadik síksornak tengelye a <J.<J.X metszővonal. A mi 
pedig a sugárképződményt illeti, csak vissza kell gondolnunk a 
lineáris kongruencziának Sylvester-féle képzésére (194. old.) és a 
kollinear mezők meghatározására szolgáló két-két projectiv sugár-
sorra (205. old.)). 

Még máskép is fogalmat nyerünk a K p kongruenczia suga-
rairól. Ha a g és gx a κ(3) síksor két valós síkpárjának metszővonala, 
akkor a /J3)-nak összes síkjai a g és ^-e t projectiv pontsorokban 

mással és az érintőpontokkal projectiv pontsorban metszik; úgy az M, mint 
az Ν pont mind a három pontsorban megfelelő. 

Vegyünk fel ezután három kúpszeletet, x(2), c(2) és c'(2)-őt, melyek egy-
mást az Μ és iV pontokban érintik. A x(2)-nek egy változó χ érintője azt az X0 

pontban érinti, a c('2)-őt egy változó J X „ a c'(2)-őt egy változó X'X\ pont-
párban metszi; az Χ ,Χ ! ; Χ',Χ'ι pontsorok mind projektivek az X0 pontsorral 
és az M, valamint az Ν pont mind az öt pontsorban megfelelő. Fordítva : 

Ha két egymást kettősen érintő kúpszeleten két projectiv pontsor (X és X') 
van és ezekben a kúpszeletek (Μ és N) érintőpontjai megfelelők, akkor a pont-
sorok "képződményé II. o. sugársor. Ez két esetben korcsosulhat el első osztályú 
sugársorrá : 



metszik, melyeknek képződménye a HW hyperboloidnak egyik 
sugárserege. Ennek minden h sugarán keresztül csak egy, míg a 
támasztó seregének g sugarain keresztül két sík vezethető a y.W 
sorhoz és mindezek a síkok a ií'2)-nek érintősíkjai. A κ(3) síksor σο2 

ily HW hyperboloidot határoz meg és mindezen, páronként egy-egy 
közös alkotóval biró hyperboloidoknak közös érintősíkjai a κ'3)-hoz 
tartoznak. Ε hyperboloidok egyik sugárseregéből a κ^-hoz mindig 
két valós vagy képzetes sík vezethető és ezek a sugarak képezik a 
KyW kongruencziának összes sugarait, a κ*8) síksor élgörbéjének 
tengelyeit; a hyperboloidok másik sugárseregének sugaraiból csak 
egy-egy sík vezethető a yS3) sorhoz és ez utóbbi sugársereget a y.W 
síksorhoz perspektivnek nevezzük. 

Megjegyezzük még e helyen, hogy oly két hyperboloidnak 
közös érintősíkjai, melynek egy közös g alkotója van és egymást 
ez alkotónak legföljebb két pontjában érintik, egy I. o. és egy III. o. 
x.(3) síksort képeznek. Az I. o. síksornak g tengelye a κ<3> tengely-
rendszeréhez tartozik és a κ^-nak síkjai, a hyperboloidoknak a g 
alkotó egyes pontjaiból kiinduló és másik rendszerhez tartozó 
két-két alkotóján mennek keresztül. 

5. A kW III. r. térgörbe húrjai és tengelyei általában külömböz-
nek egymástól, de a kW érintői, a húrok és a tengelyek rendszerei-
hez számíthatók; ezek tehát a kW görbével kapcsolatos /C(1) és 
KyW kongruencziáknak közös sugarai. Ezek a sugarak a kW görbe 
úgynevezett kifejthető felületének í ^ - n e k alkotói, míg a kW-nok 
simulósíkjai az jPl4^-nek érintősíkjai. Állapítsuk meg az FW -nek 
rendjét, azaz határozzuk meg, hogy valamely g egyenes hány pont-
ban metszi az FW felületet ? 

Induljunk ki két II. o. projectiv sugársorból, mely ugyanegy 
síkban levő cW és c'W kúpszeletnek érintője és vizsgáljuk meg, hogy 
ezeknek képződménye ama kúpszeletek síkjában fekvő g egyenest 
hány pontban metszi ? 

1. ha egy, tehát valamennyi sugár a két kúpszelet egyik vagy másik 
érintőpontján megy keresztül; 

2. ha egy, tehát valamennyi sugár a kúpszeletek közös érintőhúrjának 
(MN-nek) pólusán megy keresztül. 

Ebből következik, ha a két kúpszelet egyike a másiknak két érintőjévé 
korcsosul el: 

Ha valamely kúpszeleten és enneli egyik érintőjén e g y - e g y projectiv pont-
sor van és e két pontsorban az érintőpont megfelelő, akkor a két projectiv pont-
sor képződménye vagy e g y I. o. vagy pedig e g y II. o. sugársor a szerint, amint 
két pár megfelelő pont összekötő egyenese egymást a kúpszeleten vagy azon kívül 
metszi. 



A g-n mozgó X0 pontnak polárisai a c(2)-re vonatkozólag az 
X0 ponttal projectiv I. o. sugársort, Tx -et képeznek, mely a c(2>-őt 
az X0 pontsorral projectiv XXt involucziós pontsorban metszi. 
Minthogy az adott II. o. sugársorok érintőpontjai a c(2^vel és a 
£'(2)_vei szintén projektivek, azért e projektivitásból folyólag a c(2)-őn 
levő XXx involucziós pontsornak megfelel a c'W-őη egy XX\ in-
volucziós pontsor és ennek X'X\ társpontjait összekötő sugarak az 
X0 pontsorral projectiv 1. o. sugársort T'X -et képeznek. 

Az X0 pontnak a c'W-re vonatkozó polárisai ismét az X0 pont-
sorral projectiv Ty sugársort képeznek, melynek sugarai a c'(2)-őt az 
X0 -val projectiv YYy involucziós pontsorban metszik. Az X'X\ és 
YYy projectiv involucziós pontsoroknak megfelelőleg közös pontjaik 
ott lesznek, a hol a T'x és Ty projectiv sugársoroknak képződ-
ménye, a v.W kúpszelet, a c'^-őt metszi. Egy ily megfelelőleg közös 
pontnak, pl. az X'l r-nak az a tulajdonsága, hogy a c'(-2>-nek érintője 
e pontban és a c^-nek érintője az ennek megfelelő X pontban, egy-
mást a g egyenes ugyanegy X0 pontjában metszi. Minthogy a 

és c'W-nek n é g y közös pontja van, azért az eredeti II. o. sugár-
soroknak négy megfelelő sugárpárja metszi egymást a ^-n, azaz a 
két II. o. projectiv sugársornak képződménye IV. r. síkgörbe. 

Ha ezután áttérünk a kW III. r. térgörbéhez, melyet, mint két, 
egy közös alkotóval biró MW és MXW II. r. kúp metsző vonalának 
tekintünk és mely kúpok a görbe által projectiv vannak egymásra 
vonatkoztatva, akkor a kW-n&k kifejthető felületét, F(4>-et, mint két 

projectiv II. o. síksor MW és MyW képződményének lehet tekinteni. 
Ε két II. o. síksornak nincsen megfelelőleg közös síkja, tehát min-
den sík, mely nem megy keresztül az Μ vagy Mx ponton, azokat 
oly II. o. sugársorokban metszi, melyeknek képződménye IV. r. 
görbe. Ezt pedig a g egyenes csak négy pontban metszheti. Ebből 
következik, hogy a k(i) III. r. térgörbe kifejthető felülete negyed-
rendű. 

6. A III. r. térgörbét hat pontjából, és a III. o. síksort hat sík-
jából, a már említetten kívül (27. §. 1. p.), Chasles következő tétele 
alapján is szerkeszthetjük. 

Ha a III. r. térgörbébe egy 
háromszöget és egy tetraedert 
irunk be, úgy a háromszögnek 
oldalai és a tetraeder lapjainak 
metszővonalai a háromszög 
síkjával ugyanegy kúpszelet-
nek érintői. 

A III. o. síksornak három 
síkja egy háromélnek, négy 
más síkja pedig egy tetraeder-
nek négy lapja. A tetraeder 
csúcsai és ama háromélnek 
élei, ugyanegy II. r. kúpon 
vannak. 



Legyen ABC és EFGH valamely kW ΙΠ. r . térgörbének hét 
pontja. Az E(ABC), E(FGH) hároméleknek élei és az F(ABC), 
F(EGH) hároméleknek élei egy-egy II. r. kúpon vannak és ezért 
ama hároméipárokba egy-egy II. r. kúp irható be. Az ABC sík ez 
utóbbi kúpokat két kúpszeletben metszi, melynek közös érintői az 
ABC háromszögnek oldalai, és az ABC síknak metszővonala az 
EFG és az EFH síkkal; a két kúpszelet tehát egybeesik, és így az 
ABC síknak metszővonala az EGH és FGH síkkal szintén érintője 
e kúpszeletnek. Ezzel a baloldali tétel igazolva van. 

A kW) III. görbének hetedik pontja, az ABEFGH pontokból a 
tétel alapján ekkép szerkeszthető: Az AB-n keresztül menő tetszés-
szerinti JA sík az EFGH tetraeder lapjait egy négyoldalban metszi; 
ez a négyoldal és az AB egyenes egy kW kúpszeletnek érintője. Az 
A és Β pontokból e kúpszelethez vezethető uj érintők egymást a 
kW-nak egy C pontjában metszik. — 

Legyen JAx az AB-n keresztül menő más sík, mely az EFGH 
tetraeder lapjait egy négyoldalban metszi. Ha az A és Β pontból 
meghúzzuk a második érintőket ahhoz a kxW kúpszelethez, mely e 
második négyoldalt és az AB egyenest érinti, akkor ezek egymást 
a kW görbének egy D pontjában metszik. 

A ;A és JAx síkban fekvő kW és k±W kúpszeletnek az AB közös 
érintője és ezért az AB-nek egyes pontjaiból e kúpszeletekhez vezet-
hető érintőpároknak sikjai, vagy egy II. o., vagy pedig egy III. o. 
síksorhoz tartoznak. Az EFGH tetraedernek lapjai szintén síkjai 
e síksornak, tehát a síksor III. o. lesz és ehhez tartoznak az A CD, 
BCD síkok is. valamint maguk a JA, {Αχ síkok, azaz az ABCD tetrae-
dernek lapjai. Ezért mondhatjuk: 

Ha a kW) III. r. térgörbébe o l y két tetraedert irunk be, melynek 
nincs közös csúcsa, akkor azoknak lapjai e g y másik III. r. térgörbé-
nek simulósíkjai. (Staudt, Beitr. z. G. d. L. 588. p.) 

29.*) §. A harmadrendű térgörbén fekvő négyzetes és 
köbös pontinvoluczió. 

1. Az előbbiekben láttuk, hogy a III. r. térgörbe kW és annak 
simulósíkjaiból álló III. o. síksor *.W egymásnak duális alakzata. 
Minden a III. r. térgörbe pontjaira, érintőire, húrjaira, simulósíkjaira, 
a görbével perspektiv sugárseregre és II. r. kúpra vonatkozó tételnek 

*) Ε §-nak nehezebben érthető része a könyv első o l v a s á s a k o r elhagyható. 



duálisán megfelel egy a görbe simulósíkjaira, érintőire, tengelyeire, 
pontjaira, a simulósíkok sorával perspektiv sugárseregre és II. o. 
sugársorra vonatkozó tétel. így : 

A III. r. térgörbén levő involucziós pontsor 
társpontjait összekötő húrok 
egy sugársereget képeznek. 

társpontjainak simulósíkjai egy-
mást egy sugársereg sugarai-
ban metszik. 

A III. r. térgörbén egy közönséges, azaz négyzetes involu-
cziós pontsort IW - AÍA\ . A.2A'2 . . . akkép nyerünk, hogy a gör-
bét annak egy Μ pontjából projicziáló MW Π. r. kúpnak alkotói 
között involucziót létesítünk; ennek társalkotói a görbét az 1(2) in-
volucziós pontsor AÍA'Í társpontjaiban metszik. 

Az MW involucziós kúp társalkotóit összekötő síkok egy sík-
sort képeznek, melynek h tengelye (involuczió-sugár) a kW görbé-
nek csak az Μ pontján megy keresztül, míg az IW involucziós pont-
sor AjA'i társpontjait összekötőhúrok metszik a h-ts mint ilyenek 
egy HW hyperboloidnak egyik sugárseregét képezik. A h egyenes-
nek az MW kúpra vonatkozó polárissíkja, az invo lucz ió - s ík , a kúpon 
levő alkotóinvolucziót a kettősalkotókban, a kW görbét pedig az i (2 ' 
pontinvolucziónak JK kettőspontjaiban metszi. A kW görbén az 
MW kúp segélyével létesített IW involucziós pontsor független az 
MW kúptól, mert e pontsor a kW görbe és a görbével perspektiv II. r. 
kúpok projektivitása folytán, a görbének minden pontjából involu-
cziós kúpokkal projicziáltatik. Mindezen involucziós kúpokhoz tar-
tozó h involuczió-sugarak az előbbi HW hyperboloidnak második h 
sugárseregét adják, míg e h sugaraknak polárissíkjai az illető kú-
pokra vonatkozólag egymást a kW) görbének JK~—p húrjában met-
szik. A HW hyperboloid h sugárseregében az IW pontsor AíA'í társ-
pontjain keresztül menő hih'i sugarak az 2(2>-vel és a kW görbével 
perspektiv involucziós sugársereget képeznek. 

A KW görbén levő IW •= AYA\ . A2A'2 . . . pontinvoluczió JK 
kettőspontjainak összekötő egyenese p, mely a egy húrja, 
mindig valós, még ha a JK kettőspontok képzetesek is; az 1<2) 

pontinvolucziót a görbe két pontjából projicziáló involucziós kúpok-
nak involucziósíkjai egymást e ρ húrban metszik. Viszont a &(3)III.r. 
térgörbének egy ρ húrjával a P - m o n egy IW involuczió van meg-
határozva, melynek JK kettőspontjai a ρ húrnak valós vagy képze-
tes metszőpontjai a &(3)-mal. A kW görbét annak Μ pontjából proji-
cziáló MW kúpon az Mp involuczió-sík által, a kúp alkotói involuczió-
san lesznek párosítva; ennek az involucziós kúpnak társalkotói pro-
jicziálják már a kW görbén keresett IW involucziónak társpontjait. 



2. Mint ismeretes, minden involucziós sor projectiv vonatkoz-
tatható egy egyszerű sorra, nevezetesen: egy involucziós kúpnak 
társalkotóit összekötő síkok soráról azt mondjuk, hogy az, az involu-
cziós kúppal projectiv. A g,· sugársereg az előbbi HW hyperboloidon 

projectiv az MW kúpon levő involucziós alkotósorral, tehát az IW 
involucziós pontsorral a é(3)-mon és így a h-h'j involucziós sugár-
sereggel a HW hyperboloidon. 

>A #3>III. r. térgörbe tehát bármely rajta keresztül menő RW 
hyperboloid sugárseregei között projectiv vonatkozást létesít és 
pedig: az a sugársereg, mely &(3)-nak húrrendszeréhez tartozik, 

projectiv a görbével perspektiv másik sugársereggel, mely involu-
cziós ; az előbbi sereg egy sugarának az a két sugár felel meg az 
utóbbiban, mely az elsőt a kW görbén metszi. 

Ugyanis ha a kW* görbét és a ií (2)-nek első sugárseregét a 
&(3)-nak tetszésszerinti Μ pontjából projicziáljuk: egy MW Π. r. 
kúpot és egy síksort nyerünk, mely a kúpot a síksorral projectiv 
involucziós alkotósorban, a ^f3)-mat pedig egy IW involucziós pont-
sorban metszi. Ez az F2) pontsor pedig perspektiv és projectiv a 
HW.nek második sugárseregével. Ha tehát valamely síksornak ten-
gelye e g y III. r. térgörbének csak e g y pontján megy keresztül, akkor 
a síksor projectiv azzal az involucziós pontsorral, IW-vel, a mely-
ben a síksor síkjai a görbét metszik és í g y projectiv mindazokkal 
az involucziós síksor okkal,melyek az IW-t a kW-nak bármely húrjából 
projicziálják. 

Vagy: 
A kW III. r. térgörbe e g y pontján keresztül menő egyenesnek 

síkjai a görbét e g y IW involucziós pontsorban metszik. 
3. A III. r. térgörbe hat pontja által meg van határozva. De ha 

a hat pontot tetszésszerint veszszük fel egy hyperboloidon, akkor ez 
még nem megy a görbén keresztül. Ellenben : 

Ha valamely IIW hyperboloid egyik sugárseregének, g-nek, 
három sugarán akkép veszünk fel három pontpárt AXA\, A2A'2 és 
Α.ΛΑ',-mat, hogy azok e sugárseregnek egyik gi sugarából involucziós 
síkpárokkal projicziáltatnak, akkor a hat ponton keresztül menő III. r. 
térgörbe kW a hyperboloidon fekszik. . 

Ugyanis az első öt ponton keresztül menő és a HW hyper-
boloidon fekvő \W III. r. térgörbét a HW.nek g sugárserege 
olyan pontinvoluczióban metszi, melynek társpontjait a ^,-ből 
projicziáló síkpárok involucziót képeznek. Minthogy e síkpárok az 
előbbi involucziós síkpárokkal egybeesnek: a kxW görbe keresztül 
megy az adott pontok hatodikán és így kxW azonos a &,3)-mal. 



Ebből következik: 
Ha valamely involucziós síksornak tengelye (vagy pontsornak 

tartója) egy sugárseregnek egyik sugara és e sugársereg a síksorra 
(illetve a pontsorra) projectiv van vonatkoztatva, úgy képződményük 
egy III. r. térgörbe (illetve III. o. síksor). 

Továbbá: 
Ha valamely involucziós sugársereg projectiv van vonatkoz-

tatva annak támasztó sugárseregére, akkor a két sugársereg pont-
képződménye e g y kW III. r. térgörbe, síkképződménye pedig e g y κ(3) 

III. ο. síksor. A támasztó sugársereg sugarai a térgörbének húrjai, 
a síksornak pedig tengelyei. 

Tekintsük a kW III. r. térgörbét, mint pontképződményét a HW 
hyperboloidon fekvő hh' involucziós sugárseregnek és az evvel 

projectiv támasztó sugárseregnek, «"-nek. Ha áz első sugársereg 
h j , hk kettőssugaraínak a másikban a gJ} gk sugarak felelnek meg, 
akkor ez utóbbiak érintői a kW -nak, a ( g j h j ) ΞΞ J, (gkhk) = Κ pontok-
ban, míg a [ g j h j ] = — κ síkok, minthogy a kW -mat csak a J , 
illetve Κ pontokban metszhetik, e pontoknak simulósíkjai. A JK 
pontok pedig kettőspontjai annak az IW involucziónak a &(3>-mon, 
melyben a hh' involucziós sugársereg a vele projectiv egyszerű 
sugárseregnek, ^-nek, megfelelő sugarát metszi. A J,K pontok ι κ 
simulósíkjainak q metszővonala, mely a kW görbének tengelye, 
polárisa a ρ = JK húrnak a HW hyperboloidra vonatkozólag és a q 
ennek segélyével a ρ húrból még akkor is megszerkeszthető, ha a 
JK pontok és a ικ síkok képzetesek. 

A g sugárseregnek gjgk sugarai, amennyiben valósak, a g 
sugársereget két részre osztják; az egyik rész sugarai a &(3)-mat 
valós pontpárokban, a másik résznek sugarai pedig kapcsolt-képze-
tes pontpárokban metszik. Ha pedig az IW involucziónak a kW gör-
bén két képzetes kettőspontja van, tehát a gjgk sugarak is képzete-
sek, akkor a g sugárseregnek minden sugara valós pontokban 
metszi a £(3)-mat. 

Ha a gx sugár a #3)-mat az AXA\ pontpárban metszi és e pon-
tokon keresztül menő sugarak a másik seregben hxh\, akkor az 
AyA\, JK pontpárok a görbén és a hxh\, hjhk sugárpárok a HW 
hyperboloidon, végre ez utóbbi sugárpároknak metszőpontjai a 
^-gyel , harmonikusan vannak elválasztva. Ebből következik, hogy az 
AxA\ pontpár a J,K pontoknak tx símulósíkpárjától harmonikusan 
van elválasztva, vagy általánosabban kifejezve : 

Ha valamely III. r. térgörbén o l y két pontpárt veszünk f e l , 
mely egymást harmonikusan választja el, akkor bármelyik pont-



párnak simulósíkpárja szintén harmonikusan választja el a másik 
pontpárt. 

Továbbá: 
Ha két (valós) pontpár egymást e g y kW III. r. térgörbén har-

monikusan választja el, akkor a kW rajta fekszik azon a két hyper-
boloidon, mely keresztül megy az első pontpár érintőpárján és a 
második pontpár összekötő egyenesén, illetve a második pontpár 
érintőpárján és az első pontpár összekötő egyenesén. A két hyper-
boloid egymást a kW-mon kívül ennek még e g y húrjában metszi, 
melynek (képzetes) közös pontjai a görbével az adott pontpárokat 
harmonikusan választják el. 

Ez utóbbi tulajdonság onnan következik, hogy egy III. r. tér-
görbén keresztül menő két hyperboloid egymást annak egy húrjá-
ban metszi; ez pedig úgy az egyik, mint a másik hyperboloidnak 
ahhoz a sugárseregéhez tartozik, melynek két sugara a görbét 
érinti és ezek az érintőpontok ama húr és a görbe metszőpontjaitól 
harmonikusan vannak elválasztva. — 

Vegyünk fel egy KW III. r. térgörbe J pontjának Ι símulósíkjá-
ban a J-n keresztül egy hj egyenest. A hj-nek síkjai a kW-msX egy 
lW involuczióban metszik, melynek egyik kettőspontja a J és mely-
nek társpontjait összekötő g húrok egy HW sugárseregnek sugarai. 
A HW másik sugárseregének az IW társpontjain keresztül menő 
sugarai egy involucziós sugársereget képeznek, melynek egyik 
kettőssugara a h j , a másik hk pedig a &®-nak egy Κ pontján megy 
keresztül és szintén ennek κ simulósíkjában van. Minthogy az 
JW -nak társsugarai, tehát az IW-nek a g húrokon fekvő társpontjai 
a hjhk kettőssugaraktól harmonikusan vannak elválasztva, mond-
hatjuk : 

Ha a kW III. r. térgörbe e g y pontján keresztül ennek simuló 
síkjában e g y hj egyenest veszünk f e l , akkor azok a pontok, melyek 
a hj-nek pontjain keresztül a kW-hoz vezetett húrok végpontjait a 
hj egyenes pontjaitól harmonikusan választják el, e g y hk egyenesen 
vannak, mely a kW-mat szintén e g y pontban metszi és e metszőpont-
nak simulósíkjában van. 

Ε tételt alább (a 30. §. 1. p. végén) általánosítani fogjuk. 
4. Valamely sugárseregnek csak két sugara érinthet egy olyan 

III. r. térgörbét, mely a sugársereget tartó hyperboloidon van. Ezért 
a III. r. térgörbe nem fekhetik azon a hyperboloidon, mely a görbe 
három pontjának érintőin megy keresztül. Azonban : 

A III. r. térgörbe három pontjának érintőin keresztül menő 
hyperboloid abban az összefüggésben áll a térgörbével, hogy a hyper-



boloid érintősíkjai és a görbe simulósíkjai a három pont bármelyiké-
ben, a másik két ponttól harmonikusan vannak elválasztva. (Staudt.) 

Ugyanis legyen A±A2A3 egy KW III. r. térgörbének három 
pontja, axa2a3 és a^ccj ezeknek érintője és simulósíkja. Legyen 
továbbá HW az axa2a3-mon keresztül menő hyperboloid, bfb2b3 ennek 
az AXA2A3 pontokon keresztül menő másik rendszerbeli alkotója, 
végre az A*W az a kúp, mely a &(3)-mat az Ai pontból projicziálja. 

Az AtW kúp au AXA2, A1AS alkotóinak αχ, Αλα2, A,a3 érintő-
síkjai közül a két utóbbi egymást a ^-ben metszi, s mert az 
sík polárissíkja az ax és α = A1A2A3 síkok metszővonalának az AyW 
kúpra vonatkozólag, azért ez az [ajj^] (mely a íí (2)-nek érintősíkja 
az AX pontban) és az xx sík harmonikusan választja el az A1A2, 
AXA3 kúpalkotókat, és így egyszersmind az A2, A3 pontokat. 

A tétel következménye: 
Ha AXA2A3 a ki3) III. r. térgörbének három pontja, akkor az 

At pont av érintőjén és az Ax pontból az A2A3 pontok érintőihez 
vezetett bx szelőn keresztül menő sík a kW-mat abban az A\ pontban 
metszi, mely az Ax pontot az A.2A3 por. toktól harmonikusan 
választja el. 

Az α =A 1A 2A 3 sík az előbbi IIW hyperboloidot egy kW kúp-
szeletben, az α1α2«3 simulósíkok pedig, melyek az α-nak Λ pontjában 
találkoznak, a hyperboloidot az a^b\, a.2b'.2) αφ'3 sugárpárokban 
metszik. 

Az előbbi bizonyítás folytán az [ a^ J , [α^>\] síkok harmoni-
kusan választják el az A2, A3 pontokat, tehát a bxb\, b.2b3 sugárpárok, 
és hasonlókép a b2b'2, b3bx; b3b'3, bLb.2 sugárpárok harmonikusan 
vannak elválasztva. Ebből pedig az következik, hogy a b\b'2b'3 

sugarak közül kettő-kettő a harmadikat a bx, b2, b3 sugaraktól, és így 
az ezeken fekvő A1: A2, A3 pontoktól is harmonikusan választja el. 
Ennélfogva mondhatjuk: 

Ha valamely hyperboloid három pontja mindegyik sugár-
seregének három külömböző sugarán van, akkor az egyik sereghez 
tartozó három sugarat e három pontban érintő III. r. térgörbének 
simulósíkjai e három pontban, a hyperboloidot a másik sugársereg-
nek o l y három sugarában metszik, mely közül kettő-kettő a har-
madikat az egyes felvett pontoktól harmonikusan választja el. 

Ε tétel alapján a III. r. térgörbe annak három pontjából, 
e pontoknak simulósík jaiból és e pontok egyikének érintőjéből a kö-
vetkezőkép szerkeszthető: 

Ha a három pont AXA2A3, a három simulósík x^ag , az Ax 

pontnak érintője ax, akkor kell, hogy az ο^α^ síkok metszőpontja 



A az χ = Α1Α2Α3 síkban, az ax pedig az χ síkon kívül az xx síkban 
legyen. 

Az A pontnak az AXA%A3 háromszögre vonatkozó harmonikus 
polárisa q, az A2A3, A3AU AXA.2 oldalakat három pontban metszi, 
melynek összekötő egyenesei az Alf As, As pontokkal, a AXA2A3 

háromszög körül írható kW kúpszeletnek érintői. Ε kúpszeletet az 
AA1} AA2, AA3, egyenesek másodízben az A\, A'2, A's pontokban 
metszik. 

Ha most az A'2, A\ pontokon keresztül az «%-hez b'.2, b'3 sze-
lőket vezetünk, melyek közül az első az a2 síkban, a második az a3 

síkban van, akkor az A.2 és As pontokból a b'2, b'z egyenesekhez 
vezetett a2, a3 szelők, már a keresett kW III. r. térgörbének érintői 
az A2, A3 pontokban, melyekből kW már tovább szerkeszthető. 

Ugyanis, ha b\ az A\ pontból az a2 és a3-hoz vezetett szelő, 
akkor az axa.2a3b\b'2b'3 hyperboloidon levő Ax, Az, A3 pontok, az 
A\, A'2, A'3 pontokon keresztül menő b\, b'2, b', szelők mindegyikét, 
a másik kettőtől harmonikusan választják el. De az A2b'2, A3b'3 

síkok egybeesnek az a2/ x3 síkokkal és a hyperboloidot még az a.2, 
a3 egyenesekben metszik; az AJ?\ sík pedig, mely a hyperboloidot 
az ú^-ben metszi, keresztül megy az AXA\ egyenesen és így egy-
szersmind az A ponton, tehát egybeesik az xx síkkal. — 

Ez utóbbi tárgyalásban egy kW III. r. térgörbének három pont-
ját, AjA^g-mal, ezeknek érintőit és simulósíkjait axa.2a3 és a^s^-mal, 
az a^űL-mon keresztül menő hyperboloidot IIW-ve 1, ennek az 
A1A.2A3 pontjain keresztül menő és a másik sugársereghez tartozó 
alkotóit bxb2b3-mai, az aja2«3 simulósíkoknak második metszési 
alkotóit a//(2)-vel b'\b'2b'3-ma\, az AJA.2A3 síkot α-val, az 0404x5 síkok 
metszőpontját A-val, a IIW és az χ metszővonalát &(2l-vel, végre az A 
pontnak az A1A.2A3 háromszögre vonatkozó harmonikus polárisát, 
mely egyszersmind az A pontnak a kW-re vonatkozó polárisa, q-vál 
jelöltük. 

Az A pontnak a 7Zl2»-re vonatkozó polárissíkja x', a q egyene-
sen és az síkoknak A' metszőpontján, valamint az 
{ayb'^af.^a.^b'^) pontokon megy keresztül. Az A' pontnak az 
(axb'x)(a2b'2)(a3b*3) háromszögre vonatkozó harmonikus polárisa 
szintén a q egyenes, tehát az AA' == ρ egyenesnek harmonikus 
polárissíkja az xx = l^i^'J, <*2 = <*3 = lapoktól képezett 
háromélre vonatkozólag, az Aq = <x sík. 

Az és az síkoknak metsző-
pontjai szintén a ρ egyenesen vannak (23. §. 3. p.), és mert ama síkok 
az [ a ^ l ö J J a J J és Κ Α Ι Γ ^ Α Η ^ Λ ] ] síkokkal esnek egybe, 



azért (28. §. 2. ρ.) a ρ egyenes a görbének húrja. Ez a húr 
pedig, mely a #-nak a 77<2)-re vonatkozó polárisa, nem metszheti a 
i7 ,2) hyperboloidot, és a görbét valós pontokban, mert a q sem 
metszi a HW-őt valós pontokban, ha az . á ^ A j pontok valósak. 

Ennélfogva: 
Valamely III. r. térgörbe 

három simulósíkja egy oly 
három élnek háromlapja, mely-
nek csúcsa a simulósíkok si-
mulópontjaival ugyanegy sík-
ban van. Ε síknak harmonikus 
polárissugara ama háromélre 
vonatkozólag, a hároméi csú-
csából a III. r. térgörbéhez ve-
zethető húr. 

Valamely III. r. térgörbe há-
rom pontja egy oly háromszög-
nek három szögpontja, melynek 
síkja a három pont simulósík-
jának metszőpontján megy ke-
resztül. Ε metszőpontnak a há-
romszögre vonatkozó harmo-
nikus polárisa a III. r. térgörbé-
nek a háromszög síkjában levő 
tengelye. 

δ. Vegyünk fel ezután egy k^ III. r. térgörbén ismét három 
pontot, AXA2A3-mat, és legyenek a fc^-mon az A\A!2A\ pontok 
azok, melyek az előbbieknek első, második és harmadik pontját a 
másik kettőtől harmonikusan elválasztják. Minthogy az AXA\, A2A/2, 
A3A'3 pontpárok egy involucziónak társpontjai, azért a pontpárok-
nak gu g2, g3 összekötő egyenesei egy a P - m o n keresztül menő 
FW hyperboloidnak alkotói. 

Az AlA2A3, A'XA'2A'3 ponthármasokon keresztül menő és az 
FW).nek másik rendszeréhez tartozó hji.ji.^ h'íh/2h'3 alkotóhármasai 
is olyanok, hogy két-két alkotó a harmadikat a másik hármasnak 
egy alkotójától harmonikusan választja el, azaz társhármasok a h 
sugárseregnek egy 7(3) köbös involucziójában. 

Az α = AXA2A3 és α '=Α\Α'2Α'3 síkok az F(2)-őt a k® és 
kúpszeletben, a h\h'2hJ3 és hji2h3 alkotókat ama kúpszeleteknek 
Α-^Α.,Α.^ illetve Á\A'2A'3 pontjaiban metszik. Minthogy az αα' síkok 
kapcsolt polárissíkok (23. §. 2. p.), azért ezeknek A'A pólusai meg-
felelőleg az αχ' síkban vannak és az αχ' =p> AA' = q egyenesek 
polárisok az F^-re vonatkozólag. 

Az A pont harmonikus pólusa a q-nak az AyA2A3f AJA2A3 

háromszögekre vonatkozólag, és a kW kúpszeletnek érintői e három-
szögek ATAU Α.ΔΑ2, A3A3 szögpontjaiban, a szemben fekvő oldalakat 
a^-nak QtQ2Q3 pontjaiban, míg ama szögpontpároknak az .4-n keresz-
tül menő összekötő egyenesei a q-1 a Q\Q\Q'Z pontokban metszik. 

Hasonlóképen az A' pontnak harmonikus pólusa a #-nak, az 
A\A\A'3, A\A\A'3 háromszögekre vonatkozólag, és a &'(2)-nek 
érintői e háromszögek szögpontjaiban a szemben fekvő oldalakat a 



q-nak Q\Q'.2Q'Z pontjaiban, míg ama szögpontpároknak az A'-n keresz-
tül menő egyenesei a q-1 a QXQ2Q3 pontokban metszik. Ezek a QXQ2Q3, 
Q\Q\Q\ hármasok társhármasok egy IW köbös involuczióban 
(27. §., 4. p.). 

Mert a.kW görbe A.2A3, A'2A'3 pontpárjai harmonikusan választ-
ják el az AfAx pontpárt, azért a k(3) görbét az AL pontból projicziáló 
AXW kúpnak AXA%, AXAS és AXA\, AXA\ alkotópárjai a kúpon szin-
tén harmonikusan választják el az A1A\ gx egyenest és a &(3)-nak 
ax érintőjét az Ax pontban. Ebből következik, hog}?· az AXW kúpra 
vonatkozólag az [axg^\ sík polárissíkja az AXA2AS, AXA\A\ síkok 
AXQ\ metsző vonalának, és az AXW kúp ax alkotójának érintősíkja, 
mely az Ax pontnak ax simulósíkja, az AXQ\ egyenesen meg}T 

keresztül. 
Ugyanígy kimutatható, hogy az A.2A., pontoknak α2α3 simuló-

síkjai a Q'2Q'S pontokon mennek keresztül, a miből már látható, 
hogy a KW görbe AXA2A3 pontjainak simulósíkjai egymást az AXQ\, 
A.2Q'2, AZQ3 egyeneseknek közös A pontjában, és hasonlókép követ-
keztetve az A\A'2A\ pontoknak α',α'^α^ simulósíkjai egymást az A' 
pontban metszik. 

Az előbbi tétel szerint az A pontnak harmonikus polárisa az 
AXA2AS háromszögre vonatkozólag, tengelye a kW görbének; tehát 
az AjA2A3 ΞΞΞ α, A\A\A\ == a' síkoknak q metszővonala, tengelye, 
az 0^2*3, a'ia^a'g síkok A, A' metszőpontjait összekötő egyenes 
pedig, a dualitás folytán, húrja a kW görbének. 

Ennélfogva: 
Ha valamely kW IlI.r. térgörbén oly két ponthármast veszünk f e l , 

hogy az egyiknek minden pontja a másik kettőt, a másik hármasnak 
é g y pontjától harmonikusan választja el, akkor a két ponthármas-
nak síkjai egymást a kW-nak tengelyében metszik, és a két ponthár-
mas simulósíkjainak két metszőpontján keresztül menő egyenes a 
kW.nak húrja. Ε tengely és húr polárispár, a két ponthármas sík-
párja pedig polárissíkja a simuló-síkhármasok két metszőpontjának 
arra a hyperboloidra vonatkozólag, mely ama ponthármasok társ-
pontjait összekötő három egyenesen megy keresztül és a mely hyper-
boloidon a kW-nak minden pontja rajta van. 

Vagy részletezve: 
A kW III. r. térgörbének Egy pontból a III. r. tér-

egyik tengelyén keresztül menő 
sík a görbét három pontban 
metszi; az a három pont, mely 
e metszőpontok közül kettőt-

görbéhez három simulósík ve-
zethető ; az a három pont, mely 
e síkok simulópontjai közül 
kettőt-kettőt a harmadiktól har-



kettőt a harmadiktól harmóni- mónikusan választ el, oly tulaj-
kusan választ el, a felvett ten- donságu,hogy simulósíkjai egy-
gelylyel ugyanegy síkban van. mást a felvett pontból a görbé-
Ez a sík a másik síkot harmo-
nikusan választja el, a felvett 
tengelyből a görbéhez vezethető 
simuló síkoktól. 

hez vezethető húron metszik. 
Ε metszőpont és a felvett pont, 
a görbének a húron fekvő 
pontjaitól harmonikusan van 
elválasztva. 

Ha az előbbi tárgyalást folytatandó a kW görbét a q tengely-
nek az jp(2>-re vonatkozó kapcsolt polárissíkjaival metszük, társpont-
hármasokat, azaz oly ponthármaspárokat nyerünk, melyek mind-
egyikében egy pont a másik kettőt a másik hármasnak egy pontjától 
harmonikusan választja el, és mely ponthármasok simulósíkjainak 
metszőpontpárjai a #-nak az FW).re vonatkozó ρ polárisán kapcsolt 
pólusok lesznek. Ε ponthármasok társpontjait összekötő húrhárma-
sok az F(2)-nek g rendszerbeli alkotói, míg e társ-ponthármasokon 
keresztül menő másik rendszerbeli alkotók társ-alkotóhármasok. 
A társhármasok pedig oly háromszögpároknak szögpontjai, melynek 
oldalai a q tengelyt társ-ponthármasokban metszik. 

A q tengelyből az FW-hez vezetett ι érintősík J érintőpontjában, 
a kW egy ponthármasának és társ-ponthármasának pontjai egyesül-
nek ; maga a ι érintősík, a Jérintőpontnak simulósíkja. Ugyanez mond-
ható a q-ból az FW.hez vezetett másik érintősíkról, κ-ról, melynek 
érintőpontja Κ. A ρ húr tehát a kW görbét és az FW hyperboloidot a 
JK pontokban metszi. 

A változó társponthármasok a k(3) görbén, mint A1A2A3 és 
A\A'2A'3 ésaváltozó társ-alkotóhármasok az FWhyperboloidon,mint 
hxh2h3 és h\h'2h'3, végre a q tengelyen levő társ-ponthármasok, mint 
QtQsQ.,, és Q\Q\Q'3 egy F3\ IhW és egy IqW köbös involucziót 
képeznek; az elsőnek hármaspontjai JK, a másodiknak hármasalko-
tói a JTTpontokon keresztül menő Jijhk alkotók, végre a harmadik köbös 

involucziónak QjQk hármaspontjai, a q és FW.nek metszőpontjai. 
Ezért mondhatjuk: 
Valamely kW) III. r. térgörbe q tengelyén keresztül menő síkok 

a görbét e g y liS> köbös involuczió ponthármasaiban metszik, mely-
nek hármaspontjai a q-ból a k '^-hoz vezethető ι κ simulósíkoknak 
JK simulópontjai. Az IW társhármasainak síkjai e g y lqW négyzetes 

involucziót képeznek a q síksorban, melynek kettőssíkjai szintén >. és κ. 
Ε társhármasok pontjainak simulósíkjai egymást a kW térgörbe 
JK = ρ húrjának pontpárjaiban metszik és e pontpároktól képezett 
I(2) négyzetes involucziónak kettőspontjai szintén J és K. 



Az JW társ-hármasainak pontjai háromszögpároknak szög-
pontjai; ezeknek oldalai a q t e g y lqW köbös involuczió társhárma-
saiban metszik, melynek hármaspontjai QjQk. Az JW társhárma-
sainak simulósíkjai hároméipároknak lapjai; ezeknek élei a p-ből az 
IqW-val perspektiv IpW köbös involucziónak társ-síkhármasaival 
projicziáltatnak, és i g y ennek ~j %k hármassíkjai, a Q, Qk ponto-
kon mennek keresztül. 

Az JW t á f s p ont jatt összekötő húrok e g y FW hyperboloid egyik 
sugárseregének sugarai, és ennek a társ-ponthármasokon keresztül 
menő sugarai e g y IgWköbös involucziót képeznek, melynek g,gk hár-
massugarai a kW-nak érintői a JK hármaspontokban. A kW társ-
ponthármasam keresztül menő és FW-nek másik sugár ser egéhez tar-
tozó sugarai társ-sugárhármasai az IW-mal perspektiv lh<3) köbös 
involucziós sugárseregnek; ennek hjhk hármassugarai szintén a 
JK pontokon mennek keresztül és ép ú g y , mint g j gk a síkokban 
vannak. 

A pq egyenespár polárispárja, az ]W társ-ponthármasainak 
síkpárja kapcsolt polárissíkpárja, és e társ-ponthármas simulósík-
jainak metszőpontpárja kapcsolt póluspárja az FW-nek, tehát az 
iqW-nak hármaspontjai, a (gj hk) (gkhj) pontpárral és az IpW-nak 
hármassíkjai a [ g j hk] [gk hj] síkpárral esnek egybe. 

Ε tétel alapján a köbös involuczió minden tulajdonságából 
tételeket származtathatunk le a III. r. térgörbére vonatkozólag. 

így ismeretes, hogy a köbös involucziónak két ponthármasa 
háromfélekép képez oly négyzetes involucziót, melyben amannak 
hármaspontjai társpontok. 

Ebből következik: 
„Ha valamely kW III. r. térgörbe egyik tengelyén, q-n, keresz-

tül két síkot vezetünk, mely a görbét az Λ1Α2Λ3, BíBiBz pont-
hármasokban metszi, és a jelölésben a ponthármasok ugyanegy 
értelműek, akkor az 

AxB±, A2B3, a a 
AXBZ, A2B2, A3Bx 

ΑχΒ2, A2 Bj, A3B3 

pontpárok egy-egy négyzetes involucziónak társpontjai, tehát e társ-
pontokat összekötő húrok a #3)-mal együtt egy-egy hyperboloidon 
feküsznek. Ez a három hyperboloid keresztül megy a kW-nak azon 
a ρ húrján, mely a q-ból a kW-hoz vezetett t* simulósíkok JK 
simulópontjait összeköti. 

A három négyzetes involuczió JxKlf J2KV J3K3 kettőspont-



párjait összekötő húrok á &,3>-mal együtt egy oly hyperboloidon van-
nak, melynek egyik polárispárja a pq. A Jxq sík még két kettős-
ponton, pl. a JgJg-mon, a K±q sík pedig a hátralevő kettősponto-
kon K2K:]-mon megy keresztül. 

De ha a q-n keresztül vezetett két sík a kW görbét társ-hár-
maspontokban metszi, tehát a ι κ síkokat harmonikusan választja 
el, akkor még az AXBV A2B2, α ά Β 3 húrok is a β^-mal egy negyedik 
hyperboloidon vannak, melyre vonatkozólag a pq szintén poláris-
pár." stb. 

30. §. A harmadrendű térgörbére vonatkozó kapcsolt 
pontok. A nullarendszer rendigörbéi. 

1. Valamely A pontból a kW III. r. térgörbéhez vezethető ρ 
húron az az A' pont, mely az A-t a kW és a ρ húr metszőpontjaitól 
harmonikusan választja el, az A-hoz kapcsolt pontnak neveztetik. 
Ez értelmezésből következik, hogy az A'-hoz az A pont is kapcsolt; 
továbbá, hogy ha az A pont a &®-nak valamelyik érintőjén van, 
akkor az ^I-nak kapcsolt pontja az érintőnek érintőpontja; végre, 
hogy a kW valamely A pontjának kapcsolt pontja, az A pont érintő-
jének minden pontja, beleértve magát az A-t is. 

Ez értelmezésnek duálisán megfelel egy másik, mely a III. o. 
síksor kapcsolt síkjaira vonatkozik. T. i . : a kW III. r. térgörbe vala-
melyik tengelyén keresztül menő oly két sík, mely a tengelyből a 
görbéhez vezetett két simulósíkot harmonikusan választja el, kap-
csolt síkpárja a III. r. térgörbe simuló síkjaitól képezett III. o. síksor-
nak és a III. r. térgörbének. A görbe minden érintősíkjához az érintő-
pont simulósíkja kapcsolt; és viszont egy simulósíkhoz minden 
érintősík kapcsolt, mely a görbének a simulósíkban levő érintőjén 
megy keresztül. 

Az előbbi § utolsó tételében a következő tulajdonságát láttuk 
már a III. r. térgörbe kapcsolt pontjainak és kapcsolt síkjainak: 

Minden kapcsolt pontpár- A III. r. térgörbe minden 
ból a III. r. térgörbéhez vezet- kapcsolt síkpárjának metsző-
hető simulósíkok simulópontjai pontjai a görbével társ-ponthár-
társ-ponthármasok, mások, 
(azaz olyanok, hogy minden hármasban két-két pont a harmadikat, 
a másik hármasnak egy pontjától harmonikusan választja el), mert 
e társ-ponthármasoktól meghatározott köbös involucziónak JK 
hármaspontjai, a kapcsolt pontpárt összekötő húron vannak és 



azoknak simulósíkjai, a kapcsolt síkpár metszővonalán mennek 
keresztül. 

AIII. r. térgörbe minden kapcsolt 
pontpárjának az a tulajdonsága 
van, hogy a III. r. térgörbén 
keresztül menő minden hyper-
boloidra vagy II. r. kúpra vo-
natkozólag kapcsolt póluspár. 

síkpárjának az a tulajdonsága 
van, hogy a III. r. térgörbe si-
muló síkjaitól képezett III. o. 
síksorba írt minden hyperbo-
loidra vagy kúpszeletre vonat-
kozólag kapcsolt polárissíkpár. 

Ugyanis, ha az A A' kapcsolt pontpárokat összekötő egyenes 
érintője a #3>-nak, akkor az A (vagy az A') pont érintőpontja annak, 
és az AA! érintő a &(3)-mon keresztül menő FW hyperboloidnak vagy 
II. r. kúpnak az ^4,-hoz tartozó érintősíkjában van, és így az AA' 
kapcsolt póluspárja az FW-nek. 

Ha pedig az AA' egyenes húrja a &(3)-nak, tehát azt a JK 
valós vagy képzetes pontpárban metszi, akkor az AA' szintén kap-
csolt póluspárja az Iy,(2)-nek, mert az AA' egyenes az FW-1 is a JK 
pontpárban metszi és az AA' pontpár ezektől harmonikusan van 
elválasztva. 

De ha egy külön bizonyítást kívánnánk arra az esetre, a mely-
ben az AA' egyenes a kW-mat, és az FW-χ képzetes pontpárban 
metszi, akkor REYE szerint ekkép járhatunk el: 

A ft(3)-mon keresztül egy tetszésszerinti FW hyperboloidot és 
egy MW II. r. kúpot fektetünk, mely utóbbinak csúcsa a /e(3)-nak Μ 
pontja. A ife®-mon és az MA=^g egyenesen keresztül menő HW) 
hyperboloid egyik sugárseregét, S-et, kW>~nak az MA=g pontjain 
keresztül menő húrok képezik ; ennek sugarain vannak a ^egyenes 
pontjainak a kW-ra vonatkozó kapcsolt pontjai. A g egyenes pont-
jainak polárissíkjai az FW.re vonatkozólag, a g pontsorral projectiv 
síksort képeznek, me lynek^ tengelye a ^-nek polárisa; míg a g 
pontjainak polárissíkjai az MW kúpra vonatkozólag egy γ síkban 
vannak. 

A γ síknak és az S sugársereg HW tartójának c metszésében 
vannak a g pontjainak a kW-ra vonatkozó kapcsolt pontjai. A c 

vonalban (mely kúpszelet vagy egyenespár) levő pontsor, a g pont-
sorral és ennek az FW-re vonatkozó polárissíkjai sorával ^ -gye l projectiv. A g pontjain keresztül a £<3)-hoz vezetett húrok között vég-
telen sok van, mely a kW-mat valós pontpárban metszi. A ^-nek 
mind e pontjaihoz tartozó kapcsolt pontok a c pontsorban, és egy-
szersmind a gL síksorban a pontoknak megfelelő síkokon vannak. 
A gx síksor tehát perspektiv a c pontsorral, és így a g minden pont-
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jához, még az Α-hoz is kapcsolt pont A', a g± síksorban neki meg-
felelő síkban van; azaz : AA! kapcsolt póluspárja a tetszésszerinti 
FW hyperboloidnak. — 

A γ sík a HW hyperboloidot egy egyenespárban metszi, ha 
érintősíkja a //,2l-nek, azaz ha γ az S sugárseregnek egy sugarán 
megy keresztül. A ^-nek Μ pontja a γ síkban van, és ha az 6' sereg-
nek az Μ ponton keresztül menő m sugara, mely a &,3l-nak érintője, 
a γ síkban van, akkor γ a HW.QI az m-ben és még egy másik egye-
nesben, ^'-ben, metszi. Az m érintőn vannak az Jf-hez kapcsolt 
pontok, g'-ön pedig a g többi pontjaihoz kapcsolt pontok. Minthogy 
ez a g' egyenes a üZ(2)-nek abban a sugárseregében van, mely a kW-
mal perspektiv, azért g' a &(3)-nak oly M' pontján megy keresztül, 
melynek m' érintője, mint az 5-nek egyik sugara, metszi a g-t. Az 
[mg\ sík simulósíkja a 7eí3)-nak az Μ pontban, mert az Μ pontnak m 
érintőjén megy keresztül és érintősíkja a HW-nek az Μ pontban. 
Ugyanezért az [m'g'] sík is simulósíkja a kW-nak az M' pontban. 

Egy oly g egyenes pontjainak kapcsolt pontjai a kW III. r. tér-
görbére vonatkozólag, mely a &(3)-mat nem metszi, egy kxW ni. r. 
térgörbén vannak ; a kxW a kW-nak négy pontján megy keresztül. 

Ugyanis ha a P - m o n keresztül három hyperboloidot fektetünk, 
akkor a g pontjainak polárissíkjai a három hyperboloidra vonatko-
zólag, a g pontsorral projectiv három síksort képeznek, melynek 
képződménye a kxW ΠΙ. r. térgörbe. A g egyenes a kW-nak kifejthető 
felületét négy pontban metszi; e pontokhoz kapcsolt pontok a kW-
mon vannak. 

Egybefoglalva utóbbi tárgyalásunk eredményeit, mondhatjuk : 
Valamely g egyenes pontjainak a kW III. r. térgörbére vonat-

kozó kapcsolt pontjai általában e g y 'kxW ///. r. térgörbén vannak, 
mely a kW-mat négy pontban metszi; e metszőpontok közül kettő-
kettő egybeesik és a kxW érinti a kW-mat ekét pontban, ha a g tengelye 
a kW-nak. De ha a g-nek és a kW-nak e g y közös Μ pontja van, akkor 
a kxW az Μ pont m érintőjévé és még e g y kúpszeletté vagy g' egye-
nessé esik szét, a szerint a mint a g az 31 pont simulósíkján kívül, 
vagy a simulósíkban van. A g' egyenes a kW-nak szintén egyik simuló-
síkjában fekszik és annak 31' simulópontján megy keresztül és az 
31, 31' pontoknak ni, m' érintői metszik a gg' egyenespárt. Ha végre 
a g egyenes a kW görbét két pontban metszi, akkor a ktW ag egyenessé 
és a két metszőpont érintőivé korcsosul el (29. §. 3. p. végén). 

2. Valamely φ sík pontjainak a k-W Hl. r. térgörbére vonatkozó 
kapcsolt pontjai e g y FW ///. y. felületen vannak, azaz oly felületen, 
melyet minden g egyenes három pontban metsz. 



Ugyanis a g pontjainak a kW-ra vonatkozó kapcsolt pontjai 
egy kxW in. r. térgörbén vannak; ennek és φ síknak három metsző-
pontjához kapcsolt pontok pedig a g egyenesnek metszőpontjai az 
FW felülettel. 

Minthogy a φ síkban oo2 egyenes van, azért az FW.mat oo2 III. 
r. térgörbe vonja be; az FW minden pontján ool, két pontján pedig 
egy ily III. r. térgörbe megy keresztül a felületen. Maga a kW is az 
FW felületen van, mert a &,3)-nak érintői a φ-t metszik és e 
metszőpontoknak kapcsolt pontjai a kW)-hoz tartoznak. 

Ha a φ síknak és a kW görbének metszőpontjait AXA2A.$-mal, 
azokat a pontokat, melyek e metszőpontok közül kettőt-kettőt a 
harmadiktól harmonikusan választanak el A\A'2A',-mai, az ΑΧΑ2Α.Λ, 

A'XA\A\ társhármasok simulósíkjait α^α., , a^x^xVmal, e simuló 
síkhármasok metszőpontjait A, ^L'-sel, az AXA2A3 pontok érintőit 
axa2a3-mal, és e pontokból a másik két pont érintőihez vezetett szelő-
ket fo^^-mal jelöljük, akkor az FW keresztül megy az AXA2A3 három-
szög oldalain, az axa2a3 érintőkön, az A'A'X, A'A'2, A'A\ egyenese-
ken, valamint a bxb2b3 szelőkön. A hat első egyenest illetőleg ez közvet-
len belátható; a következő három egyenes pedig az A.AX, AA2,AA.( 
egyenesek pontjaihoz kapcsolt pontokat tartja; végre a bx b2b3 szelők 
azért vannak az FW) felületen, mert a bi szelőnek polárissíkja arra 
az AfW n. r . kúpra vonatkozólag, mely a kW-maX az A.,· pontból pro-
jicziálja, a φ sík, és a b,· pontjaiból a &(3,-hoz vezetett húrok, mint egy 
lItW hyperboloid egyik sugárseregének sugarai, e φ síkot egy kúp-
szeletben metszik, melynek pontjaihoz kapcsolt pontok a bi~n vannak. 
Az A' ponton keresztül menő három \αφϊ\ sík és a 9 ' = [A'yA^A^] 
sík tehát az FW felületet az ai, bi, A'A'í illetve az A'A'i egyenesek-
ben metszi. Az FW felületen vannak végre a 9 síknak pólusai a 
III. r. térgörbén keresztül fektethető összes hyperboloidokra vonat-
kozólag. 

Ha a 9 sík a kW térgörbének simulósíkja az Ax pontban, akkor 
az FW) felületen végtelen sok egyenes van, mely az (Ax, ©) sugársor 
sugarainak pontjaihoz kapcsolt pontokat tartja. Ezek az egyenesek 
a kW görbe egyes pontjain mennek keresztül, e pontoknak simuló-
síkjaiban feküsznek és az Ax pontnak érintőjét metszik. 

Ε szerint: a kW III. r. térgörbe változó pontjait azokkal a pon-
tokkalösszekötő egyenesek,melyekben eváltozó pontoknak simulósíkjai 
a kW-nak e g y szilárd érintőjét metszik e g y FW ///. r. felületen van-
nak ; a szilárd érintő érintőpontjának simulósíkja 9, tartója az FW 
pontjaihoz kapcsolt pontoknak. 

3. A III. r. térgörbe alaptulajdonsága, hogy valamely pont-
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nak a görbére vonatkozó kapcsolt pontja, egyszersmind kapcsolt 
pólusa a pontnak mindazokra a hyperboloidokra és II. r. kúpokra 
nézve, melyeken a III. r. görbe rajta van. Ebből következik, hogy 
valamely pontnak polárissíkjai a III. r. térgörbén keresztül menő II. 
r. kúpokra vonatkozólag egymást a ponthoz kapcsolt pontban 
metszik. Ε polárissíkoknak helyzetét még közelebbről meghatározza 
a következő tétel: 

Valamely pontnak polárissíkjai a III. r. térgörbével perspek-
tiv II. r. kúpokra vonatkozólag e g y II. o. síksort képeznek, melynek 
középpontja a pontnak a III. r. térgörbére vonatkozó kapcsolt pontja. 

Ugyanis az A pontot az A' kapcsolt pontjával összekötő ρ húr 
a kW III. r. térgörbét a JK valós vagy képzetes pontpárban metszi, 
mely kettőspontja egy a P - m o n levő IW involucziós pontsornak. 
(Az A pont már meghatározza a P - m o n levő IW-őt, mert az A-η 
keresztül menő ρ húr az előbbiek szerint csupán valós elemek alkal-
mazásával szerkeszthető (26. §., 6. p. végén). Ha ez a ρ húr a kW-maX 
a JK valós pontpárban metszi, és a kW minden Aj pontjához fel-
keressük azt az A'i pontot, mely Aj-1 a JK-tói harmonikusan elvá-
lasztja, akkor az AíA'í társpontpárja az 7(2)-nek. Ha pedig a ρ húr 
nem metszi a kW-ma.t valós pontpárban, akkor az A-ból a kW-hoz 
vezethető három valós simulósík simulópontja A1A,AS, és e pont-
hármasnak A\A'SA'3 társhármasa olyan, hogy ezeknek AXA\,A2A'2, 
A3A'3 társpontjai egyszersmind az /(2)-nek is társpontjai. Az IW tehát 
ez utóbbi esetben is csupán valós elemek alkalmazásával szer-
keszthető.) 

Az IW involucziós pontsort a kW tetszésszerinti Μ pontjából 
projicziáló MW involucziós kúp társalkotóinak síkjai egymást egy h 
egyenesben metszik, mely az ΜJK MAA' involuczió-síknak invo-
luczió sugara. Az A A' pontok kapcsolt pólusok, tehát az MA, MA 
h sugarak az MW kúp egy polárisháromélének élei és így az A pont-
nak az MW.re vonatkozó polárissíkja az A'li sík. 

Az IW társpontjait összekötő g sugarak egy HW hyperboloid 
egyik seregének sugarai; a h metszi mindezeket a sugarakat, tehát 
a iF2)-nek másik seregéhez tartozik. Ha ezután az Μ pontot változ-
tatjuk a ^3)-mon, akkor ezzel az M.kW = MW kúp is változni 
fog és a h leírja a 77(-)-nek egész sugárseregét, az A'h sík pedig, mely 
az A pontnak polárissíkja a változó MW kúpokra, leír egy A'W n. r. 
síksort. 

Ép így az A' pontnak polárissíkjai a #3>-mat projicziáló II. r. 
kúpokra nézve egy^4(2> síksort képeznek, melynek síkjai a h sugár-
sereget az A pontból projicziálják. 



Ha az A és A' pontból a kW-hoz vezethető síkok simulópont-
jait AXA2A3, A^A'ZA'Z-MAL jelöljük, akkor e társhármasok α és a' 
síkjai az A' és A pontoknak polárissíkjai a IIW hyperboloidra vonat-
kozólag. Az a, a' síkok egymást a 7e(3̂ -nek q tengelyében, a iZ(2 

hyperboloidot a &'(2) kúpszeletekben metszik, mely utóbbiak az 
ΑχΑ2Α3, A\A'2A'3 háromszögek körül vannak írva, és az A, 
A' pontoknak e kúpszeletekre és háromszögekre vonatkozó polá-
risa, illetve harmonikus polárisa á q. Minthogy pedig az A'W síksor 
a HW hyperboloidot abban a kúpszeletben érinti, melyben azt az A' 
pontnak polárissíkja metszi, azért a kW kúpszelet rajta fekszik azon 
az A'W II. r. kúpon, melyet az A'W II. o. síksor burkol. 

Ugyanezért az AW kúp, melynek érintősíkjai az A' pontnak 
polárissíkjai a &(3)-mal perspektiv II. r. kúpokra nézve, szintén keresz-
tül megy a k'W kúpszeleten. Az A(2\ A'W) kúpok egymást és a HW) 
hyperboloidot abban a két pontban érintik, melyben a q tengely 
azokat metszi; e két közös érintősík egyszersmind érintősíkja annak 
a két JWf KW kúpnak az AA'=p húr mentén, mely a kW-mat a ρ 
húron levő J, Κ pontjaiból projicziálja. 

Ily két kúpot, mint az Α(·2\Α'(·2\ a ^ - ravonatkozóla gkap c s o l t 
kúpnak nevezhetünk. 

Ha az AA' kapcsolt pontokat az AA' =p húron változtatjuk, 
akkor ezzel a HW hyperboloid, valamint a q tengely nem változik, 
de változnak az előbbi αχ' síkok, kW k'W) kúpszeletek és az AW) 
A'W) kúpok. Mindezen kúpoknak a q egyenesen közös pontpárjuk 
van, melyben a p(AxA\ . A2A'2. A3A'3) involucziós síksor kettős-
síkjai, azaz a JW KW kúpoknak érintősíkjai a ρ húr mentén, azokat 
érintik. 

Egybefoglalva a talált eredményeket így fejezzük ki: 
Az A és A' kapcsolt pontoknak polárissíkjai a kW III. r. tér-

görbével perspektiv II. r. kúpokra vonatkozólag e g y A'W és e g y AW 
II. r. kúpnak érintősíkjai, melyeknek csúcsa az A', illetve az A. 

Az A'W és AW kúpok perspektivek azokkal a k®\ illetve k'W 
kúpszeletekkel, melyek közül az első az A pontból a kW-hoz vezethető 
simuló síkoknak A1A2A3 simulópontjain, a másik az A' pontból a 
kW-hoz vezethető simuló síkoknak A\ A'2A\ simulópontjain megy ke-
resztül és melyekre vonatkozólag azA1A2A3, A\A'2A'3 síkok q metsző-
vonalának, a kW) tengelyének pólusai az A, illetve az A' pont. 

Ε két kapcsolt kúp A'W} AW egymást a q tengelyen az AAtA2A3 

(és A'A\A'2A'3) négyszög oldalaitól kimetszett involucziónak kettős-
pontjaiban érinti, és a kúpoknak e két közös érintősíkja, érintősíkja 
egyszersmind annak a két kúpnak a közös A A' =p húr mentén, 



mely a kW-mat a ρ húrnak és a kW -nak közös JK pontjaiból 
projicziálja. 

Hogy ennek duális tételét egyszerűen kifejezhessük: értsük 
egy síknak valamely kúpszeletre vonatkozó pólusán, a sík és a kúp-
szelet síkja metszővonalának pólusát a kúpszeletre vonatkozólag. 
Ε szerint az előbbinek duális tétele így szól: 

Az α és x' kapcsolt síkoknak pólusai a kW III. r. térgörbe 
simulósíkjai sorába, v.W-ba, beirt kúpszeletekre vonatkozólag e g y 
y.'W és e g y xW kúpszeletnek pontjai, melyeknek síkja χ', illetve a. 

Az x'W kúpszelet be van írva abba a háromszögbe, melyben az 
χ sík és a kW görbe közös pontjainak a 1 a 2 a 3 simulósíkjai metszik az 
a' síkot, az y.W pedig be van írva abba a háromszögbe, melyben az 
a' sík és a kW görbe közös pontjainak x\x\x'% simulósíkjai metszik 
az χ síkot, és az xx' = q tengelynek pólusa e két kúpszeletre vonat-
kozólag az A' =z(x\a'2a'3/), illetve az A = ( a ^ a . , ) pont. 

Ε két kapcsolt kúpszelet x'Wés xW egymást a q tengelynek két 
pontjában metszi·, ezek a q tengelyen keresztül menő ικ simuló-
síkokba írt kúpszeleteknek érintőpontjai a q-val. — 

4. Minden kW III. r. térgörbe e g y nullarendszert határoz meg, 
melyben a görbe pontjainak nullasíkjai a pontok simulósíkjai. A&(3) 

görbét a nullarendszer rendigörbéjének nevezzük. 
Ugyanis a kW görbe ABC pontjai és e pontoknak αβγ simuló-

síkjai egy nullarendszert határoznak meg (16. §., 9. p. elején), 
melyben az ABC pontoknak nullasíkjai az αβγ síkok, mert ezek 
egymást az A B C ^ π síknak egy Β pontjában metszik. Ebben a 
nullarendszerben a BC, βγ; CA, γα; AB, αβ egyenespárok poláris-
párok, tehát a kW görbe tetszésszerinti D pontjának nullasíkja δ, az 
a sík, mely a Β pontból a BC, βγ; CA, γα és az AB, αβ polárispárok-
hoz vezetett szelőkön megy keresztül. A δ sík tehát keresztül meg}'· 
azokon a pontokon, melyekben a βγ, γα, αβ egyenesek a BCD, CAB, 
ΑΒΌ síkokat metszik és ezért a S simulósíkja a kW görbe D pont-
jának. Az ABCD, αβγδ tetraederek pedig, mint az előbbiekből tudjuk, 
MÖBiüs-félék. 

Ebben a kW III. r. térgörbétől meghatározott nullarendszerben 
a kri} görbének megfelel ennek simulósíkjaitól képezett y.W III. o. 
síksor ; a görbe húrjainak polárisai, annak tengelyei; a görbe érin-
tőinek maguk az érintők, mint komplexussugarak, felelnek meg. 
Minden Β pontnak nullasíkja π keresztül megy a Β pontból a kW 
görbéhez vezetett három símulósík simulópontján; és minden síknak 
az lesz a nullapontja, melyben asík és a kW metszőpontjainak simuló-
síkjai találkoznak. A görbét valós vagy képzetes pontpárokban 



metsző húroknak oly tengelyek lesznek a polárisai, melyekből valós, 
illetve képzetes simulósíkok vezethetők a görbéhez; és ha valamely 
pontból a görbéhez vezetett húr a görbét képzetes pontpárban 
metszi, akkor a pont nullasíkjában fekvő tengelyből szintén képzetes 
simulósíkpár vezethető a görbéhez. 

Mindezekből az látszik, hogy a III. r. térgörbe az iránt a nulla-
rendszer iránt, melynek rendigörbéje a III. r. térgörbe úgy viselkedik, 
mint a kúpszelet a tőle meghatározott polárismező irányában. 
Ε vonatkozás egy részről tényleg megegyezőnek mondható, de más-
részt annyiban külömböző, hogy a polárismező csak e g y kúpszeletet, 
mint rendigörbét, határoz meg, melynek pontjai a polárismezőben, 
a nekik megfelelő egyeneseken (polárisokon) vannak: ellenben a 
nullarendszernek rendigörbéje van, azaz oo7 számú oly III. r. tér-
görbe található, melynek pontjaihoz tartozó simulósíkok ugyanegy 
nullarendszerben ama pontoknak nullasíkjai. Míg tehát a poláris-
mezőnek csak egy rendigörbéje (vezető kúpszelete) van, addig a 
nullarendszer σο7 számú III. r. térgörbét, mint rendigörbét, hatá-
roz meg. 

Ezt beláthatjuk a következőkből: 
Vegyünk fel egy Ν nullarendszert és egy η síkot. A - síkban 

vegyünk fel három pontot, AXA2A3-mat, melynek nullasíkjai az JV-ben 
α 1α2α3, és vezessünk az xx síkban az Ax ponton keresztül egy ax 

egyenest. 
Az AXA2A3 ponton keresztül csak egy oly kW) III. r. térgörbe 

vezethető, melynek simulósíkjai ama pontokban xxoc2oca és mely az 
ax-et érinti (29. §., 4. ρ.). A kW már rendigörbéje az JV-nek, mert a 
görbe AXA2A3 pontjainak simulósíkjai, az iV-ben nullasíkok. 

Ha az ax sugarat az (Au a j sugársorban változtatjuk oly 
III. r. térgörbét nyerünk, mint a kW volt, t. i. mely rendigörbéje az 
iV-nek. A π síkban azonban °o6-szor vehetünk fel oly három-három 
pontot, mint az AXA2A3; ezért az Ν nullarendszernek σο7 rendi-
görbéje van. 

Ε számot még úgy is megkapjuk, ha meggondoljuk, hogy a 
térben °c12 III. r. térgörbe és nullarendszer van; minden nulla-
rendszernek tehát σο7 III. r. görbe a rendigörbéje. A térben pedig 
azért van °o12 III. r. térgörbe, mert hat ponton általában csak egy III. 
r. térgörbe fektethető keresztül, és hat pont a térben <x>3-6-szor, a 
görbén pedig c»1-6-szor vehető fel. 



31. §. A harmadrendű térgörbék osztályozása. 

1. A III. r. térgörbéket ép úgy, mint a kúpszeleteket, a végte-
len távolban fekvő pontjaik minősége és helyzete szerint osztályoz-
hatjuk. 

A végtelen távol fekvő ε^ sík a kW III. r. térgörbét három 
pontban, Elf és E^-ban metszi: ezek közül vagy csak az Et valós 
a másik kettő E.2E3 kapcsolt képzetes, vagy mind a három valós. 
A valós ElE2 és E3 pontok pedig vagy mind külömbözők, vagy 
kettő egyesül, tehát a görbének egy érintője van végtelen távol, 
vagy végre mind a három egybeesik, azaz a görbének simulósíkja e 
pontban a végtelen távol levő εα© sík. 

Ha a kW III. r. térgörbének csak egy valós végtelen távoli 
pontja van, akkor az köbös ellipsis; ha pedig a görbe végtelen távol 
fekvő pontjai mind valósak, akkor az köbös hyperbola, köbös hyper-
bolikus parabola, vagy köbös parabola a szerint, a mint ama pontok 
külömbözők, vagy kettő egybeeső, vagy mind a három egybeeső. 
Általában a III. r. térgörbéket köbös térgörbéknek, vagy köbös kúp-
szeleteknek is nevezik. 

Ε főosztályozás mellett még alosztályokat is lehet megkülöm-
böztetni. Nevezetesen: a köbös ellipsis egy sík képzetes körpontjain 
és e síkra merőleges egyenesnek végtelen távol fekvő pontján me-
het keresztül. A köbös ellipsist ez esetben köbös körnek nevezzük. 

Ép így egy köbös hyperbola egyenoldalú, ha az egy orthogo-
nalis hároméi éleinek végtelen távol fekvő pontjain megy keresztül; 
végre a köbös hyperbolikus parabola egyenoldalú, ha a végtelen 
távol fekvő egyszerű és kétszeres pontját valamely pontból proji-
cziáló egyenes és sík egymásra merőleges. 

A III. r. térgörbék végtelen távol fekvő pontjainak érintőit 
asymptóláknak, simulósíkjait pedig asymptótikus síkoknak nevez-
zük. A köbös ellipsisnek egy, a köbös hyperbólának pedig három 
asymptótája és ugyanennyi asymptótikus síkja van ; a köbös hyper-
bolikus parabolának egy asymptótája és két asymptótikus síkja 
nyúlik a végesbe ; végre a köbös parabolának nincs sem asymptó-
tája, sem asymptótikus síkja a végesben. 

A III. r. térgörbét annak végtelen távol levő pontjából proji-
cziáló kúp hengerbe megy át. A köbös ellipsisen csak egy II. r. henger 
fektethető keresztül; ez elliptikus- vagy forgáshenger, mert a hen-
gernek egyik alkotója sem lehet végtelen távol. A köbös parabolán 
keresztül menő II. r. henger parabolikus, mert végtelen távol levő 



pontjának simulósíkja, mely a henger érintősíkja, végtelen távol 
van. A köbös hyperbolikus parabolán egy hyperbolikus és egy 
parabolikus hengert, a köbös hyperbolán pedig három hyperbolikus 
hengert lehet keresztül fektetni. A köbös hyperbolikus parabolát az 
UL egyszerű pontjából és nem a kétszeres E2(E3) pontjából proji-
cziáló henger a parabolikus, 
mert e henger EXE% alkotójának 
érintősíkja végtelen távol van. 
Ellenben az Ε2{ΕΆ) pontból pro-
jicziáló henger hyperbolikus, 
melynek egyik asymptótikus 
síkja párhuzamos a parabolikus 
henger fősíkjával és melynek ál-
lása EXE.2, a másik asymptó-
tikus síkja pedig az E2(E3) 
kétszerespont simulósíkja. A kö-
bös hyperbolát pl. az E t pontjá-
ból projicziáló hyperbolikus 
henger asymptótikus síkjai az 
E2 és E3 pontok érintőin, tehát 
e pontoknak e2 és e3 asymptó-
táin mennek keresztül párhuza-
mosan az Ex pontnak ex 

asymptótájával. 

2. Ha a III. r. térgörbét, 
mint két II. r. kúp metszővona-
lát akarjuk előállítani, felve-
szünk két kúpot, MW és 
MjW-et, melynek egy közös 
a alkotója, de ennek mentén 
két külömböző érintősíkja van. 
Hogy megtudjuk, mily III. r. 64 

térgörbék szerint metszik ezek 
egymást az a alkotón kívül, az MW kúpot az a alkotó irányában 
eltoljuk, míg Μ csúcsa nem egyesül az MXW kúpnak Mx csúcsával. 
Az eltolt kúp NW, az MxW-et az a alkotón kívül még három alkotó-
ban, axa2a3-ban, metszi. A szerint, a mint ez alkotók közül csak 
egyik valós, vagy mind a három valós, de külömböző, vagy kettő 
egybeeső, vagy mind a három egybeeső: az MW, MXW kúpok egy-
mást az a alkotón kívül még megfelelőleg egy köbös ellipsis, köbös 
hyperbola, köbös hyperbolikus parabola, vagy köbös parabola sze-
rint metszik. 



Ha az aya2a3 alkotók közül kettő képzetes, akkor azoknak 
síkja meghatározható; e síkban fekvő és az MXW kúpra vonatkozó 
kapcsolt polárissugaraktól képezett involucziónak kettőssugarai a 
köbös ellipsisnek végtelen távol fekvő képzetes pontjai. Ha pedig 
ama alkotók közül kettő egybeesik, akkor az MXW kúpnak érintő-
síkja ez egyesült alkotók mentén, a végtelen távol fekvő síkot a 

köbös hyperbolikus parabola végtelen távol fekvő érintőjében 
metszi. — 

A III. r. térgörbe egy II. r. kúpnak és egy II. r. hengernek is 
lehet metszővonala. Az MW n. r. kúp a véle közös a alkotóval biró II. 
r. hengert, melynek érintősíkja az a alkotó mentén külömbözik a 
kúp érintősíkjától, az a alkotón kívül még köbös ellipsisben (64. 
ábra), vagy köbös hyperbolában (65. ábra), vagy köbös hyperbolikus 
parabolában (66. ábra), mely utóbbi még köbös parabolába is át-
mehet (67. ábra), metszi, a szerint, a mint a henger elliptikus, hyper-
bolikus vagy parabolikus. A kúp érintősíkja az a alkotó mentén a 
hengert mind a három esetben még egy ex alkotóban metszi, mely 



asymptótája a görbe és a henger végtelen távol fekvő E í pontjának. 
A henger érintősíkja εχ az ex alkotó mentén az Έγ pont simulósíkja, 
tehát az EL pont asymptótikus síkja. 

Ha az első esetben a kúp és a henger közös a alkotóján ke-
resztül a henger kapcsolt átmérősíkjaival párhuzamos síkpárokat 
vezetünk, akkor ezek 
a kúpot egy alkotó-
involuczióban met-
szik, melynek a.2a3 

képzetes kettőssuga-
rai a köbös ellipsis-
nek E2E3 végtelen 
távoli képzetes pont-
jait projicziálják. - -
Ezért azalkotó-invo-
lucziónak projek-
cziója annak involu-
cziósíkjára a kúp 
tetszésszerinti alko-
tójából egy oly su-
gárinvoluczió, mely 
a végtelen távoli sí-
kot egy pontinvolu-
czióban metszi; és 
ennek az involuczió-
nak kettőspontjai az 
E2, E3. 

Ha továbbá a 
második esetben a 
kúp és a hyperbo-
likus henger közös a 
alkotóján keresztül a 
h e n g e r n e k π 2 , π 3 66. ábra. 

asymptótikus síkjai-
val párhuzamos síkokat vezetünk, úgy ezeknek a kúppal még a 2a s 

közös alkotójuk van, melyeknek E2E3 végtelen távol levő pontjai a 
köbös hyperbolán feküsznek. A kúpnak α2, α3 érintősíkjai az a2, a3 

alkotók mentén, a π2, illetve π3 asymptótikus síkokat a köbös hyper-
bola i?2, E.A pontjainak e2, e3 asymptótáiban metszik. 

De ha az a2, a3 alkotóknak egyike a közös a alkotóba kerül, 
tehát a közös a alkotónak a kúphoz tartozó érintősíkja párhuzamos 



a henger egyik asymptótikus síkjával, akkor az E2, E3 pontoknak 
egyike szintén egybeesik az J^-gyel és a köbös hyperbola, köbös 
hyperbolikus parabolává válik. 

A harmadik esetben a kúp és a parabolikus henger közös a 
alkotóján keresztül menő és a henger fősíkjával párhuzamos sík a 

kúpot abban az a2 alkotóban 
metszi, melynek végtelen távol 
levő E2E3 pontja a köbös 
hyperbolikus parabolának két 
egybeeső pontja. De ha az a.2 

alkotó egybeesik az a-val, tehát 
a kúp és a parabolikus henger 
α alkotójának a kúphoz tartozó 
érintősíkja párhuzamos a hen-
ger fősíkjával, akkor a köbös 
hyperbolikus parabola köbös 
parabolába megy át. 

3. Ha két orthogonalis 
kúpnak külömböző csúcsa és e g y 
közös alkotóban külömböző érin-
tősíkja van és a kúpok egyik 
cziklikus síkjának állása egyező, 
akkor azok egymást a közös 
alkotón kívül még e g y kW köbös 
körben metszik. 

Ugyanis ama párhuzamos 
cziklikus síkokkal párhuzamos 
π síkok a kúpokat körökben 
metszik, melyek ép úgy, mint a 
kW III. r. térgörbe a cziklikus 
síkoknak képzetes körpontjain 
mennek keresztül. Ε mellett 
mindegyik orthogonalis kúpnak 
ama cziklikus síkokra merőle-
a kW-nak végtelen távol levő 

már következik, hogy a kW 
α köbös körrel per-

ábra. 

ges alkotója van, melyek egymást 
valós pontjában metszik, amiből 
köbös kör. —· Könnyen belátható még, hogy 
spektiv II. r. kúpok mind orthogonalisak és a köbös körrel perspektiv 
II. r. henger forgáshenger. — 

Az egyenoldalú köbös hyperbolával perspektiv II. r. kúpok 
mind egyenoldalúak és a hengerek mind egyenoldalúan hyperboli-



kusok, mert pl. e perspektiv kúpok mindegyikébe egy, tehát végte-
len sok orthogonalis hároméi írható be. 

Ezért fordítva mondhatjuk: 
Két egyenoldalú kúp, melynek külömböző csúcsa, közös alko-

tója és ebben külömböző érintősíkja van és mely két, párhuzamos 
élekkel biró orthogonalis hároméi körül van írva, egymást még e g y 
egyenoldalú köbös hyperbolában metszi. — 

Az egyenoldalú köbös hyperbolikus parabolát olyannak értel-
meztük, melynek az Ex egyszerű végtelen távol fekvő pontja és az 
E.2 kétszeres végtelen távol fekvő pontjának t2 érintője minden 
pontból, tehát a görbének Μ pontjából is, egymásra merőleges 
egyenessel és síkkal projicziáUatik. Ebből következik: 

Ha az M(aa1aJ, M'(aa\a\) hároméleknek aLa2, a\a\ élei de-
rékszöget képeznek, továbbá az axa\ és a2a\ élei párhuzamosak, akkor 
e háromélek körül írt II. r. kúpok, melyek az a élben két külömböző 
síkot, az a2 és a\ élekben pedig két párhuzamos (tehát az aL és a\-re 
merőleges) síkot érintenek, egymást az a-n kívül még e g y egyenoldalú 
köbös hyperbolikus parabolában metszik. 

Egyenoldalú köbös hyperbolikus parabolában metszik egy-
mást: egy II. r. kúp és egy parabolikus henger, ha egy közös alko-
tóban külömböző érintősíkjuk van és a henger alkotói a kúpnak 
egyik érintősíkjára merőlegesek ; továbbá egy egyenoldalúan hyper-
bolikus és egy parabolikus henger, ha amannak egyik asymptótikus 
síkja ennek alkotóira merőleges. 

32. §. A harmadrendű térgörbéken keresztül menő 
hyperboloidok; e térgörbék simulósíkjaiba írt kúp-

szeletek. A harmadrendű térgörbék átmérői. 

1. Minden ^3)III.r. térgörbén általában négy forgáshyperboloid 
fektethető keresztül, mely vagy mind valós, vagy közülök csak 
kettő valós a szerint, a mint a kW köbös hyperbola vagy más III. r. 
térgörbe. 

Hogy egy ily forgáshyperboloidot megszerkeszthessünk, jelöl-
jük a kW térgörbének Μ pontján keresztül a görbe ELE2E3 végtelen 
távol fekvő pontjaihoz vezetett félsugarakat a^ű^-mal, az M(aíaias) 
hároméi körül írható MXW forgáskúpnak tengelyét /j-gyel, végre a 
£ü>-mat az Μ pontból projicziáló és így szintén az M(axa2a3) hároméi 
körül írt kúpot Jf®-vel. 



Az M(2) kúp az MXW forgáskúpot az axa2a3 alkotókon kívül 
még egy ^ alkotóban metszi, mely húrja a &l3)-nak, és mely a tL 

forgástengelyhez ép oly szög alatt hajlik, mint az M(aia.2a3) három-
élnek élei. 

Ha az Μ pontot a kW görbén változtatjuk, akkor a változó 
M(ala2a3) háromélek éleinek és az azok körül írt forgáskúpok ty 
tengelyeinek iránya nem változik, és ezért a kW görbe minden pont-
ján keresztül vezethető oly g húr, mely a tL tengelylyel ép oly szö-
get képez, mint az M(axa2a3) háromélnek élei. Ha gg' két ily tulaj-
donságú húrja a kW-nak, akkor ezeknek az axa2a3 élekkel párhuza-
mos hxh2h3 szelői már a &(3>-mal perspektiv sugárseregnek sugarai; 
és mert a hfi2h3gg' egyenesek a tx tengelylyel egyenlő szöget ké-
peznek, azért ama sugársereg egy tx tengelyű forgáshyperboloi-
don van. 

Négy forgáskúp írható egy M(axa2a3) hároméi körül, ha ennek 
élei valósak és külömbözők és az éleket egész sugaraknak vesz-
szük; csak kettő, ha az a2a3 élek képzetesek, vagy ha valósak és 
egy MW II. r. kúp a alkotójában egyesülnek, és a forgáskúpok az 
MW-őt az a alkotóban érintik; végre szintén két forgáskúp írható 
az M{axa2a3) hároméi körül, ha ennek élei egy MW II. r. kúp a alko-
tójában egyesülnek és a forgáskúpok az MW-őt az a alkotóban két-
szeresen érintik (oscullálják). Ez utóbbi két esetben a forgáskúpok 
tengelyei az MW kúp a alkotójának normális síkjában vannak és 
egymásra merőlegesek (8. §. 2., 3., 4. és 5. p.). 

Ezért mondhatjuk: 
A köbös hyperbolán négy, a köbös ellipsisen, a köbös hyper-

bolikus parabolán és a köbös parabolán pedig csak két valós forgás-
hyperboloid fektethető keresztül. 

Megtörténhetik, hogy a III. r. térgörbén keresztül menő forgás-
hyperboloidok közül egyik vagy másik forgáskúppá válik. Ehhez 
csak az kívántatik, hogy a forgáshyperboloidon a görbe húrjait 
képező sugárseregnek két sugara messe egymást, és pedig szükség-
kép a görbének egy pontjában. Ugyanis ily két húr azon a forgás-
kúpon van, mely a húrok Μ metszőpontjából a görbe EXE.2E3 vég-
telen távol fekvő pontjaihoz vezetett axa2a3 sugarakon megy 
keresztül; és ez a forgáskúp a görbének öt, tehát valamennyi pontját 
projicziálja az Μ pontból. Ε szerint: 

Ha a kW III. r. térgörbe egy tetszésszerinti Ν pontjából az 
EXE.2E3 végtelen távol fekvő pontjaihoz axa2a3 sugarakat vezetünk, 
és az N(axa.2a3) hároméi körül írható NXW t Nt<&t N9^tJSforgás-
kúpokat metszéshez hozzuk azzal az Λ7(2) kúppal, mely a kW-maX az 



Ν pontból projicziálja, akkor a negyedik metszésalkotók gL, g2, gs, 
g± a y^3)-mat az J í v , M.2, Ms, pontokban metszik. Csak ennek a 
négy pontnak lehet az a tulajdonsága, hogy azokból a kW) forgás-
kúppal projicziáltatik. Ezért: Általában a III. r. térgörbén nem 
lehet forgáskúpot áthelyezni; de lehetséges, hogy a görbén keresztül 
menő négy vagy két forgáshyperboloid, részben vagy valamennyi 
forgáskúppá fajul el. 

2. A III. r. térgörbén ^1 hyperbolikus paraboloid megy keresz-
tül·, a görbe bármely asymptótájával párhuzamos síkrendszer a görbét 
egy hyperbolikus paraboloidon fekvő húrrendszerben metszi; ép 
így a görbének bármelyik végtelen távol fekvő húrja vagy érintője 
és egy végesben fekvő húrja vagy érintője már meghatározza az 
ezeken és a görbén keresztül menő hyperbolikus paraboloidot. 
Kérdés, van-e ezek között egyenoldalú ? 

Legyen az EyE2 a kW III. r. térgörbének végtelen távol fekvő 
húrja, a φ egy azon keresztül menő, tehát az EyE2 pontok asymptó-
táival párhuzamos sík. A k,W-nak van egy oly g húrja, mely a <p-re 
merőleges egyenesnek végtelen távol fekvő pontján megy keresz-
tül, azaz a φ síkra merőleges. A kW pontjaiból a g és az ExErhez 
vezethető szelők már egy egyenoldalú hyperbolikus paraboloidnak 
egyik sugárseregét képezik, mert a másik sugárseregnek egy g suga-
rára merőlegesek. Ebből következik, hogy köbös hyperbolán 3, a 
köbös hyperbolikus parabolán 2, a köbös parabolán és a köbös ellip-
sisen pedig csak e g y egyenoldalú hyperbolikus paraboloid fektet-
hető keresztül. 

3. Vizsgáljuk ezután meg, hogy milyenek a III. r. térgörbe 
simulósíkjaiban levő és a simulósíkoktól beburkolt kúpszeletek, 
melyeket röviden a simulósíkokba beírt kúpszeleteknek akarunk 
nevezni. Ε kúpszeleteknek pontjai és érintői a III. r. térgörbe érintői-
nek és simulósíkjainak metszőpontjai, illetve metszővonalai, egy-egy 
simulósíkkal. A III. r. térgörbének e kúpszeletek mindegyikével van 
egy közös pontja és egy közös érintője, mely a kúpszelet síkjában, 
mint a térgörbe simulósíkjában levő simulópont, illetve érintő. 

Legegyszerűbb a köbös parabolán megállapítani, hogy milye-
nek a simulósíkjaiba írt kúpszeletek. Ugyanis a köbös parabola 
végtelen távol fekvő zcc simulósíkja a többi simulósíkot a beírt 
kúpszeletek végtelen távol fekvő érintőiben metszi; az ε<*> simuló-
síkba írt kúpszeletnek pontjai és érintői pedig a köbös parabola 
érintőinek és simulósíkjainak végtelen távol fekvő pontjai és egyene-
sei. Ezért: 

A köbös parabola simulósíkjaiba beírt kúpszelelek mindannyian 



parabolák; és a köbös parabola érintői és simulósíkjai e g y II. r. kúp 
alkotóival és érintősíkjaival párhuzamosak. — 

A köbös ellipsisnek egy Ev valós és két kapcsolt-képzetes 
pontja, E.2E3, van végtelen távol az εοο síkban. A köbös ellipsisnek 
az εοο síkban levő q<x> tengelyéből tehát két valós símulósík vezet-
hető a görbéhez, azaz : a köbös ellipsisnek két párhuzamos simuló-
síkja van. 

Ε párhuzamos simulósíkok a köbös ellipsis többi simulósíkját 
párhuzamos egyenesekben metszik, és mert ezek az egyenesek a 
simulósíkokba írt kúpszeleteknek érintői, azért e kúpszeleteknek 
végesben fekvő középpontjuk van, tehát czentrálisok. A párhuzamos 
simulósíkok simulópontjai a köbös ellipsist egy c véges és egy Coo 
végtelen nagy részre osztják, mely utóbbin van a görbének Ex vég-
telen távoli pontja. Egy czentrális kúpszelet pedig ellipsis vagy 
hyperbola a szerint, a mint annak két párhuzamos érintőjétől hatá-
rolt szalagon belől vagy kívül van egy, tehát valamennyi pontja. 
Minthogy pedig a III. r. térgörbe pontjai az illető pontok simuló-
síkjaiba írt kúpszeletekben vannak, következik: 

A köbös ellipsis simuló síkjaiba írt kúpszeletek ellipsisek vagy 
hyperbolák, a szerint, a mint a simulósíkok simulópontjai a görbe 
két párhuzamos símulósíkjának simulópontjától határolt véges vagy 
végtelen hosszú ívén vannak; a két párhuzamos simulósíkba írt 
kúpszelet mindenike parabola. — 

A köbös hyperbolikus parabolának egy EL pontja és egy E2 

pontjának t2 érintője van végtelen távol. Ez a t.2 a görbe minden 
simulósíkját végtelen távol metszi, tehát a görbe simulósíkjaiba írt 
kúpszeletek hyperbolák vagy parabolák. De mert a t2 csak az E2 

pont ε2 simulósíkjába írt kúpszeletnek lehet érintője, azért csak 
az ε3 asymptótikus síkba írt kúpszelet parabola, a többi pedig mind 
hyperbola. Azaz: 

A köbös hyperbolikus parabola simulósíkjaiba írt kúpszeletek 
mind hyperbolák, kivévén azt az e g y simulósíkot, mely a kétszeres 
végtelen távol fekvő pontnak asymptótikus síkja, és a melybe beírt 
kúpszelet parabola: — 

A. köbös hyperbola az ε oo síkot három valós pontban metszi; 
az ε:» síkban levő q^ tengelyből tehát nem vezethetők valós simuló-
síkok a görbéhez, azaz: a köbös hyperbolának nincsenek párhuza-
mos simulósíkjai. Egyik simulósíkjába sincsen tehát parabola 
beírva, hanem vagy ellipsis, vagy pedig hyperbola. 

A köbös hyperbolának egy tetszésszerinti χ simulósíkja a q<x 
tengelyt a Q<*> pontban metszi. Minthogy a Q<*> pontból a köbös 



h y p e r b o l á h o z a --η kívül nem vezethető valós simulósík, azért a π 
s i m u l ó s í k b a beírt kúpszelethez a Qo pontbó l nem vezethető valós 
ér in tőpár . Ε kúpszeletnek ezért hyperbolának kell lenni, mert ellip-
sishez, síkjának minden egyenesével vezethetünk párhuzamos érin-
tőket. így tehát: 

A köbös hyperbolának minden simulósíkjába beirt kúpszelete 
hyperbola. — 

A III. r. térgörbék simulósíkjaiba beirt hyperboláknak egyes 
végtelen távol fekvő pontja vagy abból származik, hogy a simuló-
pont maga van végtelen távol, tehát a simulósík asymptótikus, vagy 
a térgörbének egy érintője van végtelen távol, vagy végre a térgörbé-
nek ama simulósíkkal párhuzamos érintője van, mely tehát a simuló-
síkot végtelen távol metszi: Ebből következik, hogy eltekintve az 
asymptótikus síkoktól: a köbös hyperbola minden simulósíkja a 
görbe két érintőiével, a köbös hyperbolikus parabola minden simuló-
síkja pedig a görbének csak e g y érintőjével párhuzamos. A köbös 
ellipsisnek vannak simulósíkjai, melyek a görbe e g y érintőjével sem 
párhuzamosak és olyanok, melyek a görbe két érintőjével párhuza-
mosak ; az átmenetet a két f a j t a simulósík között pedig a két pár-
huzamos simulósík képezi, melylyel a görbének csak e g y - e g y érintője 
párhuzamos. Végre a köbös parabolának nincsen olyan simulósíkja, 
mely annak e g y érintőjével párhuzamos volna. 

4. A KW III. r. térgörbe simulósíkjaiba beírt kúpszeletek közép-
pontjainak geometriai helyét, a végtelen távol fekvő z<x síknak e 
kúpszeletekre vonatkozó pólusai képezik. A 30. §. 3. p. utolsó tétele 
alapján e geometriai hely egy cW kúpszelet, melynek síkja γ harmo-
nikusan választja el az εαο-t az ebben fekvő qb6 tengelyből a görbéhez 
vezethető ικ simulósíkoktól. Maga a cW kúpszelet keresztül megy 
azokon az E\E\E\ pontokon, melyek a görbe EtE2E3 végtelen távol 
fekvő pontjai közül kettőt-kettőt a harmadiktól harmonikusan válasz-
tanak el ; érinti annak a háromszögnek oldalait a felezőpontokban, 
melyekben az εχε2ε3 asymptótikus síkok a γ síkot metszik; metszi a 
qoo tengelyt a ι χ. simulósíkokba beírt kúpszeleteknek végtelen távol 
fekvő pontjaiban, végre középpontja, tehát a qoo tengelynek arra 
vonatkozó pólusa, az E\E\E'.d pontok simulósíkjainak C metsző-
pontja. 

A kW III. r. térgörbe simulósíkjaiba beírt kúpszeletek közép-
pontjai tehát e g y cW vonalon feküsznek, mely ellipsis, hyperbola, 
parabola vagy egyenes, a szerint, a mint a kW köbös hyperbola, 
köbös ellipsis, köbös hyperbolikus parabola, vagy köbös parabola. 
A cW síkja γ, az első esetben, egyenlő távolságra van a köbös ellipsis 

Klug : projectiv Geometria. 22 



párhuzamos simuló síkj aitól és c<2) a görbét e g y pontban metszi; 
a második esetben γ a köbös hyperbolát abban a cW-n fekvő három 
pontban metszi, mely a végtelen távol fekvő pontok közül kettőt-
kettőt a harmadiktól harmonikusan választ el; a harmadik eset-
ben a γ egybeesik a köbös hyperbolikus parabola kétszeres végtelen 
távoli pontjának asymptótikus síkjával, és cW érinti a végtelen távol 
fekvő érintőt a görbe pontjában ; végre a köbös parabola esetében a 
e(2) annak végtelen távol fekvő érintője. 

5. Az ε^ végtelen távol fekvő sík pontjaihoz kapcsolt pontok 
a III. r. térgörbére vonatkozólag egy FW ΠΙ. r. felületen vannak, 
mely egyszersmind geometriai helye a P - m o n keresztül menő 
hyperboloidok középpontjainak. Ha a kW végtelen távol fekvő pont-
jait ExE2E.ymai, ezeknek asymptótáit és asymptótikus síkjait exe2e3 

és e^Sg-mal, az EXE2E<A ponthármas társhármasát E' XE' 2E' z-ma\, 
ezeknek síkját γ-val, simulósíkjainak metszőpontját C-vel, végre az 
egyes asymptótákkal párhuzamos és a másik két asymptótát metsző 
egyeneseket f±f2f&-mai jelöljük, akkor a 30. §. 2. p. szerint, az F(3> 
felület keresztül megy az Et E2EZ háromszög o'dalain, az exe2ez 

asymptótákon, a CE\=dx, CE\ == d2, GFf, == d?> egyeneseken, 
végre az f f 2 f ő egyeneseken. 

A dxd2d% egyenesek származásuknál fogva a kW térgörbe tL 

illetve ε2ε3 asymptótikus síkkal párhuzamos húrjait, melyek egy-egy 
hyperbolikus paraboloidon vannak, felezik és ezért a kW átmérőinek 
neveztetnek. Az f x f 2 f 6 egyenesek szintén felezik a pontjaiból a 
kW-hoz vezethető húrokat, melyek két-két asymptótán keresztül 
menő hyperbolikus paraboloidon vannak, és mint ilyenek a kW-nak 
szintén átmérői. 

Mint általánosan kimutattuk, a dxexfx, d.2e.2f2, d.Aezfz egyenesek 
egy-egy síkban vannak, tehát minden d átmérő egy / átmérőt metsz, 
és minden ilyen metszőpont, SCHRÖTER*) szerint, a görbe középpontjá-
nak nevezhető. 

Mindezekből az egyes III. r. térgörbékre vonatkozólag következik: 
A köbös hyperbolának három valós átmérője van: dxd,2d3 ; 

ezek az asymptótikus síkokkal párhuzamos húrokat felezik, és az 
asymptótákat metsző átmérői annak a c(2) kúpszeletnek, mely a görbe 
simulósíkjaiba beírt kúpszeleteknek középpontjait tartja, és a görbé-
nek azon pontjain mennek keresztül, melyek a görbe végtelen távol 
fekvő pontjai közül kettőt-kettőt a harmadiktól harmonikusan 
választanak el. 

*) Theorie d. Oberfl. zw. Ord. 340. old. 



Van ezeken kívül a köbös hyperbolának még három valós 
átmérője fff, mely a görbén keresztül menő hyperbolikus henge-
reknek tengelye; ezek egyenként két-két asymptótái és e g y - e g y d 
átmérőt metszenek és a harmadik asymptótával párhuzamosak. 

A köbös ellipsisnek csak e g y valós d és e g y valós f átmérője van; 
az első metszi a görbét és annak asymptótáját és átmérője a crl) kúp-
szeletnek; az f átmérő pedig metszi a d-t és tengelye a görbén 
keresztül menő elliptikus hengernek. 

A köbös hyperbolikus parabolának három d átmérője közül 
egyik egybeesik a három f átmérő egyikével, mely a görbén keresztül 
menő hyperbolikus hengernek tengelye; a többi n é g y átmérő határo-
zatlanná válik. 

A köbös parabolának átmérője van ; ezek a görbe pontjain 
mennek keresztül, e pontoknak simulósíkjaiban feküsznek és metszik 
a végtelen távol fekvő érintőt, azaz: párhuzamosak a görbén keresztül 
menő parabolikus henger fősikjával. 

A köbös parabolának e tulajdonsága a 30. §. 2. p. végén levő 
tételből következik, mert az εοο sík simulósíkja a görbének a 
végtelen távol fekvő pontjában. 
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