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Tudomány-egyetemi hallgatóim számára, bevezető előadásaim-
hoz emlékeztetőül és némi részben kiegészitőül irtam ezeket. 

Amaz előadásaim szerzésében az alkalmazások czéljára legszük-
ségesebb közbötlen mathematikai tanok rendszeres összefoglalására 
törekedtem. Azonban az irodalom készletében lévőket majd az al-
kalmazások, majd a rendszeresség szempontjából helyenként hiányo-
saknak tapasztaltam, s a hiányokat pótolni iparkodtam. Ily (igye-
kezetem némely nyomának a megjelölése végett utalok a következő 
csikkekre: „A. potentialis egyenletek" (XXI.), a mely az ismertek-
nél részben tágabb foltételek  alatt állapítja meg az egyenletek léte-
zését és megoldását; „Az általában folytonos  függvény  geometriai 
integrálisa" (XXV.), a mely az egyes geometriai helyekben végte-
len függvény  integrálisának a szokottnál közbötlenebb definitióját 
adja és tárgyalja; „Tér-integralisok Gauss-, Green- és kmchhoff-féle 

reductiója" (XXVIII.), a mely ezeket a reductiókat mint speciali-
sokat következteti, előbb a megfelelő  általános reductiót állapítván 
meg; a második rész, vagyis „Az egyszerű inaequatiók tana", nem 
tekintve néhány előbbi közleményemet, egészen újnak mondható, 
— ide csatoltam, mert az elméleti mechanika természetim tárgya-
lásához szükséges. 

Tekintettel ez és egyéb előforduló  pótlásokra, úgy véltem, 
hogy az egész szerkesztmény helyt foglalhat  egy tudomány-művelő 
folyóiratban  is, és, miután az Erdélyi Múzeum-egylet természettudo-
mányi Szakosztálya a maga Értesítőjébe való fölvételét  elhatározta, 
külön lenyomatok révén is közre bocsátom. 



I V VECTORTAN. 

De ezennel reá mutatok néhány szándékosan elkövetett mu-
lasztásomra is. Mellőztem némely, jóllehet már-már szintén nagyon 
elterjedt, elnevezéseket, valamint symbolicus alkalmazásukat. Ilyenek 
a következők : a hely deriválható scalaris függvényének  a „gradiense", 
a mi a scalaris függvénynyel  mint potentialissal meghatározott vec-
tort jelenti; a hely deriválható vector-függvényének  a „rotatiója", a 
mi a vector-függvénynyel,  mint vector-potentialissal, meghatározott 
vectort jelenti; a hely deriválható vector-függvényének  a „diver-
gentiája", a mi a vector első componensének az első coordinatára, 
második componensének a második coordinatára, harmadik compo-
nensének a harmadik coordinatára szóló deriváltjával, mint össze-
adandókkal, meghatározott összeg; két vector „szorzata", a mi a két 
vector tengelyének az irányával és a két vector parallelogrammájá-
nak a területével, mint iránynyal és nagysággal, meghatározott vector. Ezekről hallgatok, mert elsajátításuk helye a vectortani ismeretek-
nek nem a megszerzésében, hanem az alkalmazásában van: amazt 
megnehezítenék, emezt a eomplieatiók bizonyos eseteiben megkönnyítik. 
Különben nem is jött még létre kielégítő megállapodás ez elnevezések 
dolgában, midőn pld. a rotatio angoloknál és németeknél sokszor „Curl", 
de németeknél „Quirl" és „Wirbe" is, és a francziák  két vector szor-
zatán scalarist szoktak érteni, a mely a két vector nagyságának és 
szögük cosinusának a szorzatából áll, úgy, hogy ezen a téren a 
grassmann-tól definiált  „külső" és „belső" szorzat fogalmának  a teljes 
elkülönülésével találkozunk. 

Nem tárgyaltam a végtelen nagy alakzatokra kiterjedő geometriai 
integralisokat: a mennyiben ilyenek az alkalmazások rendén előfordul-
nak, reájuk tartozó tudnivalónk közönségesen igen egyszerű módon 
megszerezhető. Példa rá a Vector-tanban a XXXIII. czikk 4. pontja. 
Rendszeres tárgyalásuk alkalmazásukhoz mérten aránytalanul nagy 
terjedelmű volna. 

Amaz eleve kitűzött czél, a mely után indultam, megfoghatóvá 
teszi, hogy a fölvett  tárgy minden részletét nem fejtem  ki tüzetesen. 
Kezdő tehát, a ki ebben a közleményben először találkozik a tárgy-
gyal, helyenkint nehézségekre fog  akadni, a melyeknek a legyőzése 
végett kutatásba kell bocsátkoznia és behatóbb elmélkedésre kell el-
határoznia magát, vagy talán leleményességhez is kell folyamodnia. 
Például a Vector-tanban a XXI. czikk végén azt mondom, hogy 



„Ha azonban η általában kétszer deriválható mindhárom coordinata 
szerint, akkor a definitio  teljes tartalmával létezik a vector-potentialis". 
Ennek a belátása végett a megelőző bizonyítási folyamatot  annak a 
szemmel tartásával kell megismételni, hogy most φ általában kétszer 
deriválható függvénye  a coordinatáknak, minél fogva  létezik olyan, 
általában mindhárom coordinata szerint deriválható függvény  a Τ tér-
ben, hogy az χ szerint képezett partialis deriváltja egyenlő ώ-val. 
Továbbá, nem említem, hogy a három componens bármelyikének a 
kétszeres deriválhatóságában áll az a tétel: a ki gondolkodva olyas, 
szükségképen észre veszi. A XXXV. czikk utolsó teljes oldalának ; ζ 
elején azt mondom, hogy ,, A (δx, δy, δz) elemi vector nyilvánvalóan 
a G — q fölületen  fekszik".  Ez abból látható, hogy a (δx, δy, δz) vector 
kezdő pontja benne van az 1 alatt meghatározott fölületekben,  s a 
végső pontja benne van a 2 alatt meghatározott fölületekben,  a mi 
egyenesen ennek az elemi vectornak a defiinitiójából  következik, e 
szerint eleje is, vége is benne van a G = q fölületben.  Az egyenlőtlensé-
gek tanában az utolsó czikk harmadik pontja alatt előforduló  deter-
minánsok eredetét nem részletezem, s épen csak származásuk forrására 
utalok. Stb. A mely állításokat a kezdő az előzmények alapján rögtön 
be nem lát, tekintse azokat eléje tűzött föladatoknak,  a melyek meg-
oldása tehetségének serkentésére és mathematikai képességeinek gyara-
pítására szolgál. 



F O G L A L A T . 

Első rész: V e c t o r - t a n . 

I. A helyhatározó rendszer megválasztása. — 
ΙI. A vector alap-fogalma.  — 

II I . A vectorok egyenlősége és határozói. — Az egyenlőség defi-
nitiója. A componensek. A hosszúság és az irány-cosinusok. Cylin-
dricus és sphaericus határozók. 

IV. Vectorok különbsége. — A különbségnek, mint vectornak, a 
definitiója.  A különbségi vector componensei. 

V. Vectorok összege. — Az összegnek, mint vectornak, a defini-
tiója. Az összeg-vector componensei. Az összegelés commutativus 
volta. 

VI. Vectorok többszöröse. — Vector és scalaris szorzatának, mint 
vectornak, a definitiója.  A szorzati vector componensei. Vector és 

scalaris hányadosa. A scalarissal való szorzás és osztás distributi-
vus volta. 

VII . Vectorok szöge. — Két vector szögének a definitiója.  Két 
vector szögének a cosinusa és sinusa, mint a vectorok irány-cosi-
nusainak a függvénye.  Két vector merőlegességének szükséges és 
elégséges föltételei.  A merőlegesség parametrumos kifejezései.  Két 
vector azon-irányúságának szükséges és elégséges föltételei. 

VII I . Vectorok tengelye. — Egy vector tengelyei. Két vector ten-
gelye. Ennek irány-cosinusai, mint a vectorok irány-cosinusainak 
a függvényei. 



IX. Vectorok értékei. — Absolutus érték. Érték. Vetületi érték. 
A vector-fogalom  a physikában. 
X. Vector-határozók átszámítása. — Különböző helyzetű coor-
dinata-rendszerekbe tartozó componensek vonatkozásai. Különböző 
helyzetű coordinata-rendszerekbe tartozó irány-cosinusok vonatko-
zásai. Annak a föltétele,  hogy különböző helyzetű coordinata 
rendszerekben adott vectorok egyenlők. Különböző helyzetű coor-
dinata-rendszerekbe tartozó pont-coordinaták vonatkozásai. 

XI. Vectorok változása. — A physikában előforduló  vector-soka-
ságoknak a folytonosság  elve szerint való osztályozása. Vectornak, · 
mint függvénynek,  a definitiója.  Vector megváltozásának, mint vec-
tornak, a definitiója. 

XII. Végtelen kis változók. — Ezek általános fogalma. 
XIII. Vectorok elemi megváltozása. — Az elemi megváltozás mint 

két egyszerűbb elemi megváltozásnak, az elemi növekedésnek és 
elemi elfordulásnak  összege. Az elemi növekedés és elemi elfor-
dulás componensei, mint a vector-határozóknak és a teljes elemi 

megváltozás componenseinek a függvényei.  Az elemi elfordulás 
szögének és tengelyének a meghatározása. Az elemi elfordulás 
tengelyének iránycosinusaival és az elemi elfordulás  szögével meg-
határozott vector jelentménye. 

XIV. Vectorok deriváltjai. — A deriváltak definitiója  és általános 
tulajdonságai. 

XV. A hely függvényei.  — Vectoroktól függés  és helytől függés 
hasonlatossága. A tárgyalásoknak egy scalarisra, mint a hely függ-
vényére, vonatkoztatása. Használandó szólás-formák. 

XVI. A helytől függés  különösségei. — Szakadásos és több értékű 
függvények  alkalmazhatósága. A leghasználatosabb folytonosság-
szakadások és többértékűségek. 

XVII. A hely függvényének  deriváltjai. — Az irány szerinti derivált 
definitiója,  midőn a függvény  mindenkép deriválható. Az irány 
szerinti derivált általános definitiója.  Az irány szerinti derivált 
és egy parametrum szerinti derivált vonatkozásai. 

XVIII. Egy térben deriválható függvény  integrálhatósága. — Kimu-
tatása annak, hogy, ha a hely függvénye  általában mindenkép 
deriválható egy térben, úgy általában a hely bizonyos függvé-
nyeinek partialis deriválásaiból származtatható abban a térben. 



vector-tan. IX 

XIX. A coordinata deriváltak némely geometriai jelentményei. — 
Fölületük normalisai. Vonalak érintői. Fölületseregben végtelen 
vékony térközök vastagsága. 

XX. Vectorok potentialisai. — A potentialis definitiója.  A vector-
potentialis definitiója.  Potentialis és vector potentialis más hely-
zetű tengely rendszerben. A vcctor-potentialis rediictiója két scalaris 
függvény  rendszerére. 

XXI. A potentialis egyenletek. — A vectorok differentialis  egyen-
leteinek származtatása, midőn potentialisuk van, s az ily egyen-
letek megoldása. A vectorok differentialis  egyenletének származ-
tatása, midőn vector potentialisuk van, s az ily egyenlet megoldása. 

XXII. Geometriai integralisok. — A geometriai integrális alap-
fogalma,  jelölés-módja és részekre bontása. A közbülső érték tétele. 

XXIII. A folytonos  függvény  geometriai integralisa. — 
XXIV. A véges és általában folytonos  függvény  geometriai integralisa. —-

XXV. Az általában folytonos  függvény  geometriai integralisa. — A 
definitio  kiegészítése a függvény  helyek megválasztásának bizonyos 
korlátozása által. A legfontosabb  létezési esetek fölsorolása.  A 
bizonyítások algebrai alapja. Végtelenség összegelési egyenes határ 
pontjában. Vegtelenség összegelési sík határpontjában. Végtelenség 
összegelési tér határ-pontjában. Végtelenség egyenes vonalon, össze-
gelési sík határán. Végtelenség egyenes vonalon, összegelési tér 
határán. Végtelenség sík-lapon, összegelési tér határán. Az álta-
lánosság. 

XXVI. Tér-integralisok reductiója. — Térfogati  integrális reductiója 
fölületi  integrálisra a legegyszerűbb föltételek  alatt. A reductio 
folytonosság-szakadások  legfontosabb  eseteiben. 

XXVII. Tér-integralisok részleges reductiója. — A részleges reduc-
tio alap-képlete. Némely összetett függvény  alakok tér-integralisá-
nak reductio-képlete. A reductio általános jellemzése. 

XXVIII. Tér-integralisok Gauss-, Green-, kirchhoff-féle  reductiója. — 
Általános elmélet. Példa közönséges re reductio-képlet előállítására. 
Példa a nem közönséges reductióra. Speciálisabb példa. A Gauss-
féle,  GREEN-féle  és a KIRCHHOFP-féle  reductio mint még speci-
álisabb. 

XXIX. Fölületi integralisok reductiója. — Fölületi integrális re-
ductiója vonalas integrálisra a legegyszerűbb föltételek  alatt, mint 



térfogati  integrális fölületivé  alakításának határ esete. A reductio 
folytonosság-szakadások  legfontosabb  eseteiben. 

XXX. Vonalas integralisok reductiója. — reductio a legegysze-
rűbb föltételek  alatt. reductio folytonosság-szakadások  legfontosabb 
eseteiben. 

XXXI. Több-értékü függvény  geometriai integralisa. — 
XXXII. Geometriai integralisok mint függvények.  — Folytonossági 

föltételek.  Deriválhatósági föltételek. 
XXXIII. A NEWTON-féle  potentialis alap-tulajdonságai. — A New-

τοΝ-féle  potentialis definitiója.  Folytonossági és deriválhatósági 
tételek, a potentialis és első deriváltjai a végtelenben. A térfogati 
potentialis kétszeres deriválthatóságának bizonyos elégséges föl-
tétele. A ivaplace-féle  egyenletek. A PoissoN-féle  térfogati  egyen-
let. A wewgarten-féle  egyenletek. Egy integrális egyenlet. A 
PoissoN-féle  fölületi  egyenlet. Ez egyenlet általánosítása. Még 
egy sokszor előforduló  fölületi  integrális alap-tulajdonságai. 

XXXIV. Vectorok functionalis  fölbontása.  — Fölbontás két olyan 
vector összegére, a melyek egyikének van potentialisa, másikának 
forma  szerint van vector-potentialisa. Egy másféle  használatos 
fölbontás. 

XXXV. Rotentialisos vectorok és vector-potentialisos vectorok geo-
metriai jellemzése. — Potentialisos vector meghatározása egy 

fölület-sereg  normálisáivál és sűrűségével. Vector-potentialisos vee-
tor meghatározása egy vonal-sereg érintőivel és sűrűségével. 

XXXVI. Folytonossági tételek. Három hasznos folytonossági  tétel 
megállapítása. 

Értelmezések. Néhány kétesebb jelentményű szólás-mód meghatározása. 

Második rész: A z e g y s z e r ű i n a e q u a t i ó k t a n a . 

I. Az egyszerű függvények  és relatiók. Az egyenlőtlenségek irás 
módja. — 

II. Az egyenlőtlenségek száma. — 
III. Megoldások superpositiója. — 
IV. Az egyszerű inaequatiók alap-tétele. — 
V. Az egyszerű aequatiók és inaequatiók alap-tétele. — 



VECTOR-tan X I 

VI Egyszerű rebtiók összefoglalása.  — 
VII. Egyszerű relatio rendszerek parametrumos megoldása. — 

VIII Együtthatók vonatkozásai. — 
IX. Többszörös relatio-rendszerek. — 
X. Az alaptétel következményes aequatio esetében. — 

XI. Pseudo-rendszerek. — 
XII Következményes rendszerek. — 
XIII. Különféle  rendszerek összetétele. — 
XIV. Infinitesimalis  rendszerek. — 
XV. Folyományok. 1. Annak a föltétele,  hogy egy egyenlőtlenség egyenlet 

legyen. 2. Eliminálási tételek. 3. Egy mennyiség-rendszernek egyszerű 
relatiókon alapuló fölbontása  két mennyiség-rendszer összegére. 4. Infini-
tesimalis rendszerek esete. 



A vector- tanban előforduló  saj tó-hibák kiigazítása. 

Lapszám. 
3. Fülűiről a 10. szövegsorban „átmérőinek" helyett „átlóinak" teendő. 
9. Fölülről a 9. szövegsorban „π θ" helyett „(π—θ)". 

15. Fölülről a 6. képletsorban ,α1γ1" helyett ,α1β1". 
Ki. Fölülről az 5. szövegsorhoz hozzá toldandó: „egy vectoréi", azután követ-

kezik a 6. szövegsor. A 8. szövegsorban a görög bötük után beteendő : 
„egy vectoréi". 

22. Alulról a 4. képletsorban „dζ" helyett „dη" kell. 
23. Alulról a 9. képletsorban „bη" helyett „dη", a 4. képletsorban „dζ" 

helyett „dξ". 
30. Alulról a 11. sorban „végleten" helyett „végtelen". 
31. Alulról a 12. szövegsorban „pontokan" helyett „pintokban", a 10. szö-

vegsorban „vonalán" helyett „vonalon". 
32. Alulról a 2. szövegsorban „elleni" helyett „elemi". 
46. Fölülről a 3. szövegsorban „x" helyett „z". 
47. Fölülről a 3. képletsorban „ξ" helyett „ζ". 
51. Alulról az 1. képletsorban a második „=" jel helyett „—". 
52. Alulról az 1. szövegsorban „véges és egyetlen" helyett „egyetlen véges". 
59. Alulról a 4. képletsorban „(τ)" helyett „(t')", a 2. szövegsorban „s2Dσ* 

helyett „S0
2Dσ". 

60. Fölülről a 2. képletsorban „(τ)" helyett „(τ')". 
62. Alulról a 4. képletsorban az első „(o")" helyett „(a')". 
64. Alulról a 3. képletsorban az Ν bötü elé egyenlőségi jel tartozik. 
68. Alulról a 2. képletsorban az utolsó „Dώ" helyett „Dώ1" kell. 

72. Alulról az 1. képletsorban „Di" helyett „Dτ". 
77. Alulról a 4. szövegsorban „i" helyett „i1". 
78. Alulról az 1. képletsorban az utolsó zárjel törlendő. 
82. Fölülről az 5. képletsorban az első „μ" helyett „λ" teendő, alulról a 



Lapszám 
2. képletsorban az első és utolsó összeadási jel kivonási jellel cseré-
lendő föl. 

85. Az utolsó képletsorban S és Τ fölcserélendők  egymással. 

80. Fölülről az 1. képletsorban helyett , teendő. 

88. Alulról a 2. képletsorban az „α" elé „)" zárójel szükséges. 
80. Fölülről a 11. szövegsorban a „pontokat" szó után kimaradt: „a fölületen 

fekvő",  alulról a 7. szövegsorban ,σ" helyett ,α'" kell. 
92. A XXXI. czikkben alulról a 4. sorban „integrális" helyett „integrálás". 
93. Fölülről a 7. szövegsorban a „hogy" szó után kimaradt: „mihelyt még 

kisebbek, már" 
09. Alulról az 5. szövegsorban „integrális" helyett „integrálás", a ti. szöveg-

sorban pedig „integrálás" helyett „integrális" teendő. 
105. Alulról a 8. szövegsorban az „oldalon" szó elé „fölületi"  jelző tartozik. 
109. Fölülről az 1. képletsorban a második ,ξ" jegy helyett „ζ" kell. 

117. Alulról az 1. képletsorban helyett 



V e c t o r - t a n . 

I. A helyhatározó rendszer megválasztása. 

Tengelyen mindig szabott irányú és helyű egyenest értsünk. 
Közönségesen derékszögű tengely-rendszert használunk helyhatá-

rozásra ; és pedig jobbra fordulót.  H a tehát egy órát úgy helyezünk 
el, hogy a harmadik tengely a számlapjára merőlegesen álljon és a szám-
lapnál az óraszerkezet belseje felé  mutasson, akkor az óramutatók járásá-
val egyező értelemben kell fordítanunk  az első tengelyt a harmadik 
körül, hogy egy derékszög leírása után iránya a második tengely 
irányába essék. 

Bármely tengely körűi ebben az értelemben történő fordulást 
nevezünk mindig positivus fordulásnak,  már t. i. arra a tengelyre 
vonatkozólag. Az ellenes értelemben valót negativus fordulásnak  nevez-
zük az illető tengelyre nézve. Világos, hogy amely fordulás  egy ten-
gelyre nézve positivus, az ellenes irányú, de azonos helyű tengelyre 
vonatkozólag negativus. 

A positivus fordulással  származó szögeket positivusoknak, a nega-
tivus fordulással  származókat negatív ásóknak számítjuk. 

II. A vector alap-fogalma. 

Válasszunk a térben egy egyenes vonal-darabot. Egyik határ-
pontját jelöljük A-val, a másikat Β-vei . Végtelen sok hosszúságot tartal-
maz. Mindazt, amely kisebb az A B hosszúságnál, és magát az A B 
hosszúságot. Továbbá két irányt tartalmaz. Az A — Β irányt és a 
Β — A irányt. 

Midőn a hosszúságok közül csupán a teljes A B hosszúságot, és 
a kétféle  irány közül is csupán az egyiket vesszük tekintetbe, vector-
nak nevezzük az egyenes vonaldarabot. H a az A — Β irányt tulajdonítjuk 



neki, akkor határpontjainak a betűivel A B alakban jelöljük, és A 
pontját az elejének vagy kezdetének, Β pontját a végének nevezzük. 

Az A B vectort a Β pont A ponti vectorának is nevezzük. így 
például egy helyhatározó rendszer origójából egy pontba húzott vector 
ennek a pontnak az origói vectora. Ha valamely vector eleje egy I nevű 
tengelyben van, s a vector merőleges erre a tengelyre, a vége pedig 

C nevű pontban van, akkor a vectort a C pont I tengelyű vectorának 
is nevezzük. 

A vectorok hosszúságát és irányát illetőleg hasznos mennyiségi 
vonatkozásokat veszünk számba és definiálunk,  amelyek rendén a 
vector mint mennyiségi műveletek tárgya, mint mennyiség jelentkezik. 
Ez által válik teljessé a vector-fogalom  definitiója  az elméleti physika 
szolgálatában. 

III. A vectorok egyenlősége és határozói. 

A már előre bocsájtott alap-definitionak  megfelelően: 
ha két vector AB, CD, egyenlő hosszú és egyező irányú, akkor, 

és csak akkor, egyenlőknek mondjuk azokat, s ezt röviden a szokásos 
egyenlőségi jellel írjuk : 

AB = CD; 
ha azonban két vector hosszúsága, vagy iránya, vagy hosszúsága is, 

iránya is különböző, akkor, és csak akkor mondjuk különbözőknek a 
vectorokat. 

Bármely pontba helyezzük tehát egy vector elejét, ha hosszúságát 
és irányát nem változtatjuk meg, a vector is változatlan marad. Es 
valahányszor egy vector hely-változtatásáról beszélünk, különös kijelentés 
hiányában, mindig hosszúságának s irányának meghagyásával értjük azt. 

Mindebben egyező irányokon ugyanazon végtelen távoli pont felé 
mutató irányok értendők, mint rendesen. 

Ha egy vector elejét az origóba helyezzük, akkor végének a 
helye teljesen meghatározza a vectort, mert hosszát is, irányát is meg-
határozza. Ekkor tehát végének a coordinatái teljesen meghatározzák. 
Ezeket a vector-határozókat a vector componenseinek nevezzük. Ha 
ξ, η, ζ a három componení, úgy ezekkel a (ξ, η, ζ) alakban jelöljük 
a vectort. 

Bárhol legyen egy vector eleje, ha elejének a coordinatáit rendre 
kivonjuk végének a coordinatáiból, componenseit nyerjük. Mert, ha 
elejének a coordinatái x, y, z, úgy végének a coordinatái algebrailag 
ezekkel az értékekkel nagyobbak, mint mikor eleje az origóban van. 
Midőn eleje az x, y, ζ pontban van, akkor végének a coordinatáit 
χ , y , ζ jelölvén : ξ=χ '—χ,  stb. 

Egy vector componenseit viszont teljesen meghatározza a vector; 
mert eleje az origóba helyeztetvén, a vége meghatározza a maga coor-
dinatáit. 
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Amely mennyiségek valami módon meghatározzák a vector com-
ponenseit, azok nvilvánképen meghatározzák a vectort. 

Ilyetén vector határozók a vector hossza és az irányát határozó 
u. n. iránycosinusai, vagyis azoknak a szögeknek a cosinusai, amelyek 

alatt a vector iránya rendre a coordinata-tengelyek irányába fordítható. 
Ha ugyanis r a vector hossza és α, ß, γ az irány-cosinusai, akkor a 
vector componensei : 

Oly határozók ezek is, amelyeket viszont, a vector teljesen meghatároz, 
mert a componensei teljesen meghatározzák azokat: az r hosszúság oly 
derékszögű hasáb átmérőinek a hosszúsága, amelynek az éleit a compo-

nensek szolgáltatják, tehát 

és ebből folyólag 

ahol a gyök-kifejezés  mindig positivusnak számítandó, mivel puszta 
hosszúságot jelent. 

A három iránycosinus kifejezéséből  a három componens egy módon 
kiküszöbölhető, minélfogva  a három iránycosinus egy szabott relatiónak 
tesz eleget, és pedig 

Ennek következtében a vector meghatározására a hosszúság mellett elég 
két iránycosinus és a harmadiknak az előjele. 

Többnyire a három componenst vagy a hosszúságot és a három 
irány-cosinust használjuk vector-határozásra. De azért legyen itt szó kőt 
más meghatározási módról is. Olyanokról, amelyekben más jelentősége 
van az x, más az y és más a s tengelynek. Egyik, mint forgási  ten-
gely, egy másik, mint olyan tengely szerepel, amelynek irányától a 
forgás-szögeket  számítjuk, s a harmadik nem szerepel. 

Válaszszuk a z-tengelyt forgási  tengely gyanánt és számítsuk az 
x-tengely irányától a forgás-szögeket.  A vector elejét az origóba tévén, 

a vector meghatorozására szolgálhatnak : a vector-vég z-tengelyű vectorá-
nak hossza ρ, e vector elfordulásának  a szöge ε, és a vector harmadik 
componense ζ. Ugyanis ρ és ε meghatározza a ξ és η componenseket: 

Ezt a meghatározási módot cvlindricusuak nevezzük. 
Ha a z-tengely és a vector közti szöget a föntebbi  szög-definitio 

értelmében e jelöli, akkor 



miáltal egy negyedik meghatározási mód áll elv. Ebben r, ε, θ a 
határozok : 

Hogy valamiféle  adatok meghatározzák a vectort, ez mindig azt 
jelenti, hogy meghatározzák a vector hosszát és irányát. Következőleg 
amely vectorok megfelelő  határozói egyenlők, azok a vectorok mindig 
maguk is egyenlők. De az egyenlő vectorok némely határozói nem 
szükségképen egyenlők, mint pld. a cylindricus rendszerben használt 
ε szög, mert ezt még megszorítás alá kell vetni, hogy a vector teljesen 
meghatározza őt. Ilyen megszorítás : 

IV. Vectorok külömbsége. 

Ha két vector elejét egy pontba helyezzük, akkor aszerint, amint 
a két vector egyenlő, vagy nem, végük összeesik, vagy nem ; viszont, 
aszerint, amint a végük összeesik vagy nem, egyenlők vagy nem : egy 
pontba helyezvén két vector elejét, az egyiknek a végéből a másiknak 
a végébe nyúló vectort a két vector külömbségének nevezzük. 

Ilyen kettő lehetséges : egyenlő hosszúak, de ellenkező irányúak. 
De a következő megkülömböztetéssel élünk : A B és AC vector külömb-
ségén az utóbbinak a végéből az előbbeninek a végébe nyúló vectort 
értjük, vagyis a CB vectort. 

A közönséges kivonási jegy segélyével képletezzük a külömbséget 
a következő értelemben : A B és AC külömbsége 

AB—AC = CB, 

A C és A B külömbsége 

AC—AB = BC. 

Azt a műveletet, a melylyel két vectorhoz azok egyik vagy másik 
külömbségét meghatározzuk, kivonásnak nevezzük és az A B ' — A B 
külömbségben az A B vectort kivonandónak, az A B ' vectort kisebbí-
tendőnek mondjuk. Ebez képest: miután a két vector elejét egy pontba 
helyeztük, a kivonandónak a végéből a kisebbítendőnek a végébe húzott 
vector a megfelelő  külömbség, a külömbségi vector. 

Úgy, mint az algebrában, egyenlők külömségéről is beszélünk. 
Ezt, a külömbség általános fogalmában,  oly vectornak tekintjük, amely-



nek az eleje és vége összeesik. Zérus-vectornak nevezzük és egyszerűen 
a 0 jegygyel jelöljük : 

A B — A B = 0 . 

Ha a kivonandó vector componenseit a kisebbítendő vector com-
porcnseiből rendre kivonjuk, a külömbségi vector cemponenseit kapjuk. 
Ugyanis, a kivonandó és a kisebbítendő vector elejét x0, y0,z0 coordi-
natás pontba helyezvén, jelöljék most már a kivonandó vector végének 
a coordinatáit χ', y', z', a kisebbítendő vector végének a coordinatáit 
x", y", z": a componenseik rendre 

V. Vectorok összege. 

A kisebbítendő vectort a kivonandó vector és a külömbségi vec-
tor összegének is nevezzük. A kivonás geometriai képéről közbötlenűl 
leolyasható, hogy, ha a külömbség elejét a kivonandó végébe, vagy végét 
a kivonandó elejébe helyezzük, mindig a szabadon maradt kezdetből 
a szabadon maradt végbe nyúló vector a kisebbítendő. Nem tekintve tehát 
a kivonás műveletét: egy vector elejét egy másiknak a végébe 
helyezvén, a szabad kezdetből a szabad végbe nyúló vectort nevezzük 
a két vector összegének. Vector-jegyekben a közönséges összeadási jel 
segélyével irjuk az összeget: 

AB+BC = AC. 

Azt a műveletet, a melylyel két vectorhoz azok összegét képez-
sük, összeadásnak s a két vectort összeadandónak nevezzük. 

a külömbségi vector componensei pedig 

A jobboldalok elárulják, hogy 

Fordítva, ha egy vector componensei ξ"—ξ', η" —η', ζ"—ζ', akkor 
ez a vector a (ξ", η", ζ") és (ξ', η, ζ') vector külömbsége. 

Egyenleteinkből az is kitűnik, hogy a kisebbítendő vectornak és 
a külömbségi vectornak a külömbsége a kivonandó vector. Ha tehát a 
kisebbítendő vector és külömbségi vector elejét egy pontba helyezzük, 
az utóbbi vector végéből az előbbinek a végébe huzott vector a ki-
vonandó. Geometriai szemlélettel is könnyen fölismerhető. 



Az összeg componensei rendre az összead andók componenseinek 
az összegei. Ez az összegre mint kisebbítendőre, az összcadandókra 
mint kivonandóra és külömbségre nézve már a külömbségi componens-
egyenletekből kitűnik. De tényileg, ha az A és Β és C pont coordi-
natái :x0, y0, z0 és χ', y', z' és x", y", z"úgy az AB és BC és AC 
vectorok componensei ξ' = χ'-x0 stb., ξ  = χ"-χ'stb.,  ξ" = x"—x0 
stb. következőleg ξ'+ξ = ξ", stb. : 

Három vector összegén két vector összegének és a harmadik 
vectornak az összegét értjük. Hogyha tehát egy vector végébe egy 

másiknak az elejét és ennek a végébe egy harmadiknak az elejét 
helyezzük, úgy a szabad kezdetből a szabad végbe nyúló vector a 
három vector összege. Ugyanis a difinitio  szerint AB, BC, CD vectorok 
összege ez : 

(AB+BC)+CD = AC+CD = AD. 

Rövidebb írásmóddal 

AB+BC+CD = AD. 

Négy vector összegén három vector összegének és a negyedik 
vectornak az összegét értjük. Hogyha tehát egy vector végébe egy 

másiknak az elejét, ennek a végébe egy harmadiknak az elejét és ennek 
a végébe egy negyediknek az elejét helyezzük : akkor a szabad kezdet-
ből a szabad végbe nyúló vector a négy vector összege. Ugyanis a 
definitio  szerint AB, BC, CD, DE vectorok összege ez : 

(AB+BC+CD)+DE = AD+DE = AE. 

Rövidebb írásmódban 

AB+BC+CD+DE = AE. 
stb. stb. 

Búrhány vector összegének a componensei rendre egyenlők az egyes 
vectorok componenseinek az összegével és pedig függetlenül  a vectorok 
sorrendjétől. Bizonyítás : Tetszésre választott sorrendben legyenek 

az összeadandó vectorok. A másodiknak az elejét helyezzük az elsőnek 
a végébe, a harmadiknak az elejét a másodiknak a végébe, sít. Ekkor 
aztán vectoraink rendre legyenek A 0 Α 1 , A 1 A 2 , . . , Αn-1-Αn H a az A 0 
pont coordinátái x0, y0, z0, stb., akkor 



stb. stb. Az összeg, vagyis A1A0 componensei pedig ξ=xn-x0 stb. 
A jobb oldalok elárulják, hogy 

A jobb-oldal független  az összeadás sorrendjétől, tehát a bal-oldal is : 
vectorok definiált  összeadása commutativus művelet; adott vectorokat 
bármely rendben sorozzunk lánczba, ha a láncz első pontja mindig 
ugyanaz a pont, utolsó pontja is mindig ugyanaz. 

Fordítva: ha egy vector componensei ξι+ξ3+ ... +ξη, stb., akkor 
ez a vector a (ξ1, η1, ζ 1 , ξ2, η2, ζ2), . ., (ξn, ηn, ζn) vectorok összege. 

VI. Vectorok többszöröse. 

Legyen a k egy közönséges reális mennyiség, vagyis csak nagy-
ság és előjel tartozzék hozzája. Szóval, u. n. scalaris legyen. 

Az AB vectornak és a k scalarisnak a szorzatán, vagy más 
szóval az AB vector k-szorosán azt a vectort értjük, amelynek a hossza 
az AB vector hosszának és a k scalaris számértékének a szorozata, az 
iránya pedig, aszerint, amint a k positivus vagy negativus, egyező vagy 
ellenkező az AB vector irányával. 

A szorzat meghatározását szorzásnak, az Ali vectort szorzandónak, 
a k scalarist szorzónak nevezzük. Képletileg a szorzást is az algebrában 
szokásos módon követeljük; így, ha AB ésk szorzata AB' : 

k . AB = AB . k = AB'. 

Ha a szorzandó vector hossza r, és iránycosinusai α, β, γ, úgy 
a definitív  értelmében a szorzati vector hossza | k | r és iránycosinusai, 
aszerint, amint a k positivus vagy negativus, α, β, γ, vagy —α, —β, —γ. 

Α szorzat componensei a szorzandó vector componenseinek A-szorosai. 
Legyenek ugyanis a szorzandó vector componensei ξ, η, ζ. Akkor 

tehát a szorzati vector hossza 

Iránycosinusai pedig, ha k positivus, 



ha k negativus, 

Következőleg a szorzat componensei 

úgy az egyik, mint a másik esetben. Mindkét esetben 

Fordítva, hogyha egy vector componensei kξ, kη, kζ, akkor 
ez a vector a (ξ, η, ζ) vectornak és a k scalarisnak a szorzata. 

Egy vectornak az (1 :k)-szorosát a vector k-ad részének is mondjuk. 
Meghatározását a vector k-val való osztásának is nevezzük s élünk az 
összes megfelelő  algebrai szólás- és írás-módokkal. így AB vectornak, 
mint osztandónak, és k scalarisnak, mint osztónak, a hányadosa 

Ezek szerint 

s a hányados vector hossza az osztandó vector hosszának osztata az 
osztó scalarisnak a számértékével, iránya pedig aszerint, amint az osztó 
positivus vagy negativus, egyező vagy ellenkező az osztandó vector 
irányával. 

Egy összeg k-szorosa az egyes összeadandók k-szorosának az összege. 
Mert, ha a (ξ, η, ζ) vector a (ξ1, η1 ζ1), (ξ2 k2, ζ2), stb. vectorok 
összege, úgy 

Hasonlókép, egy összeg 7c-ad része az egyes összeadandók k-ad részének 
az összege, mert ez a szorzatos egyenlőség akkor is helyes lesz, ha 
abban k helyett 1 : k íratik: vectornak scalarissal való szorzása és 
osztása distributivus művelet. 

VII. Vectorok szöge. 

Két vectornak a szögén azt a homorú szöget értjük, amely alatt 
egyik vector iránya a másikéba fordítható. 

Minthogy a vectorok meghatározzák ezt a szöget, kifejezhető  az 
a vector-határozókkal; sőt, mivel már a két vector iránya meghatá-
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rozza ezt a szöget, kifejezhető  az a vectorok irány- határozóival, milyenek 
az irány-cosinusok. 

Jelölje 0 két vectornak a szögét. Az egyik vector elejét helyez-
zük a másiknak a végébe, mint összeadáskor. Most AB és BC legyenek 
a vectorok. AC azoknak az összege. Hossszúságukat rendre jelöljék 
r1, r2, r. A három vector egy három-szöget alkot, amelynek a Β csúcs-
nál lévő szöge π — θ. Eszerint 

De, ha a vectorok componensei rendre ξ ι, η1 ζ1 és ξ2, η2, és ξ, η, ζ, úgy 

Beírván ezeket az egyenletbe és tekintetbe vévén, hogy cos π θ = - cos θ, 
meg, hogy ξ = ξ1+ξ2, stb. találjuk : 

És, ha a két vector iránycosinusai α 1 ; β1, illetőleg α2, β2, γ2, úgy 
amiatt, hogy ξ1 = r1α1, ξ2 = r2α2 , stb.: 

A vector-szög e cosinusos kifejezésének  van a leggyakoribb alkalma-
zása. Nem ritkán hasznos azonban egy sinusos kifejezése  is. Világos, hogy 

írjuk itt a jobb oldal első tagja helyett 

azután végezzük el a követelt szorzást és hatványozást. Az eredményen 
azonnal fölismerhető,  hogy 

Mivel 0 < θ < π , így a sinθ mindig positivus. 
Ha a két vector merőleges egymásra, akkor 6 = π : 2, tehát 

Viszont, ha áll ez az egyenlet, akkor, a két vector merőleges 
egymásra, mert θ = π : 2. Szorozzuk meg az egyenletet r1-el. Azután 
szorozzuk még meg r2-vel is. Nyomban látjuk, hogy a merőlegesség 
szükséges és elégséges föltétele  külön-külön a következő két egyenlet is : 



Ha θ = π : 2, akkor sin θ = 1 és viszont. Következőleg nem külömben 
szükséges és elégséges föltétele  a merőlegességnek ez az egyenlet: 

Sokszor czélszerű bizonyos parameteres alakokban használni ezeket az 
egyenleteket. Induljunk ki ebből: 

Ha egy vector tényleg létezik, úgy legalább egy componense nem zérus. 
Legyen, hogy ζ, nem zérus. Akkor kétségtelenül meghatározhatók ügy 
az l és m scalarisok, hogy 

legyen, bármi értékű scalaris az n. De behelyettezvén ezeket az egyen-
letbe, azt találjuk, hogy, mivel a ζ, nem zérus, 

Világos, hogy nem külömben következnek ily kifejezések  abban a 
bizonyosságban, hogy η1 vagy, hogy nem zérus, és a három para-
méter közül az egyik mindig tetszőleges. Ez a három kifejezés  is szük-
séges és elégséges föltétele  a merőlegességnek ; szükséges föltétele,  mert 
szükségképen következtek abból az egyenletből, amelyből kiindultunk ; 
elégséges föltétele,  mert viszont belőlük az az egyenlet következik. A 
megfelelő  alakokhoz jutunk az irány-cosinusok számára, ha ezeket az 
alakokat r2-vel elosztjuk. írván pedig 

az iránycosinusok parameteres vonatkozásai a föltételezett  merőleges-
ségben ezek : 

Ha a két vector egyező irányú, akkor cos θ = 1, tehát 

Viszont, ha áll ez az egyenlet, akkor a két vector egyező irányú, 
mert akkor cosθ = 1, tehát θ = 0. Tényileg, ha ennek az egyenletnek 
a jobb-oldala helyett az 

kifejezés  felét  írjuk, azonnal láthatjuk, hogy 



VIII. Vectorok tengelye. 

Egy vector kezdő pontján a vectorra merőleges tengelyt a vector 
tengelyének nevezzük. Ha a vector iránycosinusai α', β', γ' úgy vala-
mennyi tengelyének az iránycosinusai bent foglaltatnak  a következő 
alakokban: 

mint az épen elébb nyert kifejezések  tanúsítják; mert a vector bármely 
tengelyéhez tartoznak olyan a, b, c értékek, hogy α, β, γ a tengely 
iránycosinusai. 

Két vector tengelyéről is beszélünk. Elejüket egy pontba helyezvén, 
közös tengelyeiket nevezzük így. Ha sem nem egyező, sem nem ellenkező 
a vectorok iránya, akkor csak egy tengelyvonaluk, azaz csak két 
tengelyük van, amelyek egymás ellentétesei. De a következő megkülöm-
böztetéssel élünk: AB és AC vector tengelyén azt értjük, amely körül 
az AC vector iránya positivus fordulással  jut az AB vector irányába 
a két vector szöge alatt; AC és A Β vector tengelyén az ellentétes ten-
gelyt értjük. Ugyanebben az értelemben beszélünk két iránynak a 
tengelyéről. 

Világos, hogy a tengely-irányt meghatározza a két vector iránya, 
tehát meghatározzák a két vector irány-cosinusai. Az AC és AB vector 
tengelyének az iránycosinusai legyenek α, β, γ, az AC és AB vector 
iránycosinusai pedig α2, β2, γ2, illetőleg α1, β1, γ1 . Az α, β, γ cosinusok 
egyenletei ezek : 

A két elsőből 

tehát létezik olyan scalaris, λ, hogy 

Most már a hátra lévő egyenletből 

tehát, ha a két vector szöge θ, úgy a λ divisor számértéke sinθ. 
Előjelének a megállapítása végett czélszerű egy másik hely határozó 
rendszerhez is folyamodni.  Az origója legyen az A pontban és a ten-



gelyei eleve egyirányúak legyenek a régi tengelyekkel. Ekkor az új 
rendszerben ugyanazok az összes irány-cosinusok, mint a régiben, követ-
kezőleg a λ is ugyanaz, nemcsak számértékre, de előjelre nézve is. 
Azonban forgassuk  el az új tengelyrendszert az A pont körűi úgy, 
hogy az ő ζ tengelyének az iránya a vectorok tengelyének az irányába 
essék, y tengelyének az iránya pedig az AC vector irányába essék. 
Most az új rendszerben α = 0, β = 0, γ = 1, α2 = 0, β2 = 1, γ2 = 0, és az 
A B vector iránya szükségképen hegyes szöget képez az χ tengely 
irányával. Továbbá, mivel a fordítás  alatt az irány-cosinusok mind 
folytonosan  változtak, a θ szög pedig változatlan maradt, így az λ divi-
sor előjele szükségképen változatlan maradt, nem csaphatott át egyszer 
sem egyik féleségből  a másikba. De a γ irány-cosinus egyenletéből 
folyólag  az új rendszerben, ennek új helyzetében 

Minthogy az A B vector iránya az új χ tengely irányával jelenleg 
hegyes szöget képez, így az positivus, tehát λ is positivus, X = +sinθ. 
Szükségképen ugyanaz lévén a λ, a mi eredetileg volt, az eredeti rend-
szerben is positivus előjellel illeti meg a sin θ érték: a (ξ2, η2, ζ2) és 

(ξ1, η1, ζ1) vector tengélyének az irány-cosinusait 

és, ha merőlegesek egymásra, úgy 

Az A B és AC vector tengelyének az irány-cosinusai nyil-
vánképen 

kifejezések  határozzák meg, a melyekben θ a két vector szöge. 
Ha merőleges egymásra a két vector, úgy 

IX. Vectorok értékei 

Egy vector hosszának az értékét a vector nagyságának vagy 
absolutus értékének is nevezzük; s ebben az értelemben beszélünk 
kisebb és nagyobb vectorokról. 

Egy vector értéke alatt, így pusztán, minden jelző nélkül mondva, 



a vector nagyságának és irányának együttesét értjük. Ehhez képest 
egyenlő vectorok egyenlő értékűek, nem egyenlő vectorok külömböző 
értékűek. 

Az absolutus vector érték fogalmát,  mint speciálist, tartalmazza 
egy igen hasznos relativus érték-fogalom,  a mely a vectornak egy ten-
gelyhez, vagy általánosabban egy irányhoz bizonyos módon megszabott 
viszonyát jellemzi. — Legyen adva egy tengely I.  AB vector elejének 
a merőleges vetülete ezen az 1 tengelyen legyen A', végének a merő-
leges vetülete B'. Az A'B'  vector iránya vagy egyező, vagy ellenkező 
az I tengely irányával. A szerint, a mint egyező, vagy ellenkező, az 
A'B'  vector nagyságát positivus, vagy negativus előjellel az AB vector 
I tengelyen számított, vagy 1 tengelyre tartozó értékének nevezzük. 

Jelölje t. H a az AB vector nagysága r, és ha e vector iránya, 
meg a tengely iránya 6> szöget képez, úgy 

akár egyezik, akár ellenkezik az A B ' vetületi vector iránya az I ten-
gely irányával. Abban a különös esetben, hogy az I tengely iránya 
magának az AB vectornak az irányával egyezik, ώ = 0, tehát t = r, 
vagyis ebben a különös esetben a vectornak az 1 tengelyen számított 
értéke összeesik az ő absolutus értékével. 

H a a vector iránv-cossinusai α, β, γ ; akkor a coordinata-tenge-
lyekre tartozó értékei rendre rα, rβ, rγ, azaz a componensei. Ezért, 
bármely tengelyre tartozó értékét e tengelyre tartozó eompouensének 
is nevezzük. 

Legyenek az I tengely irány-cosinusai l, m, n. Akkor 

tehát a vector 1 tengelyen számított értéke, I tengelyre tartozó com-
pouense 

Nem különben, ha ξ η ζ a vectornak a coordinata-tengelyekre tar-
tozó componensei: 

Világos, hogy a vectorok egyező irányú tengelyeken számított 
értékei egyenlők. 

A természet-tanban az összes alapvető fogalmak  mennyiségi tar-
talmát vagy egy scalaris, vagy egy számérték és egy irány tölti ki. 
Magától szembeötlik, hogy az utóbbi esetben a fogalom  mennyiségi 
foglalata  vectorral ábrázolható. Csakhogy a vector-képben a hosszúság 
számértéke helyett esetenkint más és más határozniány számértéke 
gondolandó, mint pld. egy pont „sebességének", „gyorsulásának", a 



„szögsebességnek", „szöggyorsulá-nak". az „erőnek", a „forgató  hatás-
nak", az „elektromos-" és a „mágneses momentumnak", a „tömeg-
áramlásnak", az „elektromos-áramlásnak" stb. fogalmában.  Mégis a 
„vector" nevet általánosabban mindazokra a fogalmakra  alkalmazzuk, 
amelyek mennyiségi alkotó részét egy számérték és egy irány képezi. 
Ebben az általánosabb értelemben gondolya a „vector" szót: amelyek 
egyenlő mennyiségi tartalom mellett is különböznek, azokat külömböző 
diinensiójúaknak vagy jellegüeknek mondjuk és mennyiségi határozóikat 
rendszerint föltűnően  külömböző betű-jegyekkel jelöljük, milyenek pld., 
mint componensek jelvényei, ξ, η, ζ ; f,  g, h ; u, ν, w; x, y, z; 
F, G, Η ; U, V, W; stb. Külömböző jellegű vectorok határozóinak a 
megkiilömböztetésére alsó indexek használatához nem szoktunk folyamodni; 
alsó indexekkel közönségesen csak egy jellegű vectorok határozóit külöm-
böztetjük meg. A mennyiben külömböző jellegű vectorok határozóit is 
indexekkel akarjuk megkülömböztetni, rendszerint felső  indexeket haszná-
lunk, pld. ha (ξ, η, ζ) egy pont u. n. elmozdulása, u. n. sebességének 
a jelölésére (ξ, η, ζ) u. n. gyorsulásának a jelölésére (ξ, η, ζ) alakot 
vezetünk be stb. 

X. Vector-határozdk átszámítása. 

Egy coordinata rendszerben egy vector meghatározására szolgáló 
componensek legyenek ξ, η, ζ. Egy más coordinata rendszerben ugyan-
azt, a vectort ξ', η, ζ' határozzák meg, mint compononsek. Nem egye-
bek ezek, mint a vectornak a coordinata-tengelyeken számított értékei. 
Amazok az első, emezek a második rendszer tengelyein számított 

vector-értékek. Ha tehát az első rendszerben a második rendszer ten-
gelyeinek az irány-cosinusai rendre α1,β1,γ1 és α2,β2,γ2 és α3,β3,γ3, úgy 

A második rendszerben az első rendszer tengelyeinek az iránycosinusai 
rendre α1, α2, α3 és β1 ,β1, β3 és γ1 ,γ2, γ3 tehát, egyszersmind 

Tényileg, ha a három első egyenletet sorban α1, α2, α3 cosinusokkal 
szorozva összeadjuk, azután ugyanazokat az egyenleteket sorban β1. β2, β3 
cosinusokkal szorozva adjuk össze, azután ugyanazokat az egyenleteket 
sorban γ1, γ2, γ3 cosinusokkal szorozva adjuk össze, a második egyenlet-
csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek a szorzók egy-egy iránynak 
az iránycosinusai a második rendszerben : 



és amiatt, hogy három egymásra merőleges iránynak az iránycosinusai, 

Nem külömben, ha a második három egyenletet sorban α1,β1,γ1 cosinusok-
kal szorozva adjuk össze, azután ugyanazokat az α.2, β2, γ2, cosinusokkal 
szorozva adjuk össze, azután ugyanazokat α3, β3, γ3 cosinusokkal szorozva 
összeadjuk, az első egyenlet-csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek 
a szorzók egy-egy iránynak az iránycosinusai az első rendszerben: 

és amiatt, hogy három egymásra merőleges iránynak az iránycosinusai, 

Az első rendszerben számított (ξ, η, ζ) vector és a másodikban 
számított (ξ', η', ζ') vector nagysága egyenlő, mert a kettő ugyanaz a 
vector. Tényileg, ha a 

kifejezésben  a második egyenlet-csoportból a jobb oldalakat írjuk, 
vagy, ha a 

kifejezésben  az első egyenlet-csoportból a jobb oldatokat írjuk, úgy az 
iránycosinusok relatiói alapján azonnal fölismerhetjük,  hogy a két ki-
fejezés  egyenlő. 

A vectornak a két rendszerbe tartozó iránycosinusai azonban 
általában mind külömbözők és csak akkor egyenlők mind, mikor a két 
rendszer megfelelő  tengelyei egyező irányúak. Ez az iránycosinusok 
fogalma  alapján közbötlenűl belátható. Még pedig, ha a vector irány-
cosinusai az első rendszeren α, β, γ, a másodikban α', β', γ', akkor 



Készen kerülnek elő ezek az egyenletek a componens-egyenletekbó'l a 
a vector nagyságával végzett osztás által, vagy az előbbi czikkben 
cos ώ száraára jegyzett kifejezésből  az l, m, η iránycosinusok megfelelő 
helyettesítése által. 

Fordítva, ha egy vector componensei az első rendszerben ξ, η, ζ, 
a másodikban ξ0 , η0 , ζ 0 , és, ha 

akkor a két vector egyenlő, mert 

H a egy vector iránycosinusai az első rendszerben α, β , γ, a másodikban 
α0, β0 . γ0 és, ha 

akkor a két vector iránya egyezik ,mert 

Miután egy vector componenseit át tudjuk számítani egy másik 
coordinata-rendszerbe, könnyű szerrel megformulázhatjuk  egy pont 

koordinátáinak az átszámítását is. Egy pont coordinatái a pont origoi 
vectorának a componensei. Jelölje az első rendszer origóját O, a máso-
lik rendszerét O', a pontot Ρ . A pont két origoi vectora O P és O ' P 

a következő viszonyban vannak: az O 'P vector az O P vectornak és 
az OO' vectornak a külömbsége: 

A Ρ pont coordinatái az első rendszerben legyenek x, y, z. Akkor 
x y, z az O P vector componensei az első rendszerben, tehát xα1,+yβ1+zγ1, 

stb. a másodikban. Az O' pont coordinátái az első rendszerben legye-
nek a, b, e. Akkor a, b, c az OO' vector componensei az első rend-
szerben, tehát aα1 bβ1+cy1, a másodikban. A Ρ pont coordinatái a máso-
dik rendszerben legyenek χ,' y' z'. Ezek az O ' P vector componensei a 
második rendszerben. Ígv 

Minthogy ez egyenletben mindhárom vector componensei ugyanabba a 
rendszerbe tartoznak, t. i. a másodikba, ennélfogva 

Legyen még fölemlítve,  hogy, ismervén azt az összefüggést,  amely 



két derékszögű vector iránycosinusai és bármelyik tengelyük irány-
cosinusai közt létezik, ismerjük azt az összefüggést  is, amely három, 
egymásra merőleges tengely iránycosinusai közt létezik; úgy, hogy 
egyenesen fölírhatjuk  azokat a relaliókat, amelyek egy coordinata-rend-
szer három tengelyének egy másik rendszerbe tartozó iránycosinusai 
közt fenállanak.  Ha Ο' Β vector egyező irányú az O' rendszer második 
tengelyével, és O'C vector egyező irányú az O' rendszer harmadik 
tengelyével, akkor az O' rendszer első tengelye az O'C és Ο' Β vector 
tengelye, föltévén  t. i., hogy ez is jobbra forduló  rendszer, tehát 

Hasonló módon találhatjuk, hogy 

XI. Vectorok változása. 

Mindig a ma általánosan szokott értelemben fogom  azt mondani 
egy scalarisról, hogy más scalarisokkal folytonosan  változik, avagy hogy 
folytonos  függvényük,  t. i. a Cauchytól, illetőleg Bolzanotól definiált 
értelemben. Ha tehát f  scalarisról azt mondom, hogy u, v, . . scala-
risokkal ezek u0, v0 .. értékénél folytonosan  változik, állításomat úgy 
értem, hogy először mihelyt u—u0 v — v0, . . számértéke bizonyos posi-
tivus számnál kisebb, már f  (u. v. .) teljesen meghatározott értékkel 
bír; másodszor pedig bármi kis positivus számot jelentsen λ, létezik 
akkora positivus szám, v, hogy mihelyt u—u0, v — v0, . . számértékre 
kisebbek, mint v, már a 

külömbség számértéke kisebb, mint λ. 
De nem ritkán előfordúl,  hogy egy függvénynek  bizonyos föl-

tételekhez kötött folytonosságát  kell csak szem elött tartanunk. Ennek 
a definitiója  abban külömbözik az előbbitől, hogy bizonyos egyenlőtlenségi 
vagy egyenlőségi relatiók kielégítését követeli az u, v, . . változóktól. 

A physikában különös jelentőséggel bir az időtől és helytől való 
függés.  Az időtartamot attól az időponttól kezdve szoktuk számítani, 
amelytől kezdve valamely természeti folyamatot  vizsgálat tárgyává 
teszünk. Ha ettől az időponttól egy tetszés szerinti későbbi időpontig t 
mekkoraságú idő múlt, el, úgy az időtől való függést  a t mennyiségtől 
való függés  képezi. Egy vagy több pont coordinatáitól való függés 
teszi a helytől való függést. 

A zérus-vector fogalma  lehetővé teszi, hogy bármely physikai 
tárgyalásban minden időpont számára ugyanannyi vectort vegyünk 



tekintetbe, még pedig oly képen, hogy jelleg szerint is minden időpont-
ban ugyanannyi vectorunk legyen. 

Ε mellett czélszerű úgy osztályozni a vectorokat, hogy egyjellegű 
vectorok, amelyek mindegyike más időpontba tartozik, s amelyek közül 
minden időpontra jut egy, egy osztályt alkossanak. Ebben az osztályo-
zásban mindig oly módon járhatunk el, hogy az egy osztályt alkotó 
vectorok componensei három scalarisnak a folytonos  változtatásával, 
még pedig időrend szerint legyenek előállíthatók. Mindig már előzete-
sen föltehetjük  ennek az előállításnak a lehetőségét, mert föltevésünk 
soha semmiféle  tapasztalással össze nem ütközik, sőt igen hasznos elmé-
leti hypothesist foglal  magában. 

Legföljebb  látszólag ellenkezik a tapasztalással. Ez a látszólagos 
ellenkezés mindig annak tulajdonítható, hogy egyes igen rövid idő-
tartamokban aránylag igen nagy mértékben kell megváltoztatni a 
scalarisokat, legalább egyet, hogy a jellemzett előállítás megyalósulhasson. 

Föltevésünk jogos és czélszerű lévén, reá támaszkodva, egyszer-
smind individuális vectorok képzetét alkotjuk : az egy osztályba sorozott 
vectorok sokaságát egyetlen vector fogalmába  foglaljuk,  az idővel folyto-
nosan változó vector fogalmába,  amelynek a componenseit t. i. három, 
az idővel folytonosan  változó scalaris képezi. 

Ha egy ilyen vector componensei / időpontban — vagyis a / 
időtartam végén — ξ, η, ζ, úgy a nagysága ebben az időpontban 

tehát, ez is folytonosan  változik az idővel. Ha az irány-cosinusai, α, β, γ 
és a nagysága r a t időpontban, úgy 

Λ mig tehát a nagysága nagyobb, mint bármi kis határozott positivus 
mennyiség, az iránycosinusai is folytonosan  változnak az idővel, máskép 
mondva, az iránya is folytonosan  változik az idővel. De amely idő-
pontban a vector nagysága eltűnik, és így ξ, η, ζ zérussá válnak, abban 
az időpontban az iránycosinusok folytonosság-szakadást  szenvedhetnek, 
a vector iránya másba csaphat· át, mint amibe a vectornak az eltűnése 
előtt convergált. 

Miután, az időbeli folytonosság  alapján osztályozván a vectorokat, 
a vector-egyén fogalmát  megalkottuk, most ezeket a vector-egyéneket osztá-
lyozzuk. Osztályozásuk egy szükséges módját jelleg szerint való külöm-
bözésiik szolgáltatja. De midőn egyjellegű vectoregyéuek végtelen nagy 
számmal fordulnak  elő, akkor szükséges ezek analyticus osztályozása is. 

Ez az osztályozás mindig hely szerint valóra vezethető vissza és 
szintén folytonossági  hypothesisre támaszkodik, t. i. a helyivel járó 
folytonosság  hypothesisére. Mindig föltehetjük,  hogy egyjellegű veotor-
egyének egy osztályához jutunk, ha három scalarist. az időnek és egy, 
vagy több hely coordinatáinak bizonyos folytonos  függvényévé  teszünk 



azzal a rendeléssel, hogy ezek a helyek egyes vonalak, fölületek,  tér-részek 
egy-egy tetszés szerinti pontja lehessenek, midőn aztán a scalarisoknak 

a vonalok, fölületek,  térrészek külömböző pontjaihoz tartozó értékei 
szolgáltatják egy osztály számára a vector-egyének componenseit, s ily-
képen az osztályozás teljesen kimeríthető. 

Ez a föltevés  ép oly fontos  elméleti hypothesist képez, mint az 
előbbeni. A tapasztalás előtt mutatkozó kivételek ebben is látszólagosak-
nak tekinthetők. De ennek a követésében már csak külső forma  szerint 
egyénitünk, amennyiben a hely szerint egy osztályba sorozott vector-

egyénekről esetleg úgy beszélünk, mint egyetlen vectorról, amely az 
idővel és a helylyel vagy helyekkel folytonosan  változik, ezek folytonos 
függvénye,  amivel azonban nem akarjuk azt mondani, hogy egy időben 
létező vectorokat. egynek tekintünk, s csupán analyticus szempontból 
beszélünk így, hogy a vectorok egyidejű sokaságának hely szerint gondolt 
folytonosságát  egyszerűbb külső formában  tárgyalhassuk. Pld. ebben az 
értelemben itt hasonló módon következik, mint az elébb az idővel való 
változáskor, hogy a helylyel vagy helyekkel folytonosan  változó vector 
nagysága is folytonosan  változik, s a míg a nagysága zéruson fölül 
van, iránya is folytonosan  változik a helylyel vagy helyekkel. 

Physikai fogalmak,  amelyek mennyiségileg scalarisok, szintén köve-
tik az idő és hely szerint való folytonosság  elvét. 

Physikai fogalmak  mennyiségi tartalmát képező egyjellegű vectorok -
nak, valamint scalarisoknak ez a kétféle  analyticus osztályozása együtt 
véve, vagyis a folytonosság  elvén idő és egy vagy több hely szerint 
való osztályozásuk mindig teljes analyticus összefoglalást  és szétválasztást 
képezhet, t. i. összefoglalást  az egyes folytonossági  osztályokba és szét-
válást az egyes folytonossági  osztályok szerint. 

Azonban alakra nézve tényileg nem mindig közbötlen az. Nem ritkán 
előfordul,  hogy physikai fogalmak  mennyiségi tartalmát képező vectorok, 
vagy scalarisok, illetőleg az előbbiek componensei, közbötlenűl úgy tekin-
tendők, mint más scalarisoknak, más vectorok componenseinek a függ-
vényei, vagy ezeknek és az időnek és egy vagy több helynek a 
függvényei,  s anynyiban tekinthetők mégis csupán az idő és egy, 
vagy több hely függvényének,  amennyiben ezek az utóbbi scalárisok 
és vectorok az idő és egy vagy több hely függvényei.  Egy vector 
componenseitól vagy bármely határozóitól való függést  röviden a vector-
tol való függésnek  mondjuk. Ebben az értelemben scalarisok, vectorok, 
amelyektől mások függenek,  szintén függhetnek  scalarisoktól, vectorok-
tól, amelyek az idő és egy vagy több hely függvényei  sít. A függések 
lefelé  követése mindig az időre és egy vagy több helyre szorítkozó 
függésig  juttat. 

Legyen fölemlítve  itt, hogy ezt a szót: értéktartomány, ugyan-
abban az értelemben használjuk a vectorokra vonatkozólag, mint a 
scalarisokra vonatkozólag. 

Végre: egy vectornak egy értékből egy másikba változásán nem-



csak a változás tényét értjük, hanem így nevezzük a vector új értéké-
nek és előbbi értékének a külömbségét is. Hogy mikor értjük a változás 
tényét, mikor ezt a külömséget, állításaink formájából  mindig kitűnik. 
Mennyiségi értelemben egy vectornak AB értékből AC értékbe válto-
zása BC vector ; (ξ, η, ζ) értékből (ξ', η, ζ') értékbe változása ( ξ ' - ξ , 

η- η, ζ'- ζ) vector: ha AB vector megváltozása BP, akkor új értéke 
AP, ha (ξ, η, ζ) vector megváltozása (ξ1, η1 ζ1), akkor új értéke 
(ξ+ξ1 η+η1 ζ+ζ1) · Megfelelő  mennyiségi értelmet tulajdonítunk egy 
scalaris megváltozásának. 

XII. Végtelen kis változók. 

A physikában nagyon megkönnyíti a tárgyalásokat a végtelen 
kicsinyek fogalma.  Voltaképen két külömböző fogalom  ez: a végtelen kis 
változók és a végtelen kis részek fogalma.  Ezúttal az elsőnek oly 
általános meghatározását fogjuk  látni, amely a physikában szoros szükség-
letet szolgál. A másikról a geometriai integralisok tanában leszen sző. 

Legyenek ebben az identitásban : 

F = ψ. φ 

F , ψ, φ scalarisok vagy vectorok az u, r, . . scalaris változók függvényei 
és folytonosak  az u, v, . . változók zérus értéke mellett 

Tegyük föl,  hogy mihelyt u, v, . . számértéke kisebb, mint μ, 
már φ érték-tartomány a igen kicsi ψ érték-tartományához képest. Akkor 

F érték-tartományának a nagysága aránylag igen kicsit külömbözik 
ψ-ének a nagyságától. Azonban a két érték-tartomány maga általában nem 
igen kicsit külömbözik egymástól, teljesen egymáson kivűl is fekhetnek, 
és ha van közös részük, ez általában épen nem megfelelően  közös. De 
ha φ nagyságának felső  számhatára igen kicsiny, akkor a két érték-
tartomány nem csak nagyságra, hanem tartalomra nézve is igen kicsit 
külömbözik. 

Tegyük föl  már most, hogy bármi kis számérték legyen v, léte-
zik akkora számérték, p, hogy mihelyt u, v, . . fölső  számhatára kisebb 
mint σ, már φ nagyságának fölső  számhatára kisebb, mint ν és a φ 
értéktartomány kisebb, mint a ψ értéktartománynak a v-szöröse. 

Gyakran beosztható egy F függvény  oly módon egy, vagy több-
féle  képen két, ψ és φ, részre, hogy ez a föltétel  teljesül, és ha mennyi-
ségi vonatkozásokban — egyenletekben, egyenlőtlenségekben — az F 
függvény  helyett az egyik vagy másik ψ függvényt  használjuk, úgy 
e föltételből  folyólag  u, v, . . felső  számhatára megszabható oly kicsinyre, 
hogy azok a vonatkozások, valamint a belőlük vonandó következtetések 
egészen tetszésre meghatározott kicsinél kisebb mértékben térnek el 
az F függvényhez  tartozóktól. 

Ilyenkor rendszerint czélszerű is valami okból ez a helyettesítés. 
Pld. analysisbeli nehézségek elkerülésére szolgál, termékeny fölfogások-



hoz segít el. Vagy az F függvényt  nem is ismerjük és nem tudjuk 
meghatározni, ellenben megfelelő  ψ-féle  határalakját valami módon 
föl  tudjuk ismerni: Ez esetekben tényileg használatba veszszük. 

De egyszersmind az u, v . · · változóknak csakis arra a rendeltetésre 
tulajdonítunk fölső  számhatárt, hogy az összes előforduló  mennyiségi 
vonatkozásokat bármi tetszésre megszabható kicsinynél kisebb eltéréssel 
elégítsék ki. Ebben a kikötésben már végtelen kicsinyeknek nevezzük 
az u, v, . . . változókat. 

Ha a végtelen kis változók más változók megváltozásai, akkor 
differentialéknak,  az illető változók differentialéinak  nevezzük azokat. 
Definitiójukból  folyólag  a differentialis  számítás szabályai alá esnek. 

Ha egy vector componensei végtelen kis változók, akkor a vector 
nagysága is végtelen kis változó, s a vectort végtelen kis vectornak mondjuk. 

Az a vector, a melynek a componensei egy más vector compo-
nenseinek a ditferentialéi,  ennek a vectornak a megváltozása, tehát e 
vector végtelen kis megváltozásának, vagy difterentialéjának  nevezzük. 

A „végtelen kis" jelző helyett egyszerűség kedveért közönségesen 
az „elemi" jelzőt használjuk a leírt értelemben. 

Mellesleg tegyük azt az észrevételt, hogy midőn az F, φ, ψ függ-
vények vectorok és nagyság tekintetében határföltételünknek  eleget tesz-
nek, csupán e végből nem szükségképen való, hogy mindhárom eomponen-
sük eleget tegyen határföltételünknek,  és pedig egy vagy két eomponensük 
az értéktartományok terjedelmi viszonyát illetőleg ellent is mondhat annak. 

Legyenek ugyanis az F , ψ, φ vectorok componensei rendre 

Minthogy 

ennél fogva 

Ha meg is engedjük, hogy ez identitásokban egy vagy két φ-compo-
nem csak a fölső  számhatárra nézve teljesíti határ-föl  tételünket, azért 
a vectorok nagyság tekintetében mégis egészen teljesíthetik. A vectorok 
identitásában, t. i. 

a jobb oldal második tagja nemcsak nagyságának fölső  számhatárával 
felel  meg határföltételünknek,  de azzal a számaránynyal is megfelelhet 



neki, amelyben absolutus értéktartományának a terjedelme van az első 
tagénak a terjedelméhez. Mert még akkor is, midőn két φ-componens 
ellenkezik határ-föltételünkkel  értéktartomány tekintetében, a φ-vector 
nagyságának, t. i. a 

függvénynek  és a ψ vector nagyságának, t. i. a 

függvénynek  az értéktartománya kielégítheti azt terjedelmének a hánya-
dosával a harmadik componens révén. 

Legyen még fölemlítve,  hogy az F és ψ függvény  rendszerint 
a következő alaki viszonyban van egymáshoz : 

XIII. Vectorok elemi megváltozása. 

1. Ha egy vector componensei ξ, η, ζ, és ezek elemi megváltozása 
(dξ, dη, dζ, úgy a vector elemi megváltozása 

Jelölje α, ß, γ a vector iránycosinusait, r a vector nagyságát. 
Akkor 

Ha tehát a vector elemi megváltozásában a vector nagyságának 
az elemi megváltozása d r és iránycosinusainak az elemi megváltozása 
dα, dß, dγ, úgy 

Eszerint a vector elemi megváltozása ennek a két elemi vector-
nak az összege: 

amelyek elseje a vector nagyságának, másika a vector hányának a 
megváltozásából ered : az első független  a vector irányváltozásától, a 

másik független  a vector nagyságváltozásától és ha csak a vector nagysága 
változik meg, akkor csak az első létezik, ha csak a vector iránya válto-
zik meg, akkor csak a második létezik. Az elsőt a vector elemi nőve-



kedésének, a másodikat a vector elemi elfordulásának  nevezzük: egy 
vector elemi megváltozása elemi növekedésének és elemi elfordulásának 
az öszzege. Czélszerű mindkettőt kifejezni  a vector határozói és a vector 
elemi megváltozásának componensei által. 

Az elemi növekedés nagysága dr vagy —dr, aszerint, amint 
dr positivus vagy negativus, tehát aszerint, amint a vector nagyobbo-
dott vagy kisebbedett. Ennek a meghatározása végett szorozzuk meg 
három kifejezésünket  rendre α, β, γ iránycosinusokkal, azután adjuk 
össze őket,. Minthogy 

s így 

ennélfogva  a következő eredményhez ju tunk: 

tehát dr a vector elemi megváltozásának a vector irányán számított 
értéke. Ennek az absolutus értéke az elemi növekedés nagysága. Asze-
rint pedig, amint positivus vagy negativus, az elemi növekedés iránya 
egyező vagy ellenkező a vector irányával, iránycosinusai α, β, γ vagy 
—α, — ß, — γ. Componensei ezek : 

Már most egyenesen fölírhatjuk  az elemi elfordulás  componensei-
nek a kívánt kifejezéseit  is : 

Más hasznos alakokban kapjuk ezeket, ha a három jobb-oldali első tagot 
megszorozzuk az egység α 2 + β + 2 γ 2 alakjával. Éljünk a következő rövi-
dítésekkel : 

Akkor a jelzett alakok a következők : 


