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Tudomdny-egyetemi hallgatéim szémdra, bevezet§ el6addsaim-
hoz emlékeztetGiil és némi részben kiegészitdiil irtam ezeket.

Amaz elGaddsaim szerzésében az alkalmazdsok czéljdra legsziik-
ségesebb kozbotlen mathematikai tanok rendszeres osszefoglaldsdra
torekedtem. Azonban az irodalom készletében lévket majd az al-
kalmazdsolk, majd a rendszeresség szempontjihol helyenként hignyo-
saknak tapasztaltam, s a hifnyokat pétolni iparkodtam. Ily iigye-
kezetem némely nyomdnak a megjeldlése végett utalok a kivetkezd
czikkekre: A potentialis egyenletek* (XXI.), a mely az ismertek-
nél részben tdgabb foltételek alatt dllapitja meg azegyenletek léte-
#ését és megolddsdt; ,Az dltaliban folytonos fiiggvény geometriai
integralisn® (XXV.), a mely az egyes geometriai helyekben végte-
len fiiggvény integralisinak a szokottndl kozbotlenebb definitidjdt
adja és tdrgyalja; ,Tér-integralisok Gauss-, Green- és Kircunors-féle
reduetiéja® (XXVIIL), a mely ezeket a reducti6kat mint speciali-
sokat kovetkezteti, el6bb a megfelel§ dltalinos reduetiét dllapitvdn
meg ; a mdsodik rész, vagyis ,Az egyszer(i inaequatik tana“, nem
tekintve néhdny el6bbi kézleményemet, egészen fijnak mondhatd,
— ide csatoltam, mert az elméleti mechanika természethii tdrgya-
lisdhoz sziitkséges.

Tekintettel ez és egyéb el6fordulé pétlisokra, Ggy véltem,
hogy az egész szerkesztmény helyt foglalhat egy tudomdny-miiveld
folyGiratban is, és, miutdén az Erdélyi Mazeum-egylet természettudo-
minyi Szakosztdlya a maga Ertesit6jébe valé folvételét elhatdrozta,
kiilon lenyomatok révén is kozre boesstom.
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De ezennel red mutatok néhdny szandékosan elkovetett mu-
lasztdsomra is. MellGztem némely, jéllehet mdr-mdr szintén nagyon
elterjedt, elnevezéseket, valamint symbolicus alkalmazisukat. Tiyenek
a kovetkezdk : a hely derivdlhaté sealaris figgvényének a agradiense®,
a mi a scalaris fiiggvénynyel mint potentialissal meghatdrozott vee-
tort jelenti; a hely derivdlhaté vector-fiiggvényének a ,rotatiGja®, a
mi a vector-fiigggvénynyel, mint vector-potentialissal, meghatdrozott
veetort jelenti; a hely derivilhaté vector-figgvényének a ,diver-
gentidja®, a mi a vector elsd componensének az elsé coordinatidra,
misodik componensének a mdsodik coordinatdra, harmadik compo-
nensének a harmadik coordinatdra sz6l6  derviviltjaval, mint Gssze-
adanddkkal, meghatirozott osszeg; két vector ,szorzata®, a mi a két
vector tengelyének az irdnydval és a két vector parallelogrammdjé-
nak a terletével, mint irdnynyal é nagysdggal, meghatirozott vee-
tor. EzekrGl hallgatok, mert elsajititdsuk helye a vectortani ismeretek-
nek nem a megszerzésében, hanem az alkalmazisiban van: amazt
megnehezitenék, emezt a complicatiok bizonyos eseteiben megkonnyitik.
Kiilonben nem is jotv még létre kielégitG megillapodds ez elnevezések
dolgdban, midén pld. a rotatio angolokndl és németeknél sokszor ,Curl,
de németeknél ,Quirl® és ,Wirbel® is, és a franczidk két vector szor-
zatdn scalarist szoktak érteni, a mely a két veclor nagysiginak &s
szoglik  cosinusdinak  a  szorzatdbol 41, gy, hogy ezen a téren a
GrassMANN-tO] definidlt ,kiils6* és ,belsd* szorzat fogalmdnak a teljes
elkiiloniilésével taldlkozunk.

Nem tdrgyaltam a végtelen nagy alakzatokra kiterjedd geometriai
integralisokat: a mennyiben ilyenek az alkalmazisok rendén elGfordil-
nak, redjuk tartozd tudnivalonk kozonségesen igen egyszerd mddon
megszerezhetd. Példa rd a Veector-tanban a XXXIIIL. ezikk 4. pontja.
Rendszeres  térgyalisuk alkalmazisukhoz mérten ardnytalanal nagy
terjedelmi volna.

Amaz eleve kitiizitt czél, a mely utin indultam, megfoghatovi
teszi, hogy a folvett tdrgy minden részletét nem fejtem ki tiizetesen.
Kezd6 tehdt, a ki ebben a kozleményben eldsztr talilkozik a térgy-
gyal, helyenkint nehézségekre fog akadni, a melyeknek a legyGzése
végett kutatdsba kell bocsitkoznia és behatobb elmélkedésre kell el-
hatdroznia magit, vagy talin leleményességhez is kell folyamodnia.
Példdul a Vector-tanban a XXI. ezikk végén azt mondom, hogy
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,Ha azonban 7 dltaliban kétszer derivdlbaté mindhdrom coordinata
szerint, akkor a definitio teljes tartalmdval létezik a vector-potentialis,
Tnnek a beldtdsa végett a megel6z6 bizonyitdsi folyamatot annak a
szemmel tartdsdval kell megismételni, hogy most ¢ dltalfban kétszer
derivélhatd fiiggvénye a coordinatiknak, minél fogva létezik olyan,
dltaldban mindhdrom coordinata szerint derivdlhatd fiiggvény a 7' tér-
ben, hogy az z szerint képezett partialis derivdltja egyenls @-val.
Tovabbé, nem emlitem, hogy a hérom componens bérmelyikének a
kétszeres derivdlhatosdgdban 4ll az a tétel : a ki gondolkodva olvas,
szitkségképen észre veszi. A XXXV, cezikk utolsé teljes olddlénak :2
elején azt mondom, hogy A (3xz,3y, 22) elemi vector nyilvinvalan
a (r=¢q folileten fekszik“. Ez abbdl lithatd, hogy a (3, 2y,82) vector
vegsd pontja benne van a 2 alatt meghatdrozott féliiletekben, a mi
egyenesen ennek az elemi vectornak a defiinitiojdbol kovetkezik, « e
szerint eleje is, vége is benne van a (r =¢ folilletben. Az egyen!Gtlensé-
gek tandban az utolsé czikk harmadik pontja alatt el6forduld deter-
minansok eredetét nem részletezem, s épen csak sazdrmazéisuk forrdsdra
utalok. Stb. A mely dllitdsokat a kezdd az el6zmények alapjén rogtin
be nem ldf, tekintse azokat cléje tlzitt foladatoknak, a melyek meg-
olddsa tehetségének serkentésére és mathematikai képességeinek gyara-
pitdsdra szolgdl.



FOGLALAT.

Elsé rész: Vector-tan,

I. A helyhatirozé rendszer megvalasztasa. —
II. A vector alap-fogalma. -—
III. A vectorok egyenlésége és hatdarozéi. — Az egyenliség deli-
nitiGja. A componensek. A hosszlisfig és az irdny-cosinusok. Cylin-
dricus és sphaericus hatérozok.

IV. Vectorok kiilsnbsége. —— A kiilonbségnek, mint vectornak, a
definitiéja. A kiilonbségi vector componensei.

V. Vectorok &sszege. — Az Osszegnek, mint vectornak, a defini-
tioja. Az Osszeg-vector componensei. Az Osszegelés commutativus
volta.

VI. Vectorok tdbbszérése. — Vector és scalaris szorzatinak, mint

vectornak, a definitiGja. A szorzati vector componensei. Vector &
scalaris hényadosa. A scalarissal valé szorzds és osztds distributi-
“vus volta.

VII. Vectorok szége. — Két vector szigének a definitiGja. Két
vector szogének a cosinusa és sinusa, mint a vectorok irdny-cosi-
nusainak a fiiggvénye. Két vector merGlegességének saziikséges &s
elégséges foltételei. A merGlegesség parametrumos kifejesései. Két
vector azon-irdnytsdgdinak szilkséges és elégséges foltételei.

VIII. Vectorok tengelye. — Egy vector tengelyei. Két vector ten-
gelye. Ennek irdny-cosinusai, mint a vectorok irfiny-cosinusainak
a figgvényei.
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IX. Vectorok értékei. — Absolutus érték. Frték. Vetileti érték.
A vector-fogalom a physikdban.

X. Vector-hatarozok atszamitdsa. — Kiilonboz6 helyzetd coor-
dinata-rendszerekbe tartozd componensek vonatkozéisai. Kiilonbizo
helyzet(i coordinata-rendszerekbe tartozé irdny-cosinusok vonatko-
zésai. Annak a foltétele, hogy kiilonboz6 helyzeti coordinata
rendszerekben adott vectorok egyenlk. KiilonbozG helyzetd coor-
dinata-rendszerekbe tartozd pont-coordinatik vonatkozdsai.

XI. Vectorok valtozdsa. — A physikdban el6forduld vector-soka-
sdgoknak a folytonossig elve szerint vald osztilyozfisa. Vectornak,
mint fiiggvénynek, a definititja. Vector megviltozdsinak, mint vec-
tornak, a definitiGja.

XII. Végtelen kis valtozok. — Ezek dltaldnos fogalma.

XIII. Vectorok elemi megvaltozasa. — Az elemi megviltozds mint
két egyszertibb elemi megviltozdsnak, az elemi novekedésnek és
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szogének és tengelyének a meghatfirozéisa. Az elemi elfordulds
tengelyének irdnycosinusaival és az elemi elfordulés szigével meg-
hatdrozott vector jelentménye.

XIV. Vectorok derivaltjai. — A deriviltak definitiGja ¢és dltaldnos
tulajdonsdgai.

XV. A hely fiiggvényei. — Vectoroktol fiiggés és helyt6l fliggés
hasonlatossdga. A térgyalfsoknak egy scalarisra, mint a hely fiigg-
vényére, vonatkoztatisa. Hasznélandé szdlds-formdk.

XVI. A helytdl fiiggés kiildrndsségei. — Szakaddsos és tobb értéki
fiiggvények alkalmazhatosiga. A leghaszndlatosabb folytonossag-
szakaddsok és tobbértékiségek.

XVIIL A hely fiiggvényének derivéltjai. — Az irdny szerinti derivilt
definitiéja, midén a fiiggvény mindenkép derivélhatd. Az irdny
szerinti  derivdlt Altalinos definitiGja. Az irdny szerinti derivilt
és egy parametrum szerinti derivélt vonatkozdsai.

XVIII. Egy térben derivalhaté fiiggvény integrélhatésaga. — Kimu-
tatdsa annak, hogy, ha a hely fiiggvénye altaldban mindenkép
derivélhatd egy térben, tGgy 4dltaliban a hely bizonyos fiiggvé-
nyeinek partialis derivélfsaibdl szfrmaztathaté abban o térben.
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potentialis definitiGja. Potentialis és vector potentialis més hely-
zetid tengely-rendszerben. A vector-potentialis reductidja két sealaris
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XXI. A potentialis egyenletek. — A vectorok differentialis egyen-
leteinek szdrmaztatisa, midGn potentinlisuk van, s az ily egyen-
letek megolddsa. A vectorok differentialis egyenletének szérmaz-
tatdsa, midén vector potentialisuk van, s az ily egyenlet megolddsa.
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fogalma, jelolés-mdodja és részekre bontdsa. A kozbiilsG érték tétele.
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XXYV. Az iltalaban folytonos filggvény geometriai integralisa. — A
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dsszegelési tér hatdr-pontjiban. Végtelenség egyenes vonalon, Gssze-
gelési sik hatdrin. Végtelenség egyenes vonalon, oOsszegelési tér
hatdrdn. Végtelenség s'k-lapon, 0Osszegelési tér hatdrdn. Az dlta-
linossig. b

XXVI. Tér-integralisok reductioja. — Térfogati integralis reductidja
folileti integralisra a legegyszeribb foltételek alatt. A reductio
folytonossig-szakaddsok legfontosabb eseteiben.

XXVII. Tér-integralisok részleges reductidja. — A részleges reduc-
tio alap-képlete. Némely osszetett fiiggvény-alakok tér-integralisd-
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XXVIII. Tér-integralisok Gauss-, GREEN-, KIRcHHOFF-féle reductidja. —
Altalénos elmélet. Példa kizonsézes reductio-képlet elGallitdsdra.
Példa a nem kézonséges reductiéra. Specialisabb példa. A Gauss-
féle, Greex-féle és a Kircumorr-féle reductio mint még speci-
alisabb.

XXIX. Fadlileti integralisok reductioja. — Folilleti integralis re-
ductitja vonalas integralisra a legegyszeribb foltételek alatt, mint
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térfogati integralis foliiletivé alakitfsinak hatér-esete. A reductio
folytonossiig-szakadésok legfontosabb eseteiben.

XXX. Vonalas integralisok reductioja. — Reductio a legegysze-
riibb f6ltételek alatt. Reductio folytonossdg-szakaddsok legfontosabh
eseteiben.

XXXI. Tébb-értékii fiiggvény geometriai integralisa. —

XXXII. Geometriai integralisok mint fiiggvények. — Folytonossdigi
foltételek. Derivélhatosdgi foltételek.
XXXIII. A NewTton-féle potentialis alap-tulajdonsagai. — A Ngw-

rox-féle potentialis definitidja. Folytonossigi és derivdlhatdsdgi
tételek, a potentialis és els6 derivéltjai a végtelenben. A térfogati
potentialis kétszeres derivilthatésdginak bizonyos elégséges fil-
tétele. A Laprace-féle egyenletek. A Porsson-féle térfogati egyen-
let. A WeiNearren-féle egyenletek. Kgy integralis egyenlet. A
Poissox-féle folilleti egyenlet. Xz egyenlet dltaldnositisa. Még
egy sokszor el6fordulé folileti integralis alap-tulajdonsdgai.
XXXIV. Vectorok functionalis félbontasa. — Folbontds két olyan
vector Osszegére, a melyek egyikének van potentialisa, mdsikéinak
forma szerint van vector-potentialisa. gy mdsféle haszndlatos

folbontds.
XXXYV. Potentialisos vectorok és vector-potentialisos vectorok geo-
metriai jellemzése. — Potentialisos vector meghatirozisa egy

tor meghatdrozisa egy vonal-sereg érintGivel és siiriiségével.
XXXVI. Folytonossagi tételek. Harom hasznos folytonossigi tétel
megillapitdsa.
Ertelmezések. Néhiny kétesebb jelentményii szolds-mdd meghatdrozdsa.

Misodik rész: Az egyszerii inaequatiok tana.

I. Az egyszerii fiiggvények és relatiok. Az egyenlStienségek iras-
modja. —
Il. Az egyenlétienségek szama. —
III. Megoldasok superpositidja. —
IV. Az egyszerii inaequatiok alap-tétele. —
V. Az egyszerii aequatiok és inaequatiok alap-tétele. —
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VI. Egyszerii relatiok osszefoglalasa. —

VII. Egyszerii relatio-rendszerek paramelrumos megoldasa. —

VIII

Egyiitthatok vonatkozasai. —

I1X. Tébbszbrds relatio-rendszerek. —

X. Az alaptétel kdvetkezményes aequatio esetében. —

XI. Pseudo-rendszerek. —

XII Kdvetkezményes rendszerek. —

XIII. Kiildnféle rendszerek &sszetétele. —

XIV. Infinitesimalis rendszerek. —

XV. Folyoményok. 1. Annak a f6ltétele, hogy egy egyenlGtlenség egyenlet

legyen. 2. Elimindldsi tételek. 3. Kgy mennyiség-rendszernek egyszerii
relatiGkon alapulé folbontdsa két mennyiségz-rendszer Osszegére. 4. Infini-

tesimalis rendszerek escte.



A vector-tanban eléfordulé sajté-hibak kiigazitasa.
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Foltilrdl a 10. szivegsorban ,dtmérdinek® helyett ,dtléinak® teendd.

. Folilrdl a 9. szovegsorban ,m 6% helyett ,(=—0)%.
5. Folulrdl a 6. képletsorban a7, “ helyett ,a,6, .
. Foltilrdl az 5. szivegsorhoz hozzd toldandé: jegy vectoréi, azutin kivet-

kezik a 6. szovegsor. A 8. szivegsorban a gordg botiik utin beteendd :
yegy vectoréi®.

. Alulrdl a 4. képletsorban ,dg* helyett ,d7n* kell.
3. Alulrdl a 9. képletsorban  ,bn® helyett ,dn*, a 4. képletsorban ,dC

helyett ,dg*.

. Alulrél a 11. sorban ,végleten® helyett ,végtelen®.
. Alulrél a 12. szdvegsorban ,pontokan® helyett ,pontokban®, a 10. szi-

vegsorban ,vonalin® helyett ,vonalon®.

. Alulrél a 2. szovegsorban ,elleni® helyett ,elemi®.

. Foliilr6] a 3. szivegsorban ,x“ helyett ,2*.

. Folilrdl a 3. képletsorban ,E¥ helyett G

. Alulrél az 1. képletsorban a mésodik ,=*% jel helyett ,—¢.

. Alulr6l az 1. szivegsorban ,véges és egyetlen® helyett ,egyetlen véges®.
59. Alulrél a 4. képletsorban ,(z)¢ helyett ,(z')%, a 2. szivegsorban ,s*Dg*

helyett ,s:2Da®.

i0. Foliilrol a 2. képletsorban ,(t)* helyett ,(z';“.

. Alulrél a 4. képletsorban az elsd ,(a")* helyett ,(o)%

. Alulrdl a 3. képletsorban az N bitit elé egyenloségi jel tartozik.

i8. Alulrdl a 2. képletsorban az utolsé ,D&“ helyett ,Dd,“ kell.

. Alulrdl az 1. képletsorban ,Di* helyett ,Dz*.

. Alulrél a 4. szovegsorban i helyett .7 .

. Alulrél az 1. képletsorban az utolsé zirjel torlendd.

. Foliilrdl az 5. képletsorban az elsd ,p* helyett A% teendd, alalrdl a
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2. képletsorban az elsdé és utolsé Osszeaddsi jel kivondsi jellel eseré-
lendd {6l
Az utolsé képletsorban S és 7' foleserélenddk egymiissal.

>

od ed
16lilrél az 1. képletsorban ,,—a?“ helyett "5y  teendd.

88. Alulrdl a 2. képletsorban az 2 elé ,)¢ zirdjel sziikséges.
89, Foliilrdl a 11. szdvegsorban a ,pontokat® szé utdn kimaradt: ,a foliileten

92.
93.

99.

105.
109.

117

fekvd®, alulrl a 7. szivegsorban ,s* helyett ,o'* kell.
A XXXI. ezikkben alulrél a 4. sorban ,integralis® helyett ,integrildis®.
Foliilrsl a 7. szovegsorhban a ,hogy® sz6 utdn kimaradt: ,mihelyt még
kisebbek, mér®
Alulrél az 5. szovegsorban .integralis® helyett .integrilds®, a 6. sziveg-
sorban pedig ,integrilis® helyett jintegralis® teendo.
Alulrél a 8. szévegsorban az joldalon® sz6 elé foliileti® jelzd tartozik.
Foliiled]l az 1. képletsorban a mdsodik &% jegy helyett T kell,
9 o,

. Alulrél az 1. képletsorban ”33;1“ helyett ”3773;&“'



Vector-tan.

I. A helyhataroz6 rendszer megvalasztisa.

Tengelyen mindig szabott irdnyd és hely( egyenest értsiink.

Kozonségesen derdékszogi tengely-rendszert haszndlunk helyhatd-
rozdsra; és pedig jobbra fordulot. Ha tehdt egy ordt dgy helyesiink
el, hogy a harmadik tengely a szémlapjira merdlegesen 4lljon és a szdm-
lapndl az draszerkezet belseje felé mutasson, akkor az éramutatok jdrdsi-
vyl egyezd értelemben kell forditanunk az els tengelyt a harmadik
koril, hogy egy derékszig leirdsa utan irdnya a misodik tengely
irdnydba essék.

Birmely tengely kordl ebben az értelemben torténd forvduldst
neveziink mindig positivas forduldsnak, mdér t. i. arra a tengelyve
vonatkozolag. Az ellenes értelemben valdt negativas forduldsnak nevez-
ziikk az illetd tengelyre nézve. Vildgos, howy amely fordulds egy ten-
gelyre nézve positivus, az ellenes irdnyi, de azonos helyi tengelyre
vonatkozilag negativus.

A positivus forduldssal szirmazd szogeket positivusoknak, a nega-
tivus forduldssal szdrmazdkat neg: m\u\ol\n.\l\ szdmitjuk.

Il. A vector alap-fogalma.

Vilasszunk a térben egy egyenes vonal-darabot. Igvik hatdr-
pontjit jeloljik A-val, a mésikat B-vel. Végtelen sok hosszisdgot tartal-
maz. Mindazt, amely kisebh az AB hosszisdgndl, & nmg’tt ar AD
hosszfiségot. Tovdibbi két irdnyt tartalmaz. Az A—DB irdnyt & a
B—A4 irfnyt.

Mid6n a hosszusigok kozdl csupén a teljes AB hosszisdgot, ¢z
a kétféle irfny kozil is csupdn az egyiket vessziik tekintetbe, vector-

nak nevezzikk az egvenes \'onaldambot. Ha az A—B irdnyt tulajdonitjuk
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neki, akkor hatdrpontjainak a betGivel AB alakban jeloljik, és 4
pontjét az elejének vagy kezdetének, B pontjdt a végének nevezaik.

Az AB vectort a B pont A ponti vectorfnak is nevezziik. Igy
példéil egy helyhatirozé rendszer origdjdbél egy poantba hizott vector
ennek a pontnak az origdi vectora. Ha valamely vector eleje egy I nevii
tengelyben van, s a vector merGleges erre a tengelyre, a vége pedig
C nev(i pontban van, akkor a vectort a C pont I tengelyl vectorfnak
is nevezziik.

A vectorok hosszlisfgfit és irfnydt illetSleg hasznos mennyiségi
vonatkozéisokat vesziink szémba és definiflunk, amelyek rendén a
vector mint mennyiségi miveletek térgya, mint menuyiség jelentkezik.
Ez 4ltal vélik teljessé a vector-fogalom definitiéja az elméleti physika
szolgfilatéban.

Il. A vectorok egyeniésége és hatarozéi.

A mér elSre bocséjtott alap-definitionak megfelelden :

ha két vector AB, CD, egyenl§ hosszi és egyezd irfinyd, akkor,
s csak akkor, egyenl6knek mondjuk azokat, s ezt rdviden a szokdisos
egyenl6ségi jellel irjuk :

AB=CD;

ha azonban két vector hosszlsfiga, vagy irdnya, vagy hosszlisfiga is,
irfnya is kiilonboz6, akkor, és csak akkor mondjuk kiilsnbéz6knek a
vectorokat.

Béirmely pontba helyezziik tehdt egy vector elejét, ha hossatsigdt
6s irdnyfit nmem vdltoztatjuk meg, a vector is viltozatlan marad. s
valahdnyszor egy vector hely-véltoztatdsir6l beszéliink, kiilonos kijelentés
hidnydban, mindig hosszlisgénak s irfnyfinak meghagyfisival értjik ast.

Mindebben egyez$ irfnyokon ugyanazon végtelen tdvoli pont felé
mutaté irdnyok értend6k, mint rendesen.

Ha egy vector elejét az origdba helyezziik, akkor vcgének a
helye teljesen meghatérozza a vectort, mert hosszit is, irfinydt is meg-
hatdrozza. Ekkor tehdt végének a coordinatdi teljesen meghatérozzik.
Ezeket a vector-hatdrozdkat a vector componenseinek nevezziik. Ha
g 7, £ a hrom componens, dgy ezekkel a (g, 7, §) alakban jelsljik
a vectort.

Bérhol legyen egy vector eleje, ha elejének a coordinatdit rendre
kivonjuk végének a coordinatdibdl, componeuseit nyerjik. Mert, ha
elejének a coordinatdi =, y, 2, Ggy végének a coordinatéi algebrailag
ezekkel az értékekkel nagyobbak, mint mikor eleje az origbban van.
Mid6n eleje az z, y, # pontban van, akkor végének a coordinatdit
7, y, 2 jelolvén: E=a'—u, stb.

Egy vector componenseit viszont teljesen meghatfrozza a vector;
mert eleje az origbba helyestetvén, a vége meghatdrozza a maga coor-
dinatdit.



Amely mennyiségek valami modon meghatérozzik a vector com-
ponenseit, azok nyilvinképen meghatérozzik a vectort.

Ilyetén vector-hatdrozok a vector hossza és az irdnydt hatdrozd
u. n. irdnycosinusai, vagyis azoknak a szogeknek a cosinusai, amelyek
alatt a vector irdnya rendre a coordinata-tengelyek irdnydba fordithatd.
Ha ugyanis » a veetor hossza és e, 3 v az irdny-cosinusai, akkor a
vector componensei :

S=ra, n=rB, C=r.

Oly hatdrozok ezek is, amelyeket viszont, a vector teljesen meghatiroz,
mert a compounensei teljesen meghatdrozzik azokat: az » hosszisig oly
derékszogi hasdh dtmérdinek a hosszisiga, amelynek az ¢leit a compo-~
nensek szolgdltatjik, tehdt

r= \ *_7‘2+C2'_

¢ ebbdl folydlag
%= é : V§2+YIS+C21 sth.,

abol a gyik-kifejezés mindig positivusnak szimitandd, mivel pusata
hossziisdigot jelent.

A hidrom irdnycosinus kifejezéséhél a hicom componens egy mddon
kikiiszobolhetd, minélfogva a hirom irdnycosinus egy szabott relatidnak
tesz eleget, &s pedig

a+fyi=1.

A

Ennek kovetkeztében a vector meghatfirozdsira a hossalisig mellett elég
két irdnycosinus és a harmadiknak az elGjele.

'lnbl)uvue a hdrom componenst vagy a hosszisdgot ¢és a hirom
1mny-co\must haszndljuk vector-hatdrozdsra. De azért legyen itt sz0 két
mis meghatirozdsi modrol is. Olyanokrdl, amelyekben mds jelentdsége
van az x, mis az y és més a z tengelynek. Egyik, mint forgisi ten-
gely, egy misik, mint olyan tengely szerepel, amelynek irdnyitdl a
forgfis-szogeket szémitjuk, & a harmadik nem szerepel.

Vilaszszuk a 2-tengelyt forgdsi tengely gyandnt és szdmitsuk az
z-tengely irdnydtol a forgds-szogeket. A vector elejét az origdba tévén,
a vector meghatorozdsira szolgélhatnak : a vector-vég z-tengely( vectord-
nak hossza p, e vector elforduldséinak a szoge e, és a vector harmadik
componense (. Ugyanis p és ¢ meghatfrozza a & és 7 componenseket :

= pCosE, = psine.
Ezt a meghatirozdsi mddot cylindricusnak nevezziik.
Ha a z-tengely és a vector kozti sziget a fontebbi szig-definitio
értelmében ¢ jeloli, akkor

S=recosh, p=7sinl,
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midltal egy negyedik meghatirozisi méd 4ll elé. Ebben 7, ¢, 0 a
hatéirozok :

E = rsinfcoss, n=rsinfsine, C=rcosh.
Az ¢ és g hatfirozok egyszeriien fejezik ki a hfirom irfinycosinust :
o.=sinfcose, [ =sin0sine, Y =cosh.

Hogy valamiféle adatok meghatirozzik a vectort, ez mindig azt
jelenti, hogy meghatérozzik a vector hosszdit és irdnydt. Kovetkezoleg
amely vectorok megfeleld hatfrozoi egyenlSk, azok a vectorok mindig
maguk is egyenldk. De az egyenl§ vectorok némely hatdrozéi nem
szitkségképen egyenldk, mint pld. a cylindricus rendszerben haszndlt
e szig, mert ezt még megszoritds ald kell vetni, hogy a vector teljesen
meghatirozza 6t. Ilyen megszoritds :

ﬂZE;——TE.

IV. Vectorok kiildmbsége.

Ha két vector elejét egy pontba helyezziik, akkor aszerint, amint
a két vector egyenld, vagy nem, végik Osszeesik, vagy nem ; viszont,
aszerint, amint a végik Osszeesik vagy nem, egyenlok vagy nem: egy
pontba helyezvén két vector elejét, az egyiknek a végéb6l a mdsiknak
a végébe nydld vectort a két vector killombségének nevezziik.

Ilyen kettd lehetséges: egyenld hossziak, de ellenkezs irdnyidak.
De a kivetkez6 megkillomboztetéssel élink: AB és AC vector kiilomb-
ségén az utdbbinak a végébdl az el6bbeninek a végébe nyildé  veetort
érjitk, vagyis a CB vectort.

A kozinséges kivondsi jegy segélyével képletezzik a kiilomhséget
a kovetkezG értelemben: AB és AC killombsége

AB—AC=C(B,

AC—AB=BC.

AC és AB killombsége

Azt a miveletet, a melylyel két vectorhoz azok egyik vagy misik
kiillombségét meghatérozzuk, kivondsnak nevezzikk és az A'B'—AB
killombségben az AB vectort kivonandénak, az A'B’ vectort kisebbi-
tendének mondjuk. Ehez képest: miutin a két vector elejét egy pontba
helyeztiik, a kivonandénak a végébdl a kisebbitendének a végébe huzott
vector a megfeleld kilombség, a killombségi vector.

Ugy, mint az algebrdban, egyenldk kiillomségérsl is beszélink.
Ezt, a kiilombség dltalinos fogalmdban, oly vectornak tekintjitk, amely-



nek az eleje és vége oOsszeesik. Zérus-vectornak nevezzitk és egyszertien
a 0 jegygyel jeloljik :
AB—AB=0.

Ha a kivonandd vector componenseit a kisebbitendd vector com-
porenseibdl rendre kivonjuk, a kiillombségi vector cemponenseit kapjuk.
Ugyanis, a kivonandé és a kisebbitends vector elejét zy, ¥,, 2, coordi-
natds pontba helyezvén, jeloljék most mér a kivonandd vector végének
a coordinatdit &', 3/, &, a kisebbitendd vector végének a coordinatdit
2", y”, £+ a componenseik rendre

'_ J 2 l_ r  — ~
E=a'—z,, N=y—y, =72,
§'=a"—x, NW'=y'—y, {'="—2;

a killombségi vector componensei pedig
E=a"—a', q=y'—y, C=s"—7.
A jobboldalok eldruljik, hogy
§=¢"—7%, n=n"—, =¢"—
(gu, 7)”, gn)_ (EI’ T", g’):(&"—E’, 7]”—7]’, Clr_gr)
Forditva, ha egy vector componensei &'—¢&, v"—", {"—C, akkor
ez a vector a (&7, 7", ") é& (8, v/, ) vector kiilombsége.
Egyeunleteinkbdl az is kitiinik, hogy a kisebbitends vectornak és
a kiillombségi vectornak a kiilombsége a kivonandd vector. Ha tehdt a
kisebhitendd vector és kiilombségi vector elejét egy pontba helyezziik,
az utébbi vector végéhdl az eldbbinek a végébe huzott vector a ki-
vonandd. Geometriai szemlélettel is konnyen folismerhetd.

V. Vectorok dsszege.

A kisebbitendd vectort a kivonandé vector ¢és a kilombségi vee-
tor Osszegének is nevezzitk. A kivonds geometriai képérsl kozbotlenil
leolvashatd, hogy, ha a killombség elejét a kivonandd végébe, vagy végét
a kivonandé elejébe helyezzitk, mindig a szabadon maradt kezdetbsl
a szabadon maradt végbe nyilé vector a kisebbitendd. Nem tekintve tehdt
a kivonds miveletét: egy vector elejét egy miésiknak a végébe
helyezvén, a szabad kezdethsl a szabad végbe nyild vectort nevezaiik
a két vector Osszegének. Vector-jegyekben a kozinséges oOssueaddsi jel
segélyével irjuk az Osszeget :

AB+BC=AC.

Azt a miveletet, a melylyel két vectorhoz azok Osszegét képez-
ziik, Osszeadfsnak s a két vectort dsszeadanddnak nevezzik.
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Az Gsszeg  componensei rendre az dsszeadanddk componenseinek
az Osszegei. Kz az dsszegre mint kisebbitenddve, az dsszeadanddkra
mint kivonandéra és kiillombségre nézve mér a kilambségi componens-
egyenletekbdl kitinik. De tényileg, ha az A & B és € pont coordi-
natdi g, ¥, 2, ¢ 2. Y 7 és a7, Ggy az AB &s B( es AC
vectorok wmponen\el g:z iz, sth., E=a"—a’, sth.,, Z'=a"—u,,
sth. kovetkezdleg E-+E=E", sth.:

(E'v 7]’) C’) + (Ev 7, C):(é"‘_Es 7]'+7)v :."H;)'

Hérom vector dsszegén két vector oOsszegének és a harmadik
vectornak az Osszegét értjik. Hogyha tehdt egy vector viégébe egy
mésiknak az elejét ¢és ennek a végébe egy barmadiknak az elejét
helyezzitk, gy a szabad kezdetbGl a szabad végbe nydld vector a
hérom vector dsszege. Ugyanis a difinitio szerint AB, B, U1 vectorok
Osszege ez :

(AB+BC)+CD = AC+CD =AD.
Rividebh irdsmdddal
AB+BC+CD =AD.

Négy vector ésszegén hirom  vector dsszeginek & a negyedik
vectornak az Gsszegdt értjitk. Hogyha tehdt egy vector vigehe egy
misiknak az elejét, ennek a végébe egy harmadiknak az elejét ¢és ennek
a végébe egy negy e«hknek az elejét helyesziik : akkor a szabad keadet-

bél a szabad vegbe nydls vector a négy vector oOsszege. Ugyanis a
definitio szerint AL, BC, CD, DI vectorok Osszege ex:

(AB+BC+CD)+DE=AD+DE=AE.
Rovidebb frdsmddban

AB+BC:CD:DE=AE.
stb. sth.
Birhdny vector dsszegének a componensei rendre egyenldk az egyes
vectorok componenseinek az Gsszegével és pedig fiiggetlentl a vectorok
sorrendjétsl. Bizonyitds : Tetszésre vilasztott sorrendben legyenck

(El: I'U Sl)) (E_: 712; :;2)) LI ] (En, 7}1!, ;n)

az Osszeadandd vectorok. A mdsodiknak az elejét helyezzilk az elsének
a végébe, a harmadiknak az elejét a mdsodiknak a végébe, sit. Ekkor
aztén vectoraink rendre legyenek A,A,, 4,4, .., 4,4, Haaz A,
pont coordindtdi .z, ¥, 2y, stb., akkor

AL

-

el

)

I B A |

AL

=y, Qe =gy, Gy n =yl
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sth. sth. Az dsszeg, vagyis o, componensei pedig €=, —uy, sth.
A jobb oldalok eldraljik, hogy

E=§+Et. . +5n,
N=MHVe+. . +7n,
::Cﬁ“:z‘l‘ .. +§n :

(E1r 1, C)H(Esy Moy C)F - - +En, Tin, So) = Egt o o+ En, ot - A0, Gt HG0)

A jobb-oldal fiiggetlen az Osszeadds sorrendjétsl, tehdt a bal-oldal is:
vectorok definidlt osszeaddsa commutativus miivelet; adott veetorokat
barmely rendben sorozzunk lénezba, ha a lincz elsS pontja mindig
ugyanaz a pont, utolsd pontja is mindig ugyanaz.

Forditva: ha egy vector componensei &+&+ ..+, sth., akkor
ez a veetor a (Zy, Ny, &)y Gay 7oy Go)y -+ (En, 7, Sa) veetorok dsszege.

VI. Vectorok tdbbszérdse.

Legyen u ki egy kozdnséges realis mennyiség, vagyis esak nagy-
shg G elgjel tartozzék hozzdja. Szoval, u. n. scalaris legyen.

Az AB vectornak & a kb scalarisnak a szorzatin, vagy mds
szoval az A B veetor k-szorosdn azt a vectort értjiik, amelynek a hossza
w AB vector hosszdnak és a & xealaris szimértékének a szorvozata, az
irdnya pedig, aszerint, amint a b positivas vagy negativus, egyez§ vagy
ellenkezi az ADB vector irdnydval.

A szorzat meghatdrozdsit szorzdsnak, az A B vectort szorzanddnak,
a & scalarist szorzénak nevezzilk. Képletileg a szorzdst is az algebrdban
szokdsos modon koveteljik ; fgy, ha AB &s k sworzata AB':

. AB=AB.Lk=AB"

Ha a szorzandd  vector hossza r, & irdnycosinusai 2, B, v, dgy
a definitio ¢értelmében a szorzati vector hossza |k|r & irdnycosinusai,
aszerint, amint a & positivus vagy negativus, «, 3,7y, vagy —«, —B, —-

A szorzat componensei a szorzandd vector componenseinek k-szorosai.
Legyenek ugyanis a szorzandé vector componensei &, 7, §. Akkor

tehdt a szorzati vector hossza

¥ =]k [r=y k&l 3+ (k02

Trinycosinusai pedig, ha & positivus,

o =a=E: B =kE 0 sth.



ha % negativus,
o =—oa=—F: VB4 =kE: 7, sth.
Kovetkezdleg a szorzat componensei

E=r'd =1IE, N =rp =k, C=ry'=I(
Ggy az egyik, mint a mdsik esetben. Mindkét esetben

(E’ 7, c)k:(kg) k"ly kC)

Forditva, hogyha egy vector componensei kg, kv, k{, akkor
ez a vector a (§, 7, §) vectornak és a k scalarisnak a szorzata.

Egy vectornak az (1 : k)-szorosét a vector k-ad részének is mondjuk.
Meghatdrozdsit a vector k-val valé osztdsfinak is nevezzitk s élink az
Osszes megfelel6 algebrai szolés- és irfs-modokkal. Igy AB vectornak,
mint osztandénak, és k scalarisnak, mint osztonak, a hényadosa

AB:]‘¢=;A7§=AB']1_..

Ezek szerint

N )
k KR k)
s a hdnyados vector hossza az osztandd vector hosszinak osztata az
oszth scalarisnak a szdmértékével, irdnya pedig aszerint, amint az osztd
positivus vagy negativus, egyez8 vagy ellenkez§ az osztandd vector
irfnydval.
Egy osszeg k-szorosa az egyes dsszeadanddk k-szorosfinak az Gsszege.
Mert, ha a (§ 7, ) vector a (&, 7y, &), (Es, 7, &), stb. vectorok
Osszege, ugy

(k E, k 7[: kg):(k El+k E.2+ ey kn1+L n2+ 29y L §1+k§i+ * )=
(k& kg, B C)+(k Btk mo+h Gy)+ .

Hasonlokép, egy dsszeg k-ad része az egyes Osszeadanddk k-ad részének
az Osszege, mert ez a szorzatos “egyenlGség akkor is helyes lesz, ha
abban % helyett 7 :7% fratik: vectornak scalarissal vald szorzfisa és
osztdisa distributivus mivelet.

VII. Vectorok szdge.

Két vectornak a szigén azt a homori sziget értjilk, amely alatt
egyik vector irnya a mésikéba fordithato.

Minthogy a vectorok meghatfirozzék ezt a sziget, kifejezhetG az
a vector-hatfirozékkal ; sGt, mivel mdr a két vector irnya meghaté-



rozza ezt a szoget, kifejezhetd az a veetorok irfiny-hatérozéival, milyenek
az irdny-cosinusok.

Jelolje 6 két vectornak a szogét. Az egyik vector elejét helyez-
ziik a mdsiknak a végébe, mint dsszeaddskor. Most AB és BC legyenek
a vectorok. AC azoknak az Osszege. Hosssztisfigukat rvendre jeloljék
1, 9, ¥. A héirom vector egy hdrom-szoget alkot, amelynek a B estics-
nél 1évé szige m—H0. Fszerint

r3=r 2402 —2r,7,cos(n—0)

De, ha a vectorok componensei rendre &, 7, §; és &, 7o, & 65 &, 7, §, dgy

r? =842 nt =6, rr=ECt

Beirvin ezeket az egyenletbe és tekintethe vévén, hogy cos©  0=— cos0,
meg, hogy E=E,+&,, stb. taldljuk:
ry73c088 =& &+ e+, Gy

Es, ha a két vector irfnycosinusai oy, By, v, illet6leg a, By, ¥, tgy
amiatt, hogy & =nr%,, & =172, stb.:

costh =005+, By +11 7

A vector-szog e cosinusos kifejezésének van a leggyakoribb alkalma-
zéisa. Nem ritkdn hasznos azonban egy sinusos kifejezése is. Vildgos, hogy

sin®0 = 1-— (o, 2,43, BaHr172)? -
Irjuk itt a jobb oldal els§ tagja helyett

(o 824702 (@ >+ *+12 ),
azutdn végezzitk el a kovetelt szorzdst és hatvdnyozdst. Az eredményen
azonnal folismerhetd, hogy

$in0 = (Byva—v1 ) (1 1% @iYe) o By —Pr.)? .
Mivel 0<r, igy a sinf mindig positivus.
Ha a két vector merdleges egymidsra, akkor H=m:2, tehit
o,y +3, B+ Y2 =0

Viszont, ha 4ll ez az egyenlet, akkor, a két vector merdleges
egymidsra, mert 0=m: 2. Szorozzuk meg az cgyenletet ry-cl. Azutdin
sgorozzuk még meg ry-vel is. Nyomban litjuk, hogy a merdlegesség
sziikséges és elégséges foltétele kiilon-kiilon a kovetkez6 két egyenlet is:

El?z +7[1 [32 +§1 Yo = (),
BBty +5, G =0.—
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Ha 6=m:2, akkor sin =1 &s viszont. KovetkezGleg nem kiilomben

suiikséges 6s elégséges foltétele a merdlegességnek ez az egyenlet :
(Brva—T11Ba) Hn 2 —072) oy By —Broe)?=1. —

Sokszor czélszer bizonyos parameteres alakokban hasznélni ezeket az

egyenleteket. Induljunk ki ebbél:

& &M +5, 85 =0.

Ha egy vector tényleg létezik, gy legaldbb egy componense nem zérus.
Legyen, hogy §, nem zérus. Akkor kétségtelentil meghatdrozhatok dgy
az [ és m scalarisok, hogy

& =m&, — ny, Ty =& —IG,

legyen, bérmi értéki scalaris az n. De behelyettezvén ezeket az egyen-
letbe, azt taldljuk, hogy, mivel a §; nem zérus,

G =0 —mE;.

Vildgos, hogy nem kiillomben kévetkeznek ily Kkifejezések abban a
bizonyosségban, hogy 7;, vagy, hogy & nem zérus, és a hérom para-
méter kozdl az egyik mindig tetszoleges. Ez a hirom kifejesés is sziik-
séges 6s elégséges foltétele a merGlegességnek ; szitkséges foltétele, mert
szitkségképen kovetkeztek abbol az egyenlethdl, amelybdl kiindiltunk ;
elégséges foltétele, mert viszont belslik az az egyenlet kovetkesik. A
megfeleld alakokhoz jutunk az irfiny-cosinusok szdméra, ha ezeket az
alakokat r,-vel elosztjuk. Irvén pedig

r—‘l:a, r—‘m:b, '—'-n:c,
7y 7y s
az irfnycosinusok parameteres vonatkozdsai a foltételezett merdleges-
séghben ezek :

oy =by,—cfy, Bo=co;—ay,, Yo =3 —bo,.
Ha a két vector egyezS irfnyd, akkor cos =1, tehdt
%o+t =1.

Viszont, ha 41l ez az egyenlet, akkor a két vector egyezd irdnyd,
mert akkor cosO=1, tehdt 0=0. Tényileg, ha ennek az egyenletnek
a jobb-oldala helyett az

0ty 24, 2471 4oy 243 2472
kifejezés felét irjuk, azonnal léthatjuk, hogy
(@ _af)a HB1—Pe)*Hy1—Y2)?=0 tehdt @, =0y, B = 11 =T
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VIIl. Vectorok tengelye.

Egy vector kezdd pontjdn a vectorra meréleges tengelys a vector
tengelyének nevezzitk. Ha a vector irdnycosinusai o, ', ¥" Ggy vala-
mennyi tengelyének az irfinycosinusai bent foglaltatnak a kovetkezs
alakokban :

a=by'—cf, B=ca'—ay/, y=af" b,

mint az épen elébb nyert kifejezések tanusitjik ; mert a vector bérmely
tengelyéhez tartoznak olyan a, b, ¢ értékek, hogy «, B, v a tengely
irfnycosinusai.

Két vector tengelyérdl is beszéliink. Elejitkket egy pontba helyezvén,
kozos tengelyeiket nevezziik igy. Ha sem nem egyezG, sem nem ellenkezs
a vectorok irfinya, akkor csak egy tengelyvonaluk, azaz csak két
tengelyiik van, amelyek egym4s ellentétesei. De a kiovetkez6 megkiillom-
bostetéssel élimk: ADB és AC vector tengelyén azt értjiik, amely kordl
az AC vector irfnya positivus forduldssal jut az AB vector irdnyfba
a két vector szoge alatt; AC és ADB vector tengelyén az ellentétes ten-
gelyt ¢értjiik. Ugyanebben az értelemben beszélink két irdnynak a
tengelyérél.

Vildgos, hogy a tengely-irnyt meghatdrozza a két vector irdnya,
tehdt meghatdrozzék a két vector iriny-cosinusai. Az AC és ADB vector
tengelyének az irdnycosinusai legyenek a, B, v, az AC & AB vector
irfinycosinusai pedig a,, By, Yo, illetSleg @, B, 7;- Az «, §, v cosinusok
ezyenletei ezek :

aoy +3B, +77: =0,
ady+3By+yya =0,
at+fyi=1.
A két elsobal

a:Bry=F1ra—118) : (n%—aYe) : (@ Bi—PBi%),
tehdt létezik olyan sealaris, A, hogy
a=(Bye—"1Be) 1 A

@=(Y:“s—“n’s) : A,
Y= (o, Bs—Pys) : A

Most mdr a hitra 1évG egyenlethol

A2 = (Byya—aBe) H(Y1% — 2y Ye) (o Ba- —Br%)?,

tehdt, ha a két vector szoge 0, Ggy a A divisor szdmértéke sind.
ElGjelének a megdllapitisa végett czélszer@ egy mésik helyhatdrozd
rendszerhez is folyamoduni, Az origéja legyen az A pontban ¢és a ten-
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gelyei cleve egyirfnytak legyenek a régi tengelyekkel. Ekkor az ij
rendszerben ugyanazok az Osszes irfiny-cosinusok, mint a régiben, kivet-
kezGleg a A is ugyanaz, nemcsak szdmértékre, de eldjelre nézve is.
Azonban forgassuk el az @) tengelyrendszert az A4 pont kérdl dgy,
hogy az 6 z tengelyének az irfnya a vectorok tengelyének az irfnyaba
essék, y tengelyének az irfinya pedig az AC vector irdnyfba essék.
Most az Gj rendszerben =0, =0, y=1, ¢,=0, B3=1, 7,=0, & az
AB vector irdnya szitkségképen hegyes szoget képez az x  tengely
irfinydval. Tovébbd, mivel a forditis alatt az irfiny-cosinusok mind
folytonosan véltoztak, a ¢ sz0g pedig véltozatlan maradt, igy az A divi-
sor elGjele szitkségképen véltozatlan maradt, nem csaphatott &t egyszer
sem egyik féleségh6l a mésikba. De a v irfiny-cosinus egyenletéhol
folydlag az @j rendszerben, ennek @j helyzetében

_.al

TR

Minthogy az AB vector irfnya az Gj 2 tengely irdnydval jelenleg
hegyes sziget képez, igy az a«, positivus, tehdt A is positivus, A=sing.
Szitkségképen ugyanaz lévén a A, a mi eredetileg volt, az eredeti rend-
szerben is positivus elGjellel illeti meg a sin® érték: a (&, 75, Gy) és
(&, 7y, &) vector tengélyének az irdny-cosinusait

1 =(ax.1—}31.0) tA

Biva— Y1 Bs = Y1%:—0% Y3 :"_‘1133“@1“2

a= - e
sy

sing sing
kitejezések hatdrozzik meg, a melyekben 0 a két vector suige.
Ha merdleges egymdsra a két vector, Ggy
a=Fra—B B=Tia—ts, T=0B—P .

Az AB é AC vector tengelyének az irdny-cosinusai nyil-
vénképen

Barn—Tebs Tea—oar: %Bi—Py

sing siny sing
- Glewesek P
és, ha merélegesek egymdsra, gy

Bavi—"2B1r Yooi—aayy, %afi—Bey.

IX. Vectorok értékei

Egy vector hosszinak az értékét a vector nagvsiginak vagy
absolutus értékének is nevezzitk; s ebben az értelemben beszéliink
kisebb és nagyobb vectorokrdl.

Egy vector értéke alatt, igy pusztin, minden jelz6 nélkil mondya,
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a vector nagysfiginak és irfnydnak egyiittesét értjiik. Ehhez képest
egyenl§ vectorok egyenld értékiek, nem egyenls vectorok killombozs
értékiek.

Az absolutus vector érték fogalmét, mint specialist, tartalmazza
egy igen hasznos relativus érték-fogalom, a mely a vectornak egy ten-
gelyhez, vagy dltaldnosabban egy irdnyhoz bizonyos mddon megszabott
viszonydt jellemzi. — Legyen adva egy tengely I. AB vector elejének
a merdleges vetiilete ezen az I tengelyen legyen A’, végének a mers-
leges vetiilete B'. Az A'B’ vector irinya vagy egyez, vagy ellenkezd
az I tengely irfnyfdval. A szerint, a mint egyezs, vagy ellenkezs, az
A'B’ vector nagysdgdt positivus, vagy negativus elGjellel az AB vector
I tengelyen szimitott, vagy I tengelyre tartozd értékének nevezziik.

Jelolje . Ha az ADB vector nagységa »r, és ha e vector irdnya,
meg a tengely irfnya @& szoget képez, gy

t=1cos®,

akfr egyezik, akdr ellenkezik az A'B’ vetiileti vector irinya az I ten-
gely irfnydval. Abban a kiilonds esetben, hogy az I tengely irdnya
maginak az AD vectornak az irdnydval egyezik, ®@=0, tehdt t=r,
vagyis ebben a kiilénis esetben a vectornak az I tengelyen szfimitott
értéke Osszeesik az G absolutus értékdével.

Ha a vector irdny-cossinusai o, f3, v ; akkor a coordinata-tenge-
lyckre tartozd értékei rendre rz, rfﬁ, ry, azaz a componensei. Izért,
hirmely tengelyre tartozd értékét e tengelyre tartozd componensének
is nevezziik.

Legyenek az [ tengely irdiny-cosinusai I, m, n. Akkor

cos@ = ol + fm-yn,

tehdt a vector I tengelyen sziimitott értéke, [ tengelyre tartozd com-
{ -~ D, { + Befiol
ponense
e=r.(al+Bmtyn).

Nem kiilonben, ha & 7, T a vectornak a coordinata-tengelyekre tar-
tozd componensei :

v=El+ym+Cn.

Vildgos, hogy a vectorok egyezs irfnyd tengelyeken szdmitott
értékei egyenldk. :

A természet-tanban az Gsszes alapvetd fogalmak mennyiségi tar-
talmdt vagy egy scalaris, vagy egy szdmérték és egy irdny tolti ki.
Magitdl szembeitlik, hogy az utobbi esetben a fogalom mennyiségi
foglalata vectorral dbrdzolbatd. Csakhogy a vector-képben a hosszusdg
szdmértéke helyett esetenkint mds ¢és mds hatfrozminy szimértéke
gondolandd, mint pld. egy pont ,sehességének®, »gvorsuldsinak“, a
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Jszogsebességnek, szoggyorsuldsnak®, az ,erdnek®, a ,forgatd hatds-
nak¥, az ,elektromos-¢ & a ,migneses momentumnak“, a ,tomeg-
dramlésnak®, az ,elektromos-diramldsnak“ stb. fogalmdban. Mégis a
nvector“ nevet dltalinosabban mindazokra a fogalmakra alkalmazzuk,
amelyek mennyiségi alkotd részét egy szdmérték és egy irdny képesi.
Ebben az dltaldnosabb értelemben gnudolva a ,vector* szot: amelyek
egyenld mennyiségi tartalom mellett is kilonboznek, azokat killombozs
dimensigjiaknak vagy jellegiicknek mondjuk és mennyiségi hatdrozoikat
rendszerint foltiinden kalombozs betii-j -Jegy ckkel jeloljik, milyenek pld
nnnt componensek jelvényei, & 7. C; f, 9, b5 u, v, w; X, Y
"G, H; U, V, W; stb. Kilombozs jellegit vectorok lmturommak

megkﬁl(hnb(}ztetésére alsé indexek haszndlatihoz nem szoktunk folymnodni y
alst indexekkel kozonségesen csak egy jellegit vectorok hatdrozoit kialém-
biztetjiitk meg. A mennyiben kiilombizs jellegii vectorok hatdrozdit is
indexekkel akarjuk megkiilomboztetni, rendszerint fels6 indexeket hasznd-
lunk, pld. ha (:, ut Q) egy pont u. n. elmozdulisa, u. n schességének
a jelolésére (€, 7, §) w. n. gyorsuldsdnak a jelolésére (E, %, Q) alakot
vezetiink be sth.

X. Vector-hatarozok atszamitasa.

Egy coordinata rendszerben egy vector meghatirozdsira szolgdld
componensek legyenek &, 7, §. Egy mds coordinata rendszerben ngyan-
azt. a vectort &, 7/, T hatdrozzik meg, mint compononsek. Nem egye-
bek ezek, mint a vectornak a coordinata-tengelyeken szdmitott Cértékei.
Amazok az els6, emezek a mdsodik rendszer tengelyein szdmitott
vector-értékek. Ha tehdt az els6 rendszerben a mdsodik rendszer ten-
gelyeinek az irfny-cosinusai rendre o;,B,,7; 65 25,00,7a & ag,85,75, Ggy

C=oEHPming
71 =0, E+H{3,7 75,
=a, B3, 74758

A miésodik rendszerben az els§ rendszer tengelveinek az irdnycosinusai
rendre o, ay, o0y &8 By, B, 5 &8 71, Yo, Ys, tehit egyszersmind

E=o E+ayn+a, T,
7= B, E+[5,1‘ +L‘53g_, .
S=1E ey +1sE

Tényileg, ha a hirom els§ egyenletet sorban a,, o, o cosinusokkal
szorozva Osszeadjuk, azutin llﬂ'V{lll.I/O]\dt az egyenleteket sorban [,. By, By
cosinusokkal szorozva adjuk Ossze, azutéin nrvma/ok.tt w egyenleteket
sorban 7, Te, Ys cosinusokkal szorozva 1dJuk Ossze, a mésodik egyenlet-
csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek a szorzok egy-egy irdnynak
az irfinycosinusai a mésodik rendszerben :
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o, ey ey =1,
BB +fs2 =1,
Y12+~ 22+-\{32: 1’

¢ amiatt, hogy hirom egymidsra merSleges irinynak az irdnycosinusai,

BitatBaretBars =0,
Y19, HY %ty =0,
o Yyt Beta By =0,

Nem kiilsmben, ha a mésodik hdrom egyeuletet sorban ey, 8, v; cosinusok-
kal szorozva adjuk ossze, azutin ugyanazokat az oy, s, 7, cosinusokkal
srorozva adjuk ossze, azutdn ugyanazokat ag, B3, ys cosinusokkal szorozva
osszeadjuk, az els6  egyenlet-csoportot kapjuk, mert amiatt, hogy ezek
a szorzok egy-egy irdnynak az irfinycosinusai az elsd rendszerben:

%2 +B, 240 =1,
witft =1,
oy 2352y =1,

¢és amiatt, hogy hdérom egymdsra merleges irinynak az irinycosinusai,

o0 +HPafs a1 =0,
o0y +35 B +ys71 =0,
a0l +31 Bat 71 Y. =0.

Az elsé rendszerben szémitott (€, 7, §) vector és a misodikban
sedmitott (£, o, T) vector nagysiga egyenld, mert a kettd ugyanaz a
veetor. Tényileg, ha a

§-3+-,‘2 i ?;-3

kifejezésben a misodik  egyenlet-csoportbdl a jobb  oldalakat  irjuk,
vagy, ha a

§'2+‘I"'3+§'3

kifejezéshen az els§ egyenlet-ccoportbol a jobb oldalokat frjuk, dgy az
irinycosinusok relatiéi alapjdn azonmal folismerhetjiik, hogy a két ki-
fejezés egyenld.

A veetornak a két rendszerbe tartozé irdnycosinusai azonban
ltaldban mind kiilombizok és esak akkor egyenlék mind, mikor a két
rendszer megfeleld tengelyei egyezd irdnytak. Ez az irdnycosinusok
fogalma alapjin kozbotlentl beldthatd. Még pedig, ha a vector irdny-
cosinusai az elsd rendszeren o, 3, v, a misodikban o, B, 7, akkor

o =a o 3,3 Hy,Y, sth.

a=o,ataf3 1oy’ sth.
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Készen kertilnek el§ ezek az egyenletek a componens-egyenletekbdl a
a vector nagysfigival végzett osztds dltal, vagy az el6bbi czikkben
cos & szémdra jegyzett kifejezésbl az I, m, n irdnycosinusok megfelels
helyettesitése dltal.

Forditva, ha egy vector componensei az elsé rendszerben E, 7, G,
a mésodikban &), 7,, &, s, ha

&=, E+Bmt1,C, stb,,

akkor a két vector egyenls, mert

= 4 s
Eo=gv 7)0:71) t.o:S
Ha egy vector irdinycosinusai az els6 rendszerben «, 3,, v, a misodikban
%, Bos Yo Gs, ha
oy =0 B, B+, Y, sth.,
akkor a két vector irfinya egyezik, mert
’ ’ ’
&= Bo=F" Yo=7-

Miutdn egy vector componenseit &t tudjuk szdmitani egy mdsik
coordinata-rendszerbe, konnyt szerrel megformuldzhatjuk egy pont
coordinatdinak az dtszdmitdsdt is. Egy pont coordinatdi a pont origoi
vectordnak a componensei. Jelolje az els6 rendszer orighjit O, a mdso-
dik rendszerét O, a pontot P. A pont két origoi vectora OP és O P
a kovetkezd viszonyban vannak: az O'P vector az OP vectornak &s
az 00" vectornak a kiilombsége :

O'P=0P—00".

A P pont coordinatdi az els rendszerben legyenek z, y, 2. Akkor
2, Y, 2 az OP vector componensei az els§ rendszerben, tehdt zo, +yf3,+27,
stb. a mdsodikban. Az () pont coordinditdi az elsG rendszerben legye-
nek @, b, e. Akkor a, b, ¢ az OO vector componensei az els§ rend-
szerben, tehdt ao, +-b3,+cy; a mésodikban. A P pont coordinatdi a méso-
dik rendszerben legyenck a', y" 2. Ezek az ()P vector componensei a
mésodik rendszerben. Igy

(@, ¥, &)= (xoy+yB,+2y, , -, )—(ao,+bB,+exy , -y )

Minthogy ez egyenletben mindhdrom vector componensei ugyanabba a
rendszerbe tartoznak, t. i. a mdsodikba, ennélfogva

= (@ —a)o, +(y —b)By+(z—c)71,
Y= (x—a)ay +(y-—D)By +(2—C)1q,
& =(r—a)oy+y—Db)3s+(z—c)ys.

Legyen még folemlitve, hogy, ismervén azt az dsszefiiggést, amely
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két derékszog vector irdnycosinusai és bérmelyik tengelyiik irduy-
cosinusai  kozt létezik, ismerjik azt az Osszefiiggést is, amely hdrom,
egymdsra merdleges tengely irdnycosinusai kozt létezik; vgy, hogy
egyenesen folirhatjuk azokat a relatitkat, amelyek egy coordinata-rend-
szer hirom tengelyének egy mésik rendszerbe tartozd irdnycosinusai
kizt fendllanak. Ha ' vector egyez§ irdnyd az O rendszer misodik
tengelyével, & O'C vector egyezd irfnyd az ()" rendszer harmadik
tengelyével, akkor az O rendszer elsé tengelye az O'C & O'D vector
tengelye, foltévén t. i., hogy ez is jobbra fordulé vendszer, tehdit

o =PaYs—Yaollsr Bri=Ta%—%Ys Y1 =%Ys— Yo%
Hasonld médon taldlhatjuk, hogy

e ay I« R s D oy — e e
% =PgY1—YsP1y  Pe=Ts%— %1 (2'—“391—'133“1-
S - RS ay 1@ [ - A
a=Pte— TP Pa=T1%—%Ys  Ta=oBa—P1%-

Xl. Vectorok valtozasa.

Mindig a ma dltalénosan szokott értelemben fogom azt mondani
egy scalarisrél, hogy mds scalarisokkal folytonosan véltozik, avagy hogy
folytonos fiiggvényiik, t. i. a Cavcnvtdl, illetleg Borzaxotdl definidlt
értelemben. Ha tehdt f sealarisrdl azt mondom, hogy u, v, . . scala-
risokkal ezek g, vy, . . értékénél folytonosan véltozik, dllitdsomat gy
értem, hogy elGszor mihelyt w—aw, v-—uv,, . . szdmértéke bizonyos posi-
tivus szdmndl kisebb, mér f (w. v, . .) teljesen meghatdrozott értékkel
bir; misodszor pedig bérmi kis positivus szdmot jelentsen X, létezik
akkora positivus szdm, v, hogy mihelyt w—iu,, v—u,, . . szimdértékre
kisebbek, mint v, mir a

foe, v, o) —fty, o, - )

kiildmbség szdmértéke kisebb, mint A.

De nem ritkdn elsforddl, hogy egy fiiggvénynek bizonyos fol-
tételekhez kotott folytonossigdt kell csak szem el6tt tartanunk. Ennek
a definitioja abban kiilombazik az eldbbitdl, hogy bizonyos egyenlGtlenségi
vagy egyenlGségi relatiok kielégitését koveteli az w, v, . . viltozoktol.

A physikdban killonds jelentSséggel bir az id6tsl és helytsl vald
fiigeés. Az idStartamot attdl az idGpouttél kezdve szoktuk szdmitani,
amelytl kezdve valamely termdészeti folyamatot vizsgdlat tdrgydvi
tesziink. Ha ett6l az id6ponttdl egy tetszés szerinti késdbbi iddpontig ¢
mekkorasdgtt id6 mult el, ugy az id6t6l vald tiggést a ¢ mennyiségtdl
valo figgés képezi. Egy vagy tobb pont coordinatditdl vald fliggés
teszi a helyt6l vald figgést.

A zérus-vector fogalma lehetGvé teszi, hogy bdrmely physikai
targvaldshan  minden idépont szdmdra ugyanannyi vectort vegyiink
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tekintethe, még pedig olyképen, hogy jelleg szerint is minden idGpont-
ban ugyanannyi vectorunk legyen.

E mellett czélszer gy osztdlyozni a vectorokat, hogy egyjellegt
vectorok, amelyek mindegyike mds iddpontba tartozik, s amelyek kozil
minden idépontra jut egy, egy osztdlyt alkossanak. Ibben az osztilyo-
zésban mindig oly mddon jirhatunk el, hogy az egy osztilyt alkotd
vectorok componensei héirom scalarisnak a folytonos  viltoztatdsdval,
még pedig iddrend szerint legyenek elGillithatok. Mindig mér elGzete-
sen foltehetjitkk ennek az elodllitdsnak a lehetdségét, mert toltevésiink
soha semmiféle tapasztaldssal dssze nem ftkiozik, sit igen hasznos elmé-
leti hypothesist foglal magdban.

Legtoljebl litszdlag  ellenkezik a tapasztalissal. Ez a ldtszolagos
ellenkezés mindig annak tulajdonithatd, hogy egyes igen rivid idd-
tartamokban ardnylag igen nagy mértékben kell megviltoztatni a
scalarisokat, legs dabb egyet, hogy a jellemzett eldillitis megvaldsilhasson.

P‘.’lte\'l‘blllll\ jogos & ezélszerd lévén, red timaszkodva, egysze
smind individualis vectorok képzetét alkotjuk : az egy osztilyba sorozott
vectorok sokasiigit egyetlen vector fogalmiha foglaljuk, az idével folyto-
nosan viltozd vector fogalmdba, amelynek a componenseit t.i. hérom,
az iddvel folytonosan Altozd sealaris k(-peyi.

Ha egy ilyen vector mmpnnen\el { idGpontban — vagyis a ¢

idGtartam végén — & %, { gy a nagysiga chhen az idéponthan
\C3+‘I[ g

tehit ez is folytonosan viltozik az iddvel. Ha az irdny-cosinusai, o, 5,7
¢ nagysiga 7 a f idGpontban, Ggy
-

s gt — Any —
ra=E, =1, ry=C.

A mig tehit a nagysiga nagyobb, mint barmi kis hatdrozott positivas
mennyiséyg, az irdnycosinusai is folytonosan viltoznak az idével, midskép
mondva, az irdnya is folytonosan viltozik az idével. De amely ido-
pontban a vector nagysfiga eltimik, ¢ igy & %, T zérussd vdlnak, abban
az iddpontban az irdnycosinusok folytonossig-szakaddst  szenvedhetnek,
a vector irdnya mésha csaphat at, mint amibe a vectornak az eltiinése
el6tt convergdlt.

Miutén, az id6bheli folytonossig alapjin osztilyozvin a vectorokat,
a vector-egyén fogalmét megull\ottul\ most ezeket a vector-egyéneket o~/t.1-
Iyozzuk. Osztélyozésuk egy szitkséges modjit jelleg szerint vald kiilom-
hinésiik s/nlwu]t.tt](\ De midén e«ne]le"u vectoregyének végtelen nagy
szdmmal forddlnak elG, akkor szitkséges ezek .m.t]\tu us (l\lt.Ll\'()Ld\:l is.

Ez az osztdlyozds mindig hely szerint alora vezethets vissza 6s
szintén  folytonossdgi  hypothesisre  tdmaszkodik, t. i. a helylyel jird
folytonossdg  hypothesicére. Mindig foltehetjitk, hogy egyjellegi vector-
egyének egy osztilydhoz jutunk, ha hirom scalarist az idének & egy,
gy tobb hely coordinatdinak bizonyos folytonos flggvinyéve teszik
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azzal a rendeléssel, hogy ezek a helyek egyes vonalak, foliiletek, tér-részek
egy-egy “tetszés szevinti pontja lehessenek, mid6n aztén a scalarisoknak
a vonalok, foliletek, térrészek kiilomboz6 pontjaihoz tartozé értékei
szolgfiltatjdk egy osstdly széméra a vector-egyének componenseit, s ily-
képen az osztdlyozds teljesen kimerithet6.

Ez a foltevés ép oly fontos elméleti hypothesist képez, mint az
el6bbeni. A tapasztalds el6tt mutatkozé kivételek ebben is ldtszélagosak-
nak tekinthet6k. De ennek a kovetésében mér csak kiilsé forma szerint
egyénitiink, amennyiben a hely szerint egy osztilyba sorozott vector-
egyénekrdl esetleg tdgy beszéliink, mint egyetlen vectorrdl, amely az
id6vel és a helylyel vagy helyekkel folytonosan véltozik, ezek folytonos
fiiggvénye, amivel azonban nem akarjuk azt mondani, hogy egy idGben
létez8 vectorokat egynek tekintiink, s csupdn analyticus szempontbol
beszéliink igy, hogy a vectorok egyideji sokasfgénak hely szerint gondolt
folytonossdgdt egyszerdbb kiils¢ forméban térgyalhassuk. Pld. ebben az
értelemben itt hasonlé médon kovetkezik, mint az elébb az idGvel vald
viltozéskor, hogy a helylyel vagy helyekkel folytonosan véltozd vector
nagysfiga is folytonosan véltozik, s a mig a nagysfga zéruson folil
van, irdnya is folytonosan véltozik a helylyel vagy helyekkel.

Physikai fogalmak, amelyek mennyiségileg scalarisok, szintén kove-
tik az id§ és hely szerint vald folytonossig elvét.

Physikai fogalmak mennyiségi tartalmét képezs egyjellegi vectorok-
nak, valamint scalarisoknak ez a kétféle analyticus osztélyozfisa egyiitt
véve, vagyis a folytonossig elvén id6 és egy vagy tobb hely szerint
vald osztdlyozéisuk mindig teljes analyticus oOsszefoglaldst és szétvilasztést
képezhet, t. i. Gsszefoglaldst az egyes folytonossfigi osztélyokba és szét-
vildst az egyes folytonossfigi osztdlyok szerint.

Azonban alakra nézve tényileg nem mindig kézbitlen az. Nem ritkén
el6fordil, hogy physikai fogalmak mennyiségi tartalmét képez§ vectorok,
vagy scalarisok, illetSleg az el6bbiek componensei, kozbotlendl Ggy tekin-
tend6k, mint més scalarisoknak, mds vectorok componenseinek a fiigg-
vényei, vagy ezeknek és az id6nek és egy vagy tobb helynek a
figgvényei, s anynyiban tekinthet6k mégis csupin az id6 és egy,
vagy tobb hely figgvényének, amennyiben ezek az utdbbi scaldrisok
és vectorok az id6 és egy vagy tobb hely fiiggvényei. Egy vector
componenseit6l vagy bérmely hatéroz6itol valé figgést roviden a vector-
tol valé figgésnek mondjuk. Ebben az értelemben scalarisok, vectorok,
amelyekt6l mésok fiiggenek, szintén figghetnek scalarisoktdl, vectorok-
tol, amelyek az id§ és egy vagy tobb hely figgvényei sit. A fiiggések
lefelé kovetése mindig az id6re és egy vagy tobb helyre szoritkozd
fliggésig juttat.

Legyen folemlitve itt, hogy ezt a sz6t: értéktartomény, ugyan-
abban az értelemben haszndljuk a vectorokra vonatkoz6lag, mint a
scalarisokra vonatkozdlag.

Végre: egv vectornak egy értikbsl egy mésikba véltozdsdén nem-
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csak a véltozés tényét értjiikk, hanem igy nevezzitk a vector @j értéké-
nek és el6bbi értékének a kiillombségét is. Hogy mikor értjiik a viltozds
tényét, mikor ezt a kiilomséget, dllitdsaink forméjdbol mindig kittnik.
Mennyiségi értelemben egy vectornak AB értékb6l AC értékbe vilto-
zhsa BC vector; (§ n, C) értékbsl (€, o, ) értékbe véltozdsa (£'—E,

—, §- ©) vector: ha AB vector megvéltozisa BP, akkor @j értéke
AP, ha (§ 7, 0) vector megvéltozéisa (&, 7y, §), akkor @ értéke
(E+E&, M+, §+G). Megfelel6 mennyiségi értelmet tulajdonitunk egy
scalaris megvéltozdsdnak.

XIll. Végtelen kis valtozok.

A physikdban nagyon megkdnnyiti a térgyalfsokat a végtelen
kicsinyek fogalma. Voltaképen két killomboz6 fogalom ez: a végtelen kis
viltozok és a végtelen kis részek fogalma. Ezittal az elsdnek oly
dltaldnos meghatdrozdsdt fogjuk ldtni, amely a physikdban szoros szitkség-
letet szolgdl. A mésikrél a geometriai integralisok tandban leszen sz6.

Legvenek ebben az identitdsban :

I=dig
I', ¢, ¢ scalarisok vagy vectorok az u, v, . . scalaris viltozok fiiggvényei
¢s folytonosak az wu, v, .. véltozdk zérus értéke mellett

Tegyiik fol, hogy mihelyt u, v, .. szmértéke kisebb, mint p,
mér ¢ érték-tartomdnya igen kiesi ¢ érték-tartoménydhoz képest. Akkor
I’ érték-tartomfnyénak a nagysfiga ardnylag igen kicsit kiilombdazik
¢-ének a nagysfgitol. Azonban a két érték-tartomény maga éltaliban nem
igen kicsit killombozik egymdstdl, teljesen egyméson kiviil is fekhetnek,
és ha van kozds részikk, ez dltaldban épen nem megfelelGen kozos. De
ha ¢ nagysfgdinak fels6 szdmhatéra igen kicsiny, akkor a két érték-
tartomény nem csak nagysdgra, hanem tartalomra nézve is igen kicsit
kilémbozik.

Tegyitk f61 mér most, hogy bdrmi kis szémérték legyen v, léte-
zik akkora szémérték, p, hogy mihelyt u, v, .. f6lsd szdmhatéra kisebb
mint p, mér ¢ nagysfiginak f6ls6 szémhatdra kisebb, mint v és a ¢
értéktartomény kisebb, mint a ¢ értéktartomdnynak a v-szérose.

Gyakran beoszthatd egy I figgvény oly mddon egy, vagy tibb-
féle képen két, O és ¢, résure, hogy ez a féltétel teljesiil, és ha mennyi-
ségi vonatkozéisokban — egyenletekben, egyenl6tlenségekben — az I¥
fiiggvény helyett az egyik vagy mésik ¢ fiiggvényt hasznéljuk, Ggy
e foltételbsl folyodlag u, v, . . fels8 szmhatira megszabhatd oly kicsinyre,
hogy azok a vonatkozdsok, valamint a bel6lik vonandé kovetkeztetések
egbszen tetszésre meghatdrozott kicsinél kisebb mértékben térnek el
az I’ figgvényhez tartozéktol.

Ilyenkor rendszerint czélszert is valami okbél ez a helyettesités.
Pld. analysisbeli nehézségek elker(lésére szolgdl, termékeny fnltnrr isok-



hoz segit el. Vagy az I fiiggvényt nem is ismerjiik é nem tudjuk
meghatdrozni, ellenben megftelels ¢-téle hatdralakjat valami médon
fol tudjuk ismerni: Kz esetekben tényileg haszndlatba veszsuiik.

De egyszersmind az u, v, . . . viltozoknak esakis arra a rendeltetésre
tulajdonftunk f6lsd  szmhatirt, hogy az dsszes elGforduld mennyiségi
vonatkoziisokat bérmi tetszésre megszabhaté kiesimynél kisebh eltéréssel
elégitsék ki, Ebben a kikdtéshen mér végtelen kicsinyeknek nevezziik
az u, v, . .. viltozokat.

Ha a végtelen kis vdltozok mds véltozok megviltozdsai, akkor
differentialéknak, az illetd viltozok differentialéinak nevezzikk azokat.
Definitidjukbol folyélag a differentialis szémitds szabdlyai ald esnek.

Ha egy veetor componensei végtelen kis véltozok, akkor a vector
nagysiga is végtelen kis véltozd, s a vectort végtelen kis vectornak mondjuk.

Az a vector, a melynek a componensei egy mds vector eompo-
nenseinek a differentialéi, ennek a vectornak a megvéltozdsa, tehit e
vector végtelen kis megviltozdsinak, vagy differentialéjdnak nevezziik.

A végtelen kis® jelzd helyett egyszerliség kedveért kozinségesen
az ,elemi“ jelzGt haszndljuk a leirt értelemben.

Mellesleg tegyiik ast az észrevételt, hogy midon az I o, ¢ fiige-
vények vectorok és nagysiig tekintetében hatdrfoltételimknek eleget tesz-
nek, esupdn e végbl nem szikségképen vald, hogy mindhdrom componen-
sitk eleget tegyen hatdrfoltételiinknek, és pedig egy vagy két componensiik
az értékcartomdnyok terjedelmi viszonyit illetéleg ellent is mondhat annak.

Legyenek ugyanis az F, ¢, ¢ vectorok componensei rendre

‘11 -E_’,t 3
"l)l’ 4’2' "!)3’
P P2 Ps-

Minthogy
r=dt+o
ennél fogva
1 =4+,
Ly=d,+9,

F={, 4.

Ha meg is engedjiik, hogy ez identitasokban egy vagy két g-compo-
nens csak a folsd szémhatdrra nézve teljesiti hatdr-foltételiinket, azért
a vectorok nagysdg tekintetéhen mégix egészen teljesithetik. A vectorok

identitasaban, t. 1.

(Fyy Fyy Fy)=(d1, Yoy $3)1 (91, 93, P5)

a jobb oldal mdsodik tagja nemesak nagysdginak fols6 szdmhatdrdval
felel meg hatirtiltételiinknek, de azzal a szdmardnynyal is megfelelhet
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neki, amelyben absolutus értéktartoménydnak a terjedelme van az els§
tagénak a terjedelméhez. Mert még akkor is, midén két g-componens
ellenkezik hatdr-foltételiinkkel értéktartomény tekintetében, a g-vector
nagysfgdnak, t. i. a

Vorttyti gy
fiuggvénynek és a ¢ vector nagysigdnak, t. i. a

Vb e 1,
figgvénynek az értéktartomdnya kielégitheti azt terjedelmének a hénya-
doséival a harmadik componens révén.
Legyen még folemlitve, hogy az F és ¢ fiiggvény rendszerint
a kovetkez6 alaki viszonyban van egymdshoz :

F=F(uuv,v,...),
p=F(u, 0, v, 0,...).

XIll. Vectorok elemi megvaltozasa.

1. Ha egy vector componensei &, 7, G, és ezek elemi megvéltozésa
dg, dn, df, Ggy a vector elemi megviltozéisa

d(§, 1, Y =(dg, d, df).

Jelolje @, B, y a vector irfinycosinusait, r a vector nagysdgit.
Akkor

E=ra, 7=1rp, C=ry.

Ha tehdt a vector elemi megvéltozdsiban a vector nagysiginak
az elemi megvéltozdsa dr és irfnycosinusainak az elemi megviltozéisa
de, df, dy, gy

dE=adr+rde,
AG=Rdr+rdp,
dG=ydr +rdy.

Eszerint a vector elemi megvéltozdsa ennek a két elemi vector-
nak az Osszege :
(eedr, {Sdrf, ydr),
(rdec, rdf3, rdy),

amelyek elseje a vector nagysfginak, mésika a vector nrdnydnak a
megviltozdsibol ered: az els6 fiiggetlen a vector irdnyvaltozdsitol, a
misik fliggetlen a vector nagysfigviltozdsitol és ha csak a vector nagysdga
viltozik meg, akkor csak az elsG létezik, ha csak a vector irdnya vélto-
zik meg, akkor csak a misodik létezik. Az elsGt a vector elemi nive-






