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Fizikus szemmel a szimmetriáról 
(II. rész) 

Belső  (rejtett)  szimmetriák 

A mikrovilág három szintjén olyan szimmetriákkal is találkoztak, amelyek nem 
magyarázhatók téridő jellegű szerkezeti vagy dinamikai sajátosságokkal. E szim-
metriákra még nem tudunk megnyugtató magyarázatot adni, létezesüket tudomá-
sul vesszük és figyelmünket egyrészt a leírást szolgáló matematikai eszköz 
megkeresésére, másrészt a szimmetriák következményeinek a felmérésére  össz-
pontosítjuk. 

Elsőként két általános (minden szinten jelentkező) belső szimmetriát ismerte-
tünk. Az egyik a Pauli-féle felcserélési  szimmetria. Állítjuk, hogy egy mikrorendszer 
azonos alkotóelemei, például a többelektronos atom elektronjai között nem lehet 
különbséget tenni, tehát e részecskék felcserélése szimmetria művelet. E szim-
metria alapján a részecskéket két nagy csoportba sorolták, a teljesen eltérően 
viselkedő fermionok és bozonok csaladjába. Az eltérő viselkedést egy belső 
sajátossággal, a részecskék saját perdületével hozták kapcsolatba. A saját per-
dület - a spin - nagyságát az s spinkvantumszám, egy kitüntetett irányra vett 
vetületét az ms kvantumszám határozza meg (adott s érték esetében az ms 
kvantumszám a -s és +s közötti egységnyi ugrásokkal nyert 2s+1 érték egyikét 
veszi fel). A fermionok feles (1/2, 3/2, ...), a bozonok egész (0, 1, 2,...) spinkvan-
tumszámmal rendelkeznek. 

Egy másik belső szimmetriára a relativisztikus kvantummechanika hívta fel a 
figyelmet. Kiderült, hogy az elektron Dirac-egyenlete (1927) egy olyan C-vel jelzett 
műveletet is megenged, amely két ikerrészecske (az elektron és pozitron) között 
létesít kapcsolatot. Szokásos szóhasználattal élve állítjuk, hogy a más részecske-
párok esetében is használható C-művelet részecskét antirészecskével cserél fel 
és fordítva. A Dirac-elmélet nagy sikerének számított, hogy az elektronnak az 
elmélet által megjósolt antirészecskéjét 1932-ben felfedezték.  A C-művelet más 
tekintetben is hasznosnak bizonyult. C-szimmetria esetében C-paritás értelmez-
hető és e mennyiséggel kapcsolatban megmaradási elv fogalmazható meg. A 
C-szimmetria esetében egy atom - például a hidrogénatom - és az antiatom -
esetünkben a pozitronból és antiprotonból anti-hidrogénatom - törvényei meg-
egyeznek. 

Az atommagfizika tovább bővítette a belső szimmetriák sorát. Az atommagok 
építőköveit (a protonokat és neutronokat) erős kötelékek kapcsolják egymáshoz. 
Felismerték, hogy a magrészecskék (a két "nukleon") az "erős" kölcsönhatás 
szempontjából azonosan viselkedik, tehát felcserélésük - az erős kölcsönhatások 
körében - szimmetria művelet. Ennek az SU(2)-veI  szimbolizált szimmetriának a 
leírására egy háromdimenziós absztrakt teret használunk, amely az izotér nevet 
kapta. A nukleoncsaládhoz a t= 1/2izospin-kvantumszámot  rendelték, a családta-
gokat az 1/2, -1/2 értékeket felvevő f3 izospinvetület-kvantumszám segítségével 
különböztetjük meg. A nukleonok erős kapcsolódását a bozonok családjába 
tartozó (s=  1) pi-mezonok (pionok) cseréjével magyarázzuk. A három pion (π+, π°, 

π-) egy a t=1  kvantumszámmal jellemzett családot alkot. 
Az SU/(2>szimmetria szegényesnek bizonyult, amikor az ötvenes években 

Ismerd meg! 



felfedezett  nagyszámú erős kölcsönhatásra alkalmas részecskét (hadront) igye-
keztek családokba sorolni. A nehézségeken úgy tudtak segíteni, hogy a t  es (3 
kvantumszámok megtartásával (a f-re 1/2-nél nagyobb egész és félegész értéke-
ket is megengedve) egy új Y-nal jelölt, hipertöltésnek nevezett kvantumszámot 
vezettek be. Az új SU/(3) szimmetria alapján 1, 3, 8, 10, ... tagú részecskecsalá-
dokatjelöltek ki (M. Gell-Mann, Y. Ne'eman, 1961). Az SU(3)  szimmetria az egy 
családhoz tartozó részecskék felcserélhetőségét jelentette. Az ismert hadronokat 
valóban 1, 8,10 tagú családokba tudták gyűjteni. A családokban fenntartott  egyes 
helyek üresen maradtak és az SU/(3) szimmetria nagy sikerének számított, hogy 
a szimmetria által megkövetelt hiányzó részecskéket sikerült életre kelteni. De 
még jelentősebbnek bizonyult az, hogy 3-tagú családot nem találtak. Ezért a 
3-tagú családot feltételezett hadron építőkőből - kvarkból - alakították ki. A C-szim-
metria alapján az (u,  d, s) kvarkcsaládnak megfelelő (u,  d, s) antikvark családot is 
elfogadták (M. Gell-Mann, G. Zweig, 1964). 

Később az SU/(3)szimmetria három vonatkozásban is bővítésre szorult. A 
kvarkválaszték (a "kvarkízek") bővülése SU(4),  SU(5),  SU(6)  szimmetriát igényelt 
(ma 6, az u, d, s, c, b, t  betűkkel jelölt kvarkizről beszélünk). A kvarkok spinkvan-
tumszámára az 1/2 értéket fogadjuk el, azért minden egyes kvark esetében két 
spinállapotról beszélhetünk (melyeket az ms kvantumszam két lehetséges értéke 
alapján különböztetünk meg). A spinállapotok figyelembevétele az SU(n)  szimmet-
riának az SU(2n)  szimmetriával való helyettesítesét kívánja. A kísérleti adatok arra 
utalnak, hogy minden egyes kvark (és antikvark) három változatban létezhet. 
Ennek okát nem ismerjük, kvantitatív jellemző sem áll rendelkezésünkre a válto-
zatok megkülönböztetesére, ezért megegyezés alapján a kvarkok esetében három 
színről beszélünk (például piros, zöld es kék színről). Tehát a kvarkok elméletében 
a színnel kapcsolatos SU/(3)-szimmetriát is elfogadjuk. A szín-szimmetriát is 
tisztelő kvarkelmélet a kvantumkromodinamika nevet kapta. 

A kvarkszerkezet alapján a hadronok három családba sorolhatók: a qqq, illetve 
qqq összetételű részecskéket barionoknak, illetve antibarionoknak, a qq össze-

tételűeket mezonoknak nevezzük (q,  illetve q egy kvarkot, illetve egy antikvarkot 
jelöl). A "színes" kvarkok kölcsönhatását egy 8-tagú színekre érzékeny gluon 
család biztosítja (a gluonok 1-es spinkvantumszámmal rendelkeznek és zérus 
nyugalmi tömegűek). 

Mind a makroszkopikus, mind a mikroszkopikus elméletekben sikerrel haszno-
sítottak olyan segédmennyiségeket, amelyek a kísérletek számára nem hozzáfér-
hetők, de segítségükkel mérhető mennyiségek szerkeszthetők. Amennyiben a 
segédmennyiségek módosíthatók anélkül, hogy e módosítás a mérhető mennyi-
ségeket befolyásolná, a régi segédmennyiségeknek az újakkal történő helyettesí-
tése szimmetria műveletnek tekinthető. E mértéktranszformációnak  nevezett 
műveletet elsőként az elektrodinamikában alkalmazták: a segédmennyiségként 
használt négyespotenciált egy függvény felhasználásával módosították (az elekt-
romos térerősség, mágneses indukció vektorok és más mérhető mennyiségek e 
módosításra érzéketlenek maradtak). E transzformációt,  amely az elektromos 
töltés megmaradását biztosítja U(1)-gyei  szimbolizáljuk és lokális (helyi) mérték-
transzformációnak  nevezzük, mivel a transzformációval  a négyespotenciált a 
téridő különböző pontjaiban különböző mértékben módosítjuk. 

A kvantumelméletben az állapotot jelző mennyiségek (például a hullámfüggvé-
nyek) azok a segédmennyiségek, amelyek esetében a fázis megváltoztatása 
vezet megmaradó mennyiségekhez. Amennyiben a hullámfüggvény fázisát a 
téridő különböző pontjaiban ugyanazzal az értekkel módosítjuk (e transzformációt 
globális mértéktranszformációnak  nevezzük), ugyancsak az elektromos töltés 
megmaradását biztosítjuk. Valahányszor az összes barionokra, illetve antibario-
nokra egyidőben alkalmazott globális fázismódosítás szimmetria művelet, a bari-
onszám megmaradási elvehez jutunk. A barionok barionszáma +1, az 
antibarionoké -1 (más részecskékre zérus értékű). A barionszám fogalmát és a 
megfelelő megmaradási elvet E. Wigner vezette be 1949-ben. 



Egzakt, sértett és feltételezett szimmetriák 

A modern fizika eredményei arra utalnak, hogy a szimmetriavizsgálatok során 
nem feledkezhetünk meg a szimmetria-aszimmetria kapcsolatról sem. A szimmet-
ria és aszimmetria két szélső esetet képvisel, a legtöbb esetben a szimmetria és 
aszimmetria keveredik. Századunk közepéig az általános érvényű, ún. egzakt 
szimmetriák körébe sorolták a folytonos tér- es időeltolással, a térbeli elforgatás-
sal, a P-, C-, T-műveletekkel kapcsolatos szimmetriákat, a Lorentz-szimmetriát, a 
Pauli-szimmetriát, valamint az elektromágneses mező és a kvantumelmélet (hul-
lámfüggvénnyel kapcsolatos) mértékszimmetriáját. A Lorentz-szimmetriát eddig 
csak a gravitáció modern elméletében kérdőjelezték meg. Az SU(2),  SU(3)  és a 
bővített szimmetriákat már kezdettől csak az erős kölcsönhatások körében érvé-
nyes korlátolt érvényű szimmetriáknak tekintették. 

Az 1956-os év fordulópontot jelentett a szimmetria kutatások történetében. 
Kiderült, hogy léteznek olyan folyamatok, amelyek sértik az addig egzaktnak tartott 
P-szimmetrát. A K-mezonok (kaonok) egyes pionos bomlási folyamataival kapcso-
latban azt találták, hogy nem paritásőrzők (a paritásmérleg elkészítésekor a 
kaonok és pionok -1 értékű belső - tehát nem mozgásból származó - paritásával 
kell számolnunk). Egy évvel később a 60-as tömegszámú kobalt atommag bom-
lásának vizsgálata során azt találták, hogy e folyamat tükörkép-folyamata nem 
létezik. Az első esetben a P-szimmetriasertést a hipertöltés változásával (egy az 
erős kölcsönhatásra érvényes megmaradási elv megsértésével), a második eset-
ben az aszimmetria okát az egyik bomlástermékíaz elektron-antineutrínó) aszim-
metrikus viselkedésében talafták meg. (A Co -mag bomlástermékei között a 
visszamaradó 60-as tömegszámú nikkelatommagon kívül egy elektron és az azt 
kísérő elektron-antineutrínót találjuk.) Az elektron-neutrínó fve) csak "balcsavar", 
az elektron-antineutrínó (Ve) csak "jobbcsavar" állapotban létezik. Tértükrözéskor 
a jobb- és balcsavar állapotok felcserélődnek és ez gyakorlatilag azt jelenti, hogy 
sem a v e , sem a v e részecskének nincs P-tükörképe. (A jobbcsavar állapotban a 
spin és sebesség irányítása egybeesik, a balcsavar állapotban a spin és sebesség 
ellentétes irányítású.) 

Több P-szimmetriát sértő folyamat elemzése alapján arra a következtetésre 
jutottak, hogy a szimmetriasértés olyan folyamatoknak a sajátja, amelyek során a 
gyenge kölcsönhatás fontos szerepet játszik. A P-szimmetriasértés felismerése a 
gyenge kölcsönhatások vizsgálatára, e kölcsönhatás jellegzetes részecskéinek a 
keresésére ösztönözte a kutatókat. Az új részecskecsalád keresésében a lepton-
szám 1953-ban megfogalmazott megmaradási elve is segédkezett (Gy. Marx, 
Ja.B. Zeldovics, E.J. Konopinski, H.M. Mahmoud). E megmaradási elvet az ún. 
leptoncsalád valamennyi tagja esetében egyidejűleg végrehajtható globális mér-
téktranszformációval  szemben mutatott érzéketlenséggel magyarázzuk. 

1953-ban három leptonról (elektronról, negatív töltésű müonról és neutrínóról) 
beszéltek. 1956 óta állítjuk biztosan, hogy a neutrínónak van antirészecskéje, így 
a pozitront, a pozitív töltésű müont és az antineutrínót joggal sorolták az antilep-
tonok körébe, a leptonoknak és az antileptonoknak L=+1 és L=-1 leptonszámot 
tulajdonítva. Később (1962-ben) kiderült, hogy az elektron-neutrínó különbözik a 
müon-neutrínótól és 1964-től azt is állíthatjuk, hogy létezik müon-antineutrínó. 
1977 óta a Ieptonqk családja a tau-leptonnal, az antileptonok családja a tau-anti-
Ieptonnal bővült. Állítjuk a tau-neutrínó és a tau-antineutrínó létezését is. A ma 
ismert 6 leptont az (Ve , e -), νμ, μ-), (νT, τ-) kéttagú csoportokba osztjuk, és ugyanezt 
tesszük az antileptonok esetében. Azt is állítjuk, hogy e csoportokkal kapcsolatban 
elektron-, müon-, tau-leptonszámot kell használni, es minden egyes laptonszámra 
külön megmaradási elvet fogalmazunk meg. A (3x2)-es felbontás a kvarkok 
esetében is hasznosnak bizonyult, a 6 kvarkot gyakran az (u,  d), (c,  s), (t,  b) kettős 
csoportokba soroljuk. 

A leptonok bemutatása után térjünk vissza a szimmetriasértések kérdéséhez. 



Az SU(3)-szimmetria  még az erős kölcsönhatások körében is közelítő jellegű 
(például egy családon belül elég nagy tömegkülönbségek jelentkeznek). E szim-
metria azonban már komolyabban sérül az elektromágneses folyamatok és a 
gyenge kölcsönhatások esetében. Az erős kölcsönhatások körében a t,  ti,  Y 
kvantumszámokkal kapcsolatban három megmaradási elvet fogalmazunk meg. 
Az elektromágneses kölcsönhatások esetében már csak az eredő £3, Y értékek 
változatlanok, míg a gyenge kölcsönhatások esetében mindhárom megmaradási 
elv sértett. 

Miután a P-tükrözés a gyenge kölcsönhatásokkal kapcsolatban szimmetriasér-
téshez vezetett, egy ideig a P- és C-műveletek összekapcsolásával nyert CP-mű-
veletet helyezték az egzakt szimmetriaműveletek sorába. A CP-szimmetria 
valóban egy ideig egzaktnak bizonyult (például a neutrínóval kapcsolatban általá-
nos értelemben vett szimmetriáról beszelhetünk, mivel a CP-művelet a v e részecs-
két a lé tező v e részecskével cseréli fel). A semleges kaonok pionos 
bomlásfolyamataival kapcsolatban azonban 1964-ben egy igen gyenge, de létező 
CP-szimmetriasértést mutattak ki, ezért a tükrözési szimmetriák köréből ma csak 
a CPT-szimmetriát tartjuk egzaktnak. A CPT-szimmetriaáltalánosításánaktekint-
hető a "keresztezési" szimmetria. Ekkor a CPT-műveletet nem a vizsgált folyamat 
egészére, hanem a folyamatban résztvevő egyetlen részecskére alkalmazzuk 
(szimmetriáról természetesen akkor beszélünk, amikor e művelet alkalmazásakor 
létező - megvalósítható - folyamathoz jutunk). 

A fentiekben olyan eseteket ismertettünk, amikor egyes egzaktnak tartott 
szimmetriákról kiderült, hogy korlátozott érvényűek, sértettek. A modern fizika arra 
is példát szolgáltatott, hogy erősen aszimmetrikus állapotokból kiindulva szimmet-
riák létezésére következtethetünk. E tekintetben a legjobb példát a kölcsönhatások 
elmélete szolgáltatta. 

A ma ismert kölcsönhatásokat a növekvő erősség szerint sorrendbe állítva 
gravitációs, gyenge, elektromágneses és erős kölcsönhatásról beszélünk. Egy 
egységes kölcsönhatáselmélet kidolgozása a fizikusok fő törekvései közé tarto-
zott. Az első ilyen irányú próbálkozás Einstein nevéhez fűződik, aki a gravitációs 
és elektromágneses kölcsönhatások egységes elméletének kidolgozásán fárado-
zott. A próbálkozás nehézségei azonban arra kényszerítették a kutatókat, hogy a 
kérdés megoldását későbbre halasszák. A kölcsönhatások kvantumelmélete kí-
nált e tekintetben egy lehetséges kivezető utat. 

Több tény is utalt arra, hogy a kérdés megoldására jó lehetőségeket nyújt a 
kvantumelmélet. Egyrészt a kölcsönhatások mechanizmusára egy egységes mo-
dellt szolgáltatott: az elektromágneses, gyenge és erős kölcsönhatásokat közve-
títő részecskék segítségével írjuk le. Másrészt a közvetítő részecskék egyező 
spinkvantumszáma (s=1)  egy olyan szimmetria keresésére ösztönzött, amelynek 
alapján a közvetítő részecskék egy családba sorolhatók. 

A laboratóriumi vizsgálatok az ismert kölcsönhatások erősségét nagyon elté-
rőnek találták, így nyilvánvaló volt, hogy a kölcsönhatások szimmetriáinak keresé-
sekor egy erősen sértett szimmetriából kell kiindulni. Az erős szimmetriasértés 
ellenére a szimmetriakeresés eredménnyel kecsegtetett, mivel kiderült, hogy a 
kölcsönhatási folyamatok esetében befektetett energia növelésekor az elektro-
mágneses és gyenge kölcsönhatások erőssége közeledik egymáshoz (az elekt-
romágnesesé csökken, a gyengéé nő). A kísérleti adatok alapján arra lehetett 
következtetni, hogy a 100 Ge (100 milliárd elektronvolt) körüli energiatartomány-
ban a két kölcsönhatás egyenlő erősségűvé válik, tehát a kölcsönhatás erőssége 
szempontjából szimmetria alakul ki. Erre a szimmetriára alapozott az A. Salam es 
S. Weinberg által kidolgozott egységelmélet, az elektrogyenge kölcsönhatás 
elmélete, amely egy csaladba gyűjtötte az elektromágneses kölcsönhatás közve-
títő részecskéjét - a fotont - és a gyenge kölcsönhatások feltételezett közvetítő 
részecskéit - a három közbenső bozont - (1967-72). A közbenső bozonok (W\ 
W-) felfedezése  (1983) az elmélet nagy sikerének számított. Az U(1)xSUw{2)-vel 
szimbolizált szimmetria leírására a mertéktranszformáció  szolgál. 

A mértékszimmetria az egy családba sorolt négy részecske egyikének sem 



biztosít nyugalmi tömeget. Mivel a foton és a közbenső bozonok nyugalmi tömege 
nagyban különbözik egymástól, a szimmetriát el kellett rontani. Ezt egy feltétele-
zett mező segítségével valósították meg. A Higgs-mezőről van szó, amelynek 
kvantumai az s=0 spinkvantumszámmal rendelkező Higgs-bozonok. Az elmélet 
szépséghibájának tekinthető, hogy Higgs-bozonokat meg nem találtak. 

Az első siker arra buzdította a fizikusokat, hogy a nagy egyesítést is megvaló-
sítsák (az elektromágneses és gyenge kölcsönhatások esetében megvalósított 
egységbe az erős kölcsönhatást is igyekeztek bevenni). A nagy egyesítés (a 
"GUT'-elmélet) egy családba gyűjtene a fotont, a közbenső bozonokat és a 
gluonokat. Még távol vagyunk attól, hogy egy elfogadható elméletről beszélhes-
sünk, de már az eddigi eredmények is utalnak a vállalkozás nehézségeire és 
merészségére. Az elképzelhetetlenül nagy energiákon (10 1 0 GeV körül) jelentkező 
U(1)xSUw(2)xSUc(3) szimmetriáért nagy árat kell fizetni, Ie kellene mondani a 
barionszám és a leptonszám megmaradását kimondó elvek egzaktságáról (a 
proton instabilitásával kapcsolatos kísérletek még nem jogosítanak fel e lépés 
megtételére). A kvark-lepton válaszfal megszűnése, egy, a kvark-lepton átmenet-
hez szükséges "leptokvark" létezését igényelné, a szamunkra hozzáférhető sze-
rény energiatartományban azonban egy ilyen részecskének a kimutatása 
lehetetlennek mutatkozik. 

Az utóbbi két évtizedben kísérleteket tettek egy, a gravitációt is egységbe 
foglaló elmélet kidolgozására. Úgy tűnik, hogy szuperszimmetriáért is nagy arat 
kell fizetni, mivel a szimmetria leírasakor egy olyan műveletet kell használni gmely 
a spinkvantumszám 1/2-el történő változását eredményezné. Tehát egy 10 GeV 
körül megvalósuló szimmetriáért átjárhatóvá kell tenni a Pauli-elv által a fermionok 
és bozonok közé emelt eddig áthatolhatatlannak vélt válaszfalat. Az új szimmetria 
már régebben feltételezett graviton mellé (s=2)  a 3/2-es spinkvantumszámmal 
rendelkező "gravitinót" is a gravitációs kölcsönhatást közvetítő részecskék közé 
sorolja. 

Azt mondhatnánk, hogy mindezek a próbálkozások kísérletileg ellenőrizhetet-
len elméleti spekulációk. Amellett, hogy a lehetőségek felmérése a fejlődés 
elengedhetetlen feltétele, e próbálkozások egy másik szempontból is fontosak: a 
szimmetria érvényességi tartományának kijelölésével egy olyan támponthoz ju-
tunk, amelynek alapján a mi körülményeink között tapasztalt szimmetriasértésre 
következtetéseket tudunk levonni. 

De a szimmetria kutatásoknak más jelentősége is van. Ma még nem rendelke-
zünk egy az erős és gravitációs kölcsönhatásokra vonatkozó átfogó kvantumel-
mélettel (egyelőre csak kísérletek folynak ilyen irányban). Amikor uj szimmetriák 
lehetőségére utalunk, egyben egy új, születőben lévő elmélet körvonalait keres-
sük. Próbára tesszük a 10-, 11- es többdimenziós absztrakt tereket, azt is meg-
vizsgáljuk, hogy hogyan lehetne a részecskék pontmodelljét egy pontosabb ("húr" 
vagy "szuperhúr") modellel helyettesíteni. De érdekesnek tűnik a hipertöltésre 
érzekeny ötödik kölcsönhatástípus, és a mikrovilág negyedik szintjének a keresé-
se is. 

Annak ellenére, hogy a szimmetria kutatások századunkban a mikrovilág felé 
irányultak, a makroszkopikus szinten is fontos eredmények születtek. E tény 
szemléltetésére adjunk néhány példát. 

A környezetétől elzárt nemegyensúlyi állapotban lévő egyatomos gázban az 
egyensúly felé tartó folyamatok mennek végbe, miközben a gáz entrópiája (ren-
dezetlensége) folyamatosan növekszik. A maximális entrópiájú egyensúlyi álla-
potban a gáz ket szempontból is maximális szimmetriát mutat: az atomok 
egyenletes térbeli eloszlása (a homogénitás) és a kitüntetett sebességirányok 
hianya (az izotrópia) a Iegszimmetrikusabb lehetőségeket képviselik. 

A nemegyensúlyi folyamatok termodinamikájában gyakran használjuk a Curie-
elvet, mely szerint az ok-okozati kapcsolatok esetében az ok szimmetriaelemeinek 
a száma nem haladja meg az okozatra vonatkozó elemek számát. 

Egyes fázisátalakulások esetében a test szimmetriája nagymértékben módo-
sul. Például a rombos kénnek monoklin kénné történő átalakulásakor kris-



tályszimmetria-változás következik be, a paramágneses anyagnak ferromágneses 
tulajdonságú anyaggá történő átalakulásakor, a gömbszimmetrikus állapotból a 
hengerszimmetrikus állapotba történő átmenet valósul meg. 

Az elektromágneses jelenségek Maxwell-féle elméletében az elektromos és 
mágneses mezőkomponensekkel kapcsolatban aszimmetria jelentkezik. Dirac 
1931 -ben arra a következtetésre jutott, hogy az aszimmetria szimmetriává változ-
tatható, ha létezik az elektromos töltésnek megfelelő mágneses töltés. A mágne-
ses "monopólus" keresése, tehát egy feltételezett szimmetria létezésének a 
kimutatása napjaink fizikájának egyik fontos problémája. 

Wigner Jenő, századunk szimmetriakutatóinak egyik vezéregyénisége a 
Csoprtelméleti  módszer  a kvantummechanikában  című könyvének (Akadémiai 
Kiadó, Budapest, 1979) előszavában írja, hogy "... születése idején a csoportel-
mélet fizikai alkalmazása nagyon népszerűtlen volt. Vezető fizikusok "csoport-
vész"-ről beszéltek (Gruppenpest)...". A fejlődés Wigner Jenőt igazolta, a 
csoportok, a szimmetriák "veszt" terjesztő művelőit ma a fizikustársadalom tisztelt, 
megbecsült és nélkülözhetetlen polgárai között tartjuk számon. 

A sorozat első részében megismerkedhettünk a számítógépes grafika alapfo-
galmaival valamint a legelterjedtebb grafikai  eszközökkel. A következőkben a 
grafikus kommunikáció ember Á gép oldalával, vagyis a számítógépes rajzok, 
ábrák és képek előállításával fogunk foglalkozni. Mivel a legszéleskörűbben 
elterjedt grafikus megjelenítő eszköz a képernyő, a leírottak legnagyobb része erre 
fog vonatkozni, majd a cikksorozat vége felé kitérünk néhány speciális, más 
grafikuseszközökre  vonatkozó kérdésre is. 

A továbbiakban tehát feltételezzük, hogy gépünk rendelkezik egy képernyős 
kijelzővel. Nagyobb gyakorisága miatt feltételezzük azt is, hogy ez egy raszter 
kijelző, vagyis a rajzokat, ábrákat, képeket pontokból állítja össze. 

Egy számítógép grafikai  teljesítőképességének egyik legfontosabb jellemzője 
a képernyőfelbontás, ami megadja, hogy a képernyőn hány sorban és hány 
oszlopban lehet képpontokat megjeleníteni. A felbontás számítógéptípusonként, 
sőt egyes számítógéptípusokon belül is változik, ezért a bemutatott algoritmusok-
ban feltételezzük két előre értelmezett állandó - XMAX és YMAX - létezését, 
amelyek az adott helyzetben használható maximális oszlop illetve sor számát 
értelmezik. Annak ellenére, hogy ez sem szabványosított úgy tekintjük, hogy az 
origó, vagyis a ,0 koordinátájú pont a képernyő bal alsó sarkában van. 

Mint már említettük rajzainkat a képernyőn megjelenített pontokból fogjuk 
összeállítani. A számítógéptől illetve a kijelzőberendezéstől függően a pontok két 
(fehér és fekete) vagy több színben jeleníthetők meg. A képernyőt minden pilla-
natban egy háttérszín jellemzi. Egy üres képernyőn mind az XMAX x YMAX pont 
a háttérszínben van megjelenítve. A rajzokat a háttérszíntől eltérő színnel lehet 
előállítani. Egy ugyanolyan, mint mikor egy fehér papírra fekete vagy más fehértől 
eltérő színnel, egy táblara pedig fehér vagy más, feketétől eltérő színnel írunk és 
rajzolunk. Figyelembe véve, hogy a fehér és a fekete szín bármilyen képernyős 
kijelzőn megjeleníthető (esetenkent a fehér szerepét a zöld vagy a sárga tölti be), 
a következőkben csak ennek a két színnek a megjelenítését vesszük lehetséges-
nek. Ezzel a konvencióval a képzeletbeli képernyőnket két szín: a háttérszín és a 
tintaszín (vagy rajzolószín) jellemzi. 

A képernyő bármely pontjával a következő műveleteket végezhetjük el: 
1. a pont kiírása, vagyis a tintaszínben való megjelenítése, 

dr. Gábos Zoltán 
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2. a pont törlése, vagyis a háttérszínben való megjelenítése, 
3. a pont állapotának, vagyis színének lekérdezése. 
Ez utóbbi műveletnek a kapcsán el kell mondjunk néhány szót arról, hogy 

miként tartja számon a számítógép a képernyő tartalmát. 
Minden képernyős kijelző tartalmaz egy saját tárat (memóriát), amit képer-

nyőtárnak nevezünk. A képernyő minden pontjának megfelel a képernyőtár egy 
rögzített hosszúságú része, amely az illető pont színének kódját tartalmazza. Az, 
hogy mekkora kell legyen egy ilyen elemi tárterület hossza, az egyidejűleg meg-
jeleníthető színek számától függ. Amennyiben csak két szín hasznalhato, az egyes 
pontoknak megfelelő tárterület csak egy bináris számból (digit) kell álljon. A kijelző 
működésének minden pillanatában a képernyőtár tartalmazza a képernyő tartal-
mának a leírását. A tulajdonképpeni kijelzés úgy történik, hogy a kijelző elektroni-
kája nagy frekvenciával ismételten végigolvassa a képernyőtárat, és minden 
pontot a tár pillanatnyi tartalmától függően jelenít meg. Egy ilyen végigolvasási és 
megjelenítési ciklust képernyőfrissítesnek  nevezünk. 

A fentiek alapján könnyen rá lehet jöbbi, hogy a képernyő tartalmának a 
megváltoztatásához elegendő a képernyőtár tartalmának a megváltoztatása, 
amely a frissítés következtében szinte azonnal tükröződik a képen. 

Mivel a képernyőtár a számítógép központi tárához hasonlóan működik, és a 
legtöbb esetben a programból közvetlen címzés útján elérhető, a pontokhoz 
tartozó tárterületek ugyanúgy írhatók illetve olvashatók, mint a központi tár bármely 
része. Mint már említettük, a képernyőtárba történő beírással a képernyő tartalmát 
módosítjuk, míg az egyes tárelemek tartalmának a leolvasása lehetővé teszi a 
képernyőn található rajzok, ábrák vagy képek programból történő elemzését. 

Ha figyelembe vesszük az eddig elmondottakat, a képernyő kezelésére ele-
gendő két művelet: egy meghatározott színű pont kiírása és egy adott pont 
színének a lekérdezése. Ez azért igaz, mert egy pont törlése nem más, mint a 
háttérszínben történő megjelenítése. Ennek ellenére a könnyebb kezelhetőség 
érdekében feltételezzük, hogy hipotetikus számítógépünk három grafikus alapmű-
veletet bocsát rendelkezésünkre: pontkiírás, ponttörlés és pontlekérdezes. A 
következőkben bemutatásra kerülő algoritmusokban ezeket a műveleteket három, 
előre értelmezett függvény hívásával fogjuk jelölni. A függvények a következők: 

1. pont kiírása - pont_írás (x,y) egy olyan kétargumentumú függvény, amely 
az (x,y) koordinátájú pontnak megfelelő képernyőtárterületre  beírja a tintaszínnek 
megfelelő kódot, és ezáltal előidézi az illető pont képernyőre történő kiírását. A 
függvény visszatérési értéke 1, amennyiben a művelet sikeresen végrehajtódott, 
illetve 0, amennyiben a művelet nem hajtható végre, például azért, mert a koordi-
náták valamelyike meghaladja a megfelelő korlátot (XMAX illetve YMAX). 

2. pont törlése - pont_törlés (x,y) egy olyan kétargumentumú függvény, amely 
az (x,y) koordinátájú pontnak megfelelő tárterületre beírja a háttérszín kódját. A 
ponttörlésre vonatkozó többi megjegyzés itt is érvényes marad. 

3. pont lekérdezése - pont szín (x,y) egy olyan kétargumentumú függvény, 
amely megadja az (x,y) koordinátájú pont pillanatnyi színének kódját. A függvény 
értéke -1 lesz, amennyiben a koordináták valamelyike meghaladja a megfelelő 
korlátot. A következőkre megállapodunk, hogy gépünk esetében a háttérszínnek 
a kódja 0, a tintaszíné pedig 1. 

Ezeknek a függvényeknek az egyes konkrét nyelvekben különböző függvények 
vagy utasítások felelnek meg, amit a nyelvet leíró kézikönyvből kell meghatározni. 
A fenti konvenciók bevezetesének célja a bemutatandó algoritmusok egységes 
leírásának a lehetővététele. 

Egy (x,y) koordinátájú pont kiírására, törlésére illetve lekérdezésére a követke-
ző algoritmusokat használhatjuk: 

Adottak x,y 
pont_írás (x,y) 

Adottak x,y 



pont_törlés (x,y) 

Adottak x,y 
s:=pont_szín (x,y) 
Eredmény s 

Ezeknek az elemi grafikai  műveleteknek a felhasználásával már egyszerűbb 
programokat is írhatunk. írjunk például egy olyan programot, amely véletlenszerű-
enjelenít meg illetve töröl pontokat a képernyőn. Ehhez egy úgynevezett véletlen-
szamgenerátorra van szükségünk. Ez egy olyan függvény, amely különböző 
hívásaikor "véletlenszerűen" állítja elő egy adott intervallum egy-egy számát. A 
használatos, nyelvek legtöbbje a felhasználó rendelkezésére bocsát egy ilyen 
függvényt. Általában ennek a neve random, rand vagy valami ezekhez hasonló. 
Ezek afüggvények leggyakrabban a [0,1 ] intervallum számait generálják úgy, hogy 
amennyiben egy másik intervallum számait szeretnénk véletlenszerűen előállítani, 
a függvény által adott számot át kell alakítanunk. Ha célintervallumunk az [a,b] 
akkor egy véletlenszerűen előállított számor a következő képlettel kaphatunk: 

r := random; 
v := a + (b - a) * r 

Tegyük fel, hogy programunk egy ciklusban egy-egy pontot ír ki illetve töröl 
véletlenszerűen. A ciklus hosszát tetszőlegesre határozzuk meg. A program 
befejezésekor a képernyőn a véletlenszámgenerátor természetétol függően kü-
lönböző esetleg érdekes pontkonfiguráciőkat kaphatunk. Ehhez mindenképp cél-
szerű nagy számú ismétlést használni. 

Algoritmusainkban egy véletlen-nek nevezett a [0,1] intervallumban generáló 
függvényt fogunk hasznalni. 

A feladat megoldására a következő algoritmust használhatjuk: 

Adottak n 
Minden i := 1;n-re végezd el. 

r := veletlen 
x := XMAX * r 
r := véletlen 
y := YMAX * r 
ponHrás (x,y) 
r := veletlen 
x := XMAX * r 
r := véletlen 
y := YMAX * r 

pont törlés (x,y) 
(Minffen)  vége 

A pontkezelő függvényeket a továbbiakban a különböző rajzok, ábrák és képek 
előállításánál fogjuk használni, ezért nem térünk ki itt további algoritmusokra. 

A következő részben rátérünk a mértani ábrák - egyenesek, különböző görbék 
- rajzolására. 

Balázs Márton 



Számítástechnikai Kislexikon (IV) 
számítógépgeneráció  (computer 

generálion) - a számítógépek és rajtuk 
keresztül a számítástechnika fejlődé-
sének minőségileg megkülönböztethe-
tő szakaszaira használt osztályozási 
kategória. A ~t meghatározó fontosabb 
kritériumok: az *architektúrában fel-
használt elektronikai komponensek mi-
n ő s é g e , a * m e m ó r i á k tá ro lás i 
kapacitása, a feldolgozási sebesség, a 
logikai szervezés, az *operációs rend-
szerek kiépítettségi foka, a 'megbíz-
hatóság, a teljesítmény-ár viszonya 
stb. Eddigi fejlődésük során a számító-
gépeknek négy generációja alakult ki, s 
az 1990-es evekre várható az ötödik 
megvalósítása. Az eddig ismert négy 
generáció közös jellemzője a Neumann 
elvre épülő architektúra, amelynek leg-
fontosabb ismérvei: a *központi vezér-
lőegységet és az *operatív memóriát 
magában foglaló központi egység, az 
egyszintű *cimtartomány, az alacsony 
szintű *gépi nyelv, a tárolt program által 
biztosított centralizált, szekvenciális ve-
zérlés. 

elsőgenerációs  számítógép 
(first  generation computer) - kb. az 
'50-es évek közepéig megvalósított, 
elektroncsöves áramkörökből felépített 
számítógép (kapcsolási sebessége mi-
Iisec nagyságrendű), az elektronikus 
számítógépek első képviselője. Merev 
és viszonylag szegényes *architektúra 
jellemezte: késleltetővonalas v. elekt-
rosztatikus memória, *periferikus  művei 
között *nyomtató, *lyukkártyaolvasó, 
*mágnesdob említhető. Igen nagy he-
lyet foglalt el és a disszipálódott hő el-
vezetése is komoly problémát jelentett, 
csak légkondicionált helysegekben 
működött. Programozása szinte kizáró-
lag *gépi nyelven volt lehetséges. A 
legelsőnek megépített, kizárólagosan 
elektronikus elemekkel működő számí-
tógép az ENIAC, 1946 és 1955 között 
üzemelt, kb. 18 ezer elektroncsövet tar-
talmazott. Technológiájukat, sebessé-
güket és tárolókapacitásukat tekintve 
az ~ek ma már csak technikatörténeti 
jelentőségűek, bár a maguk idejében 

igen komoly munkát végeztek, elsősor-
ban katonai, atomenergia-kutatási, me-
t e o r o l ó g i a i e l ő r e j e l z é s i ós más 
tudományos területeken. 

második  generációs  számító-
gép (second generation computer) -
kb. 1955 és 1965 között elektroncsö-
ves és diszkrét félvezetős elektroniká-
val (tranzisztorokkal} épített számítógép 
(kapcsolási sebessége mikrosec nagy-
ságrendű). A tranzisztorizált *architek-
túra előnye a nagyobb megbízhatóság, 
a kis méret, a nagy műveleti sebesség. 
Alapvető jellemzője a nagy sebességű 
*ferritgyűrűs  *operatív memória. Szer-
vezési szempontból legfontosabb újí-
tása a *b/k műveletek aszinkronizálása, 
az *adatcsatorna megjelenése. Ugyan-
csak ennél a generációnál jelent meg 
a *megszakítási rendszer. *Szoftver vo-
natkozásban az első tényleges Operá-
ciós rendszer megvalósításaban hozott 
újat, s ugyancsak ebben a periódusban 
jelennek meg az első *programozási 
nyelvek. 

harmadik  generációs  számító-
gép (third generation computer) - kb. 
1965 és 1972 között *integrált áram-
körös elektronikával épült *digitális 
számítógép (kapcsolási sebessége na-
nosec nagyságrendű). Alapvető jellem-
zője a gyors, viszonylag olcsó és 
megbízható *architektúra. Ennél a ge-
nerációnál jelentek meg a közvetlen 
hozzáférésű, igen nagy kapacitású, 
rendszerint mágneslemezes háttér-
memóriák (5-25 Mbájt). A fejlett, egyre 
bonyolultabb *hardver gazdaságos ki-
használása, ill. vezérlése már nem va-
lósítható meg az *operációs rendszer 
közreműködése nélkül. Szervezési 
szempontból legfontosabb újítása a 
*multiprogramozás és a *párbeszédes 
üzemmód (*számítógép-generáció). 

negyedik  generációs  számító-
gép (fourth-generation  computer) - kb. 
1972-től napjainkig gyártott *integrált 
áramkörös *digitális számítógépek el-



nevezése (kapcsolási sebességük na-
nosec alatt). A *harmadik generációs 
számí tógéppé ! szemben inkább 
mennyiségi, mint minőségi változásokat 
hozott. *Architektúrája még mindig a 
klasszikus *Neumann-gép elvén alap-
szik, csak működési paraméterei külön-
böztetik meg az előző generációtól: az 
igen nagy műveleti sebesség, a mind 
kisebb kiterjedésű, kompakt felépítés, a 
mind nagyobb *operatív memóriakapa-
citás, az egyre nagyobb tárolási sűrű-
ség, az egyre csökkenő ár és növekvő 
megbízhatóság jellemzik. Szervezési 
és programozastechnikai szempontból 
az *elosztott vezérlés, az *elosztott fel-
dolgozás, a "számítógép-hálózatok 
megjelenése jelent újat. Külön kategó-
riát, de egyáltalán nem lebecsülendő 
teljesítményt hordoznak az utóbbi 20 
évben megjelent, s látványos karriert 
befutott "mikroszámítógépek, ill. "sze-
mélyi számítógépek. 

személyi  számítógép  (persona! 
computer) - "mikroprocesszoros kiépf-
tettségű, kis méretű, hordozható, "tar-
tós f o g y a s z t á s i c i k knek " szán t 
számítógép, a számítástechnikának az 
oktatásba, a szórakoztatásba, a háztar-
tásba bevonult terméke. Központjában 
mikroprocesszor áll, "memóriája kizá-
rólag félvezetős típusú. Az egyszerű 
otthoni ~ek (home computer) memória-
kapacitása 16-64 Kbajt, a magasabb 
szintet képviselő professzionális -eké 
(Professional computer) 640 kbájt, sőt 
1 -8 Mbájtig is terjedhet. "Háttérmemóri-
aként eleinte kizárólag kazettás mag-
netofont használtak, ma már igen 
elterjedt a "hajlékonylemez, és a nagy 
kapacitású "merevlemez. Megjelenítő 
eszközként az alacsonyabb kategóriák 
a közönséges tv-készüléket, a pro-
fesszionális gépek képernyős (sok-
szor színes ábrázolásra is alkalmas) 
"megjelenítőt használnak. Egyes ~ek-
hez "nyomtató is csatlakoztatható, 
kezdve a legolcsóbb hőnyomtatóktól 
egészen a lézernyomtatókig. Progra-
mozását eleinte kizárólag "gépi nyelven 
végezték, de hamarosan lehetővé vált 
az "asszembler nyelvű, majd "BASIC 
programozás is; ma már olyan magas 
szintű programozási nyelvek is használ-

hatók erre a célra, mint a "C, a "Pascal, 
a "FORTH, sőt a "Prolog is. 

A professzionális kategóriájú gé-
pek fejlett "operációs rendszereket is 
tartalmaznak (pl. "CP/M, "MS-DOS, 
"UNIX, "XENIX), sőt "adatátviteli szoft-
verjük útján hálózatba is integrálhatók. 

mikroprocesszor  (microproces-
sor) - harmadik és negyedik generációs 
("LSI, "VLSI), digitális integrált áram-
köri alkatrész, amely egy számítógép-
rendszer "központi vezerlőegységenek 
megfelelő funkciókat lát el. A világon az 
első ~t 1971-ben az INTEL cég jelen-
tette meg 4004-es típusjelzéssel, s az-
óta több generáció is napvilágot látott. 
A technologia fejlődése lehetővé tette 
nem csupán egy központi vezérlőegy-
ség, hanem a teljes számítógépmag 
(központi vezérlőegység, memória, be-, 
ill. kimeneti "interfesz) egyetlen tok for-
májában való megvalósítását, és így 
megszületett az egylapkás "mikroszá-
mítógép. A fejlődés mennyiségi fokmé-
rő je (de m i n ő s é g i is) a ~ á l ta l 
közvetlenül feldolgozható "bitek szá-
ma. Az első - 4-bites volt, majd nagy-
számú 8-bites típust dolgoztak ki (I8080, 
M6800, Z80 stb.); ezt követően jelentek 
meg a 16, majd a 32 bites ~ok (I8086, 
180186, I80286, I80386, I80486 Stb.). 

értelmezőprogram  (interpreter) 
- magas szintű "programozási nyelven 
kódolt programok "értelmezésére szol-
gáló rendszerprogram. Szemben a 
"fordítóprogrammal,  amely lefordítja a 
teljes "forrásprogramot  és "tárgyprog-
ramot állít elő, az ~ utasításról utasításra 
értelmezi a lefordítandó szöveget, s 
minden utasítást azonnal végrehajt. Fel-
építését tekintve hasonlít a fordítóprog-
ramhoz, amennyiben tartalmazza a 
"lexikális és a "szintaktikai elemzőt, 
de eltértőle abban, hogy hiányzik belőle 
a "kódgenerálási fázis. A szemantikai 
elemző nyújtotta információk alapján a 
gépre jellemző utasítások segítségével 
rögtön megvalósítja a magas szintű 
utasítás által meghatározott tevékeny-
séget. 

Az ~ használata elsősorban a 
programbelövés (tesztelés) fázisában 
előnyös, ugyanis a fordítás és végrehaj-
tás egyidejűsége lehetővé teszi bizo-



nyos ellenőrzések, lokális változtatások 
közvetlen végrehajtását. Ezzel szem-
ben a végleges programtermék fordítá-
sát f o r d í t ó p r o g r a m m a l  kel l 
elvégeztetni, hogy az utólagos végre-
hajtásokat mentesítsék a felesleges új-
rafordításoktól. 

fordítóprogram  (compiler) - az 
egyik legfontosabb rendszerprogram, 
amely a *fordítás műveletét végzi el: a 
bemenetén jelentkező 'forrásprogra-
mot a kimenetén szolgáltatott tárgy-
programmá alakítja at. Szerkezetét 
tekintve fázisokra és menetekre oszt-
ható. Az elvégzett műveletek termé-
szetét véve alapul, a - rendszerint 
négy fázisra épül: *szintaktikai, ill. 
*szemantikai analízis, 'memóriakiosz-
tás, *kódgenerálás és *tárgyprogram-
s z e r k e s z t é s . A - m e n e t é n a 
forrásprogram  teljes átolvasását értik 
(forrásnyelven  v. valamilyen közbülső 
formában). Egy-egy fázis annyira 
komplex lehet, hogy több menetet is 
igényel. Az *értelmezőprogramtól elté-
rően, a - az egész forrásprogramot 
lefordítja,  előállítva a tárgyprogramot, 
amely v. a 'kapcsolóprogram bemene-
te, v. közvetlenül betölthető és végre-
hajtható. 

forrásnyelv  (source language) -
az a *programozási nyelv, amelyen 
*fordítás, ill. *értelmezés céljából az 
eredeti programot kódolták. A magas 
szintű v. *asszembler programozási 
nyelveken kódolt programok közvetle-
nül nem hajthatók végre a rendelkezés-
re álló számítógépeken, ezért ezeket v. 
át kell alakítani (le kell fordítani)  a konk-
rét számítógép *gépi nyelvére, v. a 
konkrét gépi 'utasításkészlet segítségé-
vel kell ertelmezni. 

forrásnyelvű  könyvtár  (source 
library) - *forrasnyelvű  programok, ill. 
programegységek tárolasára szolgáló 
*könyvtár. Legtöbbször mágneses 

'adathordozón található, s rajta - meg-
felelő rendszerprogramok segítségével 
- módosítások, javítások hajthatók vég-
re. A ' fordítóprogramok  túlnyomó 
többsége közvetlenül a ~ból nyerheti a 
lefordítandó 'forrásprogramot. 

forrásprogram  (source prog-
ram) - valamely 'programozási nyelv 
formalizmusával kódolt program, amely 
csak előzetes fordítás v. 'értelmezés 
útján hajtható végre. A -okat rend-
szerint 'forrásnyelvű  könyvtárakban tá-
rolják, karbantartásukra általában 
speciális rendszerprogramok szolgál-
nak ('könyvtárkezelő program). 

gépi  nyelv  (machine language) 
- géporientált 'programozási nyelv, 
amely a konkrét gép 'utasításkészleté-
nek és a *gépi kód szabályainak fel-
h a s z n á l á s á v á ! az i l l e tő g é p e n 
közvetlenül (tehát'fordítás, ill.*értelme-
zés nélkül) végrehajtható programok 
írására (előállítására) alkalmas. A 
számítógépek programozásának lega-
lacsonyabb szintje, s alapjában véve azt 
jelenti, hogy a számítógép'operatív me-
móriáját valamilyen modon úgy töltik fel, 
hogy ezeket a bináris információkat a 
gép utasításokként tudja értelmezni. A 
~ programozásra ma már csak külön-
leges esetekben használatos, ismere-
te v i szon t e l e n g e d h e t e t l e n ü l 
szükséges a szoftverfejlesztés  terüle-
tén dolgozó programozóknak (elsősor-
ban a ' f o r d í t ó p r o g r a m o k , 
'ér te lmezőprogramok, 'operác iós 
r endsze rek és más rend-
szerprogramok előállításánál fontos, hi-
szen a forrásnyelvű  szerkezetekhez ~ű 
sorozatokat kell rendelni). 

Jodál Endre 



ALGORITMUSOK 
4. A rekurzióról 

Bizonyára sokan ismerik a Hanoi tornyai nevű ügyességi játékot. Egy rúdon 
több korong (mondjuk n) van, úgy, hogy bármelyik kisebb az alatta lévőnél. A 
korongokat úgy kell áthelyezni egyenkent egy másik rúdra, felhasználva egy 
harmadik rudat is, hogy mindig kisebb korong legyen nagyobb korongon, bárme-
lyik rúdon. Három korong esetében ezt a következőképpen végezhetjük el: 1 -» 2 
(az első rúdon lévő legfelső korongot áthelyezzük a második rúdra), 1 -» 3, 2 -» 
3 ,1 —» 2, 3 —» 1, 3 —» 2,1 — »2. Ezzel, betartva a szabályt, áthelyeztük mindhárom 
korongot a második rúdra, felhasználva egy harmadik rudat is. Kiszámítható, hogy 
n korong esetében a lépések száma 2n-1. Ha megpróbáljuk leírni a fenti algoritmust 
n korong esetében, könnyen rájöhetünk, hogy ez nehézségekbe ütközik. Viszont 
úgy is gondolkozhatunk, hogy a feladat megoldását visszavezetjük egy egysze-
rűbb esetre, történetesen az n-1 korong esetére. Ha 4 korongunk van, akkor a 
felső hármat áthelyezzük az előbbi módszer segítségével a második rúdra, a 
negyediket az elsőről a harmadikra, ezután pedig, ismét alkalmazva a három 
korong esetében az eljárásunkat, áthelyezzük a korongokat a második rúdról a 
harmadikra, felhasználva az első rudat, ami üres. 

Észrevehetjük, hogy ezt a módszert általánosíthatjuk n korongra is, felhasznál-
va az n-1 korong eseteben alkalmazott eljárást. Tehát egy eljárás önmagát hívja, 
természetesen a bemeneti paraméter más értékére. Ezt nevezzük rekurzív hívás-
nak. Vannak programozási nyelvek (pl. FORTRAN, COBOL, BASIC stb) amelyek 
nem engedik meg a rekurzív hívást, mások viszont (mint pl. a Pascal, Ada) 
használják. Eljárás és függvény is hívható rekurzíven. A rekurzív híváskor a 
memóriában sok közbeeső információt kell tárolni, ezért használata korlátozott, 
inkább csak akkor ajánlott, ha más módszer nem áll rendelkezésre, vagy igen 
bonyolult. A rekurzív algoritmus azonban többnyire egyszerűbb, könnyebben 
érthető, azaz elegánsabb. 

Nézzük meg, hogyan írhatjuk Ie a fenti algoritmust felhasználva a rekurzív 
hívást. 

ELJÁRÁS Hanoi (n, a, b, c) 
Ha n > 0 akkor 

Hanoi (n-1, a, c, b) 
Átvisz (a, c) 
Hanoi (n-1, b, a, c) 

(Ha) ,vége , 
ELJÁRÁS VEGE 

Magyarázat.  Az eljárás neve Hanoi, paraméterei: n a korongok száma, a, b, c 
pedig a rudak, a-ról helyezzük át a korongokat c-re, b segítsegével. Az eljárást 
önmagát hívja mindaddig amíg n pozitív, ha n egyenlő nullával, akkor nem csinál 
semmit. Könnyen láthatjuk, hogy eljárásunk hívja önmagát, hogy helyezze el az 
n-1 korongot a b rúdon, c segítségevei, ezután az Átvisz eljárás áthelyezi az a-n 
levő egyetlen korongot az üres c-re, majd az ismételt hívás a b-n levő n-1 korongot 
áthelyezi a c rúdra az a rúd segítségével. Ha ki szeretnénk írni a lépéseket, ahogy 
azt a fenti példa esetében tettük, akkor az 

Átvisz (a, c) 
helyett írhatjuk, hogy 

Eredmény a,"-»", c 



Hanoi (3,a,b,c) kifejtése: 

Hanoi (2,a,c,b) kifejtése: 

Hanoi (2,b,a,c) kifejtése: 

Hanoi (1,a,b,c) kifejtése: 

Nézzük meg, hogyan működik algoritmusunk n=3 esetében! Felsoroljuk az 
összes eljáráshívást, olyan sorrendben, ahogy azok következnek. 

Hanoi (2,a,c,b) 
Átvisz (a,c) 
Hanoi (2,b,a,c) 
Hanoi (1 ,a,b,c) 
Átvisz (a,b) 
Hanoi (1,c,a,b) 
Hanoi (1,b,c,a) 
Átvisz (b,c) 
Hanoi (1,a,b,c) 
Hanoi (0,a,c,b) 
Átvisz (a,c) 
Hanoi (0,b,a,c) 

Mivel Hanoi (0,a,b,c) üres, azaz semmilyen utasításnak sem felel meg, bár-
melyik Hanoi (1 ,a,b,c) egyenértékű az Átvisz (a,c) eljáráshívással. 

Behelyettesítve, ^ következőket kapjuk: 
Átvisz (a,c) 
Átvisz (a,b) 
Átvisz (c,b) 
Átvisz (a,c) 
Átvisz (b,a) 
Átvisz (b,c) 
Átvisz (a,c) 

Rekurzív hívást függvények esetében is alkalmazhatunk. Példaként lássuk két 
természetes szám legnagyobb közös osztójának a kiszámítását! 

FÜGGVÉNY Inko (m,n) 
Ha n = O akkor Inko: = m 

különben Inko: = Inko (n, m-[m/n]n) 
(Ha) vége 
FÜGGVÉNYVÉGE 

Figyeljük meg a fenti leírásban, hogy az értékadás jelének a bal oldalán a 
függvény neve mindig paraméterek nélkül szerepel, ahogy azt előző cikkünkben 
is láttuk. A jobb oldalon szereplő Inko viszont mar paraméteres (a két paraméter 
n és m-nek n-nel való osztási maradéka), itt tehát ismét hívjuk a függvényt. Például* 

Inko (24,16) = Inko (16,8) = Inko (8,0) = 8 
Természetesen a fenti függvény így is írható: 

FÜGGVÉNY Inko (m,n) 
Ha m = n akkor Inko: = m 

különben 
Ha m>n akkor Inko: = Inko (m-n, n) 

különben Inko: = Inko (m, n-m) 
(Ha) vége 

(Ha) vége 
FÜGGVÉNYVEGE 

Például: 
Inko (24,16) = Inko (8,16) = Inko (8,8) = 8. 

dr. Kása Zoltán 


