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ELOSZO.

A mathematikai és physikai szakok irodalma hazénkban még
nem Orvend virdgzdsnak. E szakoknak szdmos dga van, melyeknek
tanulményozasdra magyar tankonyvek nem allanak rendelkezésiinkre.
E hidnyon azonban nem kell csoddlkoznunk. Elméleti szakokkal
foglalkoz6 tudésaink tobbnyire f8iskolai tandrok, kiknek féfeladata,
hogy magukat szakjaikban a mindinkdbb mélyebbre haté tudomé-
nyok szinvonaldn fontarthassék, ami, tekintve a nyugat-eurdpai 4lla-
mok elfrehaladottsdgat a tudomanyokban, tekintve az ottani tudésok
és buvdrok nagy szdamét, kitarté produktiv munkdssagdat, — nem kis
feladat. Ezért teljes mértékben igazolhatd, ha a szaktudés tandr, ren-
delkezésére 4116 szabad idejét nem egy tudomdnydg elemeinek meg-
irdsdra forditja, hanem arra, hogy magdt fontarthassa tdrgydnak ama
szinvonaldn, melyet nagy fdradsdggal végzett kitarté6 munkéval elért.
Egy-két évi elmaradds, melyet egy tankonyv megirdsa okoz, nem pétol-
hat6 oly konnyen. Nem kivdnhat6 tehdt az elsé generdeziétol, mely
hivatva volt és még most is hivatva van hazénkban a mathematikai
és physikai szakokat terjeszteni és mely azt f8iskoldinkon él§ szoval
telhet6leg legjobban megtette és teszi, hogy tankonyveket is irjon.
A midsodik és harmadik generdcziénak azonban, melyet elédeik beve-
zettek a tudomdnyok csarnokaiba, nem szabad a dolog el6l kitérni,
ha egyéltaldn azt akarjuk, hogy serdiilé magyar ifjaink ne legyenek
kénytelenek az egyes tudomdnydgak elsé elemeit is idegen nyelven
tanulni.

Egy mds nem kevésbé fontos koriilmény, mely sok ir6t tankonyv
irdstol elriaszt az, hogy még jelenleg csekély szdm1 olvasé kdzonségre
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szamithat. Mig német vagy franczia nyelven megjelent tudomdnyos
munkdkat nemesak Németorszdgban, hanem minden miivelt nemzet
eme tudomédnyagaval foglalkozd egyénei olvassdk, mi csak Magyar-
orszdg kis szdm1 olvaséinak irunk. Ebbé&l természetszertileg kovetkezik,
hogy magyar tudoményos munka kiaddsdra nem igen vallalkozik
konyvkiadé és valédi gybzelemnek mondhaté, ha valaki fdradsdggal
megirt munkédjanak kiaddsdra, tiszteletdij fizetése nélkul, kiadot taldl.

fgy e munka is esak a Magyar Tudoményos Akadémia segedel-
mezésével jelenhetett meg. Hdlds kdszonelemel fejezem ki ezért ez
alkalommal is a Magyar Tudomdnyos Akadémia IlI-ik osztdlyd-
nak, mely seqedelmével kényvem megjelenését lehetdvé tette.

Attérve a munka tartalmdra, az a projektiv geometridnak sik-
alakzatokra vonatkozd elemeit, mint azt PoNcerer, M6BIUS, STEINER,
CHasLes, StaupT e szdzad els6 felében megalkottdk és e buvdrok utédai
tovdbb fejlesztették, tartalmazza. A targyaldsndl, nevezetesen: a pro-
jektivitds fogalmanak megdllapitdsdndl a S1eINgR-féle és nem a StaupT-
féle médszert haszndltam, mert ez, mint F1EpLER réla helyesen meg-
jegyzi, konnyti szerrel, a régiek geometridjdra tdmaszkodva, vezeti az
olvasét a tirgyba. Tettem azt még azon okndl fogva is, mert fiatal
mathematikusainknak esak kis része fejlédott a redliskola emléin,
vagy mds széval : csak kevésnél tételezhetd fel, hogy dbrdzols geo-
metridval foglalkozott, mely targyandl fogva legjobb eszkoz a térszem-
lélethez sziikséges érzék kifejlesztésére.* A Staupr-féle targyaldsi mod-
szer pedig mdr kezdetben is megkivinja a térszemléletnek kifejlé-
dott érzékét és pedig még fokozottabb mértékben, mint az dbrdzold
geometria.

Konyvem leginkdbb a StriNer-ScurOTER-féle «Die Tlieorie der

* Bajnaland6, hogy ezen targy — az abrizolé geometria — tanitésara,
mely a mathematikus, physikus, geografus, kristallografusra, mint elméleti sza-
kokkal foglalkoz6 egyénekre oly fontos, csak egy féiskola — a milegyetem —
kinalkozik az egész orszagban. Ausztridban sem sokkal elébb honosodott meg
ezen, sokak altal nem kedvelt, mert félreértett, tantargy; de tekintve, hogy ott
az &brizolé geometridt mar a kozépiskolakban nagyobb terjedelemben tanitjak;
hogy a tadrgynak ott nagyobb fontossigot tulajdonitanak, mint nilunk; hogy
ott 6t miiegyetem van és igy a szabad versenynek nagyobb tér nyilik: az
abrazolé geometria ott szebb fejlédésnek 6rvend, mint nalunk. Az abrazold geo-
metridnak épen mdédszere bir miivels erdvel és ezért fontosabbnak tartanam,
ha ezen moédszert (a MongE-féle derékszogii, a kozépponti, a derék- és ferde-
szogli axonometrikus-projekezié médszerét) tanitandk : a pont-, egyenes- és sik-
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Kegelschnitter (TEuBNER 1876.) czimti munkdhoz alkalmazkodik, mint
a mely a projektiv geometria elsé tanulmédnyozdsdra, kulondsen
dbrdzolé geometriai el6ismeretek hidnydban, elismerten legkonnyebb-
nek bizonyult. A kényv megirdsdndl az a f6czél vezetett, hogy e tdr-
gyat, — mely mér keletkezésénél oly nagy véltozdst hozott létre a
geometridban, hogy az analytikai geometria annak befolyasa kovet-
keztében mintegy ujjd alakult (L. PLucker: Analytisch-geometrische
Entwickelungen) és melynek a geometriai tudomény tovdabb fej-
lesztésében még most is nagy szerepe van,* — hazdnkban meghono-
sitsuk. Kivdnatos, hogy az Uj nemzedék még egyetemi évei alatt,
ezen 8zép és egyszerti alapelvekre dllapitott és ezért konnyen érthetd
tudoményt megkedvelje, hogy kés6bbi id6ben 6ndlléan mtivelhesse.
Mert mint néhai ScaroTER H. egy magénlevélben irja: ¢a geometriai
kutatdsok véghetetlen tere 0j meg 0j kérdésekre vezet, melyek egész
az alapelemekig terjednek .. .», ¢és ezért mindazok, kik e tdrgygyal
behatban foglalkoznak, kovet-kére rakva, hozzd jdrulhatnak a tudo-
mdany folépitéséhez.

Konyvem els6 fejezetében az elsé fokozata alapalakzatoknak a
pont- és sugdrsorok projektiv vonatkozdsdt és azokndl f6llépd fonto-
sabb metrikus relaczickat targyalom. A mdsodik fejezetben ugyanegy
sikban fekvd els6 fokozata alapalakzatok képzédményével: a kupsze-
lettel, annak szerkesztésével, polartulajdonsédgaival, {6bb metrikus rela-
czidinak levezetésével foglalkozom. A harmadik fejezet tdrgydt: két
kapszelet kozos elemeinek (pontok és érint6knek) meghatérozdsa,
valamint kipszeletsorok és kupszeletseregek alapveté tulajdonsdgai-
nak megéllapitdsa és azok projektiv vonatkozdsa képezi. A negyedik
fejezetben a mdsodfokozata sikalapalakzatok projektiv vonatkozdsét,

alakzatokon, a magyarorszigi kozépiskolakban, mitsem a mostani, csak igen
kis részében elméleti tananyagot. A mathematikiban szintén nem a gyakorlati
rész az, mely mtivel§ er8vel bir, hanem a preczis értelmezésekbél foly6 kovet-
keztetések, bebizonyitdsok, diskussiék stb. egy széval: az elméleti rész.

A 70-es évek elején a reiliskolak tananyagabdl: az épitészettan, a gép-
rajz és géptan, mint a kozépiskolaba nem valé tantargy, igen helyesen, kihagya-
tott és ezért nagy hanyatlasnak és karos experimentumnsk tartom, ha most
ismét holmi sgyakorlati abrazolé geometridk» behozatalaval a kozépiskolaba,
annak tudominyos szinvonalat lejebb szallitjuk és az Abrézolé geometria egész-
séges fejlédésének utjat alljuk.

* Lésd : Festschrift, herausgegeben von der Mathematischen Gesellschaft
Hamburg. Leipzig 1890; IL Theil, 60. lapon.



vI El6sz6.

a Kollineaczi6t és Recziproczitdst tairgyalom. A mellékelt b6 tartalom-
jegyzék attekintése kulonben tdjékozni fogja az olvasét, hogy a pro-
jektiv geometridnak mennyi és mily anyagdt dolgoztam fel.

Nem volt szdndékom sikon kivil fekvs alakzatokra kiterjesz-
kedni, mert ez konyvem terjedelmét tetemesen nagyitja vala, a nélkiil,
hogy ezek felvételével e konyv anyagdt egyszeriibben tdrgyalhattam
volna.

Pozsony, 1892 m4djus havdban.

Klug Lipdt.
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1. FEJEZET.

Pont- és sugarsorok projektiv vonatkozasa.

1. 8. Az egyszerii- és kettésviszony fogalma.

1. Az egyenest Ggy tekinthetjik, mint a benne fekv6 pontok
Osszességét, vagy mint egységes egészet. Az elsé esetben annak neve:
egyenes ; a misodikban : sugdr.

Az egvenes pontjainak Osszességét ponisornak, az egyenest ma-
gdt, melyen a pontsor fekszik : a pontsor tartdjdnak nevezzik.

A sik tetsz6leges T pontjdn 4t végtelen sok sugarat huzhatunk
a sikban; e sugarak egy sugdrsort alkotnak. Azon T pont, melyen a
sugdrsor minden sugara dtmegy : a sugdrsor kézéppontja vagy tartdja.

A pontsor egyes pontjait, valamint a sugdrsor egyes sugarait,
az illetd sor elemeinek is szokés nevezni.

2. Hogy ¢ tarton fekvé pontsor egyes elemeinek helyzetét a pont-
sorban meghatdrozhassuk, legegyszerlibb egy dllanddé A pontot fel-
venni a pontsorban, és megadni, hogy a sornak minden mds pontja
mily tdvolsdgra van A-t6l. De {-n két pont van, mely A-t6l adott
tdvolsdgra fekszik, miért is maga a {dvolsdg nem hatdrozza meg a
kérdéses pontot eqyfélekép.

Ha azonban az A-t6] mért tdvolsdgokat positiv vagy negativ jel-
lel litjuk el, a szerint a mint a pont, melynek tdvolsdgit A-t6l meg-
mérjik, az A dltal két végtelen hosszii részre osztott egyenes egyik
vagy mésik részében fekszik : gy minden pontnak helyzetét a pont-
sorban, a jellel elldtott tdvolsagbdl meg lehet hatdrozni, ha még isme-
retes, hogy A-tol mérve, mely részen keresend6k a positiv, illetve
negativ tdvolsdgra levé pontok.

Az egyenesen fekvé A, B pontok tdvolsdgit AB, vagy BA-val
jelolhetjuk. AB és BA Osszefuggését egvmdssal :

AB+BA=0, vagy a mi ugyanaz
AB=—BA

egyenlet dltal értelmezziik, mely kifejezi, hogy AB és BA kilonbézd
eldjelii.

Klug : A projektiv geometria elemei. 1



2 I. Fejezet. 1. §. Egyszert- és kettds viszony fogalma.

Az egyenesen fekv A, B, € pontok kélesonos tavolsdgai kozott
az eldjel tekintetbe vétele mellett kovetkezd Osszefiiggés van :

AB+BC=AC;
mely még ily alakokban is irhato :
AC—BC=AB, CB—CA=AB, AB+B(C+(CA=0.

Ha ugyanis B pont A és C kozott fekszik: AB és BC ugyan-
azon el8jelli és Osszegik AC. Ha C pont elvdlas-tja A, B-t agy

AC+CB=AB, és —CB=B(C
egyenletek Osszeaddsabol kovetkezik, hogy :
AC=AB+BC.
Ha végre A pont B és C kozott van, agy
BA+AC=BC és —BA=AB
egyenletek Osszege mutatja, hogy
AC=AB+BC.

3. Egy pont helyzetét ¢ tartén azonban oly médon is meghatd-
rozhatjuk, hogy két dllandé pontot A, B-t vesziink fel {-n és meg-
adjuk jellel egyitt azon viszonyt, mely szerint a harmadik pont C,
AB tavolsdgot osztja, vagyis C pontnak A és B-t6l mért tdvolsdgi
viszonydt (AC : BC)-t és az eldjelt, mely a viszonyhoz tartozik és mely
mindegyik tdvolsdgnak AC, BC-nek el6jelébsl a positiv és negativ
mennyiségek osztdsdnak szabdlya szerint lesz meghatdrozva.

Legyen ugyanis B pont ¢ tartonak azon részén, mely az A-ra.
nézve positiv tdvolsdgra levd pontokat tartalmazza, mds széval : legyen
B-nek tdvolsdga A-t0l, t. i. AB positiv, és igy A-nak tdvolsdga B-re
nézve tehdt BA, negativ eljelti. Ha most C pont A-bél kiindulva
B-felé halad ¢ tarton, mig {-nek végtelen tdvol fekvé pontjdhoz nem
jut, tovdbbd masik felén fekvé végtelen tdvol levé pontjabol ismét
A-hoz kozeledik, gy kimutathaté, hogy AC: BC viszonynak a véltozo
C pont kovetkeztében méds és mds értéke lesz.

Ha C, A-ban van, Ggy AC:BC=0. Mig C, AB kéznek felezd
pontjdba ér, AC:BC, 0-tl—1-ig folytonosan novekszik, mert a
szémldlé kisebb marad mint a nevezd és amannak el8jele positiv, ezé
negativ.



3. Pont helyzetének meghatdrozdsa a pontsorbaa stb. 3

A midén C a felezéponton tul B-ig halad : a viszony szdmléloja
folytonosan nagyobbodik, nevezdje kisebbedik el6jele negativ marad ;
és a midén C, B-be jut, a nevezd hatdrértéke O, a viszony hatdr-
értéke oo, és igy AC: BC viszony —1-t6l oo-ig minden lehetd negativ
értéket elért.

Ha C ugyanazon értelemben tovdbb halad, a viszony oo-nél
mindig kisebb-kisebb positiv értékii lesz, és ha C végtelenben jutott,
gy AC: BC viszony értéke +1.

A midén C, a tarté mdsik oldaldn végtelen tdvolban vétetik
fel : AC: BC értéke szintén +1, és ha € e ponttdl A-hoz kozeledik, a
viszony 41 és 0 kozott lev minden értéket elért.

Azt latjuk ezekbdl, hogy az A, B pontok kézott fekvs C pon-
tokra nézve AC:BC viszony értéke, minden lehetd negativ szdm ;
AR kézén kivil fekvé C pontokra nézve minden lehetd positiv szdm ;
tovabbd, hogy csupdn egyszer kaptunk ugyanazon értéket (+1-et)
C-nek két killonboz6 helyzeténél, t. i. a midén C a tarténak végtelen
tdvol fekvé pontjaiban volt. Hogy tehdt € minden 4j helyzetéhez a
viszonynak Uj értéke tartozzék és forditva a viszony minden értéké-
nek csak egy pont feleljen meg, {-n és minden mds egyenesen csak
eqy végtelen tdvol fekvé pontot képzelink, vagyis a kdvetkezdkben
feltételezziik, hogy minden egyenesnek csak eqy pontja van végtelen
tdvol. Az egyenes tehdt zdrt vonalnak tekintetik és mint ilyen nem
egy, hanem két pont A, B 4ltal lesz két részre osztva; ezek koziil
(a mennyiben A, B pontok egyike sincs végtelen tdvol) AB koz véges
resz, a mdsik pedig, mely az egyenesnek végtelen tdvol fekvé pontjat
tartalmazza, végtelen nagy. Minthogy a sik minden egyenesén csak
egy pontot képzelink végtelen tdvol fekvének, ebbsl folydlag a sik
Osszes véglelen tdvol fekvd pontjait, mint eqy egyenesen ¢..-en levd pon-
toknak kell tekinteniink, mert csak az egyenes az egyediili vonal, mely
minden mds egyenessel egy pontot bir kozosen.

Az el6bbi vizsgdloddsndl feltételeztiik, hogy B-nek tdvolsiga
A-t0l positiv eldjelti ; de ha B, A-t6l mérve t-nek mésik részén fekiid-
nék, ugyan igy mint el§bb kimutathaté volna, hogy AC: BC viszony,
minden positiv és negativ szdm értékét eléri, ha C pont f-n végig
halad.

4. Legyen C, D két tetszéleges pontja ¢ tartén fekvs pontsor-

nak, mely a pontsor tetszbleges A, B pontjainak tdvolsdgit, az AR
wig AC AD

BC és BD viszony szerint osztja.

i*



1. Fejezet 1 §. Egyszeril- és kett sviszony fogalma

E két viszony viszonydt: gll; -t, az A, B, C, D pontok

Lettdsviszonydnak vagy anharmonikus viszonydnak; a négy pont
kozil A, B, valamint G, D pontokat egymdshoz rendelt pontoknak
nevezik, és a kettsviszonyt: ——: .-t roviden (ABCD) symbolum-
mal jelolik.

Ha A, B, C pont dllandé, D pedig {-n védltozé pont, ugy

(ABCD) = BCEBD kettésviszony D-nek minden helyzeténél mds és
més értéket vesz fel.
o kettésviszonyban ugyanis - dllandé g)-nek edi
Bc '} pp Kettosviszonyban ugyanis 5 » pp heE Pedis

D pont védltozdsa kovetkeztében minden positiv és negativ értéke

lehet és pedig oly médon, hogy }43% més és mds értékénél D-nek més

és mds helyzete van a pontsorban, mibdl kovetkezik, hogy % ED

kettdsviszony D véltozdsa kovetkeztében szintén minden positiv és
negativ értéket fog elérni, és a kettésviszony két kilonbozé értékéhez
mindaddig, mig A, B, C pontok édllandéak, két kilonbéz8 D pont tar-
tozik a pontsorban.

Ez ily médon fejezhetd ki: ha egy pontsor A, B, C pontja
dllandd, D pontja pedig vdltozd, iigy (ABCD ) kettésviszony értékébil,
D pont helyzete egyfélekép van meghatdrozva.

Hogy 4ttekintést nyerjink arra nézve, mily értékti (ABCD) ket-
tdsviszony, D kilonbozs helyzeteinél, tételezziik fel, hogy A, B, C
dlland6 pont ¢-n, tovdbbd, hogy a véltozé D pont A-tél B-felé halad
t-nek végtelen tdvol fekvé pontjdig és a mdsik oldalon a végtelen
tdvol fekvs ponttdl A-ig, végre, hogy a viltozé D ponthoz rendelt
C pont: 1. AB kozon kiviil ; 2. AB kozon fekszik.

1. Ha (1. 4bra) D, A-ban van, gy ég: 0, tehdt (ABCD)=

gy . . AD
A midén D, A-t6] B-ig halad BD

B-be jut hatdrértéke oo, egyszer teh4t é?)
és ekkor (ABCD)——1, mig akkor a midén

mindig negativ és a midén
értéke jelétsl eltekintve

AC
oly nagy volt mint BC

B-be jutott (ABCD)=0.



-

4, Négy pont kettésviszonya. 5

Mialatt tehdat D pont A-t6l B-ig halad: (ABCD) kett8sviszony,
oo-t6] 0-ig minden negativ jelll értéket elért.

Ha D, B-t6l tovabb halad ugyanazon értelemben mint el6bb,
6s C-vel mielstt végtelen tdvolba jutna egyesil, (ABCD) értéke
0-t6] + 1-ig n6, és ha C-t6] {-nek végtelen tdvol fekvé pontjahoz

AC .
jutott, tigy (ABCD), +1-t81 "~ T-ig nétt.

A midén D, a mésik részen képzelt végtelen tdvol fekvé ponttol
A-ig ér, 2’% mindig positiv marad és igy (ABCD) is A positiv ér-
tékt8] oo-ig, minden positiv jelt értéket elért.

De ha D pont miutdn B-t6l tovdbb halad, elé6bb ér végtelen

tavolba, gy (ABCD) el6bb éri el ;;E, (jelen esetben) valédi tortnek

V4

1. &bra. 2. 4bra.

értékét és esak aztdn, a midén a mésik oldalon képzelt végtelen tdavol
fekvé pontbél G-be jut, +1 értéket ; ezentul A-ig haladva értéke min-
den 1-nél nagyobb positiv szdm.

Mindkét esetben (ABCD) értéke, ha D, B-t6]l a végtelenen dt
A-ig halad, minden positiv szdm lesz.

2. Ha mésodszor (2. 4bra) feltételezziik, hogy C, AB kozon fek-
szik : (ABCD) értéke mig D, A-t6l C-ig mozog, oo-t6] +1-ig minden
positiv szdmu értéken végig fut, és C-t61 B-ig haladvdn, +1-t61
0-ig fogy.

A midén D, B-t8] végtelenig és a mdsik oldalon képzelt vég-
telen tdvol fekvé ponttél A-hoz halad: (ABCD), 0-t61 oo-ig minden
negativ szdm értékét felvette.

Ezek szerint mondhatjuk :

Ha A, B, C, D valamely pontsor négy pontja, melyek koziil
A, B és C, D egymdshos rendelt pont, gy ezek (ABCD) kettdsviszo-
nyfinak értéke nem vdltozik, akdrmely értelmében mériik A-tol. vagy
mas ponttél a pontsorban a tdvolsigokat. A kettésviszony positiv
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vagy negativ, a szerint a mint a C, D pontok A, B dltal nincsenel,
vagy el vannak vdlasziva. Ha D pont A vagy B-ben van, gy a
kettosviszony értéke oo, illetve 0, és ha C pont van A vagy B-ben, a
kettosviszony 0, illetve oo.

5. A, B, €, D pontok kettésviszonydnak (ABCD)-nek értéke
ugyanaz marad, ha mindkét egymdshoz rendelt pontot, B-t A-val és
D-t, C-vel feleseréljiik, tovabbd szintén nem viltozik a kettdsviszony
értéke, ha két nem egymdshoz rendelt pontot és egyszersmind a
mésik két nem egymdshoz rendelt pontot, tehdt A-t C-vel, és B-t
D-vel, vagy A-t D-vel és B-t C-vel foleseréljik, vagyis:

(ABCD)=(BADC)=(CDAB)=(DCBA).

Ugyanis:
AD AC BD
A __ _AD _
VHED= Bt pp T Be. A
és
BD BC BD.AC
BADC) =" 1. = a0 e
végre
(cpap = A CB _CA. DB

DA DB~ DA CB’
és ha ez utdébbi kifejezésben CA, DB, DA, CB helyett a véle egy-
értéktt —AC, —BD, — AD, —BC-t irjuk, ugy

(CDAB) =+ -—, .= (ABCD).

A, B, C, D pontok kettSsviszonydnak értéke azonban a pon-
toknak minden mds foleserélésénél véltozni fog, de tekintettel arra,
hogy a négy elemnek 24 permutaczidja koziil, mindig négy complexi6
értéke megegyezd: a négy pont kettdsviszonydnak kovetkezd hat
kilonboz6 értéke lehet : (ABCD), (ABDC),(ACBD),(ACDB),(ADBC),
(ADCD).

Ha (ABCD) értékét roviden A-val jeloljik, agy:

(ABCD)=)., (ABDC)——, (ACBD)=1—1,
1 A-

Ez kovetkezbkép bizonyithatd be :

(ACDB)= (ADCB ———



5. Négy pont kettdsviszonydnak kiilonbdzd értékei. 7

apAC_ 1 _ 1
(ABDO)= 51 = A¢ AD = (ABCD) — 4’
BC™BD
AB AD _ AB.CD _  (AC—BC) (BD—BC)
(ACBD)= p:cp="pc.AD~ BC. AD
AC.BD—BC.BD—AC.BC+BC* . BD+AC—BC
BC.AD = AD
AB+BD _,
— o~ T ap =1

Minthogy ezek szerint

1 ) .
kovetkezik, hogy :
(ACDB) = mﬁ]j —_— -— =+ €8
1 )U_1
(ADBC) = 1—(ABDC) = 1— — ="=—,
vegre ;
1 L
@ancp = o=,"

Ezek folytdn mondhatjuk:

Ha valamely egyenesen négy pont vétetik fel és kozulSk bar-
mely kett6 és a mdsik kettd egymédshoz rendelt pontparnak tekinte-
tik, ugy az éltaluk meghatdrozott kettésviszony értékével kifejezhetok
azon kettsviszonyok is, melyeknél a felvett pontok kozil mds-més
tekintetik egyméshoz rendeltnek.

fgy pl. ha
(ABCD) = —1,
akkor:
(ABDC) = —1, (ACBD)=2, (ACDB) = -,

(ADBCO)=2,  (ADCB) =+

Ha { tartén A, B, C, D, E pontokat veszink fel és A, B-t egymds-
hoz rendeltnek tekintjiik, és azonkivil még C, D; D, E; E, C pontokat
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egymdshoz rendeljuk, akkor a szdrmazé (ABCD), (ABDE), (ABEC)
kettésviszonyok kozott kovetkezd, konnyen igazolhaté azonossdg
létezik

(ABCD).(ABDE).(ABEC) =1,
a mi igy is irhaté :

(ABCD).(ABDE)= (ABCE),

és mely Mobius-féle relaczidnak neveztetik.* (Mébius 1790—1868).

Ezen reldezi6 folytdin A, B, C,D és A, B, D, E pontoknak bér-
mely kett6sviszonydbol A, B, E, C pontoknak bérmely kettésviszonya
kifejezhetd.

fgy pl. ha
(ADCB) =2, (BDAE)=—3,
akkor
(BCEA) = —1;
mert ha
(ADCB) =2, (BDAE) = —3,
akkor

(ABCD)=2,  (ABDE)= %

és a M6bius-féle reldezié alapjdn

ABCE) =2.-L =1

vegre

(BCEA) = —1.

6. Legyen (3. dbra) A, B, C, D ;
; ¢ egyenesnek négy tetszéleges pontja.
| Kossiik 6ssze ezen pontokat f-n kiviil
’ fekvé T ponttal a, b, ¢, d sugarak
(végtelen hosszti egyenesek) dltal és
jeloljuk két-két ily sugdr pl. a, b haj-
ldsszogel kozil azt, melynek szdrai
kozott AB koz fekszik (ab)-vel. Ezen szdget ép tgy mint AB tdvol-
sdgot, tekintve a forgds értelmét, melynél b, «-bol b helyzetbe jut,
positiv vagy negativ elbjellel kell ellitva képzelniink, hogy b hely-
zete T sugdrsorban a sugdr és (ab) sz0g nagysdga dltal egyfélekép
legyen meghatdrozva, vagyis legyen : szog (ab) = — (ba) szoggel.

3. abra.

* M6Brus A, F. Gesammelte Werke, Leipzig 1885. I. Band «Der bary-
centrische Calcul» pag. 225.
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Ha mi T-bél t-re bocsdtott meréleges talppontjat U-nak nevez-
zik, agy
TAC, TBC, TAD, TBD
héromszogeknek kettés teriileteit igy fejezhetjuk ki :

AC. TU—TA . TCsin(ac), BC.TU=TB. TCsin (be),
'AD.TU=TA . TDsin (ad), BD.TU=TB. TDsin (bd).
E szerint tehat :
AC.TU _ TA.TCsin(ac)
BC.TU ~— TB.TCsin(bc) ’

AC TA sin(ao)
BC ™ TB'sin(be)’

vagy

és hasonléképen :
AD _TA sin (ad)
BD ~ TB'sin (bd)’
végre
AC AD _ sin(ac) sin (ad)
BC BD ~ sin (be) " sin (bdy
sin (ac) sin (ad)
sin (be) “sin (bd)’
kettosvisszonydnak neveztetik és roviden (abed)-vel lesz jeldlve. Az
(abed) symbolumban a és b, ¢ és d elemek, egymdshoz rendelt elemek.
7. Ha a, b, ¢, d sugarakat egy 0j egyenessel {,-gvel metszik
Ay, By, C,, D, pontokban, akkor a szdrmazott TA,C,, TB,C,, TA,D,,
TB,D, haromszogekb6l, mint elébb, szintén levezethets, hogy :

Ezen utébbi kufejezés : az a, b, ¢, d sugarak

A,Cy AD, sin(ac) sin (ad)

B,C," B,D, sin (bc) sin (bd)’

Ha az AC, BC ... valamint A,C,, B,C,, ... kozok nem is
fekiidnének a, ¢; b, ¢; . . . sugarak 4ltal képezett szogek ugyanazon
szdrai kozott, hanem pl. AC és A,C, kézok a, c sugarak csics- vagy
mellékszogeinek szdrai kozott volndnak, azért sin(A,TC,) jelre és
nagysdgra nézve megegyezik sin (A TC)-vel, vagyis sin (ac)-vel.

E szerint: egy sugdrsor négy sugardnak kettdsviszonya
egyenlo. azon négy pont kettésviszonydval, melyben a sugdrsor négy

sugara a kozépponton dt nem mend egyenes dltal metszetik ; tovdbbd
két kulénbozé
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pontsorhoz tartozd négy-négy pont | sugdrsor négy-négy sugardnak
kettésviszonya egyenld, ha azon | kettdsviszonya egyenld, ha azon
ponlok az eqyik és mdsik pont- | sugarak, az egyik és mdsik sugdr-
sorban egy sugdrsor négy sugardn | sorban, eqy pontsor négy puntjdn
fekszenek. (4. dbra.) mennek dt. (4a. dbra.)

8. Vegytink fel (5. dbra) f tarton egy pontsort, és projiczidljuk
ezen pontsort tetszbleges T pontbdl, mint kézéppontbdl, T sugdrsor
sugaraival ¢ egyenes és T ponton dtmend siknak tetszbleges ¢, egye-
nesére ; ezdltal {,-en egy 4j pontsort nyerink.

t egyenes A pontjanak projekczidja T-bél ¢,-re, azon A, pont,
melyben az A pont projiczidls sugara: 'TA & —a, t;-et metszi, és
viszont #; pontsor A, pontjdnak projekeziéja T-bol {-re nem egyéb,
mint A pont; projiczedld sugara pedig | TA,' =|TA! =a.

Két-két ily pont, mint A, A;, melyek kozil az egyik a mdsik-
nak projekezidja: t és t, pontsor egymdsnak megfelelé pontjdnak
neveztetik, gy szintén A, vagy A, pont projiczidlé sugara: a, az A
és A, pontnak megfelelé sugdr T sugdrsorban.

Minden pontnak {-ben megfelel egy (projiczidld) sugdr T-ben és
egy pont {;-ben, és viszont {, minden pontjinak megfelel T-ben egy
sugdr, {-ben egy pont. { végtelen tdvol fekvs D_ pontjdnak T-ben azon
sugdr felel meg, mely {-vel pdrhuzamos, ;-ben pedig azon D, pont,
melyben ezen pdrhuzamos sugdir {;-et metszi, mely tehdt dltaldban
nem lesz végtelen tdvol. Es viszont ¢, végtelen tavol fekvé E|  pont-
jénak megfelelé K pontja ott lesz, hol T-nek ¢,-gyel parhuzamos e
sugara {-t metszi. ¢ és {; metszbpontja F'=F, mindkét pontsorban
egymdsnak megfelels.

Két ily pontsor A, B, C...: A, By, <, . .., melyek kozul az
egyik a mdsiknak projekezibja T kozéppontra vonatkozélag: perspek-
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ntiv helyzetiinek neveztetik, és a sugdrsor is, melynek a, b, ¢ . . . suga-
rai a neki megfelels A, B, C...; A, B, G, . .. pontokon mennek
4t, az egyik és mdsik pontsorra nézve perspektiv helyzetii.
Két sugdrsor T, T, melynek a, b, c...; ay, by, ¢, ... sugarai
(6. dbra) egy t pontsor ugyanazon 4, B, C ... pontjait projiczidljak,
szintén perspektiv helyzetiinek, és a pontsor ¢ tartdja, perspektiv ten-
gelynek neveztetik. Oly két sugdr, pl. a, a;, mely a pontsor ugyan-
azon pontjdn A-n megy 4at, eqymdsnak megfeleld. A megfelels suga-
rak kozal T és T, sugdrsornak ' 7’7, 'sugara egymassal Osszeesik, mig
t végtelen tdvol fekvs pontjan dtmené sugarak: T és T-nek egymads-
sal parhuzamosan mené megfelelé sugarai.

5. Abra. 6. abra.

9. Ha 4,, B,, C, ... pontsort, miutan {-nek 4, B, C . . . pont-
jait T-bbl a, b, c . . . sugarakkal ¢,-re projiczidltuk, ezen helyzetébdl
elmozditjuk, dltaliban nem fog bekdvetkezni, hogy a perspektiv
helyzetb6l szdrmazé két megfelel6 elemnek: A, A;-nek, B, B,-nek,
C, Ci-nek stb. 6sszekoto egyenesei: | AA, |, | BB,i,|CC,i,... ugyan-
azon ponton mennek at, sem pedig, hogy az 4,B,(C, . . . pontsor min-
den pontja a neki megfelels sugdron a, b, ¢, . . .-n maradnak, vagyis
sem a két pontsor, sem pedig az elmozditott pontsor és a, b, c, . . .
sugdrsor nem lesz perspektiv helyzeti.

Ugyszintén ha A, B, C, . . . pontsorra vonatkozdlag perspektiv
helyzett a, b, c,...; a;, by, ¢;, ..., vagy roviden T, T, sugarsor
kozil, Tj-et elmozditjuk ezen perspektiv helyzetéb6l, az Gj helyzet-
nél a,, by, ¢, ... sugaraknak metszépontja a neki megfelelé a, b, ¢, ...
sugarakkal nem fog egyenesen fekidni, tehdt az elmozditott T, sugdr-
sor nem lesz T-vel perspektiv helyzeti.

Egy azonban mindig bekovetkezik, t. i. hogy tetszéleges négy
pontnak A4,, B,, C,, D,-nek, vagy négy sugarnak a,b,c,d,-nek kettos-
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viszonya, egyenl$ a neki megfelelé négy sugdr a, b, ¢, d, és négy pont
A, B, C, D kettésviszonydval T sugdrsorban, illetve ¢ pontsorban, mert
A, By, C, D, pontok, valamint a,, b,, ¢,, d, sugarak kettésviszonya
ugyanaz marad, mig azon elemek kélcsénds helyzetiiket nem valtoz-
tatjdk (a mi ¢, vagy T, tarté elmozditdasa dltal nem térténiki, a meny-
nyiben (4,B,C D)) kettsviszony értéke csak A,B;C.D, pontoknak
kélesonos tdvolsdgaitol, (a.b,c,d,) pedig a,, by, ¢, d, sugarak dltal
képezett szogektdl fugg.

2. 8. A projektiv vonatkozds fogalma és projektiv sorok
szerkesztése.

10. «Két pontsor, vagy két sugdrsor, vagy eqy poatsor és sugdr-
sor, mely oly mddon van egymdsra vonatkoztatva, hogy minden elem-
nek az eqyikben eqy elem felel meq a mdsikban és bdrmely négy
megfeleld elemnek kettdsviszonya eqyenld eqymdssal: projektiv
vonatkozdsw, vagy réviden projektiv pontsornak, projektiv
sugdrsornak, illetéleg projektiv pont- és sugdrsornak neveztetik.»

Két perspektiv helyzetti pontsor, vagy sugdrsor, vagy pont- és
sugdrsor tehdt mindig projektiv, a mennyiben négy megfelelé elem-
nek kettosviszonya (6. szerint) egyenls.

De kimutathato, hogy a projektiv vonatkozdsnak értelmezése
nem kivin lehetetlenséget, vagyis kielégitheté azon kovetelmény,
hogy bdrmely négy megfelel elemnek kettésviszonya egyenld legyen
egyméssal.

Ha ugyanis két pontsor elemeit projektiv akarjuk egymdsra
vonatkoztatni, a nélkil, hogy azok perspektiv helyzettiek legyenek,
akkor az egyik pontsor hdrom pontjanak A, B, C-nek megfelel§ pont-
jait A;, By, Cj-et a mdsik pontsorban tetszélegesen vélaszthatjuk. Ha
ezutdn az els6 pontsorban négy tetszbleges, X, Y, Z, U pontot vesziink
fel és ezeknek megfelelé X, .,, Z;, U, pontjait ugy hatdrozzuk meg,
hogy azok a projektiv vonatkozds értelmezése szerint:

(ABCX)=(4,B,C,X,), (ABCY)=(4,B,C,Y)),
(ABCZ) =(A,B,C,7), (ABCU)=(A,B,C,U)"

egyenleteket kielégitsék, akkor kimutathaté, hogy X,, Y,, Z,, U,

pontok eleget tesznek
(XYZU)=(X,Y,Z,U)
egyenletnek.
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A Mébius-féle reldezidk folytdn ugyanis
(ABXC). (ABCE):(ABXX),
(A,B,X,C)) . (A,B,C,Y)=(A4,B,X,Y)),
de ezen egyenleteknek baloldalin levd elsd, illetéleg mdsodik ténye-
26k a foltételi egyenletek alapjdn egyenl6k, tehdt
(ABXY)=(A,B,X,Y)),
43 hasonloképen
(ABXZ)=(A,B,X,Z)), (ABXU)=(4,B,X,U)).
Tovdabbé )
(AXYB).(AXBZ)=(AXYZ),
€s L
(A1X1 Y1B1) . (A1X1B1Z1)=(A1‘X1Y1l1)
reldeziokbol ldthatd, mint elébb, hogy
" (AXYZ)=(A,X,Y,Z),
és hasonlokép
AXYU)=AA, X, Y,0);
(XYZA) . (XYAU)=(XYZU)
(X,Y,Z2,4) . (X, Y4, U)=(X,Y,Z, U))-bél kovetkezik

(XYZU)=(X, Y,Z,U).

€8

végre, hogy:

Ezzel ki van mutatva: ha a pontsor egy pontja annak tetszéle-
ges hdrom pontjdval oly értékii kettdsvisszonyt képez, mely egyenld
a megfelelé pontok kettdsviszonydval, akkor azon pont a pontsor
birmely mds hdrom pontjdval is oly kettésviszonyt fog szolgdltatni,
mint a megfelelé négy pont.

Ugyanigy bebizonyithatd, hogy a projektiv vonatkozds értelme-
zése kielégithets, két sugdrsorra, vagy egy pont- és egy sugdrsorra
nézve is.

A projektiv vonatkozds jele Staupt * (1798—1867) szerint : A

(ABCDE ...) N (ABGDE, .. ),

olvasva ABCDE . .. sor projektiv A,B,C,D,E,. .. sorral, melyben
A,B,C, D, E,... elemnek rendre A,, By, C,, D,, E, ... elem felel meg,

* Sraupr G. K. Ch.: Geometrie der Lage, Niirnberg 1847. pag. 49.
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e szerint azt fejezi ki, hogy bdrmely négy elemnek kettésviszonya az
egyik sorban egyenlé a neki megfelelé négy elem kettisviszonydval a
mdsikban,

11.-Ha ¢ és {, tarton fekvd ket pontsort projektiv akarunk egy-
mdsra vonatkoztatni $s ammak megfelel pontjait szerkeszteni, gy a
pontsorok hdrom egymdsnak megfelels elemét (7. dbra) A, A,; B, B, ;
C, C,-et tetszblegesen vdlaszthatjuk. Ha ezutdn | AA, | egyenesen két
pontot T,T)-et felvesziink és | T'B:, | T\ B,|, valamint | TC|, T,C, metsz6-
pontjan B,, illetve Cy-n 4t £, egyenest fektetunk, Ggy ¢ pontsor tetszé-

leges X pontjdnak megfelels pont-
| Jét X-t {;-en megkapjuk, ha TX| és
t; kozos X, pontjat T,-bél¢,-re pro-
I jiczidljuk.
| £, és ITT|| metsz6pontjdt
’ nek nevezvén kovetkezik, hogy
------------------------- e . ABCX . .. pontsor perspektiv
A B, G X, .. .-vel T kozéppontra
nézve, 4,8,C,X;. . . pontsor pedig
perspektiv A, B,C, X, .. .-gyel T,
kozéppontra vonatkozdlag. Ennél-
fogva ABCX . .. pontsor négy tet-
szbleges elemének kettdsviszonya
egyenls A,B,C,X, ..., valamint
AB,C X, . .. pontsor neki megfelelé elemének kettdsviszonydval, és
igy A,B,C X, ... projektiv ABCX . .. pontsorral.

Még egyszerlibb az eljards, ha (8. dbra) 7-t A;-ben, T,-et A-ban
vessziik fel. Ekkor B, és (i;, metszépontjalesz ' AB, 1, ! A,B', illetve

AC, |, | A\C| -nek, és | B,C,'={, tart6 tetsz6leges X, pontjdnak pro-
jekezidja A,-bél f-re, valamint A-bOl ¢,-re: két egymdsnak megfelels
X, X, pont.

Lehet azonban tdgy is eljarnunk, hogy (9. dbra) ABCX ...
pontsort | AA, | tetsz6leges T pontjdbdl egy az A, ponton dtmené
t, egyenesre projiczidljuk A B,(,X, . . .-be, ez utébbi pontsort pedig

B,B,| és | C,C, i metszépontjabol T-b8l ismét ¢,-re projiczidljuk
AB,C, X, .. .-be; ezen 1j pontsor az el6bbi okokndl fogva projektiv
ABCX . . .-szel.

12. Ha t pontsort és T sugdrsort projektiv akarunk eqgymdsra
vonatkoztatni, akkor T sugdrsort tetsz6leges {; egyenessel metszéshez
hozzuk és a T-vel perspektiv ¢, pontsort vonatkoztatjuk {-re projek-
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L] >
tiv. Ha X, X, két megfelel6 pontja ¢, {;-nek, agy 1'sugdrsornak X; pon-
ton atmend | TX, | =a sugara, szintén megfelel £ pontsor X pontjinak.
Ugyan igy lehet két sugdrsort T, T'-et is projektiv vonatkoz-
tatni egymdsra, ha T hdrom sugardhoz a, b, c-hez, T)-ben hdrom
tetszbleges a,, by, ¢, sugarat vilasztunk, melyr6l feltételezzik, hogy
az elébbieknek megfelel6k, és a két sugdrsort ¢, illet6leg 1, egyenessel
metszéshez hozzuk. A szdrmazott pontsorokat most projektiv vonat-
koztatjuk egymdsra olymédon, hogy ¢ és a, b, ¢ metszépontjdnak
A, B, C-nek megfeleljen ¢, és a,, b;, ¢, metszépontja 4, By, C,.
T és T, sugdrsor azon két sugara x, x;, mely ¢ és {;-nek két meg-

1
felelé X, X, pontjdn megy dt, egymdsnak megfeleld.

8. hbra. 9. abra.

A szerkesztés egyszeriisbul, ha (10. dbra) ¢, a sugdrsorok két par
megfeleld sugardnak a, a, és c, ¢;-nek 4, illetve ( metszépontjdn ;
t, pedig a, a,; b, b;-nek A, illetve B, metszépontjdn lesz dtfektetve.
Ha b, ¢; 4, ¢, és b, ¢, metsz8pontja B, C, és 1,, a mi roviden igy
lesz irva:

(bh=B, (t,c)=Cy, (be)=T,,
tovdbbd T,-n dtmend tetszéleges sugdr, ¢, {-et X, X,-ben metszi, agy

TX|=x, és' T\X,| =w,, a projektiv vonatkozdsa sugdrsoroknak két

megfelel6 sugara.

(ABCX...) N (4,B,CX, ...,
mert T,-re nézve perspektiv;

(abc.r . 7\ \UqU ULy o o D)

mert a sugdrsorok ABCX... illetve 4,B,C X,...-re vonatkozélag
perspektivek.
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Czélszerlien lehet még ¢ és ¢,-et mindjart a,, illetve a sugdrban
felvenni, mint az a mellékelt 11. 4brdabol 14thaté.

Ezekkel kapcsolatban projiczidlds 4ltal is kimutathatjuk, hogy
ha A, B, C, D; t tarténak négy tetszéleges pontja, akkor (5)

(ABCD) = (BADC) = (CDAB) = (DCBA).

Ha pl. D ponton dtmend tetszéleges egyenesre egy H pontbol
red projiczidljuk A, B, C, D-t, E, F, , D-be, e pontokat C-b51 | HA !
egyenes E, I, H, A pontjaiba, végre e pontokat F-bél ismét ¢ tartora,
akkor

(ABCD) = (EFGD) = (EIHA) = (DCBA).

Hasonlé tton lehet projiczidlds dltal bebizonyitani, hogy
{ABCD) egyenlé (BADC) és (CDAB)-vel.

13. Mindezen szerkesztések, melyek két projektiv pontsor, pont-
és sugdrsor, vagy két sugdrsor megfelels elemeinek felkeresésére vonat-
koztak azon alapszanak, hogy mds pont- vagy sugdrsorok vétetnek fel,
melyek egyrészt az adottakkal, mésrészt 6nmaguk kozott perspektivek
voltak, mert ha t6bb pont- vagy sugdrsor kézul az elsé a mdsodikkal,
a mdsodik a harmadikkal, a harmadik a negyedikkel stb. perspektiv,
gy az elsé a harmadikkal, negyedikkel stb. is projektiv lesz, mint-
hogy az els6 pont- vagy sugdrsor barmily négy elemének kettdsviszonya
egyenlé a mdsodik, harmadik, negyedik stb. pont- vagy sugdrsor neki
megfelel négy elemének kettésviszonydval.

Megtorténhetik azonban, hogy az els6 pont- vagy sugdrsor a
harmadik, vagy negyedik, vagy kovetkez6 pont- vagy sugdrsorral azon-
kiviil, hogy — projektiv vonatkozdsi, még— perspektiv helyzetiiis. Kér-
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o
Jés: mi kivdntatik ahhoz, hogy két projektiv pontsor ABCX...,
A,B,C X, ..., mely b, t tarton fekszik, perspektiv helyzetli legyen ?
A perspektiv helyzet értelmezése folytdn

'AA,!, | BB,l, |CCyi, | XX, 1,...

és minden mds megfeleld pontpdr osszekotd egyenesének egymdst egy
és ugyanazon pontban kellene metszeni, és viszont minden ezen T
metszéponton dtfektetett sugdrnak a pontsorok megfeleld pontjain
kellene dtmenni. De ha

|A4,!, |BBy|, | CGy]
sugarak, mint megfeleld pontok 6sszek6ts egyenesei egymdst ugyan-
azon pontban T-ben metszik, agy bebizonyithatd, hogy T pontot ¢
tetszbleges X pontjaval Osszekotd egyenes, X-nek megfelels X, pont-
jén megy 4t.

Nevezziik ugyanis | TX | és ¢; metsz6pontjat Xj-nek, tugy a per-

spektiv helyzet folytdn

(ABCX)'A (4,B,G, X)),
de a projektiv vonatkozds miatt

(ABCX) A (A,B,C, X)),

(AIBI CIXI) W (AIBICIXI’)y

AX, AX;

B, X, ~ B,X{’
mib6l kovetkezik, minthogy ezen viszonyok jelre és értékre nézve
megegyez6k, hogy X| Osszeesik X,-gyel, vagyis { pontsor perspektiv
{-gyel.

Ha tovabbd két projektiv sugdrsor T, T, hdrom megfelels suga-
rdnak a, a;; b, b;; ¢, ¢,-nek, A, B, C metszépontjai egy egyenesen
i-n fekszenek, Gigy kimutathat6é, hogy a tobbi megfelel$ sugarak, pl.
x, x;, egymést szintén f-n metszik. Nevezzuk ugyanis x és x, metszo-
pontjdt t-vel, X ill. X;-nek, ugy

tehdt

vagy

(abex) '\ (ABCX), (a,b,eix) A (ABCX)), és (abex) A (@b cyx,)-bdl

kovetkezik, hogy
(ABCX) A (ABCX)

tehé,t’ X pont Gsszeesik X,-gyel, vagyis x, x, egymést f{-n metszi.
Ennélfogva : két projektun

Klug: A projektiv geometria elemei. 2
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pontsor perspektiv helyzeti, ha | sugdrsor perspektiv helyzetii, he
hdrom megfeleld pontpdr 0Ossze- ‘ hdrom megfeleld sugdrpdr met-
kotd egyenese eqymdst eqy pont- | széponija egy egyenesen fekszik.
ban melszi. |

E tételek bebizonyitdsdval egyszersmind kimutattuk, hogy ha.
két projektw pontsor (sugdrsor) hdrom megfeleld eleme dsszeesik, 1gy
a ket pontsor (sugdrsor) minden megfeleld eleme is Ossze fog esni,
tovabbd : ha egy pontsor hdrom eleme, egy véle projektiv siv.gdrsor
hdrom megfeleld elemében fekszik, ugy a pontsor minden eleme,
benne fekszik a sugdrsor megfeleld elemében, és igy a sorok perspek—
tivek.

14. A midén két projektiv pontsor ABCX..., A,B,C/X,...
tartoinak {, {,-nek metszOpontja egymdsnak megfelels pont, akkor
ezen metszéponton, pl. A=A;-en dtmend bdrmely sugdr, két meg-
feleld pont Gsszekotd egyenesének tekinthets. fgy tehdt B, B; C, C;
megfelels pontok 0sszekoté egyenesének 7' metszOpontjdn, dtmegy
A, A, megfelels pontoknak 6sszekots egyenese is, minek kovetkezté-
ben a két pontsor perspektiv.

Hasonl6kép : ha két projektiv sugdrsorban T, T,-ben, a kozép-
pontokat 6sszekot6 sugdr egymdsnak megfelels, akkor ezen kozos
sugdrnak minden pontja metszépontnak tekinthetd, tehdt mds két
megfeleld sugdr metszépontjan dtmend { egyenesen a kdzos harmadik
sugdrpdrnak metszépontja is rajta fekszik, és igy a sugdrsorok per-
spektivek.

Ennélfogva mondhatjuk: kél projektiv pont- vagy sugdrsor,
melynek kozos eleme eqymdsnak megfeleld : perspektiv helyzeti.

E tételekbol kovetkezik még: hogy két projektiv pontsor, vagy
sugdrsor, mindig perspektiv helyzetbe hozhatd, ha az egyik pont- vagy
sugdrsornak tetszéleges elemét a megfelelé elemre helyezziik. Aldbb
(46. pontban) litni fogjuk, hogyan kell egy pontsort egy hozzd pro-
jektiv sugdrsorral, vagy egy sugdrsort a hozzd projektiv pontsorral
perspektiv helyzetbe hozni.

3. 8. Ktilonb6z6 tartéval biré projektiv pont- és sugdrsorok
kitilonds elemei.

15. Eddigelé két projektiv pontsor végtelen tdvol fekvé pontjai-
nak megfeleld pontjait az egyik és mdsik pontsorban figyelmen kivil
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hagytuk. E pontok azonban kulonos szerepet viselnek, a mennyiben
a négy pont kettésviszonya az esetben, ha a négy pont egyike az
egyenes végtelen t4dvol fekvé pontja, egyszerfi viszonnyd fajul.

Hogy ezen pontokat is tekintetbe ve-
gyiik, legyen ¢, f, (12. dbra) tartéja két, T'
kozéppontra vonatkozolag, perspektiv pont- -
gornak, és nevezziik ¢ pontsor végtelen td- \ >
vol fekvé pontjat ()_-nek, azon pontot, \
mely Q_-nek f,-ben megfelel, mely tehdt \\ .

T-n 4t t-vel parhuzamos sugdrnak metsz6- L AN
pontja ¢,-gyel, ();-nek; végre azon pontot,

mely ¢, végtelen tdvol fekvé R, pontjdnak e
megfelel, R-nek. A végtelen tdvol fekvd 12, abra.

0., R~ pontoknak megfelelé Q,, R pon-
tokat a két projektiv pontsor ellenpontjainak nevezik.

Négy megfeleld pont kett8sviszonya akkor is egyenls, ha azok
koziil egyik végtelen tdvolban van, miért is ABQR és A, B,Q,R, meg-
felelé pontokra nézve :

(ABQ«R) '\ (A B,0,R,.),

vagyls
AQ. AR _ A0, AR,.
BO. BR B0, B
De
AQ. AR,
BQ. B

viszonyoknak hatdrértéke 1, mert AQ., BQ., A,R,., B,R,., mint
ugyanazon rendii végtelen nagy mennyiségek, melyek egymdstol véges
mennyiségekben killonboznek, egyenléknek tekinthetsk, és igy ama
kettdsviszonyok dtmennek kivetkezbkbe :

BR A0,
AR
vagy
AR.A,Q,=BR.B,Q,.
) Ezgn. egyenlet, TAR, TA,Q, és TBR, TB,(, hasonlé hirom-
820gekbél is levezethets, a mennyiben az elsé pér haromszog
AR:TR= :
& misodik 040,
BR:TR=TQ,: B,Q,-et
9%
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szolgdltatja, melyekbél:
TR.TQ=AR.A,Q,—BR. R,0,.

Az egyenlet pedig azt fejezi ki, hogy: projektiv pontsorokndl
két megfeleld pont tdvolsdga az ellenpontoktdl, eqyenld szorzalokat
ad. E szorzat, a projektiv pontsorok hatvdnydnak neveztetik.

A mi pedig az ellenpontok szerkesztését illeti, ha ABC, A,B,C,
megfelel6 pontok adva vannak, felvesziink (7. d4bra szerint) két sugdr-
sort, T, T,-et mely ABC..., A,B,C,... pontsorokkal kilon-kilon,
és A,B,(,. .. pontsorral kozosen perspektiv. T-n 4tmend és {-vel pér-
huzamos sugér f,-6t (J;-ben, T\-en dtmend és f,-gyvel parhuzamos
sugér pedig ¢,-6t R,-ben metszi; T,0), és
TR,nek kozos Q, R pontja ¢, ill. {-vel,
az A,B,C,, ABC éltal adott projektiv pont-
soroknak ellenpontja.

Az ellenpontok ismerete arra képesit,
hogy oly négy pontot szerkeszthessiink, me-
lyeknek kettésviszonva egyenld hdrom adott
pont egyszerti viszonydval. Ha ugyanis (13.
dbra) ¢ és t-en A, B, G, illetve A,, B,
pontok advidk és mi oly D pontot akarunk szerkeszteni, hogy

(A.BCD)=A101 . BICI 5

akkor #;-nek A, pontjit egyesitjuk A-val; : BB,:, | CC,! sugarak T
metszépontjin 4t ¢,-gyel pdrhuzamost huzunk, mely mér -t a kivdnt
D-ben, t;-et D,.-ben metszi, mert

(ABCD)=(A,B,C,D,»)=A4,C, : B,C,.

16. Ha két projektiv pontsornak ¢, {,-nek ellenpontja R, (), és
még egy par megfelelé pontja A, A, adva van, ¢ sor minden més pont-
jdnak X-nek megfeleld pontjdt X,-et {,-en, egyszertien lehet meg-
taldlni.

Szerkesztiink ugvanis oly téglanyt, melynek egyik oldala RX és
terillete a pontsorok hatvdnya: RA. (Q4,; a tégliny mdsik oldala
megadja X-nek megfelelé X, pont tdvolsdgat O,-t6l.

Hogy ezen tivolsdg (),*t6] mérve, mely oldalra viendd fal ¢,-re,
azon korilménybél hatdroztatik meg, hogy : két projektiv pontsorndl,
az egyik pontsor négy egymdsra kovetkezd pontjdnak megfeleld pont-
Jjat, szintén egymdsra kévetkezd pontok. Ennek helyes volta, pedig
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konnyen beldthatd perspektiv helyzetii pontsorokndl, és mert Projektiv
pontsorok mindig perspektiv helyzetbe hozhatok, azért barmily hely-
zetli projektiv pontsorokra nézve is helyes.

Ha tehdt (14. dbra) X pont A-t6l el van vélasztva R és (). dltal, a
pontok sorrendje: ARXQ«, ésigy a megfeleld pontok sorrendje:
AR X,0, vagyis X, szintén el lesz vélasztva A8l O, és 1L, dltal.

Ha azon téglanyt, melynek teriilete a projektiv pontsorok hat-
vénya négyzetté alakitjuk dt, és annak oldaldt R és Q;-t6] mérve ¢, ¢,
egyenesekre visszilk, G, H és
G,, H-ig, ugy G, H-ban {-nek :
oly két killonGs pontjat kapjuk
meg, mely R ellenponttél ép oly e
tdvolsdgra van, mint a nekik
megfelelé G, H, pontok {;-en a
masik (¢, ellenponttél. E két
pontpar: G, G;; H, H, a projektiv pontsorok hatvdnypontjainak ne-
veztetik.

17. Projektiv pontsorokndl mindig léteznek egymdssal egyenld
kozok, melyeknek végpontjai, egymdsnak megfelel pontok, és melyek
megfeleldleg eqyenld kézOknek neveztetnek.

Legyen ugyanis (15. dbra) a két projektiv pontsor hatvdnya w2,
annak ellenpontia R és (J;, végre két megfelels pontpar A, A, B, B,.

Minthogy

14. Abra.

AB=RB—RA— w1 1)
tehdt I i

AB— ——— ..
Q:4,.0,B
Ezen egyenlet folytdin AB és A,B, kozok nagysigukra nézve
akkor egyenlék, ha :
Q4. QB;=p?,
vagy mert :
HE — U —
OIBI (\)114»1
ha

RA—Q,B,, és Q,A,—RB.
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E két utolsd egyenlet azt fejezi ki, hogy : két projektiv pontsorban
a megfeleldleg egyenld kézéknek végpontjai az ellenpontoktol felvdliva
eqyenld tdvolsdgra vannak.

Ha tehdt A tetsz6leges pont é-ben, és RD, Q,B,, Q,C, egyenlének
vétetik HA-val ¢, ill. {;-en, tovdbbd A, D, B, C,-nek megfelels pontja:
Ay, Dy, B, C,4gy: AB=AB;; CD=C,D,; AC=A,C,; BD=B,D,.

E kozoknél az is lathatd (1. az
abrat), hogy AB és CD-nek, vala-
mint a megfelel6knek 4, B,, C,D,-
nek végpontjai nincsenek elvi-
_— lasztva, mig AC, BD-nek és igy
A C,, BD;-nek végpontjai el van-
nak vilasztva R, (J; ellenpontok
altal.
Ha A4, {-nek G hatviny pont-
jadban vétetett volna fel, akkor B
15. dbra. szintén G-be, C és D pedig H-Dba,
és hasonlokép a megfelelé pontok
Gy 68 1 -be jutottak volna. Két koz tehdt G és I ponttd fajult volna
el, a mdsik két koz pedig Osszeesett volna GIH-val az egyik, és
G H,-gyel a mdsik pontsoron.

18. Két projektiv sugdrsorndl, ép gy mint projektiv pontsorok-
nal, taldlhatok oly killonds egymdsnak megfelelé sugarak, melyek ha
kettésviszonyba hozatnak mds sugarakkal, a kettésviszonyok egysze-
riibb alakot 6ltenek.

Hogy e sugarak szerkesztését és az egyszeriisitett kettésviszony
értékét megtaldlhassuk vegyik fel, hogy a két projektiv sugdrsor 7,
T, mar perspektiv helyzetii, mely helyzetbe, mint lattuk, két projektiv
sugdrsor mindig az &dltal hozhaté, hogy egy tetszdleges megfelel
sugdrpdr egymadsra lesz fektetve a nélkul, hogy a koézéppontok oOssze-
esnének.

Ha ¢ tartéja azon pontsornak (16. és 17. dbra), mely mindkét
sugdrsorral perspektiv, s mi {-n fekvé pontbél, mint kozéppontbdl,
T, Ti-en dt x kort irunk le, dgy ezen kornek és t-nek U, V metszs-
pontjain dtmend . TU =q, | T¥'=r sugarak, valamint ezeknek meg-
felels | T\Ul=gq,, . T,V|=r, sugarak, egymdsra merdlegesek, és e
végbbl a sugdrsorok egymdsnak megfeleld merdleges sugdrpdrjainalk
neveztetnek.

Noha a két projektiv sugdrsor végtelen sokfélekép hozhaté per-




19. 20, Egymésnak megfeleld egyenld szdgek. 23

spektiv helyzetbe, mindamellett 4ltaldban csak egy-egy par egymdsnak
megfelelé merdleges sugdrpér létezik, mert ha még egy 1éteznék, akkor
t-nek TT, koz felez6pontjdn at TT,-re merélegesen ll6 egyenesnek
kellene lenni, és ekkor végtelen sok ily sugdrpdrt lehetne szerkesz-
teni. Ezen eset azonban csak kiilonds projektiv sugdrsorokndl kovet-
kezik be, melyrdl késébb szélunk.

Ha a, a,; b, b, ezen T, T sugdrsoroknak két megfelelé sugdr-
parja, agy (abgr)=(a,byqry), vagy mi ugyanaz :

gin (aq).sin (br) _ sin (a,q,).sin (b;r))
sin (bg). sin (ar) sin (b,q,).sin (a,r))’

de minthogy (szog-)

(ar)y=(qr)+(aq), (a19)=—(q,r) + (a1
() =(qr)+(bq), (b1q)=—(q,r)+(byr)

és q, r; q,, r, egvmasra merdleges:

sin (ar) = cos (aq), sin (a,q,) = — cos (a,r,)
sin (br) = cos (bg), sin (b;q,) — — cos (b;r)),

miért is a fonnebbi egyenletekbdl kovetkezik :

sin (aq).cos (bg) _ — cos (a,r,).sin (byry)
cos (aq).sin (bq) — — cos (byry).sin (a,r)’
vagy
tg (aq) . tg (ar)) = tg (bq) . tg (byry.
L R_ *Rya.
Ezen egyenlet azt fejezi ki, hogy : két projektiv sugdrsorban egy

detszoleges sugdrnak hajldasszoge az eqymdsnak megfeleld merdleges
sugdrpdr eqyik szdrdhoz, és a felvett tetszéleges sugdrnak megfelelé
sugdr hajldsszége az eqgymdsnak megfelelé merdleges sugdrpdr md-
sik — az el6bbinek meg nem felelé — sugardhoz, oly két sz6g, mely-
nek tangense dllandé szorzatot ad. Ezen dllandé szorzatbél, mely a
sugdrsor hatvdnydnak neveztetik, l4thaté, hogy ha a forgds koézben
kozeledik ¢-hoz, 4gy a, tdvolodik r,-t6l, vagyis kozeledik ¢,-hez.

19. Projektiv sugdrsorokndl szintén taldlhatok egyenld szogek,
melyeknek szdrai egvmdsnak megfelelsk.

Miel6tt ily sugarakat szerkesztenénk, vegyilk tekintetbe, hogy
két perspektiv helyzetti sugdrsorndl a kozéppontok vagy el vannak
valasztva a velok perspektiv pontsor tartéja — a perspektiv tengely —
dltal, vagy pedig nincsenek elvilasztva. Az elsé esetben a sugdrsoro-
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kat ellenkezd forgdsit, a masodikban egyenld forgdsu sugdrsoroknak
nevezhetjilk, mert ha két megfelels sugarat, mds két megfelelé sugdr
helyzetébe akarjuk forgatni, az elsé esetben ellenkezd, a mésodikban
egyenld értelemben kell forgatni a sugarakat. A sugdrsoroknak e tulaj-
donsdga akkor is megmarad, ha azokat sikjukban a perspektiv hely-
zetbol kimozditjuk.

Ha két felvett projektiv sugdrsor T, T, egyenld, vagy ellenkezd
forgdst volt, az marad, miutdn perspektiv helyzetbe hozatott, vagyis.
kozéppontjuk vagy nines, vagy pedig el van vélasztva a perspektiv
tengely ¢ 4ltal.

Ha most, miutdn a sugdrsorok perspektiv helyzetbe hozattak,
T, T, kozépponton dt tetszdleges k, kort fektetink (16. dbra), mely
t perspektiv tengelyt A, B pontokban metszi, ugy

| TA|=a, |TB =bés | T\A =a,, T\B=b,

sugarak dltal képezett szogek egyenlék, még pedig: egyenld forgdsi-
ndl a, b és a,, b, sugarak azon szdgei, melynek szédra kozott AB koz
fekszik egyenl6k; ellenkezd forgdstinal pedig (17. dbra) a, b sugarak azon
szoge, melynek szdra kozott AB koz fekszik egvenld, a,, b, azon szogé
vel, melynek szdra kozott AB koz nem fekszik. a, b és a,, b, sugarakat
egyenlé forgdsa sorokndl az egymdsnak megfeleld derékszog szdrai
nem valasztjdk el, ellenkez6 forgdsindl pedig elvédlasztjdk.
Tekintve TT,UV és TT,BA hurnégyszogeket kovetkezik :

T,UV+T,TV=T,BA+T,TA,

a szerint, a mint a sugdrsorok egyenlé vagy ellenkezé forgdsaak,
mibél
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T,UV—T,BA=F(I,TV-T,TA),

vagy a fels jelt véve: (¢,b;)=—(ra)=(ar), az alsét véve: (q,b)=(ar).
Ha tehdt (ab) és (a,b,) a projektiv sugdrsorokban egymdsnak meg-

felel6 egyenld szogek, (rq) és (ryq,) pedig az egymdsnak megfelel6 de-
rékszogek, ugy

(ar)=(q,b,) és (aq)=(r;by)

(bry=(qia)  (b)=(ryay),
mely egyenletek azt fejezik ki, hogy : projektiv sugdrsorokndl az egy-
mdsnak megfeleld egyenld szbgek szdrai, az egymdsnak megfeleld
derékszog szdraihoz felvdltva, egyenld s3og alalt hajlanak.

20. Fektessik T ponton 4t azon mdsik sugarat d-t, mely r-rel
ép oly szoget képez, mint a, és mely {-t D-ben metszi.

Minthogy DTA héromszogben T-nél 1év6 r, g szogfelez6k DA
egyenest V, U pontokban metszik, és T, azon kornek pontja, mely
VU dtméré f616tt van leirva: | DT, |=d, sugdr r,-gyel ugyanoly sz6-
get képez, mint r| az a,-gyel.

Ha mi most DTT,-en 4t kyq kort fektetiink, mely {-t mdsodizben
C-ben metszi, és |CT,| 'CT, sugarakat ¢, ¢,-nek nevezzik, akkor ismét
mint el6bb k, kor alkalmazdsdndl volt :

(ed)y=(c,d)), (dr)=(gq,c), (ge)=(d;ry),
(dr) =(ra), (r1a1)= (d17"1)

és mert
azeért:
(byq)=(q,cy), (bg)=(q0).

Ezen egyenletekbol, tekintve hogy (rq) derékszog, lathatd, hogy
a, b és ¢, d sugarak azon szogei, melyeknek szdrai kozott AB, CD ko-



26 I. Fejezet 3 §. Kiilonboz6 tartéval bird sth.

z0k fekszenek, egymdsnak kiegészits szogei, vagy mi ugyanaz, a, b és
¢, d sugarak (és hasonlokép a,, b,; ¢,, d, sugarak) dltal képezett két-
két sz6g egymadssal egyenld.

Mindezekbdl kovetkezik, hogy nemesak (ab) és (cd) sz0g egyenld
megfeleld szogével, hanem egyszersmind (ac) és (bd) szdg is ; tovdabbd
hogy egyenld forgdsa soroknél a, b es a,, b, valamint ¢, d és ¢, d,,
ellenkez forgdsu sorokndl a, ¢ és a,, ¢,, valamint b, d és b,, d, suga-
rak azon szogei egyenlék, melyek AB, CD kozoket tartalmazzdak, —
vagy mi ugyanaz, melyek 7, q; r;, q, dltal nincsenek elvilasztva, tehdt
derékszognél kisebbek. —

#, ka, kq korokrs] konnyen kimutathatd, hogy » felezi k, és kg
altal képezett szogek egyikét.

Nevezzik ugyanis e korok érintéit T vagy T, pontban 7, t,,
ti-nek, Ggy az egyenld forgdsu soroknal

(taa)y=TT\ Az, @)=TT,Vzx,
(ta)— @)=t )+ @) +ra)—@r)=TT) Az —TT,V=(r,a,),

mibdl (¢47), mint », k, hajldsszoge :
(tar)=(ar)+(rya)=(ar)—(qb).

Ugyanigy kimutathaté, hogy ellenkezd forgsdsa sorokndl e korok
hajldsszoge szintén (ar)—(qb), valamint hogy k4, »# koroknek hajlds-
szoge (tat)=(dr)—(qc), mib8l mdr kovetkezik, tekintettel (dr)=(ra) és
(q¢)—(bq) egyenletekre, hogy » kor k., kq-hez egyenls szogek alatt
hajlik.

«Az egymdsnak megfelel$ egyenls szogek szdrai tehdt, mind az
egyenld, mind az ellenkezd forgdst sugdrsorokndl azon pontokon
mennek dt, melyekben 7, 7, kozéppontokon &tfektetett és -hoz
egyenld szog alatt hajlé korok ¢ perspektiv tengelyt metszik.»

21. Ezen k,, kg korparak kozott egyenls forgdst sugdrsoroknél
létezik olyan, mely ¢ tartot érinti, mert 7', T, pontok ¢ dltal nincsenek
elvdlasztva. Az érint6é pontokon (, H-n dtmend g, hill. g,, h, suga-
rak — a sorok hatvdnysugarai — kilon-kilon véve nulld fajult egvenls
megfeleld szogeknek tekinthetdk, egviittvéve pedig [mint (gh), (¢,h,)]
szintén egyenld megfelelé szogek.

Ellenkez6 forgdsti sugdrsorokndl nem léteznek oly kordk, me-
lyek ¢ tartot érintik, de ekkor x-dt T, Tj-ben derékszog alatt metsz§
kornek és {-nek kozos G, H pontjain dtmend g, h; g, h, sugarak ké-
pezik a hatvénysugarakat, mert a derékmetszékor, »-hoz egyenld szdg
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alatt hajlo korpdrak egyesiilt korének tekinthetd. — Bér az egyenld
forgdst sugdrsorokndl is taldlhaté kor, mely x-4t T, T)-ben derékszog
alatt metszi, de ennek nines kozds pontja a perspektiv tengelylyel,
{-vel. —

g, h, g;, hy hatvdnysugarak, melyek az egymdsnak megfeleld
derékszogek (qr), (q,r,) széraival egyenld szogeket képeznek :

G =(qh)y=(g,r)=(rhy),
itt is hasonlé tulajdonsdggal birnak, mint a hatvinypontok a pont-
sorokndl, t. i. hogy:

tg (aq). tg (ar)=1g(9) . tg (9r)=t8" (yp)=1g" (hg)=1g" (g,ry)
egyenld a sugdrsorok hatvdnydval.

4. §. Kozbs tartéval bir6 projektiv sorok kettds elemei.

22. Két projektiv pontsor ABC..., A B,(C, ... ugyanazon ¢
tartén is képzelhets. Ha ugyanis két perspektiv pontsor kozil az
egyiket, A,B,C, .. .-et, a mdsiknak, ABC...-nek tartojara helyezzik,
agy a kozos tartén két projektiv pontsort kapunk.

AB,C, ... pontsor kétfélekép helyezhets ABC... tartojéra, t. i.
vagy oly médon, hogy ha A-bol B-n 4t C-hez és A,-b8l B-en 4t C;-hez
haladunk, a haladds értelme ugyanaz, vagy pedig oly médon, hogy a
haladds értelme ellenkezs. Két ugyanazon tartén fekvé projektiv
pontsor tehdt vagy egyenlékép haladd, vagy pedig ellenkezéleg ha-
ladd pontsor lehet.

Iy projektiv pontsorok megfelels pontjainak szerkesztése vissza-
vezethetd, két killonboz6 tartén fekvé projektiv pontsorok megfelels
pontjainak szerkesztésére az dltal, hogy A,B,C,... pontsort tetsz6-
leges 7' pontbdl egy 0j {, tartéra projiczidljuk A,B,(C,...-be, és
ABC. .. pontsor X pontjdnak megfelelé X, pontot azon pontsorban,
1-b6l ismét t-re projiczidljuk X,-be.

A kérdés, mellyel most foglalkozunk abban dll, megvizsgélni :
valjon van-e két ugyanazon tarton fekvé projektiv pontsoron oly pont,
melyet ha az egyik vagy mdsik pontsorhoz tartozénak tekintink, meg-
feleld pontjdval sszeesik és mikép kell ezen killonos pontokat, agy-
nevezett hettdspontokat szerkeszteni.

Hogy ketténél tobb ily pont nem lehet az konnyen beldthato,
mert ha ABC pontok 8sszeesnének a megfelels A,DB,C; pontokkal,
gy minden més D pont is, az (ABCD) — (4,B,C,D,) relaczié kovet-
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keztében osszeesnék megfelelé D, pontjaval. Ennélfogva a keftds~
pontoknak szama legfellebb kettc.

23. Legyenek az egyes pontsorok végtelen tdvol fekvé Q_, R,
pontjainak megfelels pontjai, vagyis az ellenpontok: Q,, R. E pontok
dltaldban nem esnek Ossze, mert a midén a pontsorokat egymdsra.
helyeztik, csak t6lunk figgott, valjon R és Q,-et egyesitjik-e,
vagy nem.

R, Q_ és R,_, Q, pontok 4ltal az egyes pontsorok két részre

1o
lesznek osztva, melyet kovetkezéleg lehet jelezni:
(0 Rl 0
) 2 Qeenn..

Ha most egy X pont R-t6l balra lev8 Q.. ponttél R felé mozog,
ugy ellenkezéleg haladd pontsornél a neki mindig megfeleld X, pont.

X R /4

18. Abra.

Q,-t6l .azon R, pontig fog mozogni, mely (,-t6] balra van, s mint-
hogy X, X, pontok egymdssal szemben mozognak egyszer megtorté-
nik, hogy egymdssal taldlkoznak. mely taldlkozds szikségkép IRQ,
kdzon kiviil R-t6] balra lesz.

Ha a mozgé X pont a mésik (). pontbél mozog R felé, a neki
megfeleld X, pedig ezen, ellenkezdleg haladé pontsorndl, (;-t5] a.
mdsik R, ., felé, tehat véle ismét szemben, ugy azok ismét egyesiilnek
RQ, kozon kiviil (),-t61 jobbra fekvé pontban.

Ellenkezéleg haladé pontsorokndl tehdt szikségkép létezik az
ellenpontok #ltal hatdrolt kozon, Jgvil, két kettdspont.

Hogy ezeket szerkeszthessik, szikségink van Q., Q;, R, R,.
pontokon kiviil (18. dbra) még egy tetszbleges megfeleld pontpérra,
pl- G, G, (vagy H, H,) hatvdnypontokra, melyek kiillonben minden
méds megfeleld pontpar segélyével szerkesztheték. Nevezziik RQ, felezs-
pontjat M-nek és vegyik tekintetbe, hogy X kettspontra nézve, fekid-
jék az R, O,-t6] jobbra, vagy balra:
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RG'=RX. 0, X=(RM+MX)(Q,M+MX)=(IM-+ MX)(— RM+ MX),

tehdt ., o
RG'+RM"=MX".

Ezen egyenletbdl ldthatd, hogy RG és RM befogokkal alakitott
derékszoglt hdromszognek dtfogdja, megadja a kett6spontok tdvol-
sagit RQ, felezdpontjatol.

24. Hogy az egyenldkép haladd pontsorokra nézve a kettéspon-
tok fekvését megdllapithassuk, vegyik tekintetbe, ha A" pont ismét
az R-t6] balra levé ()., pontbdl kiindulva I-ig mozog, a neki (19. dbra)
megfelels X, pont, (J);-t6] azon R, .-ig fog mozogni, mely ;-6
jobbra van. E mozgds kozben X nem eshet Ossze megfeleld pont-
jdval.

Ha X pont R-t6l a mdsik ().-ig halad, X a mdsik I?,.-t6l
kozeledik Q;-hez. E mozgdsndl mér megtorténhetik, hogy X, X;-gyel
egyestl, de ezen egyesiilési pont ecsak (), kozon johet létre.

G L4 X _¥. iy
FY. VAN A ) G,

19. abra.

Ha ily X pont létezik, akkor erre nézve:

RX.XQ,=RG",

vagy .mert
RX. XQ,=RM+MX) (XM+MQ)=(RM+ MX) (RM—MX),
RM'—MX"=RG".

Ezen egyenlet szerint a kettéspont tdvolsdga R(), felez6pontjitol
M-t61, befogdja azon derékszogli hdromszognek, melynek 4tfogdja
RM, miésik befogoja RG.

Ha tehat RM 4tfogd nagyobb mint RG befogd, vagy mi ugyanaz
ha R, nagyobb mint HG, tgy létezik két M-t5l egyenls tdvolsdgra
levé kettéspont; ha ellenben I2Q, kisebb volna mint HG, tgy nem
lehet oly valés pontot taldlni {-n, mely megfelels pontjival Osszees-
nek; s végre midén RQ,=HG, akkor az M-t6] O tdvolsdgra levé

Pont, vagyis maga M pont az egyediili, mely megfeleld pontjival
osszeesik,
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Minthogy HG= G H,, és felezé pontjuk R, ill. Q,: az egyenlé-
kép haladé projektiv pontsoroknak két valds, vagy nem valés, hanem
képzetes kettéspontjuk van a szerint, a mint HG, G H, kozok kozos
részszel nem birnak, vagy pedig kozos részszel birnak; de ha a kozos
rész csupan egy pont M, akkor a pontsoroknak ezen egy pontja az
egyediili kettéspont.

E vizsgdlat eredményét igy fejezhetjiik ki:

Ha Fkét ugyanazon tartén fekvd projektiv pontsor ellenpontjai
R, Qy, hatvdny pontjai G, H; G, H,, akkor a két projektiv pont-
sornak kettéspontjar RQ, kéz felezépontjdtél vagy

RO\ [ HG\? RO\ [ HGV?

O (1T, 19~
tavolsdgra vannak, a szerint a mint a sorok ellenkezdleg, vagy
egyenlokép haladok. A kettéspontok ellenkezdleg haladd pontsorokndl
mindig valdsak, eqyenldkép haladdkndl pedig csak akkor, ha HG és
G H, kéz6k nem birnak kozés részszel. Ha ezen kiozoknek csak egy
pontjuk kozos, akkor e kézos pont az egyedili (ket egyesult) fedd-
pont, mely RQ, felezépontjdban van.

25. Két ugyanazon { tarton fekvé projektiv pontsornak mdsodik
kettéspontja vonalosan (csak vonalzb alkalmazdsdval) szerkeszthetd,
ha az egyik kettéspont I, és a pontsorok-
nak két-két megfelels pontja: A, A,; B,

, mely a projektiv vonatkozds megha-
tarozdsdhoz sziikséges, adva van,

Projicizdljuk ugyanis (20. dbra)
IA B, ... pontsort tetszbleges 7' pont-
bol, I-n dtmené &, tartora [A,B,. . .-be.
Ezen IA,B, ... pontsor [AB.. .-vel
nemesak projektiv, hanem, mert I-ben
megfeleldleg kozos pontjuk van, egyszer-
smind perspektiv is, ennélfogva AA4,BB,,
egyenesek 7, metsz6pontja, a vélok perspektiv sugdrsornak kozép-
pontja. Az IA,B, . . . pontsorral perspektiv 7', T} sugdrsorok egymds
kozott is perspektivek, miért is 17, ' sugdr, a két sugdrsorban' egy-
mésnak megfelelé. Ezen : 7’7 sugdrnak K metszépontja t-vel a ke-
resett mdsodik kettdspont, mert K-nak IA,B, ... sorban megfelel
(KT, ty=K,, IA B, . . .-ben pedig ()T, H)=K.

Lehet azonban dgy is eljdrnunk, feltéve, hogy K az adott, I a

F /3, '

20. abra.
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keresett méasodik kettéspont, hogy K-n 4t tetsz6leges egyenest hiizunk
és ennek két pontjabol T, T,-bél projiczidljuk AB, ..., illetve
A, B...sorokat; TA, T\A és TBy, T,B egyenesek kozos A,,
pontjdn dtmend | 4oB,| egyenes {-t a kivdnt mdsodik kettéspontban
J-ben metszi.

Ha az els6 szerkesztés szerint T'T, sugér -t I-ben, vagy a mé-
sodik szerint A,B,! egyenes {-t A-ban metszené, akkor a mésodik
kettéspont az elsével egyesiil és a soroknak csak egy kettéspontjuk van.

26. A kettéspontokra vonatkozolag még megjegyezhett a kovet-
kez6 tétel: ha két kozos tarton fekvd projektiv pontsor kettéspontjai
I, K-val, azok egymdsnak megfeleld tetszdleyes pontjai A, A;; B,
B;-gyel jeloltetnek, akkor :

(IKAA,) N (IKBB,).

(IKAB) p (IKA,B))-
b6l kovetkezik ugyanis:

IA IB _ 1A, 1B,
KA KB ~— KA,"KB/
vagy
IA 1A, _ IB IB,
KA KA, KB KB
tehdt
(IKAA)) A (IKBB,)).

A szdmitds azonban kikerulhet6, ha meggondoljuk, hogy
(IKAA) N (KGKT T)'A IKBB,), mert az els6 és utolsé négy pont,
projekezibja a kozépsé négynek, 4,. illetve B,-b6l | TT |-re,

27. Ha két projektiv pontsor ugyanazon tartén fekszik, de nem
bir valds kettéspontokkal, akkor mindig taldlunk két, a tarté dltal sym-
metrikusan elvdlasztott pontot, melyek mindegyikéb&la megfelel pont-
pérakat projiczidlé sugdrpdrak egymédssal egyenls szogeket képeznek.

Nevezzik (21. dbra) R, (), ellenpontok tavolsdgdt felez6 pontot
M-nek, a pontsorok hatvdnypontjait G, H, G,, H,-nek, és legyen
! RQ, |-re M-ben emelt meréleges O, O pontja oly helyzetti, hogy

MO*=MO0"=RG"-- RM"=(GR+RM)(GR—RM)=GM . MH.
Minthogy
220GM = = 2MOH = 5 ORM,
| 0G|, | OG,|; | OH|, | OH,|; | OR|, | OR,.
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megfelel6 sugdrpar egymdssal egyenld szoget képez, mert
O|GHR...| sugdrsor, O, G HR,...|

sugdrsorral bsszeills.”

E szerint a két pontsor megfelelé pontparjai A, A,; B, B,; .
0, valamint O’ pontbél egyenld szogek alatt projiczidltatnak.

A midén a pontsoroknak kettéspontjuk van, RG2— RM? negativ
elgjelts, és | MO egyenesen nem taldlhatd oly pont, mely az elébbi
tulajdonsdggal birna.

28. Tudjuk, hogyha valamely pontsor egy sugdrsorral perspek-
tiv, akkor a pontsor minden eleme a sugdrsor neki megfelelé elemé-
ben van. De ha ugyanazon sikban fekv§ projektiv vonatkozdst pont-
és sugdrsor nem perspektiv, van-e a pontsorban oly pont, mely a
sugdrsor megfelels sugardban
fekszik ?

A pontsor tartéja a sugdr-
sort egy az adott pontsorral pro-
jektiv pontsorban metszi, s a
szerint a mint a két pontsor két
valds de kiillonboz6, két egybe-

21. 4bra. esd, vagy két képzetes fedspont-
tal bir: a sugérsornak 2, 1, 0
sugara megy 4t a pontsor neki megfelel6 pontjdn.

Hasonlf eljardst kovetiink, ha megakarjuk vizsgdlni, valjon két
ugyanazon koézépponttal biré és ugyanazon sikban fekvé projektiv
sugdrsor bir-e megfeleld Osszeesd sugdrral, Ggynevezett kettdssugdrral ?
A sugdrsorokat tetsz6leges f egyenessel metszilk, midltal {-n két pro-
jektiv pontsort kapunk ; e két projektiv pontsor két valés de kiilon-
boz6, két egybeest, vagy két képzetes kettéspontjdn, mennek dt a su-
gérsoroknak két valds de kiillonbo6z6, két egybeesd, vagy két képzetes
kett6ssugarai.

Ellenkez6 forgdsu sugdrsorokndl tekintve, hogy a pontsorok
szintén ellenkezfleg haladdk, mindig két valds kettéssugarat kapunk,
egyenlé forgdsi sugdrsorokndl csak akkor kapunk két valds kettés-
sugarat, ha a pontsorok hatvanypontjai dltal hatdrolt kozok kozos
résszel nem birnak.

Hogy az egyenls forgasa sugdrsorokndl azon pontsortdl figget-
lentil megitélhessiik valjon valds, vagy képzetes kettéssugarai vannak-e
a soroknak, nevezzilk az egymdsnak megfelelé derékszogek szdrait
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A Sy mbe Ke T bhorss SR . /{‘
@2 gbra) ¢, 7; gy, ri-nek, a hatvinysugarakat g, k; gy, hy-nek, (rq,)
szog egyik felezdjét u, = v-nek és ezen felez6nek megfelels sugarat az
egves sorokban 1, v-nek, végre u,; =wv-vel pérhuzamosan mend
tefszﬁleges t egyenesnek metsz6pontjait az eldbbi sugarakkal, a suga-
rak nevei szerint, de nagy betfivel.

Minthogy (gh)=(h,g,) szogek felezéi: r, ill. q,, és =X (rry)=(qq,),
{ egyenes pedig r és q,-gyel egyenld szoget képez: RQ,, RO, GGy,
HH, kozoknek ugyanazon M felezdpontjuk van; minthogy tovébbd
tg(quuy) - tg (ur) = tg (q,vy) . tg (vr) = tg? (gr), és (qu)) = (vr), azért
(ur) = (q,v), tehdt u és v, sugarak {-vel szintén egyenld szoget képez-
nek, minek kovetkeztében f-n fekvo ésa sugdrsorokkal perspektiv pont-
sorok U, V, ellenpontjai, M-t6l szintén egyenlé tdvolsdgra vannak.

22. abra.

Ha X, X, e projektiv pontsorok megfelelé pontparja, agy U, V,
ellenpontok miatt :
UX.X,V,=UG. G, V;=UH.HV,,
s mert az el6bbiek szerint
UG: Gl VI H I{Uz V]}II ’
azért

UX.X,V,=UG'=HU"=

mib§l lathatd, hogy G, H és G,, I, pontok, a pontsoroknak hatviny-
pontjai,.

A felvett sugdrsorokat tehdt f oly pontsorok szerint metszi, me-
lyeknek hatvénypontjain a sugdrsoroknak hatvdnyvonalai mennek 4t,
és mert projektiv pontsoroknak csak akkor nines valds kettéspontjuk,
ha hatvdnypontjaik 4ltal hatdrolt kozék kozos résszel (nem ponttal)
birnak, azért e sugdrsoroknak is csak akkor vannak valés kettéssugarai,
ha a hatvénysugarak éltal képezett (hegyes, vagy tompa) szogek szdrai
nincsenek egyméstol elvdlasztva.

E szerint mondhatjuk: két, kézds kiozépponttal bird ellenkezd
forgdsi projektw sugdrsor, mely ugyanazon sikban fekszik, min-

Klug: A projektiv geometria elemei. 3
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X, X, egy tetszéleges, kapesolt pontpdr. G, H, G, 1I; pedig a hat-
vanypontok, gy ezen projektiv pontsorokn4l :

XM. X\ M=GM.GM=HM.HM,

és mert GH— G H, kozok felez6 pontja M, azért G, G, és H, H, egy-
egy pontba esik, melyek az involuczids pontsor kettéspontjai.

Ha az involuczids pontsort alkoté projektiv pontsorok egyenld-
kép haladdk, akkor ezeknek és igy az involuczids pontsornak nincs
valds kettéspontja ; mert GH= H, G, hatvdnypontok 4ltal hatdrolt ko-
z0k egymdst teljesen befodik, miutdn mindkét koznek felez6pontja M,
egybeesik. De azon korillménybdl, hogy a kapesolt pontok, ezyenls-
kép haladé projektiv pontsorbdl alkotott involucziés pontsornsl, a
kézépponttol el vannak vilasztva szintén kovetkezik, hogy két kap-
csolt pont nem eshet egybe.

Ily természetli involuezidés pontsoroknak kettéspontjai képzete-
sek; az egybees6 7, H, és G, H hatvinypontokat itt szintén, az in-
voluczids sorok hatvdnypontjainak nevezik.

Valés kettéspontokkal biré involuczids pontsorokat hyperbolikus
természetiinek vagy roviden hyperbolikusnak, képzetes kettéspontokkal
birdkat elliptikusnak szoktdk nevezni, igy tehdt: az involuczids pont-
sorok elliptikusak, vagy hyperbolikusak, a szerint, a mint a kapcsolt
pontok nincsenek vagy el vannak védlasztva a kézéppont 4ltal.

A kapcsolt pontoknak a kozépponttél mért tdvolsdgai, ha a
pontsor hyperbolikus, positiv, ha elliptikus negativ szorzatot adnak,
mely szorzat: az involucziés pontsor hatvdnydnak neveztetik.

82. Ha az involucziés pontsor kézéppontja M, kettéspontjai G,
H, annak tetsz6leges kapesolt pontpdria X, X, gy az involuczids
pontsort jellegz6 relaczi6 : /

XM. X M—GM*=MH",
igy is irhatd:
XM. X M+MG.MH=0.
Ha ezen egyenletet 2-vel szorozzuk és ahhoz
XM.MH+MG)+XM.(MH+MG)=0
egyenletet adjuk, akkor:
(XM+MG) (X M+MH)+(X,M+MG) (XM+MH)=0,
vagy egyszertibben irva:
XG. X,H+X,G. XH=0
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egvenlethez jutunk, mibél kovetkezik, hogy

Ezen relaczié azt fejezi ki, hogy az involueziés pontsor kettés-
pontjai ¢és egy tetszdleges kapesolt pontpdr kettds viszonydnak értéke
——1, ha a kettéspontok és a kapcsolt pontok egymdshoz rendelt
pontoknak tekintetnek.

Négy pontot, melynek kettdsviszonya = —1 : harmonikus hely-
zeti, vagy harmonikus pontnak neveznek. Minthogy harmonikus
pontok kettdsviszonydnak értéke negativ: az egymdshoz rendelt pon-
tok el vannak vdlasztva egymdstél, és ez rendesen ugy fejeztetik
ki, hogy az egyméshoz rendelt pontok harmonikusan vannak elvd-
lasztva. Ennélfogva mondhatjuk: involuczids pontsorndl a kettds-
ponlok a kapcsolt pontoktol harmontkusan vannak elvdlasztva.

33. Tekintve, hogy az involucziés pontsor két kiulonds helyzetii
projektiv pontsor, annak meghatdrozdsdhoz nem sziikséges hdrom
egymésnak megfelel$ pontpar A, A,; B, B;; C, C,, mert két kapesolt
pontpdrral A, A,; B, B;-gyel az involueziés pontsornak négy pontja
és azoknak megfelelé pontjai is adva vannak, a mennyiben A4, B,
A,, B., pontoknak az egyik pontsorban: A,, B,, A, B, pontok felel-
nek meg a mdsikban. A projektiv vonatkozds azonban ezen adatokkal
nines tilterhelve, mert (ABA,B,) azonosan egyenld (A, B, AB)-vel (5).
E szerint : az vnvoluczios pontsort két kapcsolt pontpdr meghatdrozza.

A, A,; B, B, kapesolt pontpdrakkal adott involuezités pontsor
tetszéleges X pontjdnak kapesolt X, pontjit oly médon szerkeszthet-
juk, hogy az ABA, és A;B;A pontokkal meghatdrozott projektiv vo-
natkozdsa pontsorokban az elsének X pontjdhoz megkeressik (22) a
megfelelé X, pontot; ezen X, mdr kapesolt pontja X-nek. A szer-
kesztés azonban egyszertibb titon is eszkozolhetd.

Fektessink ugyanis (24. dbra) A, A,; BB, pontokon dt két kort,
melyek egymdst metszik, és nevezzik ezeknek I, K metszépontjain dt-
mend egyenesnek és az involueziés pontsor ¢ tartéjanak kozos pontjit
M-nek. Minthogy

AM.AM=IM.KM-BM.BM:
M kézéppontja, az A, A, ; B, B, kapesolt pontokkal bird involucziés
pontsornak, és ha [, K-n valamint {-n fekvé X ponton dthelyezett kor
t-t mésodizben X;-ben metszi, agy XM.X,M=IM.KM relaczié6 ko-
vetkeztében, X, kapesolt pontja X-nek.
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A szerint, a mint a felvett kapesolt pontok A, A,; B, B,, egy-
méstol el vannak vilasztva, vagy nincsenek elvdlasztva, M pont szin-
tén elvdlasztja, vagy nem vdlasztja el a kapesolt pontokat egymdstol,
és az involucziés pontsor elliptikus, illetve hyperbolikus lesz. De magé-

bol a szerkesztésbdl is 14thato,

T hogy csak azon esetben, a midén
. A, A,; B, B, nincsenek egymds-
2z ¢ FTUF A 0] elvdlasztva, tehdt M, AAI,

BB, I koron kivil van, lehet I, K

pontokon 4at oly két kort fek-

tetni, mely ¢-t érinti, azaz Ossze-
-------- - es8 kapcsolt pontokban metszi.
S ezen érintépontokat, mint az
involueziés pontsor kettéspont-
Jait megkapjuk, ha az IK pontokon dtmend korck egyikéhez M-bél
vont érint6 hosszdval MN-nel, M-b6l kort irunk le; ezen kor {-t mdr
a kettdspontokban G, I{-ban metszi, mert :

NM'=GM*=TIM"=IM. KM= AM. A,M=BM.BM.

E szerkesztésb6] kovetkezd tételhez jutottunk :

Két ponton, I, K-n, dtmend dsszes korok (kirsor), tetszéleges
egyenest involuczios pontsor szerint metszik, melyben az egyes korék
metszépontjai kapcsolt pontok, és a két pont dsszekitd eqyenesének —
a kérsor hatvdnyvonaldnak — metszépontja, az tnvoluczids pontsor
kozéppontja. Ezen involuczids pontsor elliptikus, vagy hyperbolikus a
szerint, a mint tartéja I, K pontokat elvdlasztja, vagy nem vdlasztja
el eqymdstol; azon pontok, melyekben a tarté a korsor két kirét
érinti, — s mely csak a hyperbolikus involuczids pontsorndl fordulhat
elé, — a pontsor kettGspontjait képezik.

Megjegyezheté még, hogy ha a metsz8 egyenes I (vagy K)
ponton megy 4f, egy killonos involuecziés pontsor dll els, melyben
minden pontnak egy és ugyanazon pont t. i. I (vagy K) a kapesolt
pontja, és mely involucziés pontsor parabolikusnak neveztetik. A kap-
csolt pontoknak a kozépponttdl mért tavolsdgai parabolikus pontsor-
nél oly szorzatot adnak, melynek értéke =0.

34. A hyperbolikus természetli involucziés pontsor egy killonos
pontsorba megy 4t, ha, a két kettdspont G, H kézil egyik pl. H, vég-
telenbe esik. Ekkor ugyanis a kozéppont, mely GH kozt felezi szin-
tén végtelen tdvolba esik, és azon szorzat, melynek tényezdi két kap-
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.csolt pontnak a kozépponttol mert tdvolsdgai, vagyis a pontsor hat-
vénva : végtelen nagy lesz. E pontsorndl a kapesolt pontok A,A4;; . . .
azon killonos helyzetiiek, hogy a végesben fekvs kettdsponttol G-t6l
eoyenld tdvolsigra vannak. Az ismert (A4,GH)— —1 relacziob6l:

AG AH
AG T A

de minthogy ezen egyenlet jobboldaldnak hatdrértéke —1, tehdt
AG=—A,G=GA,:

A, A, kapesolt pontok G kett6sponttol egyenld tévolsdgra vannak.

De hogy G-t6l egyenls tdvolsdgra levé A, A;; B, By; C, G;;
D,D,; ... pontok projektiv pontsort képeznek, mely egyszersmind
involucziés helyzetd, onnan kovetkezik, mert egyrészt négy tetszéle-
ges ABCD pontnak kettdsviszonya egyenlé a megfelelé A,B,C,D,
pontok kettosviszonydval, vagyis (ABCD) =(A,B,C,D,); mésrészt
(ABA,B,)=(A,B;AB), minthogy a kettésviszonyt képezé6 AC, BC,
AA,, BA,, . .. kozok egyenlék a megfelelokkel: A,C,, B,C;, —A,A,
—BA, .. .-val.

Ezen kiillonos involueziés pontsor: egyenoldali hyperbolikusnak
neveztetik.

35. Két ugyanazon tartén fekvd involueziés pontsor £kdzds kap-
csolt pontjait (ha olyanok léteznek) az elébbiek szerint kénnyen szer-
keszthetjuk.

Legyen ugyanis ¢ tartén két involucziés pontsor 4, A,; B, B,
és A', A1; B', B; kapesolt pontok dltal adva, és keressiink oly kap-
esolt pontpdrt, mely mindkét pontsorhoz tartozik. Vegyiink fel e vég-
b6l tetszéleges I pontot és fektessink TAA,, IBB,, IA'A}, IB'B;
pontokon at korcket; az elsé két kor, még egy K pontot, a mdsik
kett6 K’ pontot bir kozosen; ezen K, K’ és I ponton dtmené kor az
Involuezids pontsorok tart6jdt a két pontsor kozos kapesolt pontjaiban
G, C,-ben metszi.

KR'I kér metszépontjai a tartéval mindig valosak, tehdt kél
ugyanazon tarton fekvd involuczios pontsor mindig bir valds kozos
kapesolt pontpdrral, ha azok kézil legaldbb eqyik elliptikus, mert
ekkor K, K’ koziil legaldbb egyik pont I-t6l a tarté 4ltal el van vi-
lasztva, és igy a kor a tartot valés pontokban metszi.

Ha mindkét pontsor hyperbolikus, tigy IJK R’ pontokat a tarté nem
vilasztja el, és ezen pontok helyzetébsl nem itélheté meg, hogy a rajta
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dtmend kor metszi-e a tartét, vagyis van-e a pontsoroknak koézos kap-
csolt pontpdrja. De tudjuk, hogy a kapesolt pontpdr az Osszetartozé
kettdspontokat harmonikusan vdlasztja el. Ha tehdt az Gsszetartozd
kettdspontokat egy j involuczidés pontsor kapesolt pontjainak tekint-
juk, tgy az 10j involuczidés pontsor kettéspontjai ezen 4j sor kapesolt
pontjait, tehat az eredetieknek kettéspontjait harmonikusan vélasztjdk
el. De hogy ezen 1j involuczibs pontsor valés kettéspontokkal birjon,
megkivdntatik, hogy kapecsolt pontjai ne legyenek egyméstél elvd-
lasztva, igy tehdt: az eredeti két hyperbolikus természetii involuczids
pontsor, akkor bir valds kézds kapcsolt pontpdrral, ha osszetartozd
kettéspontjai nincsenek eqymdstol elvdlasztva. (Fuggelék 1.)

36. Két kozos kozépponttal, T-vel, biré projektiv sugdrsor szin-
tén hozhaté oly helyzetbe, melynél az egymdsnak megfelel6 egyenls
szogek megfeleld szdraikkal feleserélve egymédst fodik.

Ha mi ugyanis projektiv sugdrsorokndl az egymdsnak megfe~
lelé derékszogek (rg), (r,q,) szdrait egymdsra helyezziik oly mddon,
hogy r, q, és ry, q egyesiiljon, és egy tetszlleges x=y, sugdrnak,
mint az egyik és mdsik sorhoz tartozénak megfeleld sugarat, a,, y-nal
jeloljuk, agy

tg (r) . tg (1) =1g (yr) . tg (¥, ) =18 (y) . tg ()

relacziobdl kovetkezik, hogy tg(x,q,)—tg(yr), és mert q, és r egy és
ugyanazon sugdr: x; egybeesik y-nal.

Ily két projektiv sugdrsor, involuczids sugdrsornak, az egymés-
nak megfeleld sugarak kapcsolt sugaraknak, az egymdsra merbleges
kapesolt sugarak (r=gq,, ri=q) tengelyeknek neveztetnek.

Azon dltaldnos relaczié, mely projektiv sugdrsorok megfeleld
sugarai és az egymdsnak megfeleld derékszog szdrai dltal képezett
sz0gek kozott fonforog, involuezids sugdrsorndl igy fejezhetd ki: az
involuczios sugdrsor két tetszileges kapcesolt sugara x, x, a tenge-
lyekkel r-rel és q-val oly szogeket képez, melyeknek tangensei dllando
szorzatot adnak, vagyis :

tg (r) . tg (xyr) — dllandé, és tg(xq).tg (x,q9) = dllandd.

zen dllando szorzat bdrmelyike az involuczids sugdrsor hatvdnya..
37. Az involuczids sugdrsor elliptikus vagy hyperbolikus a szerint,

a mint az alkotdé projektiv sugdrsorok egyenlékép, vagy ellenkezbleg
forgok. Elliptikus involuczids sugdrsorndl két kapesolt sugdr a ten-
gelyek altal el van vélasztva, hyperbolikusndl nines elvdlasztva, a mi
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kénnyen beldthato, ha a tengelyekbdl q,=r, g=r,-bél kiindulva x, x,
kapesolt sugarakat forgatjuk. Ha a forgds ugyanazon értelemben tor-
ténik : @, x, el lesz vdlasztva, ha pedig ellenkezd értelemben, gy nem
lesz elvdlasztva 7, q tengelyek dltal, és az involuczids sugdrsor hatva-
nya tg (7). tg (xyr), az elsd esetben negativ, a médsodikban positiv.

Ha az involucziés sugdrsorban minden sugérhoz egy és ugyan-
azon sugdr kapesolt: a sugdrsort parabolikusnak nevezik, melynél
mint konnyen lathato :

tg (xr). tg (x,r) =0,

hol x, x, egy pér kapesolt sugarat, r azon tengelyt jelenti, mely a-szel
egyesiil.

Minthogy a hyperbolikus involucziés sugdrsorndl a kapesolt suga-
rak a tengelyek dltal nincsenek elvdlasztva, mindig taldlhaté oly két
az egyes tengelyekhez egyenlé szog alatt hajlé valés sugdr, mely kap-
csolt sugardval Osszeesik és melyek az alkotd projektiv sugdrsorok
egyesiilt hatvanysugarai. E kiillonds sugarakat az involucziés sugdrsor
kettéssugarainalk vagy asymplotdinak nevezik. Az elliptikus involuezibs
sugdrsorndl a hatvdnysugarak feleserélve kerillnek egymdsra (g, b -re
és g,, h-ra); és ezen kapcsolt sugarakat, melyek tehdt a tengelyekhez
egyenlé szog alatt hajlanak a sugdrsor hatvdnysugarainak nevezik.

88. Minden tnvoluczids sugdrsor metszése a kozépponton dt
nem mend t egyenessel, involuczids pontsor, melyben a kapcsoll pon-
tok, a sugdrsor kapcsolt sugarainak metszései, mert az involuczios
sugdrsort képezf két projektiv sugdrsor ¢-t két projektiv pontsor
szerint metszi, melyben az egymdsnak megfelelé egyenlé kozok
végpontjaikkal felcserélve egymésra keriilnek, minthogy a sugdrsorok-
ban az egymdsnak megfeleld egyenlé szigek szédrai foleserélve egy-
mést fodik. Az involuezids sugdrsor kettéssugarainak, mint két sszeesd
kapesolt sugdrnak metszépontjai {-vel, a pontsor kettéspontjai lesznek,
és mert ezen kettéspontok bdrmely kapesolt pontpdrral oly kettés-
viszonyban levé négy pontot képeznek, melynek értéke —1, azért a
sugdrsor kettéssugarainak és két kapesolt sugdrnak, mint a sugdrsor-
hoz tartozé négysugdrnak kettésviszonya szintén : —1.

Két-két egymdshoz rendelt sugdrt, melynek kettésviszonya =-—1,
harmonikus helyzeti, vagy harmonikusan elvdlaszlolt sugaraknak
neveznek ; ennélfogva az involuczids sugdrsor kapcsolt sugarai a
ketté’ssugarak dltal harmonikusan vannak elvdlasztva.

Visszatérve az involucziés sugdrsor és annak ¢ egyenes &ltal
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szérmazott metszéséhez, — az involuczibs pontsorhoz, — mondhat.
Juk: az involuczids sugdrsorbdl kimetszett involuczids pontsor, hyper-
bolikus, vagy elliptikus lesz, a szerint a mint a sugdrsor hyperbolikus
vaqy elliptikus. A sugarsor tengelyeinek metszése {-vel, nem lesz kii-
16n6s pontja az involuezids pontsornak, ellenben a sugdrsor azon su-
gardnak metszépontja, mely {-vel parhuzamos sugdrhoz kapesolt, az
involuezids pontsor kdzéppontja.

De viszont szintén kovetkezik: az involuezids pontsor tetszé-
leges pontbdl involueziés sugdrsor éltal projiczidltatik, mely hyper-
bolikus, vagy elliptikus a szerint, a mint a pontsor hyperbolikus vagy
elliptikus ; a pontsor kettspontjainak projiczidlé sugarai, a sugdrsor
kett6ssugarai.

39. Minthogy az involueziés pontsor két par kapesolt pont éltal
meg van hatdrozva: az 6t projiezidlé involuezids sugérsor, s igy min-
den tnwoluczids sugdrsor két pdr kapcsolt sugdr dltal meg van hatd-
rozva, mely a szerint a mint a kapcesolt sugarak el vannak vdlasztva
vagy nincsenek elvdlasztva : elliptikus vagy hyperbolikus.

Ha az involueziés pontsor két kapesolt pontpdr A4, A,; B, B,
altal van adva, a pontsort T kozéppontbdl projiczidlé involuezids su-
garsor tengelyeit kovetkez6kép lehet szerkeszteni: TAA;, valamint
TBB, pontokon dtmené korok 7, I metsz6pontjain keresztil kort
fektetiink, melynek kozéppontja a pontsor tartdjan fekszik, e kérnek
és a pontsor tartojanak C, (., metsz6pontjain dtmené projiezidlé su-
garak, mint egymdsra meréleges kapesolt sugarak, az involuezids
sugdrsor tengelyei. E szerkesztésbél egyszersmind ldthaté, hogyan
kell egy involuezids sugdrsornak tengelyeit meghatérozni, ha a sugér-
sor két par kapesolt sugdr a, a,; b, b, dltal van adva.

40. Az el6bbi szerkesztésnél T-nek oly helyzete lehet, hogy a
TAA,, TBB, pontokon §tfektetett két kornek kozéppontja, és igy
valamennyi a 7/ pontokon dtmené kor kozéppontja, a pontsor tartéjan
fekszik. Ezen esetben a projiczidld sugdrsornak valamennyi kapcsolt
sugdrpdrja eqgymdsra merdleges, és ekkor egy kiilénds involuezids su-
garsort kapunk, mely czirkularis involuczids sugdrsornak neveztetik.
A czirkularis involuczids sugdrsor, minthogy a kapesolt sugdrpdrok
egymdstol el vannak vdlasztva, elliptibus természetii, vagyis nem bir
valds kettdssugarakkal ; a sornak két tetszéleges sugara oly szoget ké-
pez, mint a hozzd kapcsolt sugarak.

A fonnebbi szerkesztésbél lathato, hogy ha valamely involuczids
sugérsornak két par kapesolt sugara egymdasra merdleges, Ggy vala-
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mennvi kapesolt sugérpdr mer6leges egymadsra, és a sugdrsor cz%rk.ula-
ris. tovabbd, hogy két pont létezik a sikban, melybél egy elliptikus
természetii involuezids pontsor czirkularis involuczids sugdrsor élﬁal
projiczié,ltatik ; e pontok, az AA,, BBy, ... kozok, mint 4tmérd {olott
leirt koroknek metsz6épontjai.

De a hyperbolikus involuezids sugdrsornak szintén van egy kilo-
nés esete, melynél t. i. a keftéssugarak egymdsra merdlegesek. Ha
ugyanis egy involuezids pontsor kettdspontjai G, II, és mi GH mint
atméré folott leirt kor tetsz6leges T'pontjabdl projiezidljuk a pontsort,
akkor a projiczidlé sugarak oly involuezibs sugdrsort képeznek, mely-
nek kettéssugarai egymédsra merélegesek. Ezen involuezios sugdrsor,
mely egyenoldalu hyperbolikusnak neveztetik, azon tulajdonsdggal
bir, hogy kapesolt sugarai az egyes kettéssugarakkal egyenld szdget
Lépeznek.

Az el6bbiekbél ugyanis tudjuk, hogy a két kettéssugdr g, h és
két tetszoleges kapesolt sugér a, a,, oly helyzetti, hogy kettdsviszonya
(ghaa)= —1, vagyis:

sin(ga) sin (ga,)
sin (ha) sin (ha,)’

de minthogy g, h egymdsra meréleges :

sin (ha)=-cos(ga), sin (ha,)=cos (ga,),
tehat

tg(ga)=—tg(gay).

Ha (ga) és (ga,) alatt egyidejilleg a hegyes vagy tompa szoget
értjiik, melyet g, a-val, ill. g, a,-gyel képez, Gigy azon egyenlet foly-
tdn : (ga)— —(ga,), vagyis a, a, kapesolt sugarak g (és hasonldokép h)
kettéssugdrral egyenlé szoget képeznek.

Az egyenoldalit hyperbolikus sugdrsor e tulajdonsdgibdl kovet-
kezik, hogy ket tetszéleges sugara a, b oly sziget képez, mint a hozzd-
Juk kapesolt a,, b, sugarak.

(gb) és (ga) ugyanis egyenld (b,g), (a,9) szoggel, tehdt: .

(ab)=(gb)—(ga)=(b,9)—(a,9)= —(a,b).

A kiilonbség az egyenoldalii hyperbolikus és az el6bbi ezirkularis
sugdrsor kozott, e kozos tulajdonsdgot tekintve abban 4ll, hogy az
6ket alkoté projektiv sugéirsorok az el6bbinél ellenkezéleg, az utébbi-
nél egyenldkép forgok. —
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Konnyen beldthatd, hogy mindazon pontok, melyekbél egy hy-
perbolikus természetli involucziés pontsor, egyenoldalit hyperbolikus
sugdrsor 4ltal projiczidltatik, azon koron fekszenek, melynek egyik dt-
mérdje a pontsor kettéspontjai dltal hatdrolt koz.

Megjegyzend6 végre, hogy egy pontsor és véle projektiv sugér-
sor, involueziés helyzetli, ha a sugdrsor metszése a pontsor tartéjdval,
az adott pontsorral involucziés helyzeti pontsort szolgdltat.

6. §. Kiilonés projektiv sorok.

41. Az el6bbi §-ban ldttuk, hogy kozos tartén fekvé két projek-
tiv pontsor, valamint kozos kozépponttal bird két projektiv sugdrsor
kiilonés helyzetet foglalhat el. Ugyanezen alkalommal tapasztaltuk,
hogy maguk a projektiv pont- és sugdrsorok megfeleld elemei, melyek
az involucziés pont- és sugdrsort ké-
pezik egyszeriibb relaczick dltal lesz-
nek egybekapcsolva, mint azon rela-
czi6, mely dltaldban a projektiv vo-
natkozdst kifejezi, t.i. hogy bérmely
négy elem kettdsviszonya egyenld &
neki megfelelé négy elem kettésviszo-
nydval. Igy: a midén az involuczibs

5. ébra. pontsor egyenoldali hyperbolikus, az

alkoté projektiv pontsorok egyikének

két eleme oly tdvolsdgra van egymdstél, mint a a megfelel6 két elem
a médsik sorban ; midén az involucziés sugdrsor egyenoldala hyperbo-
likus, vagy czirkularis, az alkoté projektiv sugdrsorokban két sugédr
dltal képezett sz0g oly nagy, mint a megfeleld sugarak hajldsszoge.

A kérdés, melylyel most szdndékunk foglalkozni, annak meg-
dllapitdsa, hogy mikép egyszeriisbiilhet az dltaldnos projektv vonat-
kozds, kiilonds esetekben ? /

Ha mi { tartén fekvé A, B, C, D, . . . pontsort (25. dbra) tetsz6-
leges T pontbdl t-vel parhuzamos {, egyenesre projiczidljuk A,, B,
C,, D,, .. .-bejakkor A, B, C, D, .. .; A}, By, Gy, Dy, . .. projektiv
pontsorokra nézve, nemesak négy tetszoleges elemnek kettésviszonya
egyenld a megfelelé négy elem kettésviszonydval, hanem az egyik
pontsor bérmely hdrom elemének A, B, C-nek egyszerii viszonya
AB: BC, mér egyenld a megfeleld 4,, B,, (, elem egyszerti viszony4-
val A, B, : B,C,-gyel, vagyis:
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AD:BC=ADB,:B,C,.
Ezen ardnybol, és a hasonlé képzésii
BC:CD=DB,C,: CD,
ardnybol kovetkezik :
AD BC CD

ADB, T B, CD, Y
mely mér kifejezi, hogy az ily projektiv pontsorokndl a megfeleld ki-
26k viszonya dllandd. Ily projektiv pontsorok : hasonldan-projektiv
pontsoroknak neveztetnek.

Mint ezen pontsoroknak perspektiv helyzetébél kitinik, az egyik
pontsor végtelen tdvol fekvé pontjanak a mdsikban szintén végtelen
tavol fekvo pont felel meg, vagy mds szoval kifejezve : ezen projektiv
pontsoroknak ellenpontjai végtelenben vannak. .

Azonban forditva is kimutathato : ha két projektiv pontsor ellen-
ponljai R, Qy, végtelenben vannak, akkor a megfeleld kozok viszonya
dllandd, és igy a pontsorok: hasonldan-projektivek.

(ACLR)y=(A,C,B R, ,)-b6] ugyanis kovetkezik :

AB CR _ AB, CR.

CB AR~ CB, AR.’
G h .
€s minthogy - —A'ji'-— viszonyok hatdrértéke =1, mert R és Ry,
ERl 14

végtelen tdvol van:
AB  CB
ADB, T CBY

vagyis a megfeleld kozék viszonya 4llandé.

Ezen egyszerii relaczié kovetkeztében vildgos, hogy a hasonldan-
projektiv pontsorok meghatdrozdsdhoz elégséges két megfeleld pont-
pdr ismerete. —

Ha t, tartd végtelen tdvol fekvének vétetik, tehat 4 B, . ..
pontok, az ABC ... pontsor projiczidlé sugarainak végtelen tivol
fekvé pontjai: ABC . .., A,B,C, . .. pontsorokat szintén hasonléan-
projektiveknek tekinthetjiik, mert {, és ¢ metsz6pontjénak, vagyis ¢
végtelen tavolban fekvé pontjinak megfeleld pontja az egyik és mé-
sik pontsorban, t. i. a két ellenpont, végtelen tdvol van.

42. A hasonlban-projektiv pontsor egy speczialis esete 4ll eld,
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ha ¢, tartot (26. dbra) {-vel parhuzamosan, a projiczidlé sugdrsor T
kozéppontjatdl ép oly tdvolsdgra vessziik fel, mint 7-nek tdvolsdga az
eredeti pontsor ¢ tartojatol. Ekkor ugyanis az egymdsnak megfelel
kozok egymédssal egyenldk, tehdt az egyik pontsor két tetszéleges
pontjdnak tdvolsdga egyenls a megfelel pontok tdvolsdgdval. Ily pro-
jektiv pontsorokat egyenlden-projektiv, vagy ésszeillé pontsoroknak
nevezik, és meghatarozdsukra egy pont és megfeleld pontjdinak isme-
rete sziikséges, ha azonkiviil még adva van, hogy egy misik pontnak
megfelelé pontja a mdsik tarté mely részén fekszik, —

Két ugyanazon ¢ tartén fekvé ha-
sonléan projektiv pontsornak A, B,...;
Ay, By,...-nek egyik kettéspontja K, a
tarté végtelen tdavol fekvé pontja; a m4-
sik kettdspont I, a 25-dik pontban tanult
szerkesztés folytdn kovetkezdkép taldl-
hat6: f-vel parhuzamos egyenes két tet-
szbleges T, T, pontjdt dsszekiotjik A,,
B,, illetve A, B-vel; | TA,|,| T\ A}, és

TB,|, | T\B!, sugarak A, és B, metszdpontjit osszekotd | AyB,|
egyenes {-t a keresett mésodik kettéspontban J-ben metszi.

Ha ezen mésodik kettdspont szintén végtelen tdvol van, a mi csak
akkor kovetkezhetik he, ha a pontsorok egyenlékép haladok, Ggy a
két pontsor egyenléen-projektiv.Viszont : kozos tarton fekvd egyenlben-
projektiv pontsorok egyik vagy mindkét kettdspontja végtelen tdvol
van a szerint, a mint a pontsorok ellenkezéleg vagy egyenlékép hala-
dok; az elsé esetben a végesben fekvd kettdspont felezi a megfelels
pontokkal hatdrolt kozoket, tehdt a pontsorok egyenoldald hyper-
bolikus természetii involucziés pontsort képeznek.

43. Hitra volna még azon eset megvizsgdldsa, a middn £, egye-
nes, ¢ pontsort projiczidld sugdrsornak 7T kozéppontjdn megy 4t és
{-t metszi. { pontsor mindegyik pontjdnak projekcziéja T-bél ¢,-re
maga T pont, mig ¢, {; metszépontjdnak (¢, {,)-nek prajekezidja, mint-
hogy projiczidlé sugara ¢, egyenes, birmely ezen {;-en fekvd pont
lehet. A két projektiv pontsor tehdt jelen esetben oly kiilonlegességet
mutat, hogy az egyik (f) pontsor minden pontjdnak a mdsik (¢,) pont-
sorban csak egy pont (T) felel meg, és hasonlokép a mdsodik (¢,) pont-
sor mindegyik pontjdnak megfelels pontja az elsében ({-ben) szintén
egy pont (f, {, metszépontja). Ily killonds vonatkozdsu projektiv pont-
sorok parabolikus nevet viselnek. — Ha a projiczidlé sugdrsor kozép-
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ntin mindkét tartén fekszik, tehdt azoknak metszépontja : akkor az
cl6bbi eset 4ll eld, csakhogy azon kiilonos pontok, melyeknek az
és mésik pontsor valamennyi pontja megfelel : egybeesnek.
44. Vegyiink most két sugdrsort T, T, kozépponttal tekintetbe,
melyeket ismét perspektiv helyzetben lev6knek képzeliink. A perspektiv
tengely kovetkezd kiilonos helyzetet foglalhat el a kézéppontokhoz
képest : a) pdrhuzamos TT, egyenessel, vagy dtmegy T7T, koz felezd
pontjén; b ) végtelen tévolba keriilhet, vagy meréleges T'T, koz felezs
pontjaban T'Ty-re; ¢ ) dtmegy az egyik vagy mindkét kozépponton.

a ) Ha a perspektiv tengely padrhuzamos T'T;-gyel, vagy T'T, koz
felezopontjin megy dt: a sugdrsorok projektiv vonatkozdsa nem egy-
gzeriisbiil, mert barmily két projektiv sugdrsor ezen helyzetbe hoz-
haté, ha a megfeleld hatvdnysugarak egyikét vagy mdsikdt helyezziik
egymésra ; még pedig az egyenlkép forgd sugdrsorokndl a perspektiv

tengely parhuzamos lesz TT-gyel, ellenkezbleg forgd sugdrsorokndl,
TT, koz felezb pontjdn megy 4t.

Ha ugyanis (27., 27a. dbra) két projektiv sugdrsor A, h, hatviny-
sugarait egymdsra helyezzilk, ugy q, r; q,, r, megfeleld meréleges
sugdrpdrak kozil ¢, r, és ¢, r egyenlé szoget képez a kozos h=N,-
gyel; ennélfogva ¢, q, és r, v, sugarak U, V metszépontjait Gsszekoté
egyenes vagy pdrhuzamos h=h,-gyel, vagy pedig dtmegy T'T) koz
felezépontjdn, a szerint, a mint a sorok egyenlékép vagy ellenkezdleg
forgék. A mdsik két megfeleld hatvénysugdr ¢, ¢, az els6 esetben UV
kéz felezépontjan megy 4t, a masodikban UV egyenessel parhuzamos.

b) A midén a perspektiv tengely végtelenbe tdvozik, tehdt a
siknak végtelen tévol levé egyenese, o (3), vagy TT,-re a felezo-
Pontban merélegesen 4116 egyenes a sugdrsorok mdr azon egyszerti
Vonatkozdsban dllanak egymdshoz, hogy két tetszéleges sugdr hajlds-
820ge az egyik sugdrsorban, egyenls a megfelels sugarak hajldsszogé-
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vel a mdsikban. Ily két sugdrsor egyenlden-projektiv sugdrsornak
neveztetik és meghatdrozdsihoz a forgds értelmének és egy megfelels
sugdrpar helyzetének ismerete sziikséges.

Ha ellenkezbleg forgd és egyenlen projektiv sugérsorok kozép-
pontjukkal egymdsra helyeztetnek, tgy azok sziikségkép involuczids
helyzettiek, mert ha az elsé sugdrsor tetszéleges a sugardnak meg-
felel a,, és az els6 sugdrsor azon b sugardanak, mely a,-ben van, meg-
felel by, ugy az (ab), (b,a,) szogek egyenldsége folytan b, is Gssze esik
a-val. A sugdrsorok tehdt eqyenoldalit hyperbolikus természetii involu-
czibs sugdrsort alkotnak.

Ha ellenben egyenlékép forgd és egyenléen-projektiv sugdrsorok
kozéppontjukkal egymdsra helyeztetnek, tgy ezek dltaldban nem lesz-
nek involuczids helyzettiek, csupdn akkor, a midén a megfelel$ sugdr-
parak koztil egy par, tehdt valamennyi egymdsra meréleges. Az egyen-
16en-projektiv sugarsorok ezen esetben czirkuldris involuczids sugér-
sort képeznek.

Megjegyezhetd még ez alkalommal, hogy ugyanazon sikban
fekvd czirkularis involuczids sugdrsorok, a végtelen tdvol fekvd g.
egyenest eqy ¢és ugyanazon elliptikus természelii involuczids pontsor
szerint metszik. Mert ha egy czirkularis involuczibs sugdrsor két tet-
sz0leges kapesolt sugara a, a,, gy minden mds azon sikban fekvd
czirkularis involucziés sugdrsorban létezik a, a,-gyel pdrhuzamos
sugdrpédr, ezek tehdt mindannyian a sik végtelen tdvol fekvé g,
egyenesét ugyanazon kapesolt pontparban metszik. A sik végtelen
tavol levé egyenesén ezen kiillonos involueziés pontsor képzefes kettds-
pontjait a végtelen tdvol fekvd képzetes kérpontoknak, vagy roviden,
képzetes korpontoknak nevezik.

¢) Ha végre a perspektiv tengely az egyik, pl. T sugdrsor kozép-
pontjdn megy 4t, akkor 7 sugdrsor mindegyik sugardnak T-ben
TT, sugdr felel meg, kivévén T, sugdrsor T)7T sugardt, melynek T
sugdrsor barmely sugara megfelelhet. Ezen parabolikus névvel jelzett
projektiv sugdrsorok tehdt oly tulajdonsdguak, hogy az egyik sugdrsor
barmely sugardnak egy sugdr felel meg a mdsikban, és viszont a m4-
sodik sugdrsor sugarainak, egy sugdr felel meg az els6ben.

Ha a perspektiv tengely mindkét kozépponton megy 4t, akkor a
sugdrsorok szintén parabolikusak, esakhogy a kozéppontot osszekotd
egyenesben egyesiil azon két kilonos sugér.

45. Szclanunk kell végre még oly sugarsorokrdl is, melyeknek
kozéppontja végtelen tdvol van.



45, Pirhuzamos sugaru sorok.

Ha mi egy pontsor elemein 4t parhuzamos sugarakat huzunk,
- ezen sugarak egy tgynevezett pdrhuzamos-sugaru sort képeznek,
melynek kozéppontja végtelen tdvol van. Ezen sugdrsor szintén per-
spektiv helyzeti projektiv sugdrsor azon pontsorra nézve, melynek
clemein a sugarakat dtfektettik. Egy sugara a parhuzamos-sugdru
sornak végtelen tivol van, t.1.az, mely a pontsor végtelen tdvol fekve
pontjin megy at. . )

Ha azon pontsor elemein mds irdny szerint hiizunk pérhuza-
mos sugarakat, vagy pedig a pontsort egy végesben fekvé ponttal kot-
jitk ossze sugarak dltal, 0gy az el6bbivel perspektiv helyzeti és pro-
jektiv vonatkozdsu sugdrsorokat nyeriink. — Kdénnyen beldathatd, hogy
a pdrhuzamos sugarw sor két tetszéleges egyenes dltal hasonldan-
projektiv, két pdrhuzamos egyenes dltal, eqyenléen-projektiv pontsor
szerint lesz melszre, mert a sugdrsor végtelen tdvol fekvé sugara
a pontsorok tartéit végtelen tdvol fekvé megfeleld pontok szerint

metszi. -
46. Hogy a pérhuzamos-sugaru sor alkalmazésdt ldssuk, oldjuk

meg a kovetkezé feladatot. «Egy pontsor: 4,, B, (;, . . . agy helye-
zend6 el, hogy pontjai egy adott szildrd és a pontsorral projektiv
a, b, c,. .. sugdrsor megfelel§ sugarain fekiidjenek.»

Ha a sugdrsor a sugardra, egy
az adott pontsorral egyenl6en-projektiv oc_ e \B M
pontsort (28. dbra) A', B, (', . . . -et ra-
kunk, melynek egyik, pl. C' pontja a su-

gérsor T' kozéppontjdban van, és C'-nek 7
megfelel6 ¢ sugdrral A', B', (,. . . pon- o/ ‘6

tokon 4t parhuzamosakat hazunk, agy /

ezek a T sugdrsorral perspektiv helyzetti ,40\ et
sugdrsort képeznek, mert c-ben megfele- ,1/‘44 )

16leg k6z6s sugdrral birnak ; a megfelels
sugarak metsz6pontja, a perspektiv ten-
gelyen, g-n fekszik, mely c-t C"-ben
metszi. Ha most az adott pontsort g-re rakjuk, de oly médon, hogy
("-nek megfelels C-pont-C''-vel egyesiiljon, a mi kétfélekép torténhe-
tik, és ezen Gj pontsoron A" B" C"' . . .-en 4t ismét c-vel parhuzamos
8sugdrsort fektetiink, akkor ezen 1j, T-vel perspektiv sugdrsor és T su-
girsor perspektiv tengelye f, meghatdrozza a pontsor tartéjat a kivdnt
helyzetben, —

Egyszeriibb: egy szilard A, B, C, ... pontsoron oly sugirsort
4

28. ébra.

g: A projektiv geometria elemei.

{
|
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dthelyezni, mely egy adott, a pontsorral projektiv a, b, ¢, . . . sugdr-
sorral egyenléen projektiv.

Ha ugyanis A, B és B, C pontokon 4t oly kordket irunk le,
melyeknek AB és BC hirok f6lott nyugvd kertleti szogei egyenlSk ab
és bc sugarak hajldsszogeivel, ugy ezeknek metszépontja kozil egyik a.
kivant sugdrsor kozéppontja. E feladatnak szintén két megolddsa van.

7. 8. Harmonikus és involucziés elemekre vonatkozé méretes
relacziék és szerkesztések.

47. Involucziés pont- és sugdrsorokndl alkalmunk volt ldtni,
hogy a kett6ssugarak és a kapesolt elempéarak harmonikus helyzetiiek,
vagy mint mondani szokds, harmonikusan vannak elvdlasztva., Har-
monikus helyzettt pontok és sugarak a synthetikai geometridban nagy
fontossdggal birnak, miért is ezeknek tulajdonsdgaival, szerkesztésé-
vel és a vélok kapesolatos relaczidkkal itt részletesen akarunk fog-
lalkozni.

Két egymashoz rendelt pont- vagy sugdrpdrrdl A, B és C, D-r6l
azt mondjuk, hogy harmonikus helyzetii, ha kettds viszonyuk egyenl6
—1-gyel, vagyis: (ABCD)=—1.

Tudjuk (o), hogy egy pont- vagy sugirsor birmely négy elemére
ABCD-re nézve:

(ABCD)y=(BADC)=(CDAB)=(D(CBA),

tovdbb4 hogy
(ABCD)=1:(ABDC).

Ha tehat ABCD harmonikus helyzeti négy elem, ugy nemesak
(ABCD)=-—1, hanem egyszersmind :

(ABDC)=(BACD)=(DCAB)—(CDBA)=—1.

Mig tehat dltaldban a kettdsviszony értéke megviltozik, ha csak
az egyik, vagy csak a mésik egyméshoz rendelt elempiar A, B; C, D
elemeit cseréljik fel (ABCD) symbolumban: harmonikus helyzetil
elempdrakndl ezen csere nem bir befolydssal a kettdsviszony értékére,.
mert mint lattuk : (ABCD)=(BACD)=(ABDC) stb.

Harmonikus helyzeti elemeknél az egymashoz rendelteket ko-
zonségesen egymashoz harmonikusan rendell, vagy egymdshoz kap-
csolt elemeknek szoktdk nevezni.
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Két kapesolt pontnak A, B-nek tdvolsdga konnyen kifejezhett a
4sik kapesolt elempdrnak C, D-nek, az els6knek egyike vagy mdsi-
Kkétol mért tavolsdgai dltal.

(ABCD)=—1
egyenletbéﬂ ugyanis
AC . BD+4-AD . BC=0,

AC.(AD—AB)+AD . (AC—AB)=0,
2 AC. AD=AB.(AC+AD),

és 1
A—B‘=§(:4z5+747)/'

vagy A-t B-vel folcserélve :

1 1/ 1 1)\
Ba = e\t BD/

Ha tekintetbe veszszitk, hogy két mennyiség a, # harmonikus
kozépardnyosa y, azon mennyiség, melynek reciprok értéke a, 3 re-
cziprok értékeinek szdmtani kozépardnyosa, kovetkezik : négy harmo-
nikus helyzetii pont kozil két kapesolt pontnak tdvolsdga, harmo-
nikus kozépardnyos, a mdsik két Eapcsolt pontnak az elébbiek egyi-
kétol mért tdavolsdgai kozott.

Az el6bbihez hasonlé relaczié létezik négy harmonikus helyzett
sugdr a, b, ¢, d kozott is.

(abcd)y=—1-b6] ugyanis

sin (ac) . sin (bd)-+sin (ad) . sin (be)=0,
tehat

sin (ac) . sin [(ad)—(ab)]-+sin (ad) . sin [(ac)—(ab)]—0,
mibdl egyszerti aton kovetkezik

1

1
g (@bh)= tg (ad)

2 (’tg@c) T

Egy mds tulajdonsdga a harmonikus helyzett pontoknak kovet-
kez6 elsbb mar eléfordult relaczié :

MA = MB*=MC . MD

4*
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r
dltal van adva, hol M pont A, B kapecsolt pontok tdvolsdganak felezg

pontja, C, D pedig a mésik kapesolt pontpart jelenti, és mely

AC . BD+AD . BC=(AM+MC) . (MD — MB)+-
+AM+MD) . (MC— MB)=0

egyenlethdl egyszerlisités utdn kaphaté. Ezen relaczié kovetkezdkép
fejezhetd ki: két kapcsolt pont tdvolsdgdnak fele, geometriat kézép-
ardnyos a mdsik két pontnak az elébbielk felezépontjdtol meért tdvol-
sdgat kozott.

Ehhez hasonlé tétel vezethets le négy harmonikus sugédrra a, b,
¢, d-re nézve is, ha

sin (ac) . sin (bd)+sin (ad) . sin (bc)=0
egyenletben (ac), stb. szgek helyett, a velik egymértéki

(ac)=(am)+(@mc), (bd)= (md) — (mb),
(ad)=(am)+md), (be)=(mc)— (mb)

kifejezéseket helyettesitjik és az egyenletet annak tekintetbe vételé-
vel egyszertisitjik, hogy m, az a, b sugarak egyik szogének felezéje.
Az egyszerlisités utan ily alaku relaczi6ét kapunk :

tg® (ma)—tg* (mb)—tg (mc) . tg (md).

48. Harmonikus elemeknek ezen, és az el6bbi MA® _MB' =
MC . MD egyenlet 4ltal kifejezett Osszefiiggésébsl kovetkeztethetd,
hogy ha C pont M-ben van, vagyis MC=0, gy MD= oo, tehdat D-nek
végtelen tdvol kell lenni: és ha C pont B, vagy A-ban fekszik, D-nek
is ugyanazon pontba kell kerulni. Hasonlékép ha ¢ sugdr a, b kap-
csolt sugarak 4ltal képezett szog egyik felez8jében m-ben van,
tg (me)=0, és tg (md)=oo, tehat d-nek m-re merblegesnek, és igy
(ab) szog mdsik felezéjében kell lenni; mig ha ¢ sugdr b, vagy a-ban
van, d-nek is ugvanazon sugdrba kell fekiidni. Ennélfogva :

«Ha négy harmonikus helyzetti

ABCD pont kézul egyik, pl. C, | abed sugér kozul egyik, pl. ¢ su-
felezi A, B kapesolt pontpér dltal | gar a, b kapesolt sugarak egyvik
hatdrolt kozt, agy C-hez kapesolt | szogfelezéjében van, tGgy c-hez
D pont végtelen tdvol fekszik, és | kapesolt d sugdrnak a mdsik szog-
forditva: hanégy harmonikuspont | felez6ben kell fekiidni; mig ha ¢
kozil egyik végtelen tdvol fek- | sugér a, vagy b-ben van, a hozzd
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ovik, akkor a hozzd kapesolt pont kapesolt d sugér szintén azon su-
felezi a misik kettd dltal hatdrolt | gdrba keril. De forditva is kovet-
kozt; tovabbd ha C pont A, B | kezik, mert a szogfelez6k egy-
kapesolt pontok egyikében van, | mdsra merdlegesek : ha négy har-
ugy C-hez kapesolt Dpontszintén | monikus sugdr kozil egy par kap-
csolt sugdr egymdsra meréleges,
gy ezek felezik a mésik két su-
gdr dltal képezett szogeketr.

ott lesz.»

E tételek alapjén ¢ egyenesen fekvé ABC pontokhoz a negyedik
harmonikus helyzetii C-hez kapesolt pontot kovetkezékép szerkeszt-
hetjik : C ponton (29. dbra) dtmend tetszéleges egyenesen C-t6}

egyenl6 tdvolsdgra felvesziink két pontot A’, B'-et és 'AA'' | BB'!
egyeneseknek T metsz6pontjdn 4t parhuzamost huzunk A'CB’'-hez,
mely {-t a keresett negyedik harmonikus pontban D-ben metszi.
A', B', € pontok és a rajtuk dtmend egyenes végtelen tdvol fekvo
D', pontja ugyanis, az elébbiek szerint, négy harmonikus helyzetii
pont; ezeknek projekezidja T-bél f-re, vagyis ABCD, szintén harmo-
nikus helyzetti négy pont lesz.

Hasonlékép lehet a jobb oldalon 4ll6 tétel alapjan T ponton
dtmend abc sugarakhoz (30. dbra), c-t61 @, b 4ltal harmonikusan el-
vélasztott d sugarat szerkeszteni, ha c-nek tetszéleges 7" pontjén 4t,
¢-hez egyenld szog alatt hajlé a’, b’ és c-re meréleges d’ sugarat hi-
zunk és T-t azon ponttal osszekotjilk, melyben d’ egyenes a, a’ és b,
b’ metszépontjainak osszekotd egyenesét metszi. De tekintettel a bal
oldalon 4116 tételre igy is eljdrhatunk : a, b-t tetszbleges c-vel parhu-
Zamos egyenes dltal metszsziikk A, B-ben; AB felez6 pontjdn D-n dt-
mend | T'D |=d sugdr a keresett negyedik harmonikus, mert AB! egye-
nes abed sugarakat, harmonikus helyzetii pontok szerint metszi.
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C, vagy D-hez kapesolt negyedik harmonikus pontot, ha még
AB kapesolt pontpdr adva van MA®="MB"_MC . MD relaczié alap-
jadn kovetkez6kép szerkeszthetjik: AB pontokon 4t k kort irunk le
(31. dbra), melynek kézéppontja AB koz felez6pontja M. Ha az adott C,
AB pontokat elvilasztja, gy C-ben A B-re merélegesen 4116 egyenesnek
és k kornek K metsz6pontjiban érintét huzunk A-hoz, mely ABC egye-
nest a negyedik harmonikus pontban I-ben metszi. Ha ellenben az
adott D pont AB kozon kivill fekszik, agy D-bél k-hoz vont érinté
érintépontjabdl | AB'-re merélegest bocsdtunk, melynek C talppontja
A, B, D-hez negyedik harmonikus pont.

AN
A L. ¥4
| M \ s
N
A M [ g Fz N
31. abra. 32, abra.

MED derékszogli hdromszogb6l ugyanis kovetkezik, hogy
ME®=MA® — MB®=MC. MD, tehat A, B, C, D pontok 4ltal har-
monikusan vannak elvdlasztva.

Ugyanezen MA *=MB® — MC. MD relaczié alapjdn C, D kap-
csolt pontpar és AB vonaldarab M felezépontjdbdl, A, B pontpéar
szerkeszthet6.

Ha mi (32. 4bra) CD-n 4tmend tetszoleges korhez M-bdl érin-
t6t hazunk, mely azt F pontban érinti, gy az MI" érinté hosz-
szdval M-b6l leirt kor CD egyenest, ¢, D-t6] harmonikusan elvdlasz-
tott A, B pontokban metszi, mert MA®= MB® = MF" = MC. MD.

ABF, CDF korok egymést derékszog alatt metszik, és mivel
barmely két egymdst X, Y pontban derékszog alatt metsz6 korre
nézve, melyek egyikének tetsz6leges AMB dtmérsje a mésikat C, D-ben
metszi: MA® = MB"= MX"=MY"= MC. MD, azért: kél egymdst
deréksz6g alatt metsz6 kér bdrmelyikének dtmérdje, a korok dltal
harmonikus pontokban metszetik és forditva, ha egy k kornek atmé-
réjén A B-n oly két pontot C, D-t szerkesztiink, mely az 4tmérst har-
monikusan osztja, akkor mindazon korok, melyek C, D pontokon
dtmennek k-t derékszog alatt metszik. Ebb6l kovetkezik: (33.) ha ¢
egyenes pontjaibdl, mint kozéppontokbdl koroket irunk le, melyek egy
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tetszbleges k kort derékszog alatt melszenek, akkor ezen korok g eqye-
st eqy involuczids pontsor kapcesolt pontpdrjaiban fogjdk metszeni;
ezen involuczids pontsor hyperbolikus, parabolikus vagy elliptikus, a
-evint, amint k metszi, érinti, vagy nem metszi g egyenest.

49. Mindezen szerkesztések, melyek a negyedik harmonikus
pont, vagy sugdr felkeresésénél alkalmaztattak, feltételezik a korzd
haszndlatdt. Minthogy azonban esak egy elem létezik, mely két ele-
met egy harmadiktél harmonikusan vdlaszt el : ezen egy elem felke-
resése elsé foki feladat s mint ilyen, csupdn a vonalzé haszndlatdval
is megoldhato.

Hogy a negyedik harmonikus pont, vagy sugdr szerkesztését
csupfin vonalzéval megmutathassuk, ismerni kell a synth. geometrid-
ban nagy fontossdggal bird teljes négyoldall és négysziget.

$

Teljes négyoldal, vagy roviden négyoldal képeztetik, négy ugyan-
azon sikban fekvd a, b, ¢, d egyenes dltal, melyek kozil kettonél tobb
nem megy ugvanazon ponton &t. Ezen egyeneseket oldalaknak, két-
két oldal metszdpontjdt szogpontnak (33. dbrdban: P, Q, R, G, T, U),
két olv szogpontot, mely nem fekszik ugyanazon oldalon (P, G; Q, R;
T, U) dtellenes szogpontnak, végre két dtellenes szogpont 0Osszekotd
egyenesét dilonak nevezik. A négyoldalnak tehdt van: négy oldala,
hdrompér dtellenes szogpontja, és hdrom 4tléja.

Hasonlokép a teljes négysz6g vagy roviden : négyszog meg van
hatdrozva négy ugyanazon sikban fekvé pont (34. dbrdban: A, B,
C, D) dltal, melyek koziil ketténél t5bb nem fekszik egyenesen. E pon-
tok a négyszog szogpontjainak ; két-két szogpont Osszekotd egyenese
(AB, AC, AD, BC, BD, CD) oldalnak ; két oly oldal, mely nem
metszi egymdst egy szogpontban dtellenes oldalnak (AB, CD; AC,
BD; AD, BC), végre két dtellenes oldal metszépontja (E, I, ()
dtldspontnak neveztetik.
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Négy harmonikus pont szerkesztése csupdn vonalzdval a teljes
négyoldal kovetkez6 tulajdonsidgan alapszik :

A teljes négyoldal bdrmely dlldjdnak melszépontjai a mdsil
ket dtloval, azon elsé dtlon fekvd szégpontokldl harmonikusan van-
nak elvdlasztva.

Hogy ezt bebizonyitsuk, képzeljik (33. dbra) . UP,, | UG |, UT
sugarakhoz a negyedik UT-hez kapesolt harmonikus sugarat, vala-
mint |TP, |TG-, ;TU -hoz a negyedik iTU -hoz kapcsolt harmonikus:
sugarat szerkesztve; -e szerkesztett sugarak egymdst PG 4tld azon
pontjdban fogjdk metszeni, mely Y-t P, (-t6] harmonikusan vélasztja
el. E sugarak azonban QR 4tlot is egy és ugyanazon pontban met-
szik, mely Z-t (), R-t6] harmonikusan vilasztja el, miért is a szer-
kesztett negyedik harmonikus sugarak PG és QR dtlok X metsz6-
pontjadn mennek dt. Minthogy tovdbbd RX(QZ harmonikus helyzeti
pontoknak projekezidja P-bél TU étlora: UYTZ, szintén harmonikus
helyzetii négy pont: a tétel a négyoldal minden &tlojdra nézve be
van bizonyitva.

Hogy azon tételt egyszeriibben kifejezhessiik, nevezziink két.
pontot és két sugarat harmonikusan elvdlasztott elemeknek, ha a két
pont harmonikusan van elvdlasztva azon pontoktol, mely szerint a fel-
vett pontok 0sszekiotb egyenese a felvett sugarakat metszi, — tovdbb4 :
egy pontot és egy sugarat két pont dltal harmonikusan elvilasztott.
elemeknek, ha a hdrom pont egy egyenesben fekszik, melynek met-
sz0pontja a sugdrral az elsé pontot a mésodik kett6t61 harmonikusan
elvdlasztja, — végre : egy pontot és egy sugarat két sugdr dltal harmo-
nikusan elvilasztott elemeknek, ha a hdrom sugédr egymdst egy pont-
ban metszi, melynek O0sszekot6 egyenese a felvett ponttal, az elsd
sugarat a mdsik kett6t6l harmonikusan vélasztja el.

Ennélfogva mondhatjuk:

«A teljes négyoldal bdrmely | «A teljes négyszog barmely 4t-
atl6jdn fekvo szogpontok, a mdsik | 14spontjén dtmend oldalak, a md-
két 4tlot harmonikusan vdlaszt- = sik két 4tlésponttol harmonikusan
jak el, vagy mi ugyanazt fejezi | vannak elvdlasztva, vagy a mi
ki: a teljes négyoldal bdrmely ' ugyanazt mondja: a teljes négy-
atloja, a mdsik két 4tl6 met- * szog bérmely dtléspontja, a mdsik
sz0pontjat, a négyoldal két | két atlospont Gsszekots egyenesét
par oldaldtél harmonikusan vd- a négyszog két par szogpontjatél
lasztja el.» harmonikusan vélasztja el.»
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Hooy a jobb oldalon 4116 tételt a mellette levs tétel alapjdn be-
pizonyitsuk, vegyiik tekintetbe, hogy AF, EB, AE, BF négyoldal EF
étléjfi}lgk metsz6pontja AB-vel Q-t A, B-t8] harmonikusan vilasztja
el, tehat Ed, EB', {EF, EQ négy harmonikus sugdr, és igy
EA. EB oldalak F, Q dtléspontoktol harmonikusan vannak elvé-
lasztva. Ugyanez kimutathato QA, QD oldalak és E, F 4tlospon-
tokra, valamint FA, FB oldalak és E, Q 4tléspontokra nézve is.

Ezen tételek alapjdn T, U, Y ponthoz a negyedik Y-hoz kap-
esolt harmonikus pontot egyedul a vonalzb haszndlatival kovetkezd-
kép szerkesztjiik: Y ponton 4t egy, T ponton 4t két tetszbleges egye-
nest huzunk, melyek egymdst P, G pontokban metszik; | UG |, | TP és

UP',: TG egyeneseknek () és R kozos pontjan d4tmens QI3 egyenes
TYU-t a kiviant negyedik harmonikus pontban, Z-ben metszi.

Ha pedig | EA', EB|, | EF| sugarakhoz akarjuk az | EF'-hez
kapesolt negyedik harmonikus sugarat szerkeszteni, agy | EF|-nek
tetszoleges, pl. F pontjdn 4t két egyenest huzunk, melyek ' KA,

EB -t A, D ill. B, C-ben metszik; a keresett negyedik harmonikus
sugdr: 1 AB és DC' egyeneseknek () metsz6ponjin megy 4t.

50. Harmonikus pontok és sugaraknak alkalmazdsdt lathatjuk
a kovetkezd tételnél.

«Ha egy hdromszog sikjanak «Ha egy haromszdg oldalain

tetszéleges pontjdt annak szog-
pontjaival Osszekotjik, akkor az
osszekoto egyenesektsl az oldalak
dltal harmonikusan elvilasztott
sugarak a hdromszég oldalait,
egyenesen fekvy pontokban met-
szik. Ezen egyenes a felvett pont
harmonikus poldrisdnak nevez-
tetik a hdromszoget illetéleg.»

oly pontokat’ szerkesztink, me-
lyek a hdromszog szoégpontjait,
egy tetszbleges egyenes és az ol-
dalak metsz6pontjdtél harmoni-
kusan elvdlasztja, akkor a szer-
kesztett pontoknak = 6sszekotd
egyenesei a hdromszogoldalak-
nak atellenes szogpontjaival, egy-
mdst egy pontban metszik. E pont
a felvett egyenes harmonikus po-
lusdnak neveztetik a hdromszoget
illetSlegn.

Hogy a baloldalon 4l16 tételt bebizonyitsuk, nevezziik (35. dbra)

a hdromszog szogpontjait A, B, C-nek, a haromszog sikjanak tetsz-
lffges pontjdt P-nek, PA, PB. , PC! egyenesek metsz6pontjdt BC,
Cx}, AB oldalakkal A’, B’, (’-nek, végre e pontoktdl, a hdromszog
520gpontjai 4ltal harmonikusan elvilasztott pontokat A,, By, C,-nek.
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Minthogy (A'A,CB)=(B'B,CA)=—1:

A'B'', "A,B,i, ' BA' egyenesek egymdst egy pontban metszik,
mely tekintettel PA'CB’ teljes négyszogre, ('-et A, B pontokbdl har-
monikusan elvédlasztja, tehat C, pont.

(A’A,CB)=(BB'CA) relacziobdl és A'B'A,B, teljes négyszog.
bol léthatd, hogy nemesak A', B’, C,, hanem B', ', A,; C', A",B,
pontok is egyenesben fekszenek és igy ' A, B,C, , egyenes egyszersmind
harmonikus polarisa P-nek A'B'(C" hiromszoget illet8leg.

Jegyzet. A jobb oldalon 4ll6 tételnek speczidlis esete a kovet-
kez8: a hdromszoég-silyvonalai egymdst egy pontban metszik (9).

51. Lattuk az elébbiekben, hogy négy
harmonikus helyzetli pont vagy sugér dltal
hatdrolt kozok, illetve bezért szogek kozott
egyszerti relacziok léteznek, melyeknek
alapjdn azoknak szerkesztése egyszerti mé-
don eszko6zolhetd. Hasonlokép lehet invo-
lucziés pont- vagy sugdrsorok, mint spe-
czialis helyzetti projektiv sorok, kapesolt

35. abra. elemei dltal hatdrolt kozok vagy bezdrt sz0-

gek kozott egyszerti relaczidkat levezetni, és

azokbol, ha az involuecziés sorok meghatdrozdsdhoz elegendd elemek
advak, az involuczids sorokat szerkeszteni.

Tudjuk, hogy két kapesolt pontpar A, A,; B. B, éltal az invo-
lucziés pontsor, és igy minden C pontnak kapcsolt €| pontja, meg
van hatdrozva. Kell tehdt, hogy az involucziés pontsor hdrom kap-
csolt pontpérja: A, 4;; B, B,; C, C;, — melyet involuczidt képezé
hat pontnak is neveznek — bizonyos relacziok képzésére vezessen,
melyek az dltaluk hatérolt kozok kozt 1léteznek.

Kiindulhatunk az involucziés pontsorok ama tulajdonsdgdbdl,
hogy két kapesolt pontnak 4, 4,, vagy B, Bj-nek, a kozépponttol
M-t6] mért tdvolsdgai dllandd szorzatot adnak, vagyis MB . MB,=
MA . MA, egyenletbdl, melv igy is irhaté:

(MA+-AB) . (MA+AB)=MA . MA,.
Ebbél kovetkezik :

AB . AB,=MA . (MA —MA—AB—AB,)
=MA . (BA,+B,A)=MA . (BA+B,A):;

"

és ha ezen egyenletben A-t, A,-gyel felcseréljik, agy:
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AB . A B=MA,. (BA+4-B,A)=MA, . (BA,+B,A).

A ket utdbbi egyenlet egymdssal osztva :

AB.AB, _ MA
AD . AB,~ M4,

eovszertt relaczidhoz vezet.
" Ha itt B, B, kapesolt pontok C, C, dltal cseréltetnek fel, az

egyenlet jobb oldala nem valtozik, és ezért

AB.AB, _ AC.AC,
1. AB.AB,~ AC.AC,

Fzen, involucziét képezd hat pont kélesonés tdvolsdgai kozott
fonnallé relaczié, az elébbinek dltaldnositdsa, tekintettel arra, hogy
ha C, M-ben van, ugy C, végtelenbe keriil, vagyis AC;=A,(C\=

Ha 1.-ben A, A,-et el6bb B, B,-gyel, aztdn C, C,-gyel koleso-
nosen feleseréljiik, ugy

'BC.BC, BA.BA,
B,C.B,C,~ BA.BA,’
CA.CA, CB.CB,

3 CA.CA, CB.CB,

egyenleteket nyerjilk, melyek alakjukra nézve az el8bbivel meg-
egyeznek.
Ha az 1., 2., 3. egyenleteket igy, a mint itt felirva vannak, egy-
méssal szorozzuk és a lehetséges roviditéseket elvégezziik,
(AB1 . BC, . CA\?
AB.B,C.CAl

alaku egyenletet nyerjiik, melybél

AB, . BC, . CA,

AB.BC.CA=ED

Minthogy azonban ezen egyenlet baloldala negativ jelii lesz, ha
feltételezziik, hogy C, A-val és C,, A,-gvel egyesiil, vagyis
AB, . BA, . AA,
ADB.DBA.AA
azonosan egyenld — 1-gyel, a fonnebbi egyenletben csak a negativ
<l8jelre nézve helyes, tehdt :
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A, AB, . BC, . CA,=AC, . BA, . CB,

Hasonlé hdrom egyenletet kapunk még, ha 4.-ben A-t, A,-gyel,.
aztdn B3-t, B)-gyel, végre C-t, C,-gyel felcseréljik, ezek :

AB).BC, .CA=A,C,.BA .CD,,
5. AB.BC, .CA—AC,.BA,.CB,
AB,.BC . CA=AC .BA,.CDh,.

Megjegyzends, hogy az 1.—5. egyenletek az involuczids pont-
soroknak ama tulajdonsdgdbdl lettek levezetve, mely az involueczids
pontsorok értelmezésének is tekintheté, t. i. hogy «olv (kapesolt) pont-
parak, melyeknek egy ponttél (k6zéppontdl) mért tdvolsdgai dllando
szorzatot adnak, involuezidés pontsort képeznek».

Azon egyenleteket azonban levezethetjik az involucziés pontso-
roknak eredetileg adott értelmezésébél is, t. i. hogy «az involuezids.
pontsorok kapesolt pontjai, két, ugyanazon tartén fekvé és ellenpon-
tokkal egyesitett projektiv pontsor megfeleld pontjain.

Ha ezen tulajdonsdgbdl indulunk ki és tekintetbe veszszik, hogy
a pontsor egyes. pontjainak az egyik vagy mdsik pontsorban egy és.
ugyanazon pont felel meg, ugy:

(AA,BC)=(A,AB,C,) és (ABA,C})=(A,B,AC)-bé]

egyszertien 1. ill. 4. alatti egyenletet kapjuk. —
Hasonlé egyenletek taldlhatok involuczids sugdrsor hdrom par
kapesolt sugara a, a,; b, b,; ¢, ¢, dltal bezdrt szogekre nézve is:

(aa,be)=(a,ab,c)) és (aba,c,)=(a,b,ac)
egyenletekb6l, nevezetesen :

sin (@ b) . sin (@ b)) __ sin (a¢).sin (ac)
sin (a,b) . sin (a,b,)  sin (a,c) . sin (a.c,)

sin (ab,) . sin (be,) . sin (ca,) = sin (ac,) . sin (ba,) . sin (cb,),

melyeknek elsejéhez még két, a mdsodikhoz még hdrom hasonlé alko-
tdsu egyenlet tartozik.

52. Két kapesolt elempdr dltal meghatdrozott involucziés sor
tetszbleges eleméhez a kapesolt elemet csupdn vonalzé segélyével
lehet szerkeszteni, mert ezen feladat, minthogy egy megoldds van,
elsofoku.

A szerkesztés kovetkezd tételeken alapszik :
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Minden teljes négyszog hat ol- Munden teljes négyoldal hat
dala, tetszoleges eqyenes dltal, in- | szdgpontja, tetszdleges ponttol in-
volueziot képezd hal pont szerint | voluczidt képezd hat sugdr dltal
melszetik, melynél az dtellenes | projiczidliatik, melynél az dlelle-
oldalok metszé pontjai, kapesoll | nes szogpontolal projicsidlo su-
pontok. (Desarques*-féle tétel.) | garak, kapcsoltak.

Hogy ezt bebizonyitsuk, legyen
PORS szogpontok dltal adott | pars oldalak dltal adott teljes

néoyszog (36. dbra) hdrom atlos- (37. dbra) hdrom dtloja
pontja U, V, W', és ezen po és ezen 4tlokon fekvo
kon étmené PR, OS; IS, 8); il (p, 8), (q, 7);
PO, SR dtellenes oldalak metsz (s\r) dtellenes szogpontok

pontjategyenessel A AL, DB, . ugaraa sik tetsz6le-
C, C,. Ha most a négyszog bar- ?.\ gey' T pontja®ol: a, as; b, by; ¢,
mely oldalén, pl. (S-en, fekvd . Ha#q,jg oldalak metsz6pont-
szogpontokat, dtlospontot és m 181 kiinduld ¢, s, u, a, sugarak
szépontot {-vel, vagyis (), S, U\A; | metszgpontjait p és r-rel T-bél
pontot a négyszog masik két szog- | projiezidljuk, agy a projicizdlo
pontjdbol P és Ii-bél, {-re proj sugaraknak ¢, b, a, a,, ill. b,, ¢,
czidljuk, Ggy a projekezick C a,;-nék kettésviszonya egyenld
A, A és By, C;, A, A kettosviszb- | (qsua,)-el, vagyis:

nya egyenlé a projiczidlt pontok

kett6sviszonydval, tehdt A (cbaa)=(bsciaa,), és
(CBAA)=(3,C,AA)) és mert = merd (c,b,a,a)=(b,c,aa,), azért :
(CBAMN=(D3,C{AA)) azért: | v (cbaa,)=(cb,a,0).

(CBAA)=(C,B,A,A).

Ezen taldlt egyenletek mdr kifejezikoh v A, 4;; B, B,;*C, Cy;
pontok és a, a,; b, b;; ¢, ¢, sugarak involucz  képestek. —

C-hez kapesolt C, pontierk-szerhes az 4, 4,; B, I3, kap-
csolt pontok dltal adott involueziés pont: i1bmn ezek szerint kovet-
kez6kép torténik : C-n_dtmensd tetsz6leges egyenesen felvesziink két
pontot P, (-t és ezeket IB~A-illetve £3,, A,-gyel dsszekotjiik; PB,
QA és PA, OB, egyenesek kozos S, R pontjan dtfektetett egyenes a
keresett C; ponton megy &t.

Ugyanigy torténik ¢-hez kapesolt ¢, sugdrnak szerkesztése az a, a, ;

b, b, kapesolt sugarak dltal meghatdrozott involuczidg sugdrsorban.

* DESARGUES GERARD, 1593—1662.
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c-nek tetszbleges pontjdn 4t két egyenest p, q-t; p, a és q, b,
valamint p, b és ¢, a, kozbs pontjain dtmend r, s egyenesek egymdst
a keresett ¢, sugdron metszik, —

Megjegyezhet6 még, hogy a midén a teljes négyszog oldalait
metszd [ egyenes a négyszog két dtlospontjdn megy 4t, vagy a teljes
négyoldal szégpontjait projiczidlo sugarak két atlo metszépontjabol
indulnak ki, azon 4tlospontok, illetve ezen 4tlok a metszés, illetve
projiczidlds dltal szdrmazott involuczidés sorok kettdspontjai lesznek.

A fonnebbi két tétel kuldnben egybefoglalva igy is kifejezhet6 :

Eqy tetszdleges hdromszig szégpontjait sikjdnak bdarmely pont-
Jjabdl projiczidle sugarak involuczids fekvésiiek azon pontokkal,
melyek szerint egy letszdleges, a felvett ponton dt nem mend egyenes,
a hdromszég oldalait metszi.

36. abra. 37. abra.

PQR héromszog szoégpontjai S-bél 'SP, |SQ', .SR' sugarak dltal
projiczidltatnak, mely sugarak QR, RP, PQ oldalaknak {-n fekvd
pontjaival involucziés fekvéstiek. — Hasonlokép pgr hdromszog szog-
pontjai T-bél oly hdrom sugdr dltal lesznek projiczidlva, melyek invo-
luczids fekvéstiek a hdromszogoldalak és s egyenes metszépontjaival.

Két erre vonatkozé tapasztalati eredményt emlitink még itt,
melynek ismerete geometriai kutatdsokndl gyakran szikséges, s mely
annak megitélésére szolgdl, hogy a tleljes négyszog dtellenes oldalai
dltal kimetszelt pontpdrak, valamint a teljes négyoldal dtellenes szdg-
pontjait projiczidlé sugdrpdrak hyperbolikus, vagy elliptikus termé-
szelit involuczids sornak kapcsoll elemei-e. Az eredmény kivetkezd :

Ha a teljes négyszég négy szogpontja kozil egyik pont sem
fekszik a tobbi harom dltal meghatdrozott hairomszég keruletén beldl,
akkor a négyszégdtellenes oldalait metsz6 egyenesen, e metszéponkot
hyperbolikus, illetve elliptikus természetti involucziés pontsor pont-
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pérjait hatdrozzék meg, a szerint, a, mint e szégpontok péroséval,
vagv pératlan szémban vannak elvdlasztva a metszé egyenes dltal.
Ha pedig egyik szogpont a mésik hérom dltal meghatdrozott harom-
szog hatdrdn belul fekszik, akkor ellenkezéleg a paratlan szdmu szog-
pont elvalasztdsdnal 4ll be a hyperbolikus, a péros szému szogpont
elvalasztdsdndl pedig az elliptikus természetli involucziés pontsor esete.

A mi pedig a teljes négyoldalt illeti, 1athat6, hogy annak oldalai
q sikot tizenegy részre osztjdk, melyek kozul hdrom véges és nyolez
végtelen nagy. A négy oldal 4tléi nem hatolnak mindegyik részbe.
A szerint, a mint a felvett pont, melybdl a négy oldal dtellenes szdg-
pontjait projiczidljuk, oly sikrészben van, melybe az 4tlok bejutnak,
vagy pedig egy mésik sikrészben, a projiczidlé sugarak hyperbolikus,
illetve elliptikus sugérsornak képezik kapesolt sugdrpdrjait. (Fugge-
1ék 2.)

58. «Egy négyszog sikjdban «Egy négyoldal sikjdban min-
mindig szerkeszthetd oly pont, | dig taldlunk oly egyenest, mely
mely egy adott pontot, a négyszog | tetszéleges egyenest a négyoldal
dtellenes oldalpdrjaitol harmoni- | dtellenes szdgpontjaitol harmo-
kusan vdlaszt el.» nikusan vélaszt el.»

Nevezziik a négyszog szogpontjait A, B, C, D-nek, a sik tetsz-
leges pontjdt P-nek, és azon két sugdr metszépontjdt, mely P-t a
négyszog | AD', |BCi és [ AC|, 'BD' dtellenes oldalpdrjaité]l har-
monikuson elvélasztja: Q-nak. | PQ| egyenes a négyszog dtellenes
oldalait involucziéban metszi, melynek kettéspontjai P, Q pontok, mert
P, Q az involucziét képezs hat pont két kapesolt pontpdrjatél har-
monikusan van elvélasztva.— Ebbél kovetkezik, hogy P, Q kettéspon-
tok, a harmadik kapesolt pontpartél, és igy a négyszog harmadik
dtellenes oldalpdrjatol is harmonikusan vannak elvdlasztva.

Ha Ppont a négyszog egyik 4tléspontjéban van, akkor azon
pont, mely t6le az dtellenes oldalpdrak 4ltal harmonikusan van el-
vilasztva : a mdsik két &tlospont Osszekotd egyenesének barmely
pontja, —

A jobb oldalon 4116 tételnek, mely hasonlokép lesz bebizonyitva,
Speczidlis esete a kovetkezs : Egy négyoldal hdrom dtldjdnak felezé
pontjai egyenesben fekszenek. (Gauss-Bodenmiller-féle tétel.)*

Ha ugyanis a négyoldal sikjdban fekvs egyenest végtelen tdvol

* A négyoldal ezen tulajdonsight Gauss (1777—1855.) taldlta 1810-ben.
- BaLtzER E. Elemente d. Math. 1870. II. kotet, pag. 57.
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g_-ben fekvének képzeljilk, akkor a mdsik egyenes, mely az dtellenes
szogpontokat 4 -t61 harmonikusan elvélasztja, felezi a négyoldal 4tl6it.

54. Végre még a 35-dik pontban eléforduld szerkesztés spe-
czidlis esetének, a kovetkezd feladatnak, megolddsdt akarjuk tar-
gyalni.

«AA,. BB, kapcsolt pontpédrak dltal meghatdrozott involucziés
pontsor azon kapesolt pontpérja D, D), szerkesztendd, mely C, C, kap-
csolt pontokat harmonikusan vélasztja el.»

Jelenleg AA,, BB,, CC,,....involueziés pontsor és C, (.
kettdspontokkal biré involuczids pontsornak koézos D, D, kapesolt
pontpdrjat kell szerkeszteniink.

A feladatnak elbreldthatélag csak akkor van valds megolddsa,
ha az elsé involuczids pontsor elliptikus; mert a harmonikus osztds
megkivdnja, hogy D, 1,;; C, (,-t6]1 el legyen vilasztva és csak az
elliptikus természetli involuezids pontsoroknal vannak a kapesolt ele-
mek egymdstol elvdlasztva.

Ha AA,, BB,, CC, atmérck folott korcket irunk le, Ggy ezek
cgvmdst az involucziés pontsorok tulajdonsdga kovetkeztében ugyan-
azon I, K pontokban metszik. Az I, K pontokban CC,IK kort derék-
szog alatt metszé kor, a keresett D, D; kapesolt pontokon megy 4t. —

E szerkesztés killonos esetét képezi a kovetkezd dltaldanosabb-
nak: «egy elliptikus természetii involuczids pontsorban oly kapesolt
pontpdrt kell szerkeszteni, mely egy adott kapesolt pontpdrral adott
kettésviszonyt képez».

Minthogy ily involuczidés pontsor kapesolt elemei egymdst elvd-
lasztjak, azért ha az adott kettésviszony négy pontdltal van megadva,
az egymdshoz rendelt pontparaknak egymdstszintén el kell vélasztani,
ha pedig szdmérték —2— 4dltal van adva, annak negativnak kell lenni.

Nevezziik az involueziés sor kapesolt pontpérjai dltal hatdrolt
kozok, mint d4tmér6k folott leirt korok metszépontjait (38. dbra)
I, K-nak, az adott pontpart A, 4,-
nek, AA, koéz felezépontjit E-nek
és szerkeszszilk meg azon D) pon-
tot, melyre nézve (AA,ED)=A. Az
AAIK kéron, k-n, sziikségkép ki-
vil fekvé D pontbél k-hoz vont
érint6k k-t U, V-ban érintik; IU,
IV egyeneseknek B,, C, metsz6-
38. fbra. pontja a sor tartdjaval, a kivant kap-
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osolt pontok egyike lesz; a mésik pont IKB, és IKC; kérnek B,
Aletve C metszopontja a tartoval.

Hogy ezt bebizonyitsuk, nevezzilk k kor UE, VE dtmérsjének
mésik végpontjdt P, ill. ()-nak; mely P, Q pont PIU és QIV derék-
szog miatt 1B, ill. IC egyenesen fekszik.

Minthogy | UA', | UA,|, | UE], |UD\és | VA|, | VA1, | VE|,

VD sugaraknak kett6sviszonya,a mit roviden UAAED), V(AA,ED)-
vel szokds jelolni, egyenld A-val, tovdbbd azon sugarak dltal képezett
szogek, k kor keruleti szogeinek tulajdonsdga kovetkeztében, egyen-
16k 1A', |1A,], | IBP ,|IUB,, valamint IA ', [IA,], (IQC|, | IVC,

sugarak hajldsszogeivel, azért
[AABB)=IAA,CC)=4,

és B, By; C, C, a keresett két pontpdr, mely A, A, pontokkal egyiitt
+-val egyenértékli kettésviszonyt képez.

Megjegyezhets, hogy CIK, BIK korok k-hoz egyenld szogek
alatt hajlanak. Ha ugyanis CIK kor kozéppontjdt O-nak OI, Elegye-
neseknek metszépontjat & korrel N, M-nek nevezziik, akkor OIC
egyenszari hdromszogbdl ldthat6, A kérnek kovetkezo ivei kozott leve
relaczid

IA,— AQ=NO,
€8 mert
(MN+NA)=MA=1I4,,
azért
) MN+NA—AQ=NA-+}+A Q,
végre

MN iv =240 iv.
Ugyanigy kimutathaté, hogy
LMiv =2PA iv,

hol L azon pont, melyben BIK kornek I-n dtmend dtmérsje k-t
metszi, és mert PA iv =A( ivvel, azért LM, MNivek és igy a folottiik
nyugvo LIM, MIN keriileti szogek, melyek BIB, és k, valamint CIC,
es k koroknek hajlasszogei szintén egyenldk.

B szerint: «két kor hajldsszogeinek bérmelyik felezé kore a
kozépp ontokon dtmens egyenest oly pontokban metszi, melyek azon

egyenesen fekvé kor-atmérsk végpontjaival, egyenld kettésviszonynyal
bir6 pontokat kepeznekn.

Klug: A projektiv geometria elemei. >



II. FEJEZET.
A kupszelet.

8. §. Két 4ltaldnos helyzetii projektiv sugdrsor képzédménye,

Bb. Két ugyanazon sikban fekvé projektiv sugdrsor abc...-
abicy ..., mely kilonboz6 kozépponttal bir, vagy perspektiv vagy
dltaldnos helyzetli lehet. A sugdrsorok dltaldnos helyzeténél (39. dbra)
a megfelel6 sugaraknak a, a,; b, b, ; ¢, ¢, ;. ..-nek metsz6pontjai nem
fekszenek egyenes vonalban. De tekintettel arra, hogy perspektiv hely-
zetnél az egyik sugdrsor kozvetlen egymdsra kovetkez6 sugarainak
megfelelé sugarai szintén kozvetlen kivetkeznek egymdsra, mely tulaj-
donsdg fliggetlen a perspektiv hely-
zett6l, és igy a megfelel6 sugaraknak
metszépontjai is igen kozel jutnak egy-
maéshoz : az 0sszes megfelelé sugarak
metszépontjai, egymdsra kovetkezd
pontjait képezik egy gorbe vonalnak,
melynek neve — kupszelet.

Minthogy a kupszelet pontjai

két projektiv sugdrsor megfelelé su-

39. Abra. garainak metszésébél szdrmaznak, te-

hat abbdl képeztetnek — « Aupszelet

két dltaldnos helyzetii projektiv sugdrsor képzddmeénye. Perspektiv

helyzetti sugdrsorok képzédménye egyenes vonal, t.i. a perspektiv
tengely.

A hupszelet azon nevezetes tulajdonsaggal bir, hogy fefszdleges
egyenessel két (valds vagy képzetes) pontban metszhetd.

Hogy ezt kimutassuk, hozzuk a kupszeletet képezd projektiv
sugdrsorokat metszéshez a felvett metsz6é egyenessel {-vel, mi dltal {-n
két projektiv pontsort kapunk, melynek megfelelé pontjai: a sugdr-
sorok megfelel sugarainak metszépontjai {-vel. A két projektiv pont-
sornak azonban vagy két kulonvdlt valds, vagy két egybeesd valos,
vagy két képzetes kettéspontja van, és azért a sugdrsoroknak legfel-
jebb két par olyan megfelels sugara van, mely egymdst {-n metszi.

A Kkupszelet, azon tulajdonsdgindl fogva, hogy egyenes dltal
legfeljebb két pontban metszetik : I[. rendit gorbe.




55, 56, Két altalinos projektiv sugarsor képzédménye: kipszelet. 67

A kapszeletet képezd T, T, sugdrsorok egyes sugarai dltaldban
intén két pontban metszik a kpszeletet. Ha T sugdrsor & sugardnak
szetsyépontjé,t a gorbével, az el6bb mutatott dltaldnos eljards szerint
akarjilk szerkeszteni, azt tapasztaljuk, hogy azon projektiv pontsorok,
melyek szerint 2 — T, T, sugérsorok altal metszetik, parabolikus ter-
mészettiek ; de ekkor is két pont létezik x-en, melyen a sugérsorok-
nak megfeleld sugaral dtmennek. Az egyik pont ugyanis x-nek metsz6-
pontja T sugdrsorban x-nek megfelelé x-gyel, a mésik pedig maga
T pont, mert ez, T, sugarsor (T\T|=f, sugardnak metszépontja,
T sugdrsor néki megfeleld f sugardval. — Ugyanigy kimutathato, hogy
T, sugdrsornak mindegyik sugara két pontban metszi a kupszeletet,
melyek koziil egyik maga T pont, mint T sugdrsor TT|= e(=f))
sugarinak metszépontja, T, sugdrsor neki megfelel6 e, sugardval.
E szerint: a kipszeletet képezd sugdrsorok kézéppontjai, szintén
pontjai a kiupszeletnek.

56. Hogy T, T, kdzépponttal bird a, b, ¢,...; a,, b,, ¢,, ... pro-
jektiv sugdrsorok képz6dményének, a kipszeletnek, pontjait szer-
keszthessiilk, a projektiv vonatko-
zés meghatdarozdsara szolgdld a, a,; ¥ P
b, by; ¢, ¢, hirom pir megfelel§
sugdrbdl uj megfelel sugdrpdrakat
kell taldlni; e megfelelé sugdrpé-
rak metszépontjai: a kapszeletnek
pontjai. E végb6l (40.4bra)a, b, c, ...;
ay, by, ¢ ;... sugdrsorokat met- l
széshez hozzuk két, egymdsnak
megfelels sugdrrral, pl. a,, ill.
a-val,

E két sugdron ez dltal két
perspektiv helyzetii projektiv pont- 40. abra.
8or szarmazik, mert a,, @ metsz6-
pontja a pontsorok megfeleld pontja, miért is két par megfelels
pont (a, b)), (a;, b) és (a, ¢c,), (a,, c) 6sszekoté egyenesének
T, metszépontja,ea két pontsorral perspektiv helyzetti sugdrsor-
nak kozéppontja lesz. T sugdrsor tetszbleges & sugardnak megfeleld

sugarat, és igy x, x;-nek metszésében a kipszeletnek X pontjit,

ezek utdn az dltal szerkesztjiik, hogy (x, a,) pontot T,-bél a-ra proji-

c%‘ﬁIJUk; e projekezién dtmegy T, sugdrsornak x, sugara, mely x-et a

kipszelet X pontjdban metszi. Hasonlékép taldlhaté T sugdrsor x,
B¥
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sugardnak megfelel6 x sugara, ha (r;, @) metsz8pont projekezidja,
T.-b8l a,-re, T-vel egyenes &ltal 6sszekottetik.

Ha T sugédrsor !T'T,l = f sugardnak megfelel f, sugardt ezen
eljards szerint akarjuk szerkeszteni, azt tapasztaljuk, hogy T, sugdrsor
fi sugara T T-vel egyesil. Ennélfogva f sugdr, mely 7' sugdrsor T,T
sugardnak felel meg, a kiipszeletet két T-ben egyesiilt pontban metszi,
Az oly egyenes, mely valamely gorbe vonalat, két végtelen kozel fekvg
pontban metsz, a gorbe érintdjének, és azon két végtelen kozel fekv,
vagyis Osszeesé metszOpont, az érintd érintdpontjdnak neveztetik,
|TT, egyenes tehdt a gorbe érintsje T pontban. Hasonlokép kimutat-
hat6, hogy T sugdrsor TT,' = e sugardnak megfelels e, sugdr T, su-
gdrsorban: a kuapszeletet T, pontban érinti. Ezért mondhatjuk: ¢
kupszeletet képez6 sugdrsorok kézos sugardnak megfelelé sugarak az
eqyes sorokban, a kupszelet érintéi a sugdrsorok kozépponljaiban.

57. Legyen A, B, C, X négy tetszbleges pontja a kiupszeletnek,
mely a kapszeletet képezé T, T, sugdrsorok a, a,; b, b,; ¢; ¢;; x, 2,
megfelel6 sugarainak metszésébdl szdrmazott. Tudjuk, hogy iAXi=¢
egyenes, T, T, sugdrsorokat két projektiv pontsor szerint metszi,
melynek kettéspontjai A és X. Ebb6l kovetkezik, tekintettel a
26. pontra, hogy nemesak A, X\, (¢, b), (¢, c) pontok kettésviszonya
egyenlé A, X (1, b,), (t, ¢;) pontok kettdsviszonydval, hanem egy-
szersmind A, X (1, 0), (t, b,) és A, X, (¢, ¢), (t, ¢,) pontok kettds-
viszonyai is egyenlék. Ennélfogva ez utébbi pontoknak projiczidld-
sugarai két tetsz6leges pontbdl, pl. B,ill. C-bél, egyenl$ kettss viszony-
nyal biré sugarakat szolgdltatnak, vagyis :

BrAXTT,) N\ C(AXTT,).

Ha most az A ponton dtmens 'AX | egyenest oly médon véltoz-
tatjuk, hogy az T, T, sugdrsorok mds két egymdsnak megfelelé sugér
Y, Yy 3, 215 U, Uy ;... metszépontjdn, vagyis a kupszeletnek Y, Z, U, ...
pontjdn menjen 4at, akkor szintén :

BrAYTT,) N\ C(AYTT,),

BrAZTT,) N\ C(AZTT,),

B(AUTT,) N C(AUTT,), stb.
mibél kovetkezik (10), hogy:

B(XYZU)N C(XYZU).
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Ha tehét a kupszelet tetszoleges, B, C, pontjdtannak X, Y, Z, U
aival osszekotjik, ugy a szdrmaztatott két B, C sugdrsor barmely
négy sugaréinak kettésviszonya egyenld, és igy a sugdrsorok projek-
tivek. Ennélfogva mondhatjuk : a kipszeletnek pontjai dhnak tetszé-
leges ket pontjdbil, projektw sugdrsorok dltal projiczidliatnak. Ebbs]
kovetkezik még, hogy a kiipszeletet képezd eredetikét projektiv sugdr-
wor T. T, kozéppontja nem lesz kildnds pontja a kupszeleinek, mert
ugyanazon kipszelet egyszersmind képzédménye barmily két projektiv
sﬁgé,rsornak, melyeknek kozéppontja a kipszeleten fekszik és melyek-
nek harom pér megfelel6 sugara egymdst azon kupszeleten metszi.

58. Egy més kovetkezménye az elobbi tételnek, hogy minden
kipszelet, 6t pontja dltal, melyek kizil tehdt ketténél tobb nem fel-
s2ik ugyanazon egyenesen, meq van hatdrozva, és uj pontok, azon 6t
segélyével szerkeszthetok.

Minthogy a kuapszelet 6t fiiggetlen helyzetii pont dltal meg van
hatdrozva, kell hogy oly hatszog, melynek szogpontjai egy kapszelet-
nek pontjait képezik, mely mint mondani szokds, a kapszeletbe van
irva, killonds tulajdonsdggal birjon.

Ha T, A, T,, B, D, C, egy ily hatszognek egymdsra kovetkezs
hat szogpontja, tehdt (41. dbra)

T(ABCD) 7\ T,(ABCD),

akkor az els6 négy sugdrnak «, B, y, D metszépontjai BD -vel, és a
mdsik négy sugdrnak «,, 8,, C, D metsz6pontjai CLD'-vel, oly pontok
lesznek, melyekre nézve :

(aByD) = (a,8,CD),

vagyis melyek két projektiv pontsor megfelelé pontjai. E pontsorok
D-ben megfelel6leg kozos ponttal birnak, tehdt (14) perspektivek, és
18y a t0bbi megfelel6 pontoknak &sszekoté egyenesei: aa,, BB =
IiB, iyC = \TC, egymést egy pontban «,-ben metszik. Ennélfogva :
a {“ipszeletbe irt hatszog azon tulajdonsdggal bir, hogy dtellenes olda-
lainak metszépontjai ugyanazon egyenesben fekszenek. (PascarL-
fele tétel.) (Pascal Baldzs, 1623—1662.)
De forditva is lehet kovetkeztetni, hogy ha egy gorbe vonalba
bérmely hatszog dtellenes oldalainak metszépontjai egyenesben
ek&'z.zenek, — mely hatszoget Pascar-féle hatszognek nevezik, — agy
% gorbének Gsszes pontjai a gorbe két pontjabdl projektiv sugdrsorok
altal Projicziltatnak, tehdt a gorbe kapszelet.

ont’
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Ha ugyanis az elébbi jelolés szerint ATCDBT a gorbébe irt
egy ily hatszog, melynek dtellenes oldalai egymdst, egyenesen fekvs
a, a,, ay pontokban metszik, vagyis:

AT, BD = a,|AT,, DC . =qa,, T\B, TC| = a,
és
|T\B, CD =3,,'BD, TC. =y,
ugy a, B, y, D-pontoknak projekezidja o,-b6l DCi-re: ay, 3, C, D,

tehdt -
(aBrD) A (a,8,CD).

mibdl kovetkezik, hogy :
T(ABCD) N T,(ABCD).

41. abra. 42, dbra.

Ha ezutén az el6bbi hatszognek A BCD szogpontjai helyett mds
szogpontokat vesziink fel a gorbén, azt 14tjuk, hogy ismét azon suga-
rak, melyek az uj pontokat T, T,-b6l projiczidljak, egyenls kettss-
viszonynval birnak: tehdt a gorbének pontjai, tetszélegesen vdlasz-
tott T, T, pontokbdl projektiv sugdrsorok 4ltal projiczidltatnak.

A midén a kapszeletbe irt TA T BD( hatszognek két egymdsra
kovetkezt szogpontja, pl. D, C végtelen kozel van egymdshoz, az Gket
oOsszekotd egyenes a kapszelet érintdje lesz, és az érintének azon két
végtelen kozel fekvé pontja, melyet a gorbével kézosen bir: érinld-
pont. TAT,BC pontok 4ltal adott kapszeletnek érintdje C pontban
e szerint kovetkez8kép szerkeszthets : | TA!, |BC|, valamint | Ty B,| [ TC]
egyeneseknek a', ill. «, metszépontjdn 4t egyenest fektetiink, mely
' AT -et a1-ben metszi; 'aiC' a keresett érinté.

Ha a kapszeletbe irt TAT,BDC hatszognek C szogpontja T-vel,
B pedig T)-gyel egyesiil, a hatszog (42. dbra) négyszoggé fajul és TC,
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7,13 oldalak & kﬁp_szelet éril-l.t('ii ’les/znek T, T, ponj:okban. De ezen f_’erin-
k.mint az elfajult hatszog két dtellenes oldaldnak metszépontja a,,
jelenleg is azon egyenesen lesz, r?ely 8 1.1atra leYo "atelle}l?s oldala}k:
AT, , DT és AT, DT, metsz6pontjait a,, a-at 6sszekoti. Ugyanigy
kimutathat, hogy A és D pontoknak érintéi aa, egyenes ugyanazon
1) pontjin mennek at. E szerin"c: a Ifzipszel'etbfz z’?'.t’négysz(ig két szog-
pontja’n.ak érintdi eqymdst a négyszog egqyik dtléjdn metszik.

A kapszeletbe irt hédromszog oldalai és ezen hdromszdg szdg-
pontjainak érint6i, szintén a kapszeletbe irt elfajult hatszog oldalai-
nak tekinthetok, mib6l kovetkezik : a kiipszeletbe wt hdromszog szog-
pontjainak érintdi, a hdromszog dtellenes oldalait, eqyenesen fekvd
pontokban metszik.

59. Ha a ktpszeletbe irt ATDT, négyszog D pontjat és"ennek
érint6jét oly médon véltoztatjuk, hogy D a kiapszeletet leirja, és a
négvszog tobbi szdgpontjait A, T, T,-et és azok érint6it véiltozatlanul
hagyjuk, akkor ' TD ' és | T 1) | sugarak két projektiv sugdrsort, az «
és a, pontok ‘AT és AT, egyeneseken az el6bbiekkel projektiv és per-
spektiv helyzetli pontsort, végre a megfelel6 a, o, pontok Osszekotd
egyenesei, «, kozépponttal bird és az «, «, dltal befutott pontsorokkal
perspektiv sugdrsort irnak le. Minthogy 1) pont érint6je A pont érin-
t6jét aw ey sugdrban fekvé D' pontban metszi: a mozgd I pont
érint6je dltal a szildrd A pont érintéjén kimetszett 1’ pontsor pro-
jektiv azon sugdrsorral, melyet a mozgé ' T'D,, valamint i T', D, sugér, T,
ill. T koril leir. Tekintve, hogy 4, T, T, tetszbleges pontjai a kip-
szeletnek, kovetkezik : azon sugdrsor, mely a kipszelel pontjait annak
tetszoleges pontjdbol projiczidlja, projektivama pontsorral, mely sze-
rint a kipszelet érintdi annak bdrmely érintéit metszik. A kipszelet
valtozd pontjdn dtmend sugdrnak a sugdrsorban mindig azon pont
felel meg, melyben a vAltozo pont érintsje a felvett szildrd érintét
metszi.

Megjegyzends még, hogy a midén a kiapszeleten mozgd 1) pont
A-hoz kézeledik, D és A pont érintéinek D’ metsz&pontja szintén ko-
zeledik A-hoz, ésa midén D, A-val egyesiil, 1)’ metszépont szintén
4:ba jut. Ennélfogva: amint a kipszelet, vagy bdrmily més gorbe
ermtbje, ezen pont és a hozzd végtelen kozel levé pont osszekots
egyenesének tekintetik, Ggy a kipszelel (vagy bdrmely mds gorbe)
ermtdjének érintépontja: ezen érintének és a hozzd végtelen kozel
fekvé érintének, metszépontia.

Egyik kovetkezménye a fontebbi tételnek, hogy a kipszelet két
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tetszéleges érintdje, annak t6bbi érintdjét projektiv pontsorok sze-
rint metszi.

Minthogy e tétel szerint, a kupszelet érintéi annak két érintsjét,
pl. ¢, {;-et, két projektiv pontsorok szerint metszik, kérdezhetjiik, hogy
ha két tetszileges egyenesen projektiv pontsorokat vesziink fel ég.
annak megfelel§ elemeit egyenesekkel osszekotjik, valjon létezik-e
oly kupszelet, melynek a két felvett és ezen Osszekots egyenesek,
érint6i? E kérdéssel a kovetkezd §-ban foglalkozunk.

9. 8. Két ugyanegy sikban fekvé dltaldnos helyzetii projektiv
pontsor képz6dménye.

60. Legven ugyanazon sikban fekvd ¢, ¢, tartén, két projektiv
pontsor A, B, (,...; A;, B, C,..., (43. dbra) mely nem perspektiv
helyzetti. Ha az ily, mint nevezni szokds, dltaldnos helyzetii projektiv
pontsorok megfelelé elemeit A, A,; B, B,; C, C, ;.. .-et egyenesekkel
osszekotjiik, ugy ezek nem mennek 4t ugyanazon ponton, hanem egy
gorbe vonalat burkolnak, mely goérbe vonalnak ezen egyenesek
érint6i, és mely gorbe vonal a projektw pontsorok képzédmeényének
nevezletik.

{ pontsor (43. dbra) egymdshoz koézel fekvés M, N, O,
P, ... pontjainak megfelels M,,
N,, O,, P,,... pontok 0Ossze-
kot egyenesei, kis szoget képez-
nek egymassal; azon sokszognek
(kil-) szogei, melyet ezen egye-
nesek alkotnak, szintén kicsinyek
lesznek. Ha M, NN, O, P..., tehit
egyszersmind M,, N,, Oy, P, ...
pontok, a pontsoroknak egymdsra.
kovetkez6 pontjai, Ggy azon sok-
szdgnek oldalai is végtelen kicsi-
nyek lesznek, és igy egy gorbe vo-
nalnak egymdsra kovetkezd ivrg-
szeit képezik. Minthogy MM,, NN,, 00,, PP,,... egyenesek,
azon goérbe vonalnak végtelen kis ivrészeit tartalmazzdk: a gorbe
vonalnak érintéi lesznek.

¢, ¢, pontsorok megfelel$ pontjainak 6sszekétd egyeneseit: A4, ;-
BB, ; CC,;.. .-et szintén sugaraknak, és azok Osszességét II. osztdlyw

43, 4bra.
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sugdrsornak nevezik, megkiili.jnbdztetésiil a mdr isme}rt sugérsortfil,
melyet L. osztdlyu sugdrsornak is peveznek. Ezen elnevez.es onnan szir-
mazik. hogy az L. o. sugdrsor sikjanak tetszii.leges _pontje’m at csak"egy
sugdr huzhat6, mely a.s’ugejmrsorhoz’ tartozik, mig a 11 ’o. sugdrsor
sikjdnak bdarmely pontjdn dt a sugdrhoz tartozé két sugdr huzhato.

Ha ugyanis (44. dbra) a sugérsor meghatdrozdsdra szolgdl6 pro-
jektiv pontsorokat ABC.: . xiilBl G ... -eii, a sik tetszélegejs ?ontjéb(’)l
p-,.ojicziéljuk, ugy a projiczidlé sugarak két, ugyanazon kézépponttal
biro projektiv sugdrsort képeznek, s minthogy ily két sugdrsor két,
valos, vagy képzetes, kettdssugdrral bir: a projektiv pontsoroknak két
oly egymdasnak megfeleld pontpdrja van, melynek valés vagy képzetes
osszekots egyvenese a felvett ponton megy dt. — Tekintettel arra,
hogy a II. o. sugdrsor sugarai dltal burkolt gorbéhez egy pontbél kél
érinté vonhatd : ezen gorbe mdsodosztdlyit gorbe lesz.

A midén X pont, melyen dt a II. o. sugdrsor sugarai huzandok,
a projektiv pontsorok egyikének tart6jdn, pl. {-n vétetik fel, a pontsoro-
kat X-b6l projiczidlé sugdrsorok elfajulnak parabolikus természetiivé,
de ekkor is két sugdr huzhaté X ponton 4t, melya pontsoroknak meg-
felel6 pontjait osszekoti. Az egyik sugér ugyanis ¢ tarté X pontjdnak
pedig 0sszekoto egyenese X-nek megfelelé X, ponttal {, tarton, a mésik
maga ¢ tartd, mert ez ¢, {; egyeneseknek {,-en fekvé F, metsz6pontjit
osszekoti I}-nek megfelels F ponttal ¢ tarton. Ugyanigy kimutathato,
hogy f, tartén fekvé pontok mindegyikén éltaldban, a II. o. sugér-
sorhoz tartozé két sugdr megy 4t, melyek kozil egyik maga ¢, tarto,
mint ¢, ¢, egyeneseknek {-n fekvé K(=F,) metsz6pontjat E-nek meg-
felels E, pontjdval sszekits sugdr. Ebbél azt latjuk, hogy a projektiv
pontsorok tartéi szintén sugarai a pontsorok dltal wmeghatdrozott
1T 0. sugdrsornak, vagy mi ugyanazt fejezi ki: érintéi a II. o. sugér-
sor dltal burkolt gorbének.

61. Hogy a II. o. sugdrsor ¢ tartojanak tetszoleges X pontjén dt-
m}enb’ P XX, sugarat és az K, , I pontokat szerkeszthessiik, 6sszekotink
két tetszbleges megfelelé pontot, pl. A, A,-et, a projektiv pontsorok
A, By, €. .;ill. A, B, C, elemeivel ' A4, , | AB, |, |AC,,,..., vala-
mmt AA, | A B{,|A,C ..., sugarak dltal. Ezen perspektiv sugdr-
sorok perspektiv tengelye f,, !AB, |, A, B, valamint | AC,}, | A,C
€gyeneseknek metszépontja dltal meg van hatdrozva. Ha ezutdn {-nek

pontjat 4,-bél {,-re projiczidljuk, X, projekeziot ismét A-bol ¢,-re
Projezidljuk X, -be, ugy | XX, | a IL. o. sugdrsor egy sugara (44. dbra).
Létszolag kivételt képeznek azon szabély alél, hogy a tarték
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minden pontjdn 4t a tartkon kiviil még egv sugdr huzhatd a II. o,
sugdrsorban, a tartok E = F metszopontjainak megfelels K, , F pon-
tok.e De ezen k, , I pontokra nézve, melyek mint konnyen ldthats,
t,-nek metszépontjai ¢, ill. ¢,-gyel, a mdsodik sugdr, mely a tartén
kivil még huzhaté a II. o.
sugdrsorban, magukkal a tar-
tokkal esik oOssze. A tartok
ezen kiilonos pontjai, melyek-
ben a II o. sugdrsornak az
egyes tartokhoz végtelen ko-
zel fekvé sugarai a tarto-
kat metszik, azoknak érintd-
pontjai.

A IL o. sugdrsor barmely
sugardnak pontjain 4t lehet
még egy-egy sugarat huzni,
mely a sugdrsorhoz tartozik;
a szerkesztés, mely egy ily ponton dtmend mdsodik sugar felkere-
séséhez vezet, els6 foku, tehdt esupdn a vonalzé haszndlatdval eszko-
z0lhet6.

Legyen (45. dbra) BB, ' azon sugédr, és T annak tetszdleges
pontja. Ha mi T-t az adott projektiv pontsorokkal

TAV, TB,, 'TC|,...; \TA, , TB), 'TC, ,...
sugarak dltal oOsszekotjik, akkor a 7T-n dtmené mésodik sugdrnak
szerkesztése abban dll: e két projektiv sugdrsornak, mdsodik ket-
tossugarat megtaldlni, ha egyik kettéssugara 'TBB,.. Utalva 25.
és 29. pontra,  TBB, ismert kettéssugdrnak B, pontjan dtmend
B,C egyenest metszéshez hozzuk T(A, B, (,...) sugdrsorral, mely azt
A,, By, C,... pontokban metszi; a keresett mdsodik kettéssugdr
ABC... és A B/C,... perspektiv helyzetii pontsorokat projiczidld
sugdrsornak kozéppontjdn megy 4t, mely pont nem egyéb, mint
A,4,., CC, egyenesnek T, metszépontja.

Utélag is konnyen igazolhatd, hogy | TT, egyenes, a projektiv
pontsoroknak két megfelelé pontjdn megy dt, ha tekintetbe vessziik, hogy
a pontsorokat T és T,-bél projiezidls T(4, B, C,...), T\(4,,'B,, C,...)
projektiv sugdrsorok (mert hdrom megfelels sugdrpar metszépontja
egyenesben fekszik), perspektiv helyzetiiek, s mint ilyenek | TT) -ben
megfelel6 kozos sugdrral birnak, mely tehdt ¢, ¢, tartokat megfeleld
pontokban metszi.

44, 4bry,
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Ha BB, sugir T pontjdt [r-ben, vagy L,-ben vessziik fel, a
szerkesztés szerint a mésodik sugdr, mely BDB-en kivil még azon
Jonton dtmegy : &, ill. {, lesz. Van azonban | BB, sugdron egy pontz
melybol DBDB,-en kivil nem huzhato a II. 0. sugdrsorhoz tartozé uj
sughr. vagyis melyre nézve a mdsodik sugdr BD,-gyel Osszeesik.
Ha ugyanis elébb T pontot, "CC,,, ' BB, metszépontjdban vesszik
fel. és a hozzé tartozé T pontot az dltal
szerkesztjilk, hogy | T1A, ,  CB;' metszd-
pontjit A-bol BB, -re projiczidljuk, ugy
ezen T projekeziobol kiinduld mdsodik su-
gdr, mint 1dthaté, BB, -gyel esik egybe.
Minthogy B3, tetszéleges sugara a II. o.
sugdrsornak, mondhatjuk, hogy nem-
csak a pontsorok tartéin, hanem a IL o. 44
sugdrsornak minden sugardn (vagy mi 45. abra.
ugyanaz, a sugdrsor dltal burkolt gorbe
minden érintéjén) van eqy pont, melyen dt mds sugdr nem huzhats a
sorban. Ezen pont, ép ugy, mint a tarton fekv§ ily tulajdonsdgu
pont, az illeté sugdr vagy érint6, érintdpontjdnak neveztetik, és ugy
tekintendd, mint két végtelen kozel fekvs sugdrnak metszépontja.

€2. Azonban a I o. sugdrsor sugarai -mds tekintetben is k6zos
tulajdonsdggal birnak a tartékkal, nevezetesen: a I1. 0. sugdrsor két
telszéleges sugardt, a sugdrsor t6bbi sugarai projektiv pontsorok sze-
rint metszik.

Ha ugyanis A, pontot | B,C! egyenesen tova mozgatjuk, Ggy a
mozgbd A, pont T projekezidja A-bol LB, sugdrra, valamint 7' pro-
Jekezidja A -b8l 'CC,j sugdrra, A,-vel perspektiv, tehdt egyméssal pro-
Jjektiv pontsorokat ir le; és mert két ily Osszetartozé pontnak, mint
T, Ti-nek 6sszekots egyenese, a IL. o. sugdrsornak egy sugara: ezen
sugarak a tetsz6legesen vdlasztott ' BB}, | CC,| sugarakat projektiv
pontsorok szerint metszik.

De az el6bbi (44-dik) 4brébél is kimutathaté ezen tulajdonsdga
a Il o. sugdrsornak.

Nevezziik e véghol a IL. o. sugdrsor ' A4, !, | XX,| sugarainak
metsz8pontjit T-nek, és vegyiik tekintetbe, hogy ' TAA, | és TXX, |
sugarak, kettdssugarai az 4, X, B, C, . . .; A, X, B, C,, ...pont
sorokat 7-bél projiczidls sugdrsoroknak; tehdt nemesak

T(AXBO) N T(AX,B,CY),
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hanem egyszersmind :
, T(AXBB) 7\ T(4,X,CC),
és 1
'TA|,|TX |, | TB|, | TB,| sugarak | BB,| egyenest
\TAY, ITX,|, | TC|, | TC,| « |GGy «

oly pontok szerint metszik, melyeknek kettdsviszonyai egyenlék.
E metszéspontok azonban a II o. sugdrsor | A4}, | XX, | sugardnak
és |BC|=t, | B,C/| =1t tartéknak kozés pontjai | BB,{, |CC,]
sugarakkal, mibé] kovetkezik (tekintettel 10-re), hogy azon pontok
kettdsviszonya, mely szerint a IL. o. sugdrsornak bdrmily négy sugara
BB,|, | CC,|-et metszi, egymdssal egyenld, vagyis hogy a II. o.
sugdrsor sugarai | BB, |, |CC,| sugarakat projektiv pontsorok sze-
rint metszik.

A II. o. sugdrsor ezen tulajdonsdgénak kdvetkezménye, hogy:
a felvett projektiv pontsorok tartdi, nem lesznek killonds sugarai a
sornak, mert annak bdrmely két sugara dltal pétolhatdk, tovibbd
hogy a II o. sugdrsor 6t tetszélegesen vdlasztott sugdrbdl, melyek
kozal ketténél t6bb nem megy ugyanazon ponton dt, teljesen meg van
hatdrozva, és ezekbdl bdrhdny Wj sugdr szerkeszthetd.

63. A szerkesztés legegyszerlbben végezhetd a 45. dbra szerint.
Az 6t adott sugdr kozil bdrmely kettdt ¢, {;-nek, a t6bbi hdromnak
metszdpontjait ezekkel A, B, C ill. A,, B,, C;-nek nevezvén, B(,
egyenesnek tetsz6leges A, pontjdt A-bél | BB, -re, A;-b6l | CC,|-re
projiczidljuk; a projekezidkat T, T)-et Osszekoté | TT,| egyenes, 1j
sugara a sugdrsornak.

A szerkesztés egy egyszerti tételhez vezet, mely a IL. o. sugdrsor
hat tetsz6leges sugardnak helyzeti viszonyat fejezi ki, t.i. a IL o.
sugdrsor hat tetszdleges sugardbol képezett hatoldalnak hdrom fo-
dtléi * egymdst eqy pontban metszik. ( Brianchon-féle tétel.)

E tétel alapjdn bdrmely sugdr érintépontjdt szerkeszthetjilk,
tekintetbe véve, hogy egy sugdr érintépontja, metszépontja ezen és a
kozvetlen mellette levé sugdrnak. Ha (46. abra)

* Ha ugyanazon sikban fekvé hat Altalanos helyzetti egyenest a, b, ¢, d,
e, f-fel, ezen egyenesek, vagy oldalakbdl képezett hatoldal oldalait ugyanazon
betiikkel ; annak egymdisra kovetkezd szogpontjait (a, b), (b, ¢), (¢, d), (d, &)
(e, f), (f. a)-lel jeldljiik, akkor ezen hatoldalnak f4tléi d&tmennek : (a, b), (d, €) 5
(b, €), (& f); (¢, d), (fs a) Atellenes szégpontokon. Oly hatoldalt, melynek f&-
atldi egymist egy pontban metszik, Brianchon-féle hatoldalnak nevezik. (Brian-
chon sziiletett 1785-ben.)
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|AA1;]; t; ‘BBl‘lf [CCH" tl

sugarak kozil | AA, -nek érintépontjdt A'-et akarjuk szerkeszteni, és
azon, valamint az | AA, |-gyel egyesilt | DD, ! sugarat egy hatoldal
egymAasra kovetkezb oldalainak tekintjik, akkor az egymdsra kovet-
kezé szogpontok: A, B, (BB, CGCy, C, A, és EAA‘1 I, | DDy| met-
gzbpontja, vagyis | AA, | sugér érint6pontja. Ha tehdt | AC, | és | BA,|,
valamint | BBy | és ' CC; ' metsz8pontjét osszekotjik, Ggy ezen dssze-
Lkot6 egyenes | AA, i sugdrnak érint6pontjdn A'-en megy dt.

Ha tovdabba | CC,| sugdr | BB, l-gyel egyesiil, a hatoldal négy-
oldalld fajul, de ekkor is az egyesilt | BB,| = | CC, | sugir metsz5-
pontjat, vagyis 'BB,| érintépontjit B'-et, A'-tel Osszekotd egyenes,
|ADy ' AB: metszépontjan megy at. Ennélfogva : a II. 0. sugdrsor
néqy sugardbdl képezelt négyoldal két-két oldaldnak érintdpontja, a
négyoldal eqyik dtldspontjdval, ugyanazon egyenesen fekszik (47. dbr.).

46. dbra. 47. Abra.

Ha végre az |{AA,|, t, | BB,|, |CC!|, t;, | DD,| sugarakbol
képezett hatoldal oldalai koziil

|AA, 1 ="'DD,|-gyel; |BB,|=t-vel; |CC,i=t-gyel,

a hatoldal hdromoldalld fajul. Az igy elfajult hatszognek szogpont-
Jat: 'AA |, £t oldalakbdl 4116 hérom oldal szogpontjai, és ezen
oldalak érintépontjai; ellenben f64tl6i azon egyenesek, melyek a hd-
romoldal egyes szogpontjait az dtellenes oldalak érintépontjaival
osszekotik. E szerint: a II. 0. sugdrsor tetszéleges hdrom sugardbdl
képezett hdromoldal sz0gponljail, az dtellenes oldalak érintdpontjai-
val Gsszekots egyenesek egymdst egy pontban metszik. B tételbél
kovetkezik még, hogy: a II. 0. sugdrsor barmely hirom sugardnak
ermtépontjai nem fekhetnek ugyanazon egyenesben.

64. Visszatérink a II. o. sugdrsor | A4, , ¢, | XX, |, , sugari-
bél képezett négyoldal elébb kimutatott tulajdonsdgdhoz, mely sze-
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rint ; AA, [, XX, sugaraknak A', X' érintdpontjait 6sszek6td egye.
nes(47. dbra), | AX; , A, X' metszépontjdn X;-n megy at, megjegyez.
vén, hogy ugyanazon oknél fogvatés ¢, sugaraknak F, K| érint6pont.-
jait 0sszekotd egyenes X, ponton megy 4t, mely utébbi tulajdonsdgot,
mdr a 44. dbrdban lattuk.

AA, VXX, t, sugarak kozil ' XX, -et oly mbdon véltoz.
tatjuk, hogy az a II. o. sugdrsor minden sugarénak helyzetét elfog-
lalja; ekkor A’, F, E| érint6pontok dllandéak maradnak, X, X, pon-
tok ¢, ill. {-en, X, pedig ['E; egyenesen projektiv pontsorokat irnak
le. Ennélfogva az 1A'X,|='A'X"" éltal leirt sugdrsor, melynek
sugarai az . FF| -en mozgd X, pontokon és a mozgd ' XX, sugér-
nak X' érint6pontjdn mennek 4t szintén projektiv X és X, altal be-
futott pontsorral. A mozgd ' XX, : sugdr minden helyzetéhez, {-n egy
X pont, | A’X"| dltal leirt sugdrsorban egy sugér tartozik, és mert a
II. 0. sugdrsor sugarai folytonosan kovetkeznek egymdsra: |A'X'|
sugarak A’ sugdrsorban szintén folytonosan fognak egymdsra kovet-
kezni. Minthogy 'AA,,, ¢ ¢ a Il o. sugdrsor barmely hdrom sugara.
lehet, mondhatjuk : ha a /1. 0. sugdrsor eqyes sugarainak érintépont-
jait a 11. 0. sugdrsor tetszéleges sugardnalk érintépontjdval 6sszekot-
Juk, gy ezen 6sszekotd egyenesek folytonosan kévetheznek eqymdsra,
és az dltaluk képezett 1. o. sugdrsor projektiv azon pontsorral, mely
szerint a Il o. sugdrsor sugarai annak bdrmely sugardt metszik.

Ha a IL o. sugdrsor { AA'A,! sugardt és ennek A’ érint6pont-
jit, ' BB'DB;: sugér és B’ érintépont 4ltal pétoljuk, Ggy a mozgd

XX'X, i sugdr X, X, pontjai dltal befutott pontsorok projektivek, a
B' koral forgé B’'X' sugdr dltal leirt sugdrsorral. Ennélfogva azon
két sugdrsor, mely a mozgé 'XX, sugdr X' érintépontjdt A’ és
B'-bél projiczidlja, egymdssal szintén projektiv. E tulajdonsdga aIl. o.
sugdrsornak igy fejezheté ki: a Il o. sugdrsor sugarainak érinto-
pontjai, a sugdrsor két tetszéleges sugardnalk érintépontjdbdl projek-
tiv sugdrsorok dltal projiczidliatnak.

Minthogy a IL. o. sugérsor érint6pontjai, vagy mi ugyanazt
jelenti, a II. o. sugdrsor dltal burkolt gorbének pontjai, annak két
tetsz6leges pontjabol projektiv sugdrsorokkal projiczidltatnak: a [I. 0.
sugdrsor dltal burkolt gorbe két projektw sugdrsor képzédményének
is tekintheld, és ezert — kupszelet. Viszont littuk az elébbi §-ban,
hogy a kupszelet érintdi annak tetszéleges két érintdjét projektiv
pontsorok szerint metszik, tehdt: a kipszelet érintdinek Gsszessége,
1. 0. sugdrsornak sugarai. —
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10. §. Kupszeletek beosztdsa.

65. Lattuk az elébbi §§-ban, hogy két ugyanazon sikban fekvé
rojektiv sugdrsor megfelel(‘jl sugarainak metszépontjal, va}&.mit}t két
ugyanazon sikban fekv(j.pro.]ektlv pontsor megfelelé pontjait Ossze-
sot6 sugarak érintépontjai, ha a sorok édltaldnos helyzetiiek: egy és
ugvanazon gorbe vonalon fekszenek, melynek neve kiipszelel.

De a kupszeletek speczidlis tulajdonsdgaikra nézve kulonboz-
hetnek egymdstol, a szerint, a mint az 6ket képezd sugdr- vagy pont-
gorok killonboz6 kolesonds helyzettel birnak, vagy maguk ezen sorok
speczidlis tulajdonsdguak.

A kupszeletek rendesen végtelen tdvol fekvé pontjaik mindsége
s=erint osztatnak be, és mert a sik vegtelen tdvol fekvd pontjait, mint
mér emlitettitk, egyenesen ¢ -en fekvének tekintjik, egyenes vonal
pedig a kupszeletet két valés és szétesd (kilonbozd), két valds de
egybeesd, vagy végre két képzetes pont szerint metszheti: a kupsze-
letnek 2, 1, vagy O valés pontja lehet végtelen tdvol. A kipszelet
neve azon esetben, ha két (valés) pontja van végtelen tdvol: hyper-
bola ; ha csak egy (valés) pontja van végtelen tdvol : parabola ; végre
ha a kupszelet nem bir végtelen tdvol fekv6 valés ponttal : ellipsis.

Két projektiv sugarsor képz6dményének akkor lesz végtelen
tdvolban fekvé pontja, ha létezik a sugdrsorokban oly két megfelel
sugdr, mely egymédssal pdarhuzamos. Ennélfogva a projektiv sugdr-
sorok képzédménye hyperbola, parabola, vagy ellipsis lesz, a szerint,
a mint a sugdrsoroknak 2, 1, 0%szdmu egymdsnak megfeleld sugara
parhuzamos. _—

66. Hogy megtudjuk, valjon T, 1) kézépponttal bird a,b,c,...;
ay, by, ¢y, . .. projektiv sugdrsorok képzédménye, mily kipszelet, az
egyik, pl. T sugdrsort pdrhuzamosan elmozditjuk, mig 7T kézéppontja
1-gyel Gsszeesik, vagy mi ugyanaz: Tj-en dt T sugdrsor a, b, ¢, . . .
sugaraival a,, b,, ¢,, . . . pdirhuzamosokat huzunk. A szerint a mint
T\ kézépponttal bir a,, b,, ¢;, . . .; @y, b, ¢;, . . . projektiv sugér-
soroknak 2, 1, 0 valés kettéssugaruk van: a, b,c, . . . és a,, by, ¢y, ...
sugdrsoroknak 2, 1, 0 szdmi megfelelé parhuzamos sugaruk lesz,
tehdt ezen sugdrsorok képz6dménye hyperbola, illetbleg parabola,
vagy ellipsis.

- Ismeretes az elgbbiekbsl (27., 28.), hogy két ellenkezbleg forgé
kozgs kdzépponta projektiv sugdrsornak mindig két valés kettos-
Sugara van, és hogy két egyenldkép forgo ily sugdrsor akkor bir két
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valos kettbssugdrral, ha hatvdnysugarai egymdstél nincsenek elvg-
lasztva, és mert a sugdrsorok parhuzamos elmozditdsdndl a forgss
értelme nem vdltozik, azért : ugyanegy sikban fekvd dlialdnos hely-
zetli és ellenkezdleg forgd projektiv sugdrsor képzédmeénye szitkség-
kép hyperbola ; tovdbbd két eqyenldkép forgo ily sugdrsor képzid-
ménye ellipsis, vagy hyperbola, a szerint a mint az eqyik, illetdleq a
mdsik sugdrsor hatvdnysugaraival tetszéleges ponton dthuzott pdr-
huzamosak kozil az elsd. keltd az utobbi kettdt elvdlaszija, vagy
nem vdlasztja el eqgymdstol ; végre két eqyenldkép forgdo ily sugdrsor
képzédmeénye parabola, ha hatvdnysugarai kozil eqy pdr megfelels
pdrhuzamos.

Az egyenl6kép forgd projektiv sugdrsorok képzédménye tehdt
ellipsis, hyperbola vagy parabola lehet, és csak a hatvinysugdrpdrak
végtelen tdvol fekvd pontjainak kolesonos helyzetétsl, vagyis ezeknek
irdnydtol fugg, hogy a kupszelet milyen természetii gérbe, miért is
az egyik sugdrsornak a kozéppont koril eszkozlendd forgdsa 4ltal
elérhetjik, hogy a sugdrsorok képzédménye ellipsis, hyperbola, vagy
parabola legyen.

Kiindulva az egyenlékép forgd sugdrsorok azon helyzetébdl,
melynél két megfeleld hatvanysugdr, pl. g, g, parhuzamos, tehdt a

mdsik kett6 dltalaban nem pdrhu-

/ zamos, és mely helyzetnél a kép-

z6dmény parabola, forgassuk az

egyik, pl. T sugdrsort kozéppontja

! kdril, mint a mellékelt 48. dbraban

‘ | a nyil mutatja. Mindaddig, mig A

‘ i sugdr nem lesz parhuzamos h,-gyel,

T',-en dt g, h-val pdrhuzamosan hu-

8. abra. zott sugarak g,, h,-et elvdlasztjdk,

tehat a sugdrsorok képz6dménye

ellipsis marad. A midén h parhuzamos lett /,-gvel, aképzédmény ismét

parabola. Tovdbb forgatvan T sugdrsort eredeti helyzetéig, g, h-val

T,-en 4t pairhuzamosan huzott sugarak g,, h-et nem vélasztjik el,
és igy a képzédmény hyperbola lesz.

Ez utobbi forgatdsndl az eqymdsnak megfeleld derékszdg szdrai
pdrhuzamosak lesznek ; ekkor tehdt a hyperbola végtelen tévol levd
pontjai két egymdsra merSleges egyenesen fekszenek. Ily kiilonos
hyperboldt, melynek végtelen tdvol levé pontjai egymdsra merdleges
egyenesen vannak : egyenoldali hyperboldnak neveznek.
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Ugvanezen forgatds alkalmdval még eléfordul azon eset, hogy

a két sugarsor egyszer perspektiv helyzetti lesz, akkor t. 1. a midén

T T — cy-nek megfelels ¢ sugdr, c,-gyel Osszeesik. A kupszelet ezen
esetben elfajul két eqyenessé, melyek kozul az egyik a perspektiv
tengely, a mdsik a k6z0s cc; sugdr, mert mindkét egyenesnek pontjai,
a sugdrsorok két megfelel§ sugarainak kozos pontjai.

687. Két egyenlden-projektiv sugdrsornak 0. vagy 2 megfelels
parhuzamos sugara van, a szerint, a mint a sorok egyenl6kép vagy
ellenkezbleg forgdk ; ez utobbi esetben a megfeleld parhuzamos suga-
rak egymdsra merSlegesek, tehdt a képz6dmény egyenoldalu hy-
perbola.

A midén az egyenl8en-projektiv sugdrsorok egyenlékép forgdk,
az dltaluk képezett kapszelet két tetszbleges pontja a sorok kozép-
pontjaibol egyenld szogek alatt projiezidltatik, tehdt a kupszelet kor
lesz. Ezért mondhatjuk : eqyenlden-projektiv sugdrsorok képzddmeénye
kor, vagy egyenoldalii hyperbola, & szerint a mint a sorok egyenld-
kép, vagy ellenkezdleg forgok.

Ha a projektiv sugdrsorok T, T kozéppontjai végtelen tdvol
vannak, tehdt az egyes sugdrsorok sugarai parhuzamosak, képz6dmé-
nyuk kozonséges, vagy egyenoldalu hyperbola, a szerint a mint a
sugdrsorok sugarai egymdsra nem merélegesek, vagy merdlegesek,
mert mint tudjuk, a sorok kézéppontjai T, T, pontjai a képzsdott
gérbének. A sugdrsoroknak azon sugarai, melyek a végtelen tivol
fekv6 kozos sugdrnak felelnek meg: a sugdrsorok kozéppontjaiban,
tehat a hyperbola végtelen tdvol fekvé pontjaiban érintik a hyper-
boldt. A hyperbola végtelen tdvol fekvé pontjainak érintéi, asympto-
tdknak neveztetnek, és ezek természetesen, mds projektiv sugdrsorok-
bél képezett hyperboléndl is el6fordulnak.

Ha az egyik sugdrsor T kozéppontja végtelen tdvol, a mdsik T,
pedig végesben van, akkor képz6dményuk hyperbola, vagy parabola,
a szerint a mint 7', kozépponton 4t az el6bbi sorral parhuzamosan
vont sugdrnak megfelels sugara, véges vagy végtelen tavol van. —

68. Vizsgiljuk most meg, hogy két projektiv pontsor képzdd-
ménye, a sorok mily helyzeténél vagy specialis tulajdonsdgdndl lesz
A2 egyik, vagy mdsik kipszelet?

Paraboldnak, az értelmezés szerint, két egybeess végtelen tdvol
fekvg pontja van, tehdt a sik végtelen tdvol fekvé egyenese érinti a
Paraboldt. Mint minden mds érintéje a paraboldnak, gy ezen végte-
len tdvol fekvs érints is a pontsorok tartéit megfelelé pontokban

Kiug: A Projektiv geometria elemei. 6



Fejezet. 10 §. Kipszeletek beosztisa

metszi. Ha tehdt a pontsorok képz6dménye parabola, ugy azoknal
végtelen tdvol fekv6 pontjai megfelelék, vagyis a pontsorok ha-
sonldan-, vagy egyenlben-projektivek. Ennélfogva: kél ugyanazon
stkban fekvd hasonldan-, vagy egyenlen-projektiv pontsor képzéd-
ménye parabola.

Ugyanazon okndl fogva, mert a sik végtelen tdvol fekvd egye-
nese a parabola érintéje : két ugyanazon sikban fekvé projektiv pont-
sor képzédménye parabola, ha az egyiknek tartdja végtelen tdvol
fekszik.

69. Mis két, ugyanazon sikban fekvé projektiv pontsor kép-
zédménye csak hyperbola, vagy ellipsis lehet, és hogy melyike ezen
gorbéknek lesz burkolva a pontsorok megfelelé pontjait Osszekots
sugarak, vagyis a II. o. sugédrsor dltal, attol figg: van-e oly sugir a
I1. o. sugdrsorban, melynek érint6pontja végtelen tdvol fekszik ?

Koénnyen kimutathatd, hogy ha a projektiv pontsorok sem ha-
sonléan — sem pedig egyenl6en — nem projektivek, ugy a IlL. o. su-
gdrsor minden sugardval parhuzamos sugdr létezik a sorban. Ha
ugyanis az els§ pontsor ellenpontjdn dt a masodik pontsor tartjdval
parhuzamost huzunk, gy ez a pontsorok két megfelel pontjat koti
ossze, tehdt ez a IL. o. sugdrsornak azon sugara, mely a mdsodik pont-
sor tartdjaval pdrhuzamos, és mert a felvett pontsgrok, bdrmely két
sugdron a t6bbi sugdrtl kimetszett pontsorokkal potolhaték, azért
a 1l o. sugdrsor minden sugdrhoz taldlhatd pdrhuzamos sugdr a sor-

ban.— Hogy a IL. o. sugdrsor dltal burkolt gérbe

természetét megvizsgdljuk, vegyuk fel el6szor

[ azon esetet, a melynél a pontsorok tartdi f, {;

‘ parhuzamosak (49. dbra) és nevezziik a projektiv
pontsorok ellenpontjait (), R ;-nek; egy pir
megfelel pontot A, A;-nek. Minthogy Q, R, &
sorok végtelen tdvol fekvé kézos (., R

.~ pontjainak felelnek meg, atarték Q és [3-ben
érintik a kupszeletet. | AA, | sugdr érintépontjat
azon tétel (63.) alapjdn szerkeszthetjuk, «hogy

a kupszelet korilirt hdromszog (vagy a mi ugyanaz: hdromoldal)
szogpontjait, az oldalak érintépontjaival Osszekotd egyenesek, egy
ponton mennek &t». Ennélfogva | QA,| és ' R;A| egyenesek V
metszépontjdn 4t f-vel parhuzamos egyenes AA;-et A’ érintd-
pontban metszi. Ezen A’ pont, tekintve (QVR,R. négyoldalt,
|AA,|, | OR,| egyenesek U metszépontjat, A, A;-t61 harmoniku-

[4 /,4 A2

49, fbra.
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vdlasztja el. A szerint tehdt, a mint |AA;| sugdr |QR|
egyenest QR, kozon kivulﬂ, vagy ‘belul metszi : .A’ erlnt('ip.ont
14, kézon belill, vagy kivil lesz, és csak ez utébbi esetben jut-
pat A’ végtelen tévolba. Az U metszépont helyzete a péarhuzamos
tartokon fekvé projektiv pontsoroktél fugg, még pedig ha a pontsorok
ellenkezéleg haladdk, tehdt () és R;-t6l jobbra, valamint balra fekvo
részei felelnek egymdsnak : U pont mindig QR kozon kivil fekszik ;
na pedig a pontsorok egyenlékép haladdk, agy U pont mindig QR,
kozon van. «Parhuzamos tartokon fekvé projektiv pontsorok megfe-
lel6 pontjait osszekotd sugarak altal burkolt gorbe tehdt ellipsis, vagy
hvperbola, a szerint, a mint a pontsorok ellenkezbleg, vagy egyenld-
kép haladdk. Azon esetben, a midén a gorbe hyperbola, annak asymp-
totai (a végtelen tdavol fekvd pontok érintéi), a pontsorok megfeleld
hatvéanypontjait 6sszekotdé sugarak.»

A tétel utolsé része konnyen beldthaté, ha megfontoljuk, hogy
G, H és G, H, hatvanypontok (), ill. ©,-tol egyenlé tdvolsdgra
vannak, tehdt GG, I1ll,, R, kozok kozos metszépontja M, egy-
szersmind azoknak felezbpontja, és hogy ezért G, G,; valamint
H, H-t61 M dltal harmonikusan elvdlasztott pont: | GG,!, HH||
sugaraknak végtelen tdvol fekvé érintépontja. Ebbél ldthaté egy-
szersmind, hogy a burkolt gorbe egyenoldalic hyperbola, ha ' GG, .
merdleges | H1 -re, vagyis ha G, H ésigy G,, 11, hatvianypontok
tivolsaga egymastél, egyenld az ellenpontok QR,, tdvolsdgdval.

Ha a pontsorok ellenkezéleg haladék és GH = G,H, = QR,,
tovabba (JR}; egyenes merbleges GH || G,H,-re, a pontsorok képzéd-
ménye azon kér, mely a tartékat (), R, pontokban érinti. A kor ugyanis
ama tulajdonsdggal bir, hogy két parhuzamos érintérél egy valtozo
érintd dltal lemetszett részek szorzata, egyenls a kor-kills négyzetével,
es ha X, X, a pontsorok két megfelels pontja, akkor a pontsorok jelen

helyzeténél QX . R, X,=G(O'=1 -1 = a pontsorok hatvinyéval.

70. Attériink most azon dltaldnos eset megvizsgaldsdhoz, mely-
nél a pontsorok tartéi nem pérhuzamosak.

Legyen (50. dbra) t, ¢, két ily tarto, Q, R, azoknak ellenpontja ; ¢, 7,
azon két sugdr, mely (), ill. R -en 4t ¢,, ill. ¢-vel parhuzamosan ha-
1ad, P ezeknek metszépontja, végre K, t, tartonak érintépontja.

Projektiv vonatkozds ezek dltal meg van hatdrozva, mert Q. ,
E\-nek megfelel 0, R,., és a tartéknak E metszépontja.
q sugdr érintépontja NN ezen adatokbdl konnyen megtaldlhato,
6%
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és nem més (47. dbra), mintt, ¢,, ¢, 7 négyoldal QR,, EP4tléinak Mko.
z0s pontjdn, és az adott I, érint6ponton dtmens ME, egyenesnek metszs-
pontja ¢-val. Ha mdr most ¢, és q egyeneseket tekintjik, gy K, és N
érintépontok : ¢;, g tartokon fekvé projektiv pontsoroknak ellenpontjai,
mig R, P. és E=F,, () més két megfelels pontpar. Az el6bb tdrgyalt
esetet szem el6tt tartva: a IL. o. sugdrsor 4dltal burkolt gorbe ellipsis,
vagy hyperbola lesz, a szerint a mint | QF'| = ¢ sugér érintépontja I
QF kozoén belil, vagy kivil fekszik. Fz azonban ¢, érintépontjinak,
E\-nek helyzetétsl figg. Ha ugyanis E, pont IR, kozon belil van,
agy IV is ()P k6zon belil lesz, tehdt NE| és QF metszépontja U dltal
(), E-t6]1 harmonikusan elvilasztott F' érintépont QF ko6zon beliil
lesz, és a kipszelet ellipsis. Az ellenkezd esetben, a midén E,, F|R,
kozon kivil fekszik, F' is EQ kozon kivill fog lenni, és a kapszelet
hyperbola. E szerint: Két projektiv pontsor képzédmeénye ellipsis, vagy
hyperbola, a szerint, a mint az eqyik, tehdt eqyszersmind a mdsik
lartonak érintdpontja, a tartok metszépontja és azok ellenpontja dltal
hatdrolt kézén belil, vagy

50. abra, 51, abra.

A midén a gorbe hyperbola, annak asymptotdit megkapjuk, hat,
tart6 £, érint6pontjabol k kort irunk le (51. 4bra), mely R, Fi-en 4tmend
tetszbleges x kort derékszog alatt metszi, és ¢, &k metszépontjait
X, Y-ot M-mel egyenesek 4ltal Osszekotjik. Ezen metszépontok
ugyanis ¢, és q-n képzelt projektiv pontsoroknak f,-en fekvé hatvany-
pontjai, mert

E,X'=ER, EE=ER,. NP,

hol N, E, a q, t, tartékon levé projektiv pontsorok ellenpontja, P, R,
pedig két megfelelé pont.
71. E korilménybdl kénnyen levezethets azon relaczio, melynek
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hekovetkeztével, &, ¢ tarton fekvé projektiv pontsorok képzédménye
eqyenoldalii hyperbola. Ha M-b6l t,-re bocsdtott merblegesnek talp-
pc;ntjiit S-sel, R, E felezépontjat O-val, {, ¢, hajldsszogét ¢-vel jelol-
jiik és tekintetbe vesszilk, hogy egyenoldald hyperbola esetében :

EM'=EX’=ER,.E,E,
ugy E R M héromszogbol :
MR +ER.+2ER,. RS=EM=E,R, . EE,

mibél
MR =ER(E,E—ER —2RS)=ER,.2(R.0—R,S)=ER,.2.50,
és mert

EQcosqp=20Mcos p=2. OS,

azért :

MR,=E R,. EQ cos ¢.

Ezen egyenletbél lathaté, hogy «ha az adott ¢, ¢, tartén levé
projektiv pontsorok hatvéinya E R, . E(), szorozva a tarték hajldsszo-
gének cosinusdval, egyenld a tartokon fekvé ellenpontok féltdvolsa-
ginak négyzetével: Ggy a pontsorok képzédménye egyenoldali
hyperbolanr.

Hasonlékép levezetheté azon relaczi, melynél ¢, ¢, tartékon
lev8 pontsorok képzédménye kir. Ekkor ugyanis, tekintve azon esetre,
melynél a tarték parhuzamosak voltak, megkivdntatik (69. pont végén),
hogy ¢, tarté £ érintépontjén és M-en dtmens ME, egyenes mer6leges
legyen ¢,-re,és azonkivil :

EM*=E,R,.FE,.
De minthogy (52. dbra) a kérnél :
FE=FE=0QE—QF=QE—ER,,

EM’= E\R,. QE—E, R,
vagy

MR, = E,R,. QF.

«Ha tehdt ¢, ¢, tartoékon fekvd projektiv pontsorok hatvénya
egyenld a tartokon fekvéd ellenpontok féltdvolsdganak négyzetével, és
a tartok érintépontjai a metszépontoktol egyenls tévolsdgra vannak,
& metszépont és az ellenpont 4ltal hatdrolt kozon : Ggy a pontsorok
képzédmeénye kor».
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72. Vizsgdljuk végre meg azon képzédményeket, melyeket ka-
punk, ha ¢ tartot a rajta fekvé pontsorral onmagdban tova mozgat-
juk, mig {, tartén az el6bbivel projektiv pontsor vdltozatlan marad,

Kiindulva azon helyzetb6l, melynél ¢ érintépontja F, () ellen-
pont és K= F, metsz6pont kozott fekszik, és melynél a kapszelet

ellipsis, mozgassuk ¢-t oly médon, hogy F

- érint6pontja és igy {,-nek is erintépontja
kozeledjék Fj-hez. Mindaddig mig F' nem

kerul K\ -be a kupszelet ellipsis marad. Azon

esetben, a midén F egyesil F-gyel, £, érin-

tépontja is Fj-be esik, a pontsorok per-

spektiv helyzettiek lesznek, és az egyes suga-

52. Abra. rak mind ugyanazon ponton, a pontsorokat
projiczidlé kozépponton T-n mennek dt. De

kozos FF, ponton dtmend egyenesek is két megfelels pont F, F|
az Osszekotd egyenesének tekinthetdk, tehdt ekkor a IL o. sugdrsor két,
T, és F—F, kozépponttal bird I. o. sugdrsorrd bomlik és képzid-
ménye, vagyis a sugarak dltal burkolt gorbe: T és F'=F] pontbdl 4ll.

A midén ¢t ezen helyzetéb6l onmagdban tova mozgatjuk, F'
érintépont F, metsz6- és () ellenpont dltal hatdrolt kozon kivill, ¢
érintépontja, F, R, kozon kivil (R;-t6] balra) marad, és a kupszelet
hyperbola lesz. E mozgds alkalmdval () pont Fj-be, ¢, érint6pontja
(),.-be jut, és ezen esetben {,, a hyperbola egyik asymptotdja lesz.

Tovabb mozgatva {-t a képz6dmény mindig hyperbola marad,
és ¢, érintSpontja most jobbrdl kézeledik R;-hez, anélkil, hogy I,-ef
elérné, mert ekkor ¢ végtelen tdvol fekvé R. pontjanak kellene F;-be
jutni.

Megjegyezheté még, hogy ha a projektiv pontsorok tartdi egy-
mést az ellenpontokban metszik, ugy a képz6dmény hyperbola, mely-
nek asymptotdi maguk a tarték lesznek.

11. 8. A kipszeletek poldrtulajdonsdgai.

73. Az 58. és 63. pont alatt tanultunk egy tételt a kupszeletbe
irt négyszog, és kupszelet koril irt négyoldalrol, mely igy fejezhett ki:
cha (53. és 55. dbra)

ABCD és IKLN
valamely kupszeletbe irt négyszog, ill. kapszelet koril irt négyoldal,
mely utébbinak
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IK:, KL}, |LN|, | NI

oldalai a kipszeleteta négyszog A, B, C, D szogpontjaiban érintik, akkor
ovrészt a négyszog és négyoldal dtellenes oldalainak metsz6pontjai:

(AB, CD)=E, (AD, BO—E,, (IK, LN)—-F, (KL, IN)=G,

uoyanazon p egyenesen fekszenek, mdsrészt a négyszog és négyoldal
4tellenes szogpontjait Osszekotd

"AC', 'BD, IL', KN

egyenesek ugyanazon P ponton mennek &4t».

’Padﬂ’i a wiah

53. abra.

A négyszog és négyoldal ezen tulajdonsdgdhoz még az is hozzd-
Jérul, hogy IKLN négyoldal IL, NK 4tl61 ABCD négyszognek E, E,
dtléspontjait tartalmazzdk. Tekintve ugyanis

'IN!, |LN, | IK|
kipszelet-érintéket, melyek
LN, |IN!, IK', KL, ...
kiipszelet érintsk dltal projektiv pontsorok szerint metszetnek :
(NDIG) N (CNFL) I\ (FIAK),
(NDIG) 7\ (NCLF), és (NDIG) N (KAIF),

tehdt IL| egyenes, | DC!| és | GF-nek K metsz6pontjdn,
|NK'  « AD. « |GFl-nek E, «

€8 igy

megy 4t.



88 IT Fejezet 11 §. Kupszeletek polartulajdonsigai

Mindezekbd] kovetkezik : p egyenes és P pont a négyszog és négyoldalt
illetéleg azon helyzettel bir, hogy a négyszog két-két dtellenes szog-
pontja és a négyoldal két-két dtellenes oldala dltal harmonikusan van
elvdlasztva. Ha mi most elészor ABCD négyszog B, D szogpontjait
oly médon viltoztatjuk, hogy azok mindig a kupszeleten maradjanak
és 0sszekotd egyenesiik P ponton menjen 4t, akkor a valtozd négy-
szogoldalaknak és a védltozé B, D pontok érintdinek metszépontjai:

(AB, CD)=E, (AD, BC)—E,, (KL, IN)=G,

a vdltozatlan helyzetii p egyenesen maradnak.

Nevezzik ugyanis B, D, E, E, pontokat az 1} helyzetek egyiké-
ben B', D', E', Ei-nek, az AB’'CD' négyszog dltal, mint elé6bb meg-
hatdrozott p egyenest p'-nek, ugy
p' dtmegy [F-en, mint a szildrd
A, C pontok érintSinek metszé-
pontjén, tovibbd azon F; ponton,
mely P-t6]1 A, C éltal harmoniku-
san van elvdlasztva. Ennélfogva p”
osszeesik p-vel, és ezen a kupszelet.

b és P pont 4ltal meghatdrozott p
egyenes, a valtozd négyszog E, E,

i/ 4tlospontjait, tovabb4 mindazon
G, pontokat tartalmazza, melyek

54. Abra. Pn dtmené BD kupszelet-harok

végpontjait P-t6] harmonikusan el-
vélasztjak, végre azon G pontokat, melyben a valtozé BD hur vég-
pontjainak érint6i egymdst metszik.

Ha mésodszor a kapszelet koril irt JKLN négyoldal IN, KL
oldalait oly médon valtoztatjuk, hogy azok egymést a szildrd p egye-
nesen messék és a kupszeletet érintsék, akkor a vdltozé négyoldal
dtellenes szogpontjait, és a vdltozo érinték érintépontjait Osszekotd
'IL|, | KN|, | BD| egyenesek ugyanazon P ponton mennek dt. !

F pont ugyanis a négyoldal viltozatlan IK, LN oldalainak
A, C érintépontjait 6sszekoté | AC | egyenesen, és még azon egyesen
fekszik, mely p-t61 IK ', | LN| oldalak dltal harmonikusan van elvé-
lasztva.

Ezen a kupszelet és p egyenes dltal meghatdrozott P ponton
dtmennek mindazon egyenesek, melyek p pontjaibél a kiapszelethez
vont érintépdraktol p dltal harmonikusan vannak elvdlasztva, tovabbs
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ozen érintopdrak érinté-hurjai, végre a valtozé négyoldal | IL |, | KN}

4t161 is.

A kapszelet és P pont dltal az el6bbiek szerint meghatdrozott
egyenes: P pontnak poldrisa a kupszeletet illetéleg; ellenben a
kupszelet és p egyenes dltal meghatdrozott P pont, p egyenesnek
polusa & kapszeletet illetéleg. E vizsgdlodds eredményét e szerint igy

foglalhatjuk Ossze :

Egy pont poldrisa mindazon
pontokat tartalmazza, melyek a
ponton dtmend kipszelet-hirok
végpontjait,vagy roviden mondva,
kipszelet-hairokat, a ponttol har-
monikusan elvdlasztjdk ; tovdbbd
mindazon pontokat, melyekben a

Egy egyenes pdlusa mindazon
egyeneseknek metszdpontja, me-
lyek az egyenes pontjaibdl a kip-
szelethez wont érintépdrakat, az
eqyenestél harmonikusan elvd-
lasztjdlk ; tovdbbd metszdponija,
az egyenes pontjaibol a kiupsze-

lethez vont érintdk, érinté-hur-
jainak.

felvelt ponton dtmend kupszelet-
hurok végpontjainak érintdi egy-
mdst metszik.

74. A pélus és poldris ezen értelmezése folytén E, E; pontok-
nak polarisai E\P, EP egyenesek, és E,.P, EP egyenesek polusai
E, E, pontok, mert pl. K\ P, az F ponton dtmené AB, DC hurokat
E-t6] harmonikusan vélasztja el, és szintagy dtmegy e harok vég-
pontjaiban vont érint6k K, N metsz6pontjdn. Ugyanazon értelmezés-
b6l folyik, hogy a kiupszelet tetszbleges ponijdnak poldrisa, azon pont
érintdje, mert a ponton dtmend Osszes hurok végpontjainak érintéi
egymdst azon érintén metszik, és viszont a kipszelet érintdjenek po-
lusa, az érintépont.

Ha most ismét, mint elébb, a kipszeletbe irt ABCD négyszog
B, D szogpontjait oly médon véltoztatjuk, hogy a véltozé BD hur
P ponton menjen 4t, tgy a véltozé E, E, 4tléspontok barmelyikének
poldrisa P-n és a mésik dtlésponton megy 4t, és ezen dtléspontok be-
futjék p egyenest. Ennélfogva: egy tetszéleges
ponton dtfektetett eqyenesek polu-  egyenes pontjainak poldrisai dt-
8ai, azon pont poldrisdn vannak. mennek azon egyenes pélusdn.—

A kapszelet sikjaban fekvé két oly pontot, melyek kozil az
egyiknek poldrisa a mdsikon megy 4t, tehdt viszont a mdsodiknak
poldrisa az els6 pontot tartalmazza : a kapszeletet illetéleg kapesolt
P?luS-nak, és a kapszelet sikjaban fekvé oly két egyenest, melyek
kozii] bérmelyiknek polusa, a masikon fekszik : a kipszeletet illet6leg
kapesolt poldrisnak nevezik. B szerint: egy pont poldrisan fekvé bar-
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mely pont, a felvett ponthoz a kupszeletet illetbleg kapesolt polus, g
egy egyenes polusdn dtmend tetszoleges egyenes a felvett egyeneshey
a kupszeletet illetGleg kapesolt poldris.

A kupszeletbe irt ABCD négyszognek E, E;, P étlospontjaj
kozul barmely ketté kapesolt polus, és a kupszelet koril irt JKL N
négyoldalnak /L, NP, GF 4tl6i kozil bdarmely ketté kapesolt poldrig
a kupszeletet illetdleg. — A kupszelet érint6jének bérmely pontja kap-
csolt az érint6ponthoz, és a kupszelet barmely pontjdn dtmend egye-
nes kapesolt azon pont érint§jéhez.

75. Hogy p egyenesen fekvd, vagy P ponton dtmend kapesolt
polus-, illetéleg poldrisokrol fogalmat szerezztink magunknak, védltoz-
tassuk ismét a kupszeletbe irt ABCD négyszog B, D szogpontjait ugy,
hogy 0sszekotd egyenesiik AC-nek P pontjdn menjen 4t, és nevezzik
B, D szogpontokat, valamint E, E| kapesolt pontokat, mint a viltozo
négyszog dtléspontjait az 4j helyzetek egyikében B', D', E’, E{-nek.
Ha most tekintetbe veszsziik, hogy a kupszelet 4, D, C, D'. . . pont-
jai A és C-b8l projektiv sugdrsorok dltal projiczidltatnak :

AFDCD' .. )N CADFD' . . ),
tehdt
(FE,R\E|...)\ (F{EFE' .. .),
mely egyenlet azt fejezi ki, hogy
F, Fy; E, Ey; E', E|
pontpéarak, valamint

'PF., |PF|; | PE|, PE,|; |PE'|, | PE;

sugdrpdrak, involueziés soroknak kapesolt elemei.
Ebbél kovetkezik : tetszéleges

egyenesen fekvd és a kupszeletet
illetdleg kapesolt polusok, involu-
czi0s helyzetii pontsort képeznek ;
tovdbbd : egyenesen fekvd pontsor
poldrisai,a pontsorral involuczids
helyzetii, tehdt projektw, sugdrsort
képeznek, melynek kézéppontja, a
pontsor tartdjdnak pélusa.

ponton dimend kapcsolt poldrisok
mvoluczids sugdrsort, tovdbbd egy
sugdrsor sugarainak pdlusai a
sugdrsorral involuczids helyzeti,
és igy projektw pontsort képeznek,
melynek tartdja, a sugdrsor ko-
zéppontjdnak poldrisa.

A midén p egyenes a kapszeletet két valés pontban metszi, és
a viltozé BD hur a metszépontok egyikén dtmegy, azon metszépont-
ban a harmonikus osztds miatt a vdltozé hur ket végpontja B, D és
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né

gysz08 két atlospontja K, K| egyesul. A vidltozé BD hur ekkor a

menszépont érintéje, és a metszépont maga, két Gsszeesé kapesolt po-

lu

Ennélfogva : valamely

eqyenesen fekvé és a kupszeletet
iilété’leg Eapesolt polusok dltal ké-
pezett involuczids pontsor hyper-
bolikus elliptikus, vagy parabo-
likus, a szerint a mint az eqyenes a
Fupszeletet két valds, vagy képze-
tes pontban metszi, vagy pedig
érinti; a kupszelet és az egyenes
kozos pontjai képezik az involu-
zids pontsor ketldspontjail.

s lesz. Ha ellenben p nem metszi a kapszeletet valés pontokban,
foy ABCD viltozd négyszog E, E, 4tlospontjai nem eshetnek egybe.

ponton dtmend és kupszeletet ille-
téleg Eapcesolt poldrisok dltal ké-
pezett involuczids sugdrsor hyper-
bolikus elliptikus, vagy parabo-
likus, a szerint a mint a pontbdl a
kupszelethez két valds, vagy kép-
zetes érintd vonhatd, vagy pedig a
pont maga a kipszeleten fekszik ;
a ponton dtmend kupszelet-érintdk
képezik az involuczids sugdrsor

keltéssugarait.

Ha a kupszelet sikjdnak azon részét, melyb6l a kapszelethez két
valés érinté vonhatd : a kipszeleten kivil fekvének, a mdsikat: a kup-
szeleten belul fekvdnek nevezzik: gy egy ponton dtmend és a kup-
szeletet illetéleg kapesolt polarisok, valamint a pont poldrisdn levé és
a kapszeletet illetSleg kapesolt pélusok hyperbolikus, vagy elliptikus
természetii involuezibs sort képeznek, a szerint, a mint a pont a kap-
szeleten kivil, vagy belul fekv6 sikrészen van, és igy a pont poldrisa
a kupszeletet, valos vagy képzetes pontokban metszi.

A kupszeleten kivill fekvé rész barmely pontjdnak poldrisa a
kupszeletet azon valés pontokban metszi, melyben a ponton dtmené
kupszelet-érint6k azt érintik, és viszont; a kupszeletet valés pontok-
ban metsz8 egyenes polusa, a metszépontok érintéinek kozés pontja.

76. Ha egy hdromszog P, E, E, szogpontjai valamely kupszele-
tet illetéleg paronként kapesolt polusok, akkor mindegyik szogpont
Poldrisa, a mésik két szogpont Osszekotsé egyenese, és igy a hdrom-
8z0g oldalai pdronként kapesolt poldrisok. Oly hdromszog, melynek
Sz0gpontjai és igy oldalai egy kupszeletet illetéleg kapesoltak : kap-
esolt hdromszignek vagy poldrhdromszognek neveztetik.

Egy polarharomszog szogpontjai koziil ketts a kapszeleten kiviil,
€8y azon belul fekszik, és igy oldalai kéziil ketté a kupszeletet valés,
e'gyl Pedig képzetes pontparban metszi. Egy polarhdromszdg szerkesz-
tsénél ugyanis, annak egyik szogpontjat tetsz6legesen vehetjik fel, a
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midsik két sz6gpont pedig az elsének poldrisin fekvé két tetszilegeg
kapesolt pontpdr. Ha tehdt a poldrhdromszog els6 szogpontja a kip.
szeleten kivul lett felvéve, gy azon szogpont poldrisa a kipszeletet
valés pontokban metszi, és igy azon polarison fekvé kapesolt polusol
kozil egy a kupszeleten kivil, egy pedig belul lesz. Ha pedig az elgj
szogpont a kapszeleten belill lett felvéve, Ggy polarisa a kapszeletet
nem metszi valés pontokban, miért is ezen poldrison fekvd bérmely
két kapcsolt pélus, mint a poldrhdromszog mésik két szgpontja, a
kapszeleten kivil lesz.

A poldrhdromszog még egyszerlibben szerkeszthets kovetkezs
tétel alapjan.

A Fkupszelet kéral irt tetszéle-
leges négyoldal dtldi, egy poldr-
hdromszog oldalai,

A kupszeletbe irt tetszoleges
néqyszoq dtlospontjai, eqy poldr-
hdromszdg szégpontjar,

mert az el6bbiek szerint, az 4tlospontok, illet6leg 4tlok, kapesolt po-
lus és poldrisok, a kapszeletet illet6leg.

77. Térjunk ismét vissza a kupszeletbe irt ABCD négyszighez,
melynek szerkesztését oly modon képzelhetjik, hogy tetszbleges
Pponton dt két tetszbleges egyenest AC, BD-t huzunk, és metszé-
pontjait a kipszelettel egyenesek dltal Gsszekotjuk. Minthogy ABCD
négyszog E, K| atléspontjai P poldrisdn, p-n, kapcsolt polusok lesz-
nek, és P-n dtmen8 BD hir vdltozdsa kovetkeztében a viltozd AB,
AD oldalak p-t a véltozé négyszog E, E, atlospontjaiban, tehdt min-
dig kapcsolt pélusokban metszik, végre minthogy a kapesolt pélusok
p-n involuczids pontsort (75.) képeznek mondhatjuk:

Ha eqy tetszdleges ponton dt- Ha egy tetszdleges egyenes

mend kitpszelet-hurok végpontjait
a kipszelet bdrmely pontjdbol
projiczidljuk; a projiczidld suga-
rak involuczids sugdrsort képez-
nek, mely hyperbolikus vagy ellip-
tikus a szerint, a mint a felvett
pont a kiupszeleten kivil vagy be-
lit fekszik.

pontjaibil a kiipszelethez érintdket
hizunk, igy ezek a kipszelet bdr-
mely érintdjét involuczids pont-
sor szerint metszik, mely hyper-
bolikus vagy elliptikus a szerint,
a mint as egyenes a kupszeletet
valds vagy képzetes pontokban
metssi.

A jobb oldalon 4116 tételnek helyes volta szintén kénnyen be-
lathaté. Ha ugyanis /KLN négyoldal | IN|, | KL' oldalait agy valtoz-
tatjuk, hogy azok a kuapszeletet érintsék és egymdst p-n messék, ugy
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a v 1toz0 i
ontok 1nvo
hat(); t. L:

«Ha egy tetsz6leges involucziés
sugdrsor kézéppontj‘a valamt‘aly
kapszeleten fekszik, 0gy ezen in-
voluczids sugdrsor kapesolt suga-
rainak (mésodik) metszépontjait
5sszekoté egyenesek, egy ponton
mennek 4t. Ezen pont a kupsze-
Jeten kivill vagy belil fekszik, a
szerint a mint a felvett sugdrsor

P|,| KP; kapesolt polédrisok involuczids sugérsort, és I, K
lucziés pontsort irnak le. Mindkét tétel meg is fordit-

«Ha a kapszelet valamely érin-
téjében fekvd involuezids pontsor
kapcsolt pontjaibél a kupszelet-
hez érintéket huzunk, tgy ezek-
nek metszdpontjai egyenesen fek-
szenek, mely a kupszeletet valds
vagy képzetes pontokban metszi,
a szerint a mint a felvett pontsor
hyperbolikus vagy elliptikus.»

hyperbolikus vagy elliptikus.»

Hogy ezt bebizonyitsuk, nevezzilk az involucziés sugédrsor kozép-
pontjit A-nak, két par kapcsolt sugér metsz6pontjét a kiipszelettel B, D;
B', D -nek, végre BD, B'D’' hir kozos pontjat P-nek. P-n dtmend
hirok végpontjait A-bol projiczidldé sugdrsor involuczibs; ez az adott
involueziés sugdrsorral két par kapesolt sugarat AB, AD; AB', AD'-et
kozosen bir, miért is az utébbi sornak minden sugdrpdrja Osszeesik
az adott sorral, és igy az Osszes sugarpdrok és a kupszelet metsz§-
pontjat osszekots egyenes, P ponton megy 4t.

Ha P a kupszeleten kivil fekszik, akkor nem minden P-n 4t-
mend szeld metszi a kupszeletet valés pontokban, ezért a hyper-
bolikus twoluczids sornak képzetes Lapcsolt elempdrjai is vannak.

E tétel alapjdn konnyl egy involuezids sugdrsor tengelyeit,
kett6ssugarait (ha azok valésak), tovdbbd két ugyanazon kozépponttal
bir6 involueziés sugdrsor kozos kapesolt sugdrpérjit szerkeszteni. Ha
ugyanis a sornak 7" kozéppontjan 4t kort fektetiink, mely az involu-
czi0s sugdrsor meghatdrozdsara szolgalé a,

a'; b, b’ sugérpart A, A'; B, B’ pontokban
metszi, Ugy az AA’, BB’ egyenesek P met-
szpontjén dtmens kordtmérs RR' vég-
I,)O_ntj&i és P-n 4tmené kor-érinték G, G’
erintdpontjai, T-b6l a sugdrsor r, r' ten-
gelxei, illetleg g, g’ kettéssugarai dltal pro-
chzlfiltatnak. Ha tovdbbd a mésodik invo-
IUCZléssugérsor ay, ay; by, by kapesolt su-

8Arparjai a kért A, A}; B;, B) pontokban 55. #bra.
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metszik és A; A, By By egyenesek kozos pontja Py, ugy a két involy.
czibs sugdrsor kozos kapesolt sugérpérja PP, egyenes és a kor valgg
vagy képzetes metszépontjain megy at (55. dbra).

78. A kapesolt pélus és poldrisokrél egyszerti uton bebizonyit-

hato kovetkezd tétel :

A kupszeletbe irt hdromszdg
két oldaldnak metszépontjai a
harmadiknak polusdn dimend
eqyenessel : kapesolt polusok a
kupszeletet illetdleg.

zon sugarak, melyel a kip-
szelet koril irt hdromsziog ket
szdgpontjdt a harmadiknak po-
ldrisdn fekvd tetszdleges pontbol
projiczidljdh : kapesolt poldrisok
a kupszeletet illetdleg.

A kupszeletbe irt ABD hdromszog AB, AD oldalait metszéshez

hozzuk BD-nek polusdn G-ndtmend tetszbleges p egyenessel E, E,-ben.
Minthogy p egyenes BD-nek poélusdn megy 4t, p-nek polusa P, rajta
fekszik BD-n, és ha AP-nek mdsodik metsz6pontjat a kapszelettel
C-nek nevezziik, igy ABCD négyszog dtlospontjai koziil egyik P lesz. 2.
a mdsik ketté pedig P-nek poldrisan tartozik fekudni, — miértis £

és I, gvel osszeesik.
A tetel igy is kifejezhett :

«Ha a kupszeletbe irt hdrom-
szog egyik szogpontja a kiapszele-
ten mozog, ugy a viltozo6 oldalak,
az dllandd oldal polusdn dtmend
tetsz6leges egyenest (kapesolt pé-
lusokban, tehdt) involucziés pont-
sor szerint metszik.»

«Ha a kuapszelet koril irt hd-
romszog egyik oldala a kapszele-
tet érint6leg mozog, ugy a valtozé
szogpontok, az dllandd szogpont
poldrisdnak barmely pontjabél in-
voluezids sugdrsor dltal projiczid-
tatnak.»

De forditva is kovetkezik, hogy :

«Ha egy involucziés pontsor
osszes pontjait, annak tartojdn
kivil fekvé két tetszoleges pont-
tal osszekotjuk, ugy a kapesolt
pontokon dtmend Osszes egyene-
sek (sugarak) metsz6pontjai, mint
két projektiv sugdrsor megfeleld
sugarainak metszépontjai: kup-
szeleten fekszenek, mely dtmegy

«Ha egy involucziés sugédrsor
Osszes sugarait két tetszéleges
egyenessel metszéshez hozzuk, ak-
kor két-két megfelelé kapesolt su-
gar metszépontjait 6sszekotd egye
nesek : kupszeletet burkolnak;
e kupszelet a két egyenest érint:
és erre vonatkozolag a sugdrsor
kozéppontja és a két egyenes
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két felvett ponton, és melyre | metszépontja,valamint a sugdrsor
onatkozoélaga két pont Gsszekotd | kapesolt sugarai, kapesolt pélus,
egyenese €sa pontsor tartéja kap- | illetéleg poldrisok.»
c.s;)lt poldris, az involuezids pont-
gor kapesolt pontjai pedig kap-
csolt polusok.» ;

79. Az el6bbi tételbdl folyik, hogy végtelen sok poldrhdromszog
szerkeszthetd, melynek szogpontjai egy kupszeletbe irt hdromszog
oldalain fekszenek, vagy melynek oldalai egy a kupszelet koril irt
hdromszog szogpontjain mennek 4t.

De forditva is kovetkezik, hogy végtelen sok hdromszoget lehet
egy kupszeletbe irni, melynek oldalai egy poldrhdromszog szogpont-
jain dtmennek, vagy mint mondani szokds, mely egy poldrhdromszog
koril van irva; és végtelen sok hdromszoget lehet a kupszelet koral
és egy polarhdromszogbe irni.

Nevezziik ugyanis a polérhdromszog szégpontjait P, K, E,-nek,
a ktpszelet tetsz6leges pontjdt A-nak, AE, AE, metszépontjait a kup-
szelettel B, D-nek. Ha BD egyenesnek polusdt E,-gyel egyenes dltal
osszekotjik, ugy ez AB-t, E,-hez kapesolt pontban metszi, de AB-n
E\-hez kapesolt pont csak egy létezik, mert K, poldrisa AB-t csak egy
pontban metszheti, t. i. E-ben, és igy mert BD-nek polusa EE|-en
fekszik, BD dtmegy EE,-nek polusin P-n. Ugyanigy bizonyittatik be
a tétel mdsodik része.

Ezen bebizonyitdsbél az is kovetkezik, hogy ha két egymdst a
kupszeleten metszé egyenes egyikének pontjait a mdsikon fekvd és
hozzd kapesolt pélusaival egyenesek dltal 6sszekotjiik, ugy ezek I. o.
sugdrsort képeznek. E tétel dltaldnositdsa igy hangzik :

«Ha két egyenes nem metszi «Két allandé ponton atmend és
egymast k kupszeleten és az egyik | &k kiipszeldtre vonatkozélag kap-
égyenes pontjait a mdsik egyenes- = csolt poldrisok metszépontjai,-a
nek az elébbihez k-t illetéleg kap-  két dllando ponton dtmend j kip-
esolt polusaival egyenesek &ltal | szeleten k'-n fekszenek, ha azon
osszekotjilk, igy ezen osszekots = dllandé pontok Gsszekots egyenese
Sugarak, I’ kiipszeletet burkolnak, nem érinti a kipszeletet. A két
mely a felvett két egyenest érinti. ~4llandé pont poldrisdn £k dltal
A felvett egyenesek bdrmelyiké- | indukalt involucziés pontsor kap-
nek k-ra vonatkozé pblusén dt= csolt elemei, k'-re nézve is kap-
mend kapesolt poldrisok, kapesolt | csolt pélusok, és a két allandé
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polarisok egyszersmind k'-renézve | ponton dtmend egyenes poluss,
is, és a felvett egyenesek metsz6- | mindkét kupszeletet illetbleg, egy
pontjanak poldrisa & és k' kip- | és ugyanazon pont.»

szeletet illetéleg egy és ugyan-

azon egyenes.»

Az elsé egyenesen, t-n fekvé A, B, C, ... pontsor ugyanis, e
pontoknak k-ra vonatkozé poldrisai éltal képezett sugdrsorral invo-
lucziés helyzetii s mint ilyen projektiv, tehdt a sugdrsor metszése a
mésodik {; egyenessel, vagyis a mdsodik egyenesen fekvd és az elsd-
nek pontjaihoz k-t illet6leg kapesolt 4,, By, C, . . . pblusai, az elsGvel
szintén projektivek. De két projektiv pontsor megfelelé elemeit Gssze-
k6t6 egyenesek 1. o. vagy IL. o. sugérsort képeznek, a szerint a mint a
tartok metsz6pontja egymdsnak megfelelé vagy nem. Jelen esetben
¢, t, metsz6pontja P, nem lesz egymédsnak megfeleld, mert a metszo-
pont nem fekszik k ktpszeleten, tehdt poldrisa nem megy 4t a met-
sz6ponton, és igy a megfeleld kapesolt pontok Osszekotd egyenesei
egy k' kupszeletet burkolnak. Azt latjuk tovdbb4, hogy ha {-nek polu-
sén T-n dtmené két tetszbleges k-ra nézve kapesolt poléris {-t K,
F-ben, t,-et megfeleléleg F}, E,-ben metszi, agy: | EE, |, | FI}| su-
garak érintéi A'-nek; mib8l kovetkezik, tekintve k' koril irt EFFE,
négyoldalt (76.), hogy azon kapesolt poldrisok, k'-re nézve is kapesolt
polérisok lesznek. Ha végre meggondoljuk, hogy ?, {; egyeneseknek
érint6pontjai k'-tel, ¢, {, metszépontjdhoz, P-hez kapesolt pélusok k-t
illet6leg kovetkezik, hogy P pontnak k-ra vonatkozd poldrisa, polé-
risa egyszersmind P pontnak k'-re nézve is. —

Ha még tekintetbe vessziik, hogy

|AA,|, | BB,|, |AB|=t, [AB,| =1,

egyenesek, k' koral irt négyoldalnak oldalai, melynek tehdt |AB,|,
| A, B ' 4tl6i egymdst ' AB |, | A,B, | érint6k érint6-hirjén, p-n metszik,
és ezen p-n fekvé metsz6pont P,, k-t illet6leg kapesolt polus P-hez,
mondhatjuk : ha A, A, ; B, B, pontok kapesolt pélusok valamely kup-
szeletet illetSleg, akkor | AB|, | A B,| és ' AB;, ! A B, egyeneseknek
P, P, metsz6pontjai szintén kapesoltak azon kupszeletre nézve, vagy
més széval :

Ha egy négyoldal két pdr dt- Ha eqy négyszognek két pdr
ellenes szogpontja Eapesolt polus | dtellenes oldala valamely kip-
valamely kipszeletet illetleg, tigy | szeletet illetéleg kapesolt pold-
a harmadik pdr dtellenes szég- | ris, akkor a harmadik pdr dt-
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ont szintén kapesolt lesz. (Hesse- | ellenes oldal szintén kapcesolt
féletétel).(HESSEO.L.1811—74.)* | lesz.

Ugyanigy bizonyittatik be ezen és az el6bbi tételnek jobb olda-
14n levo tétel is, ha csak az adott egyeneseken levé kapesolt pélusck
helyett, az adott pontokon dtmend kapesolt poldrisokat veszsziik figye-
lembe. _

80. Ezekkel kapcsolatban, Fo
még més, & kapszeletre vonat-
kozb tételek konnyen leszdrmaz-
tathatok.

Ha az utébb leirt dbra-
ban ¢, t;-nek p-n fekvé pélusait
k-t illetsleg T, T,-nek nevez-
zik, azt 1latjuk, hogy ABT, h4-
romszog szogpontjai- és oldalai-
nak polérisai, ill. pélusai, 4, B, T
héromszognek oldalai, ill. szég-
pontjai. De el6bb bebizonyitottuk, hogy (A,B!, |AB,| egyenesek,

TT, egyenesen jutnak metszéshez, tehdt
ABT,, BA,T
hdromszogek oly helyzetliek, hogy
A, B; B A; T, T
szogpontokat 0sszekots egyenesek egy ponton P,-en mennek 4t. Ezen
AB,|, |BA,;, T,T
egyenesek pélusai nem egyebek, mint az ABT,, B;A,T hdromszogek
| BT\, |AT}; | ATy, [ B,T|; |AB|, | BiA; |
oldalainak metsz8pontjai; és mert azon egyenesek egy ponton P,-n
mennek 4t, azért polusai, vagyis e metszdpontok, ugyanazon egyene.
sen p, fekszenek. Minthogy ABT, hdromszég k kipszeletre nézve
€geszen tetszdleges, a taldlt eredmény igy fejezhets ki : egy tetszéleges
hii-romszég szogpontjainak és oldalainak poldrisai, ill. polusai vala-

mely kipszeletet illetsleg, egy és ugyanazon hdromszognek — a fel-
velt hdromsz6g agynevezett poldr-hdromszégének — oldalai és szog-

* E tétel irodalméra vonatkozé részletes jegyzék talalhaté Fritz HoFMANN,
¢ 1e Constructionen doppelt beriihrender Kegelschnitte» Teubner. 1886, czimfi
konyv 78. lapjan.

Klug : A projektiv geometria elemei. 7
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pontjai; és viszont ez utoébbi hdromszog poldrhdromszige : az eredet;
hdromszog. A felvett- vagy a poldr-hdromszog szogpontjainak ossze
koté egyenesei az dtellenes oldalak pélusaival: egy ponton mennek
4t, és a felvett- vagy poldr-hdromszog oldalainak metsz6pontjai az
dtellenes szogpontok poldrisaival : ugyanazon egyenesen fekszenek,
mely egyenes pélusa az el6bbi pontnak.

Két hdromszog, mely oly helyzetti mint a taldltak, t. i. hogy az
egyik és a mésik hdromszog szogpontjait 6sszekotd egyenesek egymést
egy ponthan metszik : perspektiv helyzetii hiromszognek neveztetik.
E szerint: eqy hdromszdg és annak bdrmely kipszeletre vonatkoze.
poldrhdromszige, perspektiv helyzetil. (Fuggelék 3.)

Minthogy

A, A, B, B, pontoknak poldrisai,
VA T|,|AT,:, | B,T:, | BT, | egyenesek: az
AA,, és BB, egyeneseknek pélusai
|A,T!, AT,", é  B,T!, | BT, egyeneseknek 4,, ill.

metszépontjai. E szerint AA,A,, BB B, hdromszégek kiilon-kiilon
polarhdromszégek & kapszeletre nézve, mert a haromszogek egye-
szogpontjainak poldrisai az dtellenes oldalok.

De tekintve, hogy A4,A,B,B,B, Pascar-féle hatszog, mert dtelle-
nes oldalai :

|AA,{='AT,', B,B,|='TB, ; 'AA|=|AT, B,BI=|BT,;
|AB,!, | AB;

egymést p egyenesen metszik, és AT\BB,TA,, BriancroN-féle hat
oldal, mert f64tl61

'AB,, IT\T|, BA,,

mint el8bb l4ttuk, ugyanazon P, ponton mennek 4t, és azon hatszog
szogpontjai, valamint ezen hatoldal oldalai, A4 4,, BB,B, poldrha-
romszdgnek szogpontjai, illetve oldalai, mondhatjuk :

Egy kipszelet két tetszéleges poldrhdromszigének

szégpontjai, eqy v kipszeleten | oldalai, egy 1ij kipszeletnek érin

fekszenek. Tovdbbd : ha eqy kip- | t6i. Ha egy kipszelet egy mdsik
szelet dtmegy egy madsik kipsze- = kipszeletre vonatkozd poldrha-
letre vonatkozd poldrhdromszog | romszig oldalait érinti; akkor @
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s,dqpon.tjain, akkor az elsé kup- | mdsodik kipszeletre wvonatkozo
,:eie[_ a mdsik kupszeletre vonat- | végtelen sok poldrhdromszég ol-
Loz végtelen sok poldrhdrom- | dalai érintent fogjdk az elsd kip-
ognek szogpontjait tartalmazza. | szeletel.

sz

Ez ut6ébbi tétel onnan kovetkezik, hogy egy poldrhdromszognek
egyik szogpontjat egész tetszéleges'fan, ar.lnak masodik sz'.gponi_;:jiit az
els6nek poldrisin barhol folvehetjik, mi 4ltal a harmadik szégpont
teljesen meg van hatdrozva.

81. A kapszelet polartulajdonsdgaira vonatkozd fontos tétel igy
hangzik : egy tetszdleges k kipszelet pontjainak és érintdinek poldrisai,
ill. polusai egy mdsik x kiipszeletet illetdleg, eqy Uj k' kipszelet érintdi
és ponljai lesznek ; k kipszeletre vonatkozd tetszileges poldrhdromszdyg
szogpontjainak poldrisai x-al illetoleg : k'-nek egy poldrhdromszogét
képezik.

Ezt bebizonyitandd képzeljik, hogy k, képzédménye két pro-
jektiv sugdrsornak, melynek T, T kozéppontja, k-n fekszik, és mely-
nek »-ra vonatkoz6 polérisa {, {;. — k kipszelet P pontjanak »-ra vo-
natkozd poldrisa azon p egyenes, mely TP, TP egyenesek { és ?,-en
fekvo pélusait Osszekoti. De minthogy k-t képezd két projektiv sugdr-
sor sugarainak ¢, {,-en fekv8 pélusai, a sugédrsorokkal és igy onmaguk
kozott is projektiv (74.) pontsorok lesznek : a k-n vdltozé P pont po-
lérisai »-4t illetbleg, ¢, 1,-et két projektiv pontsorban metszik, és ezért
egy k' kapszeletet burkolnak. Minthogy tovdbbd két pont Osszekots
egyenesének pélusa valamely kapszeletet illet6leg, a két pont poldri-
séinak metszépontja, azért k érintéjének, mint k-n két végtelen kozel
fekvd pont 6sszekotd egyenesének pélusa x-t illetéleg: k' két végtelen
kozel fekvd érintéjének metszépontja, — vagyis &'-nek egy pontja.

A tétel mdsodik részének helyes volta azonnal l4thaté, ha tekin-
tetbe vessziik, hogy k kiipszeletbe irt négyszog 4tlés- és szog-pontjainak
Poldrisai x-dt illetéleg, k' kipszelet koriil irt négyoldal 4t16i és oldalai.

k kapszelet szdmos tulajdonsdga e tétel alapjan dtvihetd L'-re.
Igy a Pascar-féle tételbsl, mely igy hangzik : «k-ba irt hatszog dtellenes
oldalainak metszépontjai, egyenesen fekszenekn, kovetkezik BriaNcHON
tétele, t.1.: «k'koriil irt hatoldal dtellenes szogpontjait dsszekots egye-
nesek (fé4tlok), egy ponton mennek 4t».

A hatszog: oldalai, szogpontjai, és atellenes oldalak metszé-
bontjainak »-ra vonatkozé pdlus és poldrigai ugyanis, a hatoldal : szog-
Pontjai, oldalai, és az étellenes szogpontokat osszekots egyenesek, s

*
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minthogy a hatszog dtellenes oldalainak metszépontjai egyenesben
fekszenek, a hatoldal f64t16i ezen egyenes pdlusdn, tehdt egy ponton,
mennek 4t. Tekintve, hogy k' egy tetszoleges kupszelet lehet, a meny-
nyiben k'-bél k is szerkeszthet6, mondhatjuk: ha a Pascar-féle téte]
minden kapszeletre érvényes, Gigy a BriancaoN-féle tétel szintén érvé-
nyes lesz.

k' kapszeletrsl, vagy bdrmely pont és egyenesekbél 4116 idomrdl,
melynek egyenesei és pontjai, egy k idom pontjainak, és egyeneseinek
#-ra vonatkozo poldrisai és polusai azt mondjuk, hogy k-nak recziprok-
poldr, vagy roviden poldr idoma, x alap-, polarizdlo- vagy vezérls
kapszeletre vonatkozolag; a két idom kozott fonndlls vonatkozdst,
recziprok-poldr vonatkozdsnak, és oly tételt, melyet valamely ismert
tételbsl a recziprok-poldr vonatkozds alapjan képezni lehet, az ismert
tétel dualis tételének nevezik.

Az el8bbiekben két-két dualis tételt tobbnyire egymas mellé
helyeztik, hogy a recziprocitds elvére a figyelmet eldre felkoltsiik.

Sikidomok recziprok-poldr vonatkozdsa e szerint abban nyilvé-
nul, hogy az egyik idom minden pontjdnak és azon ponton dtmend
eqyenesnek, a mdsikban eqy egyenes és azon fekvé pont felel meg.

Ez képezi egyszersmind értelmezését az dltalanos recziprok vonat-
kozdsnak, melylyel késébb taldlkozunk. — A kovetkezdkben az egyes
tételeknek megfelelé dualis tételeket csak helyenként fogjuk bebizo-
nyitani.

12. §. Kipszeleten fekvdé projektiv sorok.

82. A kapszeletek projektiv tulajdonsdga alapjin, projektiv és
involuczids sorokrol egyszerti aton tételek vezethet6k le, melyekbél
ldthato, hogy mikép lehet egy involucziés sort kozonséges sorra, vagy
két involuczios sort egymdsra projektiv vonatkoztatni. E végbél szik-
séges a kovetkezd értelmezéseket elére bocsdtani.

Ha valamely sugdrsor kézéppontja T, kupszeleten fekszik, és
annak a, b, c,... sugarai a kiupszeletet mdsodizben 4, B, C, ... pon-
tokban metszik, akkor ezen a kipszeleten fekvé A, B, C, . .. pontsort,

TA!, TB|,|TC|,... sugirsorral projektivnek és ezenkivul perspek-
tivnek nevezzilkk. Két ugyanazon vagy kulonbozé kupszeleten fekvd
A, B, C,...; A, B, C,,... pontsort projektivnek neveziink, ha azon
sugdrsorok, melyek e két pontsort az illeté kapszelet pontjaibol proji-
czidljak : projektivek.

Hasonlékép lehet egy kipszelet érintib6l képezett I o. sugdr-
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sort projektiv vonatkoztatni azon pontsorra, mely szerint a sugdrsor
clemei egy tetszbleges szildrd sugardt a sornak, vagyis egy szildrd
kﬁpszelet-érintét metszenek ; tovdbbd lehet két ily II. o. sugdrsort,
legyenek azok egy és ugyanazon kupszelet, vagy két killonb6zé kap-
gzeletnek érintéi, projektivmek tekinteni, ha azon sugarak az illets
gornak egy szildrd sugardt oly pontsorok szerint metszik, melyek
projektivek. —

Kupszeleten fekvé két projektiv pontsor involuezids is lehet, ha
t.1. ezen pontsorokat a kiipszelet egyik pontjabdl projiczidlé sugdrsorok
is involuczids helyzetli projektiv sugdrsorok.

Ezen értelmezések alapjdn egy kipszelet pontjai és érintéire

lehet egy

egyenesen fekvé pontsort projek-
tiv vonatkoztatni, ha a pontsort
a kapszelet tetszéleges pontjdbol
a kapszeletre projiczidljuk ; a pro-
jekezidkbol 4116 pontsor projektiv
az egyenesen lev6 pontsorral,

sugdrsort projektiv vonatkoztatni,
ha a sugérsort a kipszelet tet-
szbleges érint6jével metszéshez
hozzuk és e metszépontokbdl a
kipszelethez érint6ket huzunk;
az érint6kbol képezett 11. o. sugdr-

sor projektiv a felvett sugérsorral,

mert a kozvetité sor mindig perspektiv az eredeti és a leszdrmaztatott
sorral.

83. Kapszeleten fekvé involuczids pontsorrél a 77. pont alatt
tanultunk egy tételt, mely ezen értelmezések folytdn igy fejezhetd ki :
«kupszeleten fekvé involueziés pontsor kapesolt pontpdrjait Gssze-
kot6 egyenesek egy ponton mennek 4t» és forditva «egy ponton
dtmend Gsszes szel6k a kipszeletet involucziés pontsor szerint met-
szik». Ezen pontot, melyben a kipszeleten fekvé involucziés pontsor
kapesolt pontparjait Gsszekots egyenesek egymést metszik, valamint
annak poldrisdt ezental : az involuczids pontsor polus, illetve polarisd-
nak fogjuk nevezni. B szerint: ha A, A,; B, B,; C, C,;... pont-
parak, valamely kipszeleten fekvd involuczids pontsornak kapcsolt
Po'ltpdrjai, akkor a kapcsolt pontpdrak dsszekots egyenesei | AA, |,
BB, |, ! CCyi, ... az involuczids pontsor pélusdn, P-n, mennek dt és
@ |AB|, | A,B!; |AC, |, | A,C|; | BC,|,  B,Ci;... valamint | AB|,

AC,, 1A,C,|; sth. egyenesek: metszépontjai, egy és ugyan-
azon egyenesen, t. i. P-nek poldrisdn p-n fekszenek. Az involuczids
bontsor valgs vagy képzetes kettdspontjai, p poldrisnak valds vagy kép-
zeles metszépontjai a kipszelettel.
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A kupszeletbe irt AA BB,, AACC;, BB,CC,,... négyszdgek
atlosharomszdgei, melyek a kupszeletnek poldrhdromszogei: P-ben
koz0s szogponttal birnak, tehdt a nevezett AD,!, 'A;B ; stb. egye-
nesek metszépontjai P-nek poldrisan p-n fekszenek.

Az involuczids pontsor kettéspontjai az egyes kapesolt pontpdra-
kat itt is harmonikusan vélasztjdk el, mert ha A, A, egy ily pontpsr
I, K pedig a pontsor két kettéspontja, hol AA, dtmegy /K egyenes-
nek pélusan P-n, ugy ‘[A , 'IA;|, | IK:, | IP. sugarak a pélus és po-
ldris értelmezése folytdn harmonikusak és ezért AA,KI pontok, me-
lyek a kuapszelet I, tehat barmely pontjabol harmonikus sugarak £lta]
projiczidltatnak, harmonikusak.

Azon tulajdonsdgbodl folydlag, hogy ' IK = poélusa rajta fekszik
i AA,  egyenesen, tehit a két egyenes egymdshoz kapcesolt poldris, mi
a kipszeleten fekvé harmonikus pontokat kovetkezékép értelmezziik:
eqy kupszelet kapcesolt poldrisai a kupszeletet harmonikus pontok sze-
rint metszik. Ezen értelmezést kiterjesztjuk azon esetre is, a midén
az egyik kapcsolt poldris nem metszi a kapszeletet valés pontokban,
a mi csak akkor kovetkezhetik be, ha a két kapcsolt poldris metszo-
pontja a kipszeleten kivill van, tehdt ezen metsz6pont mint pélus
dltal a kupszeleten meghatdrozott involucziés pontsor hyperbolikus
természetli. Hyperbolikus természetii involuczids pontsornak a kupsze-
leten vagy eqyenesen képzetes kapesolt pontpdrjai is vannak ; az ellip-
tikus mwoluczids kapcsolt pontpdrjai mindig valdsak (77.).

84. Két a kupszeleten fekvd altaldnos helyzetii projektiv pontsor
szintén nevezetes tulajdonsdggal bir, melyet kovetkezd tétellel feje-
zunk ki:

Ha valamely kupszeleten Lét projektiv pontsor van adva,

é6 X, X,; Y, Y, két egymdsnak
megfeleld tetszéleges pontpdr, ak-
kor | XY, ., | X, Y egyenesek met-
szopontja eqy, a projektiv sorok
dltal meghatdrozott szildrd egye-
nesen, p-n . fekszik, és ' XY/,
X,Y,', valamint XX, , ' YY),
eqyenesek metszépontjail oGssze-
kotd eqyenes, ugyanazon P pon-
ton megy dt; e P pont p-nek po-
lusa a kupszeletre nézve.

€8 x, %5 Y, Yy, két megfeleld pont-
pdr X, X,; Y, Y, érintdje, akkor
(x, y,) €s (xq, y) metszépontok
0Osszekold egyenese eqy, a projektiv
pountsorok  dltal meghatdrozott
szildrd P ponton meqy dt, és (x,y),

Yy, valamint (x, ), Y, Y1)
pontol:  Gsszekitd  egyenesének
metszépontja, eqy szildrd p egye-
nesen fekszik ; P és p pdlus és po-
ldris a kupszeletre nézve.
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Ez a perspektiv helyzett sugdrsorok egy tulajdonsdginak és a
pascaL-féle hatszognek kovetkezménye. Ha ugyanis a kupszeleten
fekve A, X, Yoo 4q, X, Y,,... projektiv pontsorokat A4,, ill. A
kozéppontbol projiczidljuk, akkor (57. dbra):

AAXY..) N A4,X,Y,.. ),

4s mert ezen sugdrsorok AA,-ben kozos megfeleld sugdrral birnak :
perspektiv helyzetiiek ; tehdt

AX] LAX, A Y, TAY,; sth

sugdrpdrak egymdst a perspektiv-tengelyben p-ben, metszik. De hogy
' XY,1, X,Y egyenesek metsz6pontja, szintén ezen p egyenesen van,
az AX, YA XY, Pascar-féle hatszogb6l lathaté, melynek 4tellenes
oldalai egymést egyenesen
fekvé pontokban metszik.
Minthogy tovdbba a kip-
szeletbe irt XX,YY, vdl-
toz6 négyszognek egyik at-
léspontja (| XY, X,Y))
a szildrd p egyenesen mo-
zog: a mdsik két atlos-
pont 0sszekots egyenese,
mely az elsé atléspontnak
poldrisa dtmegy azon szi-
lird p egyenes polusén,
P-n. A jobb oldalon 4116 tétel hasonlékép lesz bebizonyitva; és mert
XX, YY, négyszog és xxyyy, négy oldalnak kozés dtléshdromszoge
van, azért P pont és p egyenes a jobb és baloldalon 4ll6 tételben
egy és ugyanazon pontot és egyenest jelent. Azon pontok, melyek-
ben p egyenes a kiipszeletet metszi, a projektiv pontsorok kettés-
pontjai; ha ezen p egyenes a kiipszeletet nem metszi valés pontok-
ban, akkor a projektiv pontsorok nem birnak valés kettéspontokkal, —

57. abra,

84a. Két ugyanazon x kipsze- Két ugyanazon x kipszeleten
leten fekvé'projektiv pontsor meg- fekvé projektiv pontsor megfeleld
felels pontjait 0sszekotd eqyenesek | pontpdrjain dtmend érintéh eqy-
€qy I o. sugdrsort képeznek; e | mdst egy k' kipszeleten metszik ;
Sugdrsor dltal burkolt k kiipszelet | ezen k' kipszelet
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és az eredeti kupszelet azon p egyenesén, melyben két meq nem feleg,
pont X, Y, dsszekoté egyenese, az ezeknek megfelelé X, Y pontok
Osszekoto eqyenesét metszi, ugyanazon kapcsolt polusokat indukdlfa -
tovdbbd p egyenesnek pdlusa a kiupszeletekre vonatkozdlag egy es
ugyanazon P pont.

Hogy a baloldalon 4ll$ tételt bebizonyitsuk, nevezzik (58. ébra)
» kapszeleten fekvs projektiv pontsor megfelel§ pontjait A, B, X, .
ill. A, By, Xi,...-nek,

|AA,| és | XX, | metsz6pontjat X' -nek,

IBB1| « lXXli « X" «
p, 1 AX,| « [AX] « Xe o«
p, | BX;| « |BX| « Xp ¢

és p pélusit P-nek.

58. abra.

Mialatt X, x kapszeleten tovahalad, |AX,| és | BX,, sugarak,
A és B korul két projektiv sugdrsort irnak le, mely p egyenest két
projektiv pontsor X,, ..., ill. Xp,... szerint metszi. Az X, és X, pon-
tok altal leirt pontsor egyes pontjainak poldrisai a felvett x kiapsze-
letre nézve: | PX'| ill. | PX"| sugarak P koril szintén projektiv soro-
kat irnak le, és ezért az | AA,| és | BB, | egyeneseken valtozé X',...
és X",... pontok projektiv pontsorokat futnak be.

De a megfelel6 X', X" pontok 0sszekits egyenese: X' X' |=
| XX, l-gyel, tehdt a véltozé | XX, | aszildrd | A4,|, | BB,| sugarakat
projektiv pontsorok szerint metszi és igy a véltozé és szildrd sugarak
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11. 0. sugérsort képeznek. AA X, X és BB, X, X négyszogek harmoni-
gus tulajdonséga folytdn | PX'|, | PX"'| egyenesek poldrisai X, ill.
v, pontoknak nemesak az adott, hanem azon k kupszeletre nézve is,
melynek X'AA,, X'XX,; X"BB;, X"XX, egyenesek érint6i.

85. Ha valamely kipszeleten (vagy egyenesen) két projektiv
pontsor van adva és a sor eqyik pontjdnak, mely az elsé pontsorban
A-val a mdsodikban Bi-gyel lesz jelolve, tgy hogy A=DB;-gyel,
meyfeleld pontjait Ay, ill. B-nek nevezziik, és oly A’ pontot szerkesz-
tiink, mely A-t Ay, B-t6l harmonikusan vdlaszi el, akkorA, A’ pon-
mialatt A a kipszeletel (vagy egyenest) befutja, egy involuczids
pontsort irnak le, melynek valds vagy képzetes kettdspontjai dszsze-
esnek az eredeti projektiv pontsorok kettéspontjaival.

Hogy ezt beldssuk, projiczidljuk (59. 4bra) az elsé pontsort a maso-
diknak tetsz6leges T pontjdbdl, és a mdsodik pontsort az elsének meg-
felels T pontjébodl, és legyen e perspektiv helyzetti projiczidlé sugdr-
sorok perspektiv-tengelye p egyenes. Az A=B; pontnak megfelels A,, B
pontot akkép szerkesztjik, hogy | T A | és p, valamint | T'B, | és p met-
szépontjat T, ill. T, pontbdl a kupszeletre projiczidljuk A, illetve
B pontokba. Ha még A=DB, pont érintéjének és A, Bl-nek
nek I metszépontjdbél a kupszelethez érintét huzunk, akkor ennek
A’ érintépontja, A-t B, A,-t8] har-
monikusan vdlasztja el. De ezen I
pont, mely | AB,|, | A,B| sugarak-
nak metszépontja, mint el6bb ki-
mutattuk és mint az 6tszoggé fajult
BT,AB;TA, Pascavr-féle hatszoghl
1s lathaté p egyenesen fekszik; a
miértis AA’ egyenes p-nek pélusdn
megy dt. Az Gsszes ily médon szer-
kesztett AA’ egyenesek tartalmaz-
z8k p-nek polust, tehdt AA’ pontpsrak involueziés pontsort képez-
nek a kipszeleten. Ha A a projektiv pontsornak egyik valés kettds-
Pontja, akkor I és A’ pont szintén A-ba jut.

Az eredeti projektiv pontsorokbél ily médon képezett involuczids
Pontsort, azon projektiv pontsorokhoz adjungdli* involueziés pontsor-
nak nevesik. E szerint kupszeleten, vagy egyenesen fekvd két projekiw
pO{ztso'r kettdspontjainak szerkesztése vissza van vezetve a hozzdjuk
adjungdlt involuczids pontsor kettospontjainak szerkesztésére.

* Boerx K. «Projektivische Geometrie der Ebene» Teubner 1889 ; 77. lap.

59. Abra.
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86. Ha valamely kupszeleten eqy involuczids pontsor van advg
és mi a kupszeleten oly X, pontokat szerkesztiink, melyek a kupszelet
tetszoleges, de dllandd o ponijdt, az involuczids pontsor X, X, kap-
csolt pontjaitol harmonikusan elvdlasztjdk, akkor ezen X, pontok qz
involuczids pontsor ponltpdrjain dtmend | XX, sugarak dltal leirt
sugdrsorral, projektiv pontsort képeznek.

o pont érintéjét f,-nak nevezvén, az X, pontok, az el6bbiek
szerint, érintépontjai azon érintéknek, melyek az dllandé ¢, és a vil-
toz6 | XX,!| egyenesek metszépontjaib6l a kipszelethez huzhaték ;
ezen metszépontok sorozata tehdt projektiv X, pontsorral. De mivel

XX, ' 4dltal leirt sugdrsor perspektiv helyzetti ama metszépontokbol ké
pezett pontsorral, azért e sugdrsor szintén projektiv X, pontsorral, —

E tételb6l kovetkezik: Ha valamely kipszeleten (vagy egyene-
sen) eqy involuczids pontsor van adva és mi oly X,, valamint X, pon-
tokat szerkesztink, melyek ezen involuczids pontsor kapcesolt pontpdr-
jait a kupszeleten (vagy eqyenesen) fekvd tetszéleges dllandd a, vala-
mint B ponttdl harmonikusan elvdlasztjdk, akkor a vdltozo X, és
Xg pontok projektiv pontsorokat frnak le, mert ezen pontsorok mind-
egyike projektiv azon sugdrsorral, mely az involucziés pontsor kap-
csolt pontpdrjait osszekotd sugarakbdl lesz képezve.

Az eredeti involuczids pontsor, az X, és Xz dllal leirt projektiv
pontsorokhoz adjungdlt.

Hogy ezt beldssuk, nevezzilkk az involucziés pontsor kapesolt
pontpdrjain dtmend sugarak metszépontjdat, az involueziés pontsornak
polusdt (60. dbra) P-nek; a, # pontok érintéit f,, f{5nek; a kapszelet
tetszdleges A.,:Bﬂ pontjénak érint6jét szintén A,=B.nak. A,=B;
pont, az involuezids pontsor egy bizonyos A, A, kapesolt pontpérjdt
a-t6l, B, B, kapesolt pontpdrjat #-t61 harmonikusan vdlasztja el. Pro-
jiczidljuk A,, t, és A,, l3 érintk metszpontjait P-bdl fg, ill. ts-ra
és nevezzilk ezen projekeziokbdl a kipszelethez vonhaté dj érintéke
valamint azoknak érintépontjait Ay, ill. B,-nak. Mint kénnyen lathato
ekkor

(AA3Ap=(BBjaB,)=—1.
ts Ag B, t. A, érint6kbdl képezett Gtoldal, elfajult Briancmon-féle hat-
oldalnak tekinthett, melynél A, érinté kétszeresen szdmittatik, tehdt:
(tg, Ap) és (l., A,) érintdk metszépontjainak 6sszekotd egyenese
(ta, Ba) « (tg, As) ¢ « « «
(Ag, B,) metsz6- és A,= By érint6pont « «
ugyanazon P ponton megy 4t.
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F szerint azon pont, mely A,=By-at A;, B,-t61 harmonikusan

iyalasztia: az adott involueziés pontsorban A,=DBgnak kapcsolt

pontjﬁ; vagyis As, Be, Ce, .. .; As, By, G, .. . projektiv pontso-
rokhoz az eredeti involueziés pontsor — adjungélt. (85.)

87. Minden involucziés pontsort projektiv vonatkoztathatunk
eov kozonséges pontsorra a kovetkezd értelmezés alapjin : ha valamely
inwoluczids pontsor két projektw pointsorhoz adjungdlt, akkor az
involuczids pontsort azon pontsorok mindegyikéhez projektiwnek
nevezsuk.

Ezen értelmezés és az elgbbi tétel folytdn, azon pontsor, melynek
pontjai eqy involuczids pontsor kapcsolt pontpdrjait az involuczids

60. abra.

ponlsor tartéjdn tetszdlegesen felvett dllandd ponttdl harmonikusan
elvdlasztjdk : az adott involuczids pontsorhoz projektiv. Az involucziés
pontsor egy bizonyos kapesolt pontpdrjanak, pl. X, X;-nek azon X,
pont felel meg, mely a felvett 4llandé a pontot, X, X, kapesolt pont-
tol harmonikusan elvdlasztja. Az X, X, kapecsolt pontpdrakbél 4116
Involueziés pontsorrél azt mondjuk, hogy az, a hozzd projektiv és
Xa pontokbél 4116 egyszerii pontsorra van redukdlva.

Lattuk eldbb, hogy ha az involucziés pontsor kipszeleten fek-
szik és a véltozo X, pont, az involueczibs sor viltozd X, X, kapcsolt
Pontpéarjat az a dllandé ponttél harmonikusan elvdlasztja: akkor

XX, | sugdr 4ltal leirt I. o. sugdrsor perspektiv és igy projektiv X,
Pontsorral. Ennélfogva : kiipszeleten fekvd involuczids pontsor projek-
tw azon sugdrsorral, melynek sugarai az involuczids pontsor kapcsolt
Porpdrjait projiczidljdk.
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Két involuezids pontsor projektiv van egymdsra vonatkoztatve
ha azon két egyszerti pontsor, melyre az egyik, illetve mésik invo-
lucziés pontsor redukdlhatd, projektiv van vonatkoztatva egymdsra,
Hasonlékép : egy involuczids pontsor projektiv egy egyszerli pontsorral
ha azon pontsor, melyre az involuezids sor redukdlhaté, projektiv az
egyszerli sorral.

Ha két tetsz6leges involuczids pontsort projektiv akarunk egy-
mdsra vonatkoztatni, Ggy az egyiknek harom kapcsolt elempdrjghoz
a mdsiknak hdrom kapesolt elempdrjat tetszblegesen vdlaszthatjuk.
Minden kapesolt elempdrnak az egyikben agy kell szerkeszteni a
megfelel kapesolt elempdrjat a mdsikban, hogy az elsé és mdsodik
involueziés pontsor négy-négy kapesolt elempérjanak megfelelé pon-
tok a redukdlt egyszerii pontsorokban : egyenl$ kett6sviszonyt képez-
zenek. Ha az involucziés pontsorok kozil egyik, vagy mindketté hyper-
bolikus, agy valés kapesolt pontparaknak az egyikben képzetes kapesolt
pontpdrak is felelhetnek meg a mdsikban.

88. Ha valamely kupszeleten (vagy egyenesen) kél involuczids
pontsor van és eqy valtozo pontot azon pontsorok tartdjdn, mint az
elsd és mdsodik involuczids pontsorhoz tartozonak tekintjik, akkor
ennek kapcsoll pontjai az egyes involuczids pontsorokban, két projektv
pontsort irnak le; e projektv pontsorokhoz adjungdll involuczios
pontsor poldrisa dimegy az eredeli pontsorok pélusain. Ezen uj invo-
lucziés pontsor az elsd kél involuczids pontsorhoz adjungdlinak
nevezhetd.

Képzeljiink valamely kapszeletbe (61. dbra) egy AA1B,BB; 6t
szoget irva ; jeloljik ennek 4, B, Bj pontjat még A’, ill. B’, A, bettk-
kel, agy, hogy

A=A'", B=F', Bi=A,,
és nevezzik
|A Ay|, | B B,| metszépontjat P -nek.

| A'A}|, | B'B;| « P'-nek.

P és hasonlokép P ponton dtmené szelSk a kapszeletet egy-egy
involucziés pontsorban metszik, melynek kapesolt pontjai A, 4,; B,
B,;...;valamint A', A]; B', B

A kupszelet A=A’ pontJahoz kapesolt pont az els§ involuezios
sorban A,, a mdsodikban Aj; hasonlékép B= B’ ponthoz Bj, vala-
mint Bi.— A,, B,, ... és A}, Bi, ... pontsorok projektivek, mert
mindegyike projektiv A=A’, B=F', . .. altal leirt pontsorral.
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Minthogy A, =B}, azért ezen ponthoz kapesolt pont az A,
oo AL B projektiv pontsorokhoz adjungslt involucziéban
az lesz, mely A;=Dj-et A}, B, pontoktél harmonikusan elvélasztja.

t
De mer AAB,BBB,

pascaL-féle hatszogben

l AA}1, | BB' dtellenes oldalak metszépontja I,
BB,', 'AB" P,

azért | A1B, hatszogoldal B} pont érintsjét, | PP’ egyenesen metszi,
mely metszépont polusa az adjungdlt involuczidban A,;= B; pont és
A,=Di-hez kapesolt pont 0sszekotd egyenesének.

Tekintve, hogy az adjungdlt involuczié kapesolt pontparjait 6ssze-
koté egyenesek polusai ' PI”'-en fekszenek: ' PP'! poldrisa az adjun -
gilt involuczionak.

89. Ha valamely kupszeleten fekvo
két involuczids pontsor polusai kapcsolt
polusok a kiipszeletre nézve, akkor a kip-
szelet pontjaihoz kapcesolt pontok a két invo-
luczids pontsorban, két involuczids hely-
zebil projektiv pontsort, vagyis eqy j invo-
luczios pontsort képeznek, mely azon invo-
luczids pontsorokhoz adjungdll involuczios
pontsor. Az ily hdrom involuczids pontsor
kozil mindegyik a mdsik kettéhoz adjungdlt, és eqyik mindig ellip~
thus a mdsik ketté hyperbolik us.

E tétel kovetkezménye a kapesolt hdromszog ama tulajdonsa-
génak, hogy «ha egy kipszeletbe irt hdromszog két oldala egy kapesolt
hdromszog két szogpontjin megy dt, akkor a harmadik oldal is a
kapesolt hdromszog harmadik szogpontjan fog dtmenni.» —

Ily héarom involuczids pontsort az dltal szerkeszthetiink a kip-
szeleten, hogy beirunk abba egy tetsz6leges A BCD négyszoget ; A,B;
G, D azelss, A, C; B, D a mésodik és A, D; B, C a harmadik invo-
luczids sor két kapesolt pontpdrja. Ha a kipszelet tetsz6leges £ pont-
Jihoz az elss, masodik és harmadik sorban E,, E,, E, pont kapesolt,
akkor ABCD, EE,E,E, négyszogek kozos dtloshdromszoggel birnak
esigy K, K,; E,, E,; E,, K, pontparak az elsé, illetve a masodik és
harmadik involucziés sorban kapesoltak. (62. dbra)

90. Ha valamely kipszeleten { vagy eqyenesen) két projektiv pont-

61. abra.
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sor van adva, akkor ason véglelen sok oly ponisor szerkeszthets,
melyeknek mindegyike gy az elsé, mint a mdsodik pontsorral invo-
luczios helyzelii; azon involuczids pontsorok pdlusai, melyek a vdl-
toz6 pontsor és az elsd, valamint a vdllozd pontsor és a mdsodi);
adott pontsor dltal meg vannak hatdrozva, két projektw pontsort
trnak le, as eredeti két projektiv pontsor valds vagy képzetes ketiGs-
pontjait dsszekold p eqyenesen fekszenek. A két projektiv pontsorhoz
adjungdlt involuczids sornak minden kapcsolt elempdrja, kettéspontja,
az egyes involuczids soroknak *

Ha az adott két projektiv pontsor elemeit A, B, C,...; 4",
B, €, .. .-nek, p egyenes tetszéleges X pontjanak projekezidjit A, B,
G, . . . pontokbdl a kipszeletre A, Bz, Cg, . . .-nek nevezzik, akkor
kimutatandé, hogy :A'A;i, ! B'B;l, 1C'C;}, ... egyenesek egymdst
p-nek egy pontjdban, pl. X'-ben metszik.

AAA'BB.B' és BB, B'CC,C’
Pascar-féle hatszogeket tekintve
AA; DB B; egymést p-nek X pontjdban metszi,

|AB|, {BA" «  p-ben metszi, tehdt
|A'Az|, | B'By) «  p-ben metszi,
tovdbbd

!B B, | C Cy «  p-nek X pontjdban metszi,
‘B'C |, 'B'C | «  p-ben metszi;
B'B;!, i C"Cy| «  p-ben metszi;

e szerint

lA'A,l, ' C'C,! is azon X' ponton megy 4t, melyben | B'B;|,
p egyenest metszi.

De hogy az X és X' pdlusok dltal p-n leirt pontsorok, mialatt.
az adottakkal involuczids helyzettt A, Bz, Cz, . .. pontsorok viltoz-
nak, két projektiv sort irnak le, onnan kovetkezik, hogy X, X' pontok
a viltoz6 A;-nek (vagy By, . . .-nek) projekezidi 4, ill. A’ pontokbél p
egyenesre.

Ha végre meggondoljuk, hogy a két adott projektiv pontsorhoz
adjungdlt involucziés pontsor pélusa egyszersmind p-nek pélusa a
kiipszeletre vonatkozdlag, a tétel utolso részének helyes volta is kony-
nyen beldthato.

* Krug: Beitrag zur Geometrie der Lage; Archiv der Math. u. Physik-
1883, LXX. Teil pag. 446, és 1884. 1. Teil pag. 293.
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Jegyzet. 1. A midén p a kapszeletet valés pontokban metszi,
tehét az adott projektiv pontsoroknak valés kettéspontjuk van, az A,
B., Cey - pontsorok kétszer ponttd fajulnak és igy az involuczits
90T pambolikus természetli lesz.

9. Ha a kupszeleten egy més A", B, C", .. .; A, B, C, . . .-vel
projektiv pontsor van, melynek kettdspontjai Osszeesnek az els§ két
projektiv pontsor kettdspontjaival, vagyis 4, B, C, ...; A", B,
(' . .. sorok ugyanazon p egyenest hatdrozzdk meg, (83. szerint) mint
az elébbiek, akkor A”, B, C" ..., a taldlt A,, B, C;...pont-
gorok mindegyikével szintén involuczits helyzeti.

91. Ha valamely kipszeletek (vagy egyenesen ) hdrom projektw
pontsor fekszik, melyek nem birnak kozos kettéspontokkal és pdron-
Lént nem involuczios helyzetiiek, akkor mindig lehet oly pontsort
taldlni, mely mind a hdarommal involuczios helyzetii.

Nevezzitk a kupszeleten fekvd
A, B C,..; AR, C,...; vala-
mint A, B, ', ...; A", B", C",...
projektiv pontsorok valés vagy képze-
tes kettéspontjain 4tmend egyenest p",
illetve p-nek; ezeknek metszépontjat
P'-nek, végre A', B', (7, ... pontsor pro-
jekezigjét P'-bl a kupszeletbe Ap, B,
Cp . . .-nek. Minthogy P’, p"’ és p-ben
fekszik, azért az el6bbi tétel szerint
Ap, By, Cp, . . . pontsor A, B, C,...-
vel p"-en fekvé P. polusra nézve, és
A", B", C", .. .sorral p'-en fekvé P" pélusra nézve, tehdt mind a
hérom felvett sorral involucziés helyzetti, és P, P pontoknak Gssze-
koté egyenese p': az A, B, C,...; A", B",C" ... projektiv pont-
soroknak kettdspontjain megy 4t.

Jegyzet. 1. Amidén a hdrom adott pontsornak egy kozos ketts-
pontja van, a velok involueziés pontsor minden pontja ezen kettés-
Pontba jut és azért az involuczidk parabolikus természettiek.

2. Ha a hdrom adott projektiv pontsor paronként involucziés
helyzetti, akkor PP'P"* kapesolt hdromszog, és a pontsorok ezen kap-
esolt hdromszog cstiespontjaibél egyméasba projiczidltatnak, tehdt nem
taldlhats uj pontsor, mely ezekkel involuczits fekvésti.

92. (Ha valamely kupszeleten (vagy egyenesen) tetszdleges hirom
Pont van adva, akkor annak minden pontjéhoz lehet még két pontot
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szerkeszteni ugy, hogy ezen pontok a hdrom adottal mint kapesolt
ponttal hdromfélekép képezzenek involucziés pontokat; e hdrom
mindig hyperbolikus involucziénak kettéspontjai egy elliptikus invo-
lucziét képeznekn. (63. dbra.)

Nevezziikk a kipszelet hirom adott pontjat A, B, C-nek, a
tetszolegesen valasztot pontot A-nek. A, B, C pontok érintsi ' B(|,
[CA|, ' AB, egyeneseket a kupszeleten kivil fekvé D, D,, D, pon-
tokban metszik, melyek (58. pont végén) p egyenesen fekszenek; p az
ABCA, teljes négyszog dtellenes oldalait D,, E\; D, E,; D,, E,
pontokban metszi és ezen pontok p-n involuecziét képeznek. E szerint .

(E\D;E,D)/N\(D,E;D,E)/N\(E;D,E\D,),

A(E\D;E,D) N\ CE,D\E\Dy),
tehdt a megfelel§ sugarak metsz6pontjai A, C pontokkal egyltt kip-
szeleten fekszenek, melynek a felvett kapszelettel 4, B, C, 4, pontja
és A pont érint8je kozos ; ennélfogva
|AE,}, |CE|
egyenesek egymdst a felvett kupszelet C, pontjdban metszik.
p-n fekvd involucziés hat pont tovdbba :

A(E,D,E,Dy) NB(E,D, E,D,)

relaczidkat szolgiltatja; A, B pontok és a megfelels sugarpdrak
metszdpontjai e szerint kipszeleten fekszenek, mely a felvettel szin-
tén azonos, mivel mindkét kapszelet A, B, C, A, pontokon megy 4t
és B-ben kozos érint6vel bir, tehdt
|AE, |, | BE;:

sugarak egymést a felvett kapszeletnek | AE,|-n fekvé C; pontjdban
metszik.

A mint most kimutattuk, hogy | AE,|, | BE,|, | CE,| sugarak
a kipszelet C| pontjdn mennek &4t, hasonlokép bebizonyithatd, hogy
|AE;,, 'BE,| |CE,' egymést a kipszelet B, pontjdban metszik
és mert ebbdl folydlag:

AA,|, | BB}, | CC,| sugarak E; ponton
i ACI |’ i BA] |’ i CBI | « E‘2 «
ABl :’1 1 BCI !’ | CA1 l a E3 «

mennek 4t: A,, B,, C, pontok az A, B, C-nek hdromféle involu-
cziéban kapesolt pontjai.

és igy
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Ha meggondoljuk, hogy E,, E,, E; pontok, mint az involuezidk
slusai a kupszeleten mindig kivil fekvé p egyenesen vannak, ldthaté,
ooy 8zon involuezidk hyperbolikus természetiiek és kettéspontjai oly
elliptikus involucziét képeznek, melynek pélusa egyszersmind p-nek
slusa a kupszeletre vonatkozélag.
DD, D;E\E,E; pontok p-n szintén hdromfélekép képeznek
involuczidt, mert e pontok ABCA;, ABCB ABCC, teljes négyszo-
ok dtellenes oldalainak metszépontjai p-vel. Lathaté tovdbbd még,
hogy 4, B, C pontok ép ugy figgnek A4;, By, C; pontoktdl, mint ezek
amazoktél vagyis, hogy A,B,C; hiromszég szégpontjainak érintsi
az dtellenes oldalakat, p egyenes pontjaiban metszik, mert pl.
AB,C,CA A, Pascar-féle hatszog | AB,|, | CA,|; | CCy|, | A4,] 4t-

63. abra.

ellenes oldalainak kozos Ej, E; pontjai p-n fekszenek, mely p egye-
nes e végbdl | B,C,|-nek és A, érintéjének metszépontjat is tartal-
mazza.

93. Ha valamely kipszeleten, vagy egyenesen két elliptikus ter-
mészetii involueziés pontsor van adva, akkor kénnyen megitélhets,
hogy a sornak két tetszéleges eleme a kozos kapesolt elempdr dltal el
van-e vélasztva, vagy nines elvdlasztva (64. dbra).

Legyen e végbtl a kipszeleten fekvé két pont A, B; a két invo-
luezids pontsor meghatdrozdsdra szolgdlé kapesolt elempdr A, 4,;
B, By, illetve 4, A,; B, B,.

AA,|, |BB,| metsz8pontjat P;-nek,

AAQ 1 ’ J BBQ ] « PQ-nek,

| AlBQ ‘ ’ i AQBI ! « Prnek,
2 kozds elempart vagyis | PP,P,|-nek e feltételek mellett mindig vals
metsz8pontjdt a kiipszelettel M, N-nek nevezvén, AA,B,BB,A, Pas-

Klug : A projektiv geometria elemei. 8
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car-féle hatszogb6l kovetkezik, hogy A,, By; By, 4s; M, N, kapesolt,
pontpdrjai egy involuczits pontsornak, melynek pélusa P. A szerint,
a mint ezen P pont a kipszeletey,
kivil van, belil fekszik, tehdt ezep
involueziés pontsor hyperbolikug

. X\“ ~ vagy elliptikus: A, B pontok nin-
NG AN TR csenek elvélasztva M, N éltal, vagy
N N pedig el vannak vélasztva. Ez még

\\ ; NN 2\ igy is kifejezhet6 : «ha két ellipti-
kus természetl involuczi6s pontsor-
~_ ANYAR ban A elemhezkapesolt 4,, A,; B

elemhez B,, ..,, és a kozos elem-
N\ par M, N, akkor A,, B,; B,, A, és
~ A B; M, N pontparak egyidejii-
leg vannak elvdlasztva vagy ninese-

nek elvdlasztva egymdstoln.

64. abra.

13. 8. Kiipszeletek szerkesztése valés és képzetes elemekbdl.

94. A Pascar-féle hatszog azon tulajdonsdga folytén, hogy szog-
pontjai kipszeleten fekszenek, eszkozt szolgdltat arra, hogy 6t adott
ponton dtmend kapszeletnek Gj pontjait szerkeszthessik ; mert mind-
azon Pascar-féle hatszognek hatodik szogpontja, melynek szog-
pontja az adott 6t pont: ezen 6t ponton dtmend és ezek dltal egyféle-
kép meghatdrozott kipszeleten fekszik.

Ugyanez mondhatd a recziproczitds elve szerint az ot érintd
altal meghatdrozott kapszeletrdl is, t. i. hogy mindazon BRIANCHON-
féle hatoldalak hatodik oldalai, melyek 6t kozos oldallal birnak, az
ot kozos oldal, mint érint8, altal egyfélekép meghatdrozott kupszelet-
nek érintéi.

De a Pascar-féle hatszog és a BriancHON-féle hatoldal, mint az
el6bbi tdrgyaldsok folyamén ldttuk, elfajulbat 6t-, négy-, és hdrom-
sz6ggé, illetve ot-, négy-, és hdromoldalld ; a hidnyz6 és véltozd hato-
dik szogpontok és oldalak az 6t adott dltal olyképen vannak meg-
hatérozva, hogy azok egy kiipszeletnek pontjai, illetve érintsi lesznek.

E szerint magdra a Pascar- és Briancron-féle hatszog és hat-
oldalra alapitva, kovetkezd feladatokat oldhatunk meg:

Egy kapszelet Gj pontjainak és érintéinek szerkesztése, ha adva
van a kupszeletnek
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a) 0t pontja, . | a,) 6t érintéje,

p ) négy pontja és azok egyiké- b. ) négy érintéje és azok egyi-
nek érintdje, kének érintépontja,

¢) hdrom pontja és ezek kozil ¢, ) hdrom érintéje és kettének
kettonek érintdje. } érintépontja.

a ) Az adott 6t pontot A,B,C, D, E-nek nevezvén (65. dbra) | AB

DE -nek kozos P, pontjin 4t tetsz8leges p egyenest huzunk, mely

BC|, és |CD-t, Py, illetve P; pontokban metszi; EP,  AP;,

egyeneseknek metszépontja a kapszeletnek @) I pontja lesz. — Ha

p-t P, korul forgatjuk, F-nek j helyzetét, tehdt a kupszeletnek qj

pontjait fogjuk taldlni, melyeket ép Gigy mint az adottakat, mds pon-
tok szerkesztésére hasznédlhatjuk.

A szerkesztésbdl lathatd, hogyan lehetett volna az adott pontok
egyikén, pl. E-n dtmend tetszéleges g egyenesnek mdsodik metszo-
pontjét a kapszelettel szerkeszteni.

AB/|, | DE |-nek P, metsz6pontjat 0sszekotjiik | BC| és g met-
szépontjdval Py-vel, és | P P)|=p egyenesnek | CD|-n fekvé P, pont-
jat A-bol g-re projiczidljuk, mely pro-
jekezié g-nek mdsodik metszépontja
a kapszelettel.

Ha a kiapszelet egyik pontjdnak,
pl. E-nek érint6jét akarjuk szerkesz-
teni, egy elfajult Pascar-féle hatszoget
kell képzelni, melynek két szomszéd
szogpontja FE-ben van; e két szom-
széd szogponton dtmend egyenes:
pont érintdje. E végbél | AB|, ! DE -
nek P, metszépontjdt Osszekotjiik

AE|, | CD|-nek P, metszépontjdval | P,P;| — p egyenes dltal; Epont
érintéje dtmegy | BC| és p kozos pontjdn, —

b) Hasonlé eljardst kovetiink, ha a kapszeletnek A, C, D, E
pontja, és A-ban az érinté ¢ van adva, csak (-t, A és az A-val egye-
sult B pont 6sszekotd egyenesének kell tekinteniink.

] ¢) Amidén a kapszelet A, C, E pontja és A, E pontoknak a, e érin-
. t6je van adva (66. dbra), az elfajult hatszognek B szogpontjdt A-ban,
D Szfigpontjét E-ben fekvének képzeljuk. E szerint a, e kozos P,
Pontjén dtmend tetszéleges p egyenes { BC |-t Py-ben, | CDi-t Ps-ban
metszi; | AP, |, | EP, sugarak a kapszeletnek @j F pontjén mennek

*
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at. ( és barmely mds pont érint6jét azon korulménybél szerkesatjiik,
hogy «a kiipszeletbe irt hdromszog szogpontjainak érint6i az dtelle.
nes oldalakat egyenesen fekvé pontokban metsziks, tehdt | AC! és ¢,
valamint | EC'! és a metsz6pontjain 4tmené g egyenes | AE|-t, C pont
érintéjének, c-nek, egyik pontjdban metszi.

;) Ugyanigy lehet az a, b, ¢, d, ¢ érintékkel adott kupszelet gj
érint6jét és azok érintépontjdt is szerkeszteni. (a, b), (d, €) pontok Gssze-
kot egyenesének | (a, b), (d, €) | =p,nek tetszbleges P pontjit (b, c) és
(¢, d) pontokbdl eilletve a-ra pro-
jiczidljuk, e projekezié Ossze-
kots egyenese az ] f érint6, — ¢
érintének K érintépontjit meg-
kapjuk, ha p, és i (ae), (cd) ' egye-
neseknek metszépontjit (b, c)
pontbdl e-re projiczidljuk.

¢,) Ha a, ¢, e valamely
kapszeletnek érintsje, A, K pon-
tok a, e-nek érintépontjai, akkor
az | AE| egyenesen viltozd pon-
tokat (a, c) és (c, e) pontokbdl e, illetve a-ra projiczidljuk, a megfelels
projekezidk Osszekot egyenesei, a kapszeletnek 6] érint6i. c-nek érinté-
pontjat C-t megkapjuk, ha (a, ¢) és E, valamint (c, €) és A pontok 6sz-
szekotd egyeneseinek metsz6pontjat G-t, (a, €)-b6l c-re projiczidljuk.

Az A, E, C érintépontot, azok a, e, ¢ érint6ibsl 4116 hdromsziget,
G pontot, és azon g egyenest tekintve, melyben | AE|, | EC|, |CA]
oldalak ¢, a, e érint6ket metszik, — azt latjuk : hogy g egyenes  pont-
nak harmonikus poldrisa mindkét haromszoget és a szerkesztett kip-
szeletet illetéleg (50.).

95. A kipszelet nemesak valds, hanem képzetes pontok 4ltal
is lehet megadva. Hogy képzetes elemek 4ltal adott kapszeletet szer-
keszthessiink, tudnunk kell mit értink azalatt, hogy «egy kupszelet
képzetes pontokon megy at vagy képzetes egyeneseket érint.»

Tanultuk, hogy egy kupszelet, minden sikjdban fekvé p egyene-
sen involucziés pontsort indukél, melynek kapesolt pontpdrjai, kap-
csolt polusok a kipszeletre vonatkozdlag ; tov4bbd, hogy p egyenesen
fekv kapesolt polusok projekezidi a kipszelet tetszéleges pontjabdl a
kapszeletre, a kipszeleten involuezids pontsort képeznek, melynek po-
larisa p egyenes; végre hogy a kiipszelet 4tmegy p egyenesen, a kapesolt
p6lusokbdl 4116 involuezids sornak valds kettéspontjain, valamint hogy

66. abra.
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eovenes dtmegy a kupszeleten fekvs involuczids sornak valés kettos-

p

«Ha valamely egyenesen egy
elliptikus természetli involuczids
pontsor fekszik és ennek kapesolt
pontpa’brjai, kapesolt polusok egy
kipszeletre vonatkozolag, akkor
a kupszeletrdl azt mondjuk, hogy
gtmegy az involuczids pontsor
képzetes kett6spontjain,

ontjain. Ebbél folydlag a kovetkezd értelmezést adjuk:

Ha egy elliptikus természetii
involueczits sugdrsort kapesolt su-
garai, kapesolt polarisok egy kap-
szeletre vonatkozodlag, akkor a
kapszeletr8]l azt mondjuk, hogy
az, az involuczids sugdrsor kép-
zetes kettssugarait érinti,

mert ez a valos kettéselemekkel bird, tehdt hyperbolikus természeti,
involueziés soroknal is bekovetkezik.»
Az el6bbi pont ¢), ¢, ) feladatait e szerint igy fogalmazhatjuk.

«Advavan C és P pont, p egye-
nes és p-n fekvd involuczids pont-
sor ; szerkesszitk meg azon C pon-
ton dtmend kupszeletet, melyre
veonatkozdlag P pontnak poldrisa
p. és p-n fekvs involuezids pont-
sor kapesolt pontpdrjai, kapesolt

«Advavanc és pegyenes, Ppont,
és P dtmend involuczids sugdr-
sor, szerkesztessék azon kapsze-

| let, melyre vonatkozélag Psugdr-

sor kapesolt sugarai, kapesolt po-
lérisok, P-nek poldrisa p, és mely
c-t érintin.

polusokn.

Nevezziik azon pontot, mely P és p-t, C-t6] harmonikusan elvé-
A-nak, | CP! és p metsz6pontjat F-nek, p tetszéleges kapesolt
pontpdrjt E, E\-nek | AE|, | CE,|, és | AE,|, | CE| metsz8pontjdt B,
illetve D-nek (53. és 54. dbra).
BD| egyenes P ponton megy 4t és B, D pontok P, p-t harmo-
-nikusan vélasztjdk el, mert ABCD teljes négyoldal &tlsi: | BD|,
'AC] és p egyenesek. Mialatt E, E, kapesolt pontpér az involuczibs
Pontsoron végig halad | AE|, | CE, | sugarak, A és C koril projektiv
sfugérsorokat irnak le, melynek képzédménye kapszelet. E kupszelet
dtmegy A, C ésavéltozé B, D pontokon; érinti A, C-ben | FA |, ill.
FC| egyeneseket ; erre vonatkozélag P-nek polarisa p, és a valtozé
ABCD négyoldal kivetkeztében, p-n fekvé kapesolt pontok kapesolt
polusok,
Ha C pont helyett ¢ érints lett volna adva, akkor vagy a duali-
San megfelels eljdrdst kovetjilk, vagy a szerkesztést visszavezetjilk az
el6bbire akkép, hogy ¢, p metsz.Sontjan dtmené | PF| sugdrhoz kap-
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csolt | PF | sugarat felkeresslik, mely c'érintét, annak C érinté pontj4-
ban metszi. € pont, mint a kapszelet egy pontja, P, p mint polus és
poldris, és P involucziés sugdrsor dltal p-n kimetszett involuczids
pontsor, mint elébb meghatdrozza a kipszeletet. A szerkesztések fiig-
getlenek attol, hogy p-n fekvé vagy P-n dtmend involuczids sorok
hyperbolikus vagy elliptikus természettiek-e.

Jegyzet. Ha fonnebbi szerkesztésnél p a sik végtelen tdvol
fekvé egyenese ¢_, a rajta fekvé involuezids pontsor pedig egy
czirkuldris involueziés sugdrsor dltal van rajta kimetszve, akkor a
kapszelet — kor lesz. Azon A pont ugyanis, mely Pés C dltal har-
monikusan van elvdlasztva, P-t6l ép oly tdvolsdgra van, mint
C pont; az A, C pontokon dtmend és egymdsra merbleges egye-
nesek, melyek tehdt g_-en fekvd involucziés pontsornak kapesolt
pontpdrjain dtmennek, egymdst oly koron metszik, a melynek kozép-
pontja P, — A kor e szerint kozéppontja, és egy pontja, vagy érintdje
altal meg van hatdrozva.

96. Vegyiik most a 94-dik pont a) és a,) feladatdt, de mond-
juk, hogy az 0t adott pont vagy érinté kozil, két pont, illetve két
érinté, mint egy involuczids sornak két kettéspontja van adva. A fel-
adat e szerint igy sz0l: «Szerkessztink hdrom adott

ponton A, B, C-n dtmend kapsze- | egyenest a, b, c-t érintd kipszele-
letet, melyre vonatkozdlag adott | tet, melyre vonatkozdlag adott
p egyenesen fekvé involucziés | P ponton 4tmené involuezids su-
pontsor kapesolt pontpdrjai, kap- | gdrpdrak kapesolt poldrisok, ha
csolt pélusok, ha A, B, C pontok | P nem fekszik, a, b, ¢ egyene-
p-n kivil fekszenek». sekenn».

Nevezziik (67. 4bra) | BA |, | CB ! egyenesek metsz&pontjait p-vel,
Z,illetve X-nek; e pontokhoz kapcsolt pontokat az involucziés sorban
7y, Xi;-nek; [AZ,!, |CX,| metszépontjdt D-nek. Ha p-nek Osszes
pontjait B-vel, és ezekhez kapesolt pontokat D-vel sugarak dltal ossze-
kotjik, akkor a két sugdrsor képz6dménye oly kupszelet lesz, mely
dtmegy A, B, C, D pontokon és melyre vonatkozdlag p-n fekvd kap-
csolt pontok, kapesolt pélusok (78. és 95.). — A szerkesztés fiiggetlen
attol, hogy az involueziés sor hyperbolikus vagy elliptikus-e, teh4t
hogy annak kett6spontjai valésak-e vagy képzetesek. —

E szerkesztésnél B pontnak kiilonds szerep jutott A, € pontok
mellett, de kimutathaté, hogy ugyanazon kupszeletet taldljuk, ha
A-t vagy C-t a szerkesztésnél B-vel foleseréljik.
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| DX|, | BX, | metszépontjét,
mint a szerkesztett kapszeletnek
egy pontjét E-nek nevezvén lat-
hato, hogy | AE|, | AC| egyenesek
p-t az adott involucziés pontsor két

* kapesolt pontjdban Y, Y-ban met-
gzik, mert EDCB négy oldalnak hat
gzogpontja: E,C; D, B; X, X, invo-
lueziét képezd sugdrpdrakkal proji-
czidltatik A-bol. Ebbdl kovetkeszik,
hogy E, C pontokat az involucziés
gor kapesolt pontjaival Gsszekotd
egyenesek egymést ugyanazon az A, B, C, D, E pontokon dtmend
kupszeleten metszik, mint az el6bbi kapszelet.

Ugyan igy kimutathatd, ha | DZ|, |BZ, | metsz8pontja F: hogy
azon sugdrpdrak, melyek A, F pontokat az adott involueziés pontsor
kapesolt pontjaival 6sszekotik, egymdst a taldlt kipszeleten metszik.

Jegyzet. Ha p a sik végtelen tdvol fekvé g_ egyenese, és a rajta
fekvé involueziés pontsor egy cirkuldris involuczidés sugdrsor dltal
van kimetszve, akkor AD L AB, CD L BC, és a B, D pontokon dtfek-
tetett egymédsra merbleges egyenesek g_-t azon involuezié kapesolt
pontjaiban metszik. De két ponton dtmend és egymdsra merbleges
egyenesek metsz8pontjai korén fekszenek, tehdt a hdrom ponton
dtmend Lor szerkesztése, speczidlis esetét képezi a tdrgyalinak.

97. Az a) és q,) feladatndl azonban két pér elem is lehet kép-
zetes, és igy, mint egy-egy involucziés sor kettéspontja éltal adva.
A feladat akkor igy sz6l:

«Fektessiink A ponton 4t kip- -«Szerkessziink a egyenest érinté
szeletet, melyre vonatkozdlag p | kipszeletet, melyre vonatkozdlag
és q egyeneseken fekvé involu- | P és () kozépponttal biré involu-
czibs pontsorok kapesolt pontpér- | czibs sugdrsorok kapesolt sugarai
Jai, kapesolt pélusok». kapesolt poldrisok».

Tételezziik fel, hogy az involucziés sorok koziil legaldbb egyik
elliptikus, mert ha mindketté hyperbolikus természetii volna, Ggy a két
par valds kettéspont és az adott pont vagy érintd szerkesztése
utdn a feladat az a) illetve a,) feladatra lenne visszavezetve.
Azon két involuezids sugdrsor, mely p és g-n fekvé involuczids pont-
sorokat A-bol projiczidlja, ekkor szitkségkép (35) kozos kapesolt sugdr-
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pérral b, c-vel bir, mely p, g tartk R metszépontjdhoz kapesolt pon-
toknak 0sszekoté egyenesét, r-et, B, C pontokban metszi. A szerkesz-
tend6 kupszelet ezek utdn képzédménye lesz azon két projektiv sugdr-
sornak, melyek kozil egyik p tartonak Osszes pontjait B-bél, a mésik
az ezekhez kapesolt pontokat C-bél projiczidlja.

A kupszelet ugyanis dtmegy A-n mert: BA;, | CA|sugarak p-t

kapesolt pontpdrban metszik, tovabba BC /=1 egyenes polusa, R; mert
p, | BC' egyenesek kapesolt poldrisok és R

i

/st {p, r) pontok kapcsolt polusok azon kupszeletre

/ b vonatkozélag. De | BA |, | CA|; és | BR/, |CB!

\ . sugarak ¢-t is a ¢g-n fekvé involueziés pontsor

/Y kapcsolt pontjaiban metszik, mely metszépon-

/A tok egyszersmind kapesolt polusok a szerkesztett

7 V7 # kupszeletre vonatkozdlag, tehdt ¢g-n fekvé oOsz-

4 ' szes kapesolt pontparak kapesolt pélusok lesz-
68. dbra. nek azon kupszeletet illetéleg.

A jobb oldalon 4116 feladat hasonlékép
lesz megoldva. a érintén P, () involuczids sugdrsorok involuczids
pontsorokat metszenek ki, melyeknek (ha legaldbb egyik sugdrsor
elliptikus) B, C-ben kozos kapesolt pontparjuk van ; ezek | PQ|=r-hez
mindkét adott sugdrsorban kapesolt sugarak R metsz6pontjdbol
RB|=b, | RC|=c sugarakkal projiczidltatnak. Azon kupszelet, mely
a, b,c-t érinti és melyre vonatkozolag P, ) involuczids sugdrsor egyiké-
nek kapcsolt sugarai kapesolt polérisok : a kivant ktapszelet.

98. A kuapszeletet azonban mds adatok is egyfélekép hatdroz-
zék meg, mint a kovetkez6 feladatokbdl lathato.

Szerkesztend§ kapszelet, melyre vonatkozélag :

«) egy Ppontnak poldrisa p egyenes, és mely A, B, C pontokon
dtmegy, vagy @, b, ¢ egyeneseket érinti,

/) P, Q pontoknak poldrisai p, ¢ egyenesek, és mely A ponton
dtmegy, vagy a egyenest érinti.

%) POR hdromszdg polérhdromszog, és A, R pontokon dtmegy,
vagy a, b egyeneseket érinti.

Megoldds. &) Ha D, E, F pontok A, B, G-t P, p-tél harmo-
nikusan elvdlasztjdk, akkor ezek az adott pontokkal meghatd-
rozzdk az o) alatt keresett kupszeletet. De hogy A, B, C, D, E, F
pontok tényleg kupszeleteken fekszenek onnan kovetkezik, hogy
ABCDEF Psscav-féle hatszog. Nevezzik ugyanis | AP|, | BP|, | CP)|
sugarak metsz6pontjdt p-vel A,, B,, C,;-nek, akkor
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(ADPA)=(BEPB,)=(CFPC)=—1;
tehdt
|AB!, |ED|; |BC|, | FE
egymdst p-ben metszik, és mert
(ADPA,)=(FCPC)=—1,

|AF[, (DG

azért

is egymdst p-ben metszi. —

/) Ha a kapszelet A pontja vagy a érintéje és P, p; (, g pblus
és poldrisa van adva, akkor p, q poldrisok | PQ | egyenest P,, (J; pon-
tokban metszik, és P, Q pontok (p, ¢) pontbdl p,, g, sugarakkal proji-
czidltatnak. Azon kupszelet, melyre vonatkozélag P, P,; Q, (; pontok
kapesolt polusok, és ' PQ'-nak pélusa (p, ¢), vagy a mi ugyanaz,
P, Pi; 4> ¢, sugarak kapesolt poldrisok és (p, g)-nak polédrisa | PQ ' :
(95. szerint) teljesen meg van hatdrozva és szerkeszthets. E szerint
a pblus és poldris egylittvéve annyi adatnak felel meg, mint két pont,
vagy két érints.

7) Szerkesztiink két négyszoget, melyeknek 4tlos haromszoge
PQOR, és melyek elsejének egyik szogpontja A, a mdsodiknak egyik
szogpontja B; azon kipszelet, mely az elsd négyszognek négyszog-
pontjdn és B-n 4tmegy, a médsodik négyszégnek mind a négy szégpont-
jat tartalmazza.

Ebbél 1dthatd, hogy ha két négyszégnek ugyanazon dtléshdrom-
szoge van, akkor annak nyolez szégpontja kipszeleten fekszik; ha-
sonlokép két négyoldalnak nyolez oldala egy kipszeletnek érintdje,
ha azok kozos dtléshdromszoggel birnak.

E tulajdonsdgdbdl a négyszogek és négyoldalaknak kovetkezik :

Két ugyanazon négyoldalba irt
kvpszeletnek nyolcz érintdpontja
az oldalakkal, v kupszeleten fek-
szik, mert (72.) a négyoldal és a
két kipszelet érintdpontjai dltal
meghatdrozott két négyszog, kozos
atléshdromszoggel bir.

Egy négyszog koril irt két kup-
szelet négy pdr érintdje a négy-
sz0g szogpontjaiban, eqy uj kup-
szeletnek érintdje, mert azon négy-
oldalak, melyek ugyanazon kup-
szelethez tartozdé négy érintébél
képeztetnek, a négyszoggel egyiitt
kozos 4tlésharomszoggel birnak.

Magdhol a szerkesztéshdl kovetkezik még, hogy egy polarhdrom-
8z0g annyi adatnak felel meg, mint hdrom pont, vagy hdrom érinté.
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99. Vegyink fel A, B, C, D, Oly kuapszelet szerkesztends,
P, P’ pontokat és szerkessziink | mely négy egyenest érint és
kapszeletet, mely az els6 négy | melyre vonatkozdlag két tetszé-
ponton dtmegy, és melyre vonat- | leges egyenes kapesolt poldris.
kozélag P, P’ pontok kapesolt pé-
lusok.

Ha azon pontot, mely A, B, C, D négyszog étellenes oldalait
P-t6] harmonikusan elvdlasztja (53) (Q-nak nevezzilk, akkor a kere-
set kipszelet az lesz, mely A, B, C pontokon dtmegy és melyre vonat-
kozélag P pont poldrisa | P’Q | egyenes.

Hogy ezt bebizonyitsuk, nevezziik azon pontokat (69. 4bra), me-
lyek A,B, C-t81 P pont és [P’ () egyenes ltal harmonikusan vannak el-

valasztva A', B', C'-nek. | AB |, A'B'},
valamint | AB/|, |CD| egyenespdrak
P, O-t6] harmonikusan vannak elva-
lasztva, ezért | A'B’| és | CD | metsz6-
pontja M, — ! I-Q| egyenesen fekszik ;
hasonlékép  AC|, |A'C’, valamint
|AC|, | BD| egyenespsarak, P, (Q-t6l
harmonikusan vannak elvilasztva,
ezért | A'C'| és | BD: metsz6pontja NN,
— i PQ | egyenesen fekszik. Minthogy
69. 4bra. tovabbd C"A’' B’ BDC hatszig dtellenes
oldalpdrjai :
{C’'A'|, 'BD|; [A'B'|, {DC| és !B'B|, |C'C]|
egymést | PQ | egyenes M, N, Ppontjiban metszik: C'A'B'BDC Pascav-
féle hatszog ; tehdt D pontrajta fekszik a C', A’, B', B, C pontokon dt-
mend kiipszeleten, mely mint konnyen ldthatd, A pontot is tartalmazza.

14. 8. Kupszeletek szerkesztése oly adatokbdl, melyek azt
tobbfélekép hatdrozzdk meg.

100. Mindazon adatok, melyekbél az el5bbi fejezetben kapszele-
tet szerkesztettiink, csak egyfélekép hatdroztdk meg a kapszeletet,
vagyis csak egy kapszeletet lehetett szerkeszteni, mely az adott kove-
telményeknek megfelelt. Lehet azonban oly adatokat is vdlasztanunk,
melyek egynél tobb — de nem végtelen sok — kuapszeletet hatdroz-
nak meg.
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Hogy az erre vonatkozé szerkesztéseket megmutassuk, elére kell
boesdtanunk a kovetkezdket.

Négy pont A, B, C, D, mint tudjuk, nem hatdrozza meg a kup-
szeletet egyfélekép, mert a sik tetszéleges pontjdn és ezen négy pon-
ton mindig lehet kupszeletet dtfektetni, mely azonban azon esetben,
a midén az 6todik pont a négy pont osszekotd egyenesének egyikén,
pl. | AB|-n fekszik, elfajul i AB/|, | CD| egyenespdrrd. A négy ponton
4tmend kupszeletek tehdt a négy pont sikjdt teljesen betdltik. Mind-
ezen kupszeletek, melyek négy ponton dtmennek, nevezetes tulajdon-
sggal birnak, mely kovetkez6 DEsarcuEs-t0] eredd tétellel fejezhetd ki:

Négy ponton dimend dsszes
Iiipszelet a sik tetszéleges egye-
nesét eqy involuczids pontsor kap-
csolt pontpdrjaiban metszik; a
négy ponton dimend egyenespd-
rak metszépontjai uz egyenessel,
az inwoluczids sornak kapcsolt
pontjai.

Azon érintépdrak, melyek egy
négyoldalba irhatd dsszes kup-
szelethez eqy tetszdleges pontbol
vonhatok : involuczids sugdrsort
képeznek ; a négy oldal dtellenes
szogpontjait projiczidlé sugdr-
pdrak, kapcsolt sugarai az invo-
luczids sornak.

Nevezzik ABCD négyszog
|ABl, |CD'; |BC|, | AD| 4tellenes
oldalainak és egy a négyszog szog-
pontjain dtmend tetszbleges kupsze-
letnek metszépontjait ¢ egyenessel E,
E; F, F; X, X,-nek, és vegyuk te-

kintetbe, hogy 70. &bra.

AXX,BD)AC(XX,BD).
Az elsé négy és méasodik négy sugdrnak metszését képezve g-vel:

(XX,EF)\(XX,FE)),
€8

(XX, EF)NX,XE,F),

a mib6l mér kovetkezik, hogy X, X kapesolt pontpérja azon involu-
czids sornak, melynek kapesolt pontpirjai E, E,; F, F,. Ugyanigy
bizonyittatik be a jobb oldalon 4116 tétel is.

101. A tétel bizonyitdsdndl foltételeztik, hogy A, B, C, D pon-
tok valgsak, de a tétel akkor is igaz, ha a négy pont kozul ketts, egy
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elliptikus természetli involueziés pontsornak képzetes kettéspontja, a

midén a tétel igy fejezhetd ki:

Mindazon kupszeletek, melyek
két ponton dtmennek és melyre
vonatkozolag egy adott involu-
czids pontsor kapcsolt pontpdrjai
kapcsolt pélusok, tetszdleges eqye-
nest involuczids pontsor szerint
melszenek ; ezen involucziés sor-
nak egyik kapcsolt pontpdria
az adott ket pont 6sszekitd egye-
nesének és az involuczids sor tar-
tojdnak metszépontja az egye-

Ha mindazon kipszeletekhez,
melyek két eqyenest érintenek és
melyre vonatkozdlag egy adott
wnwvoluczids sugdrsornak kapesolt
sugarai kapcesolt poldrisok, tet-
szdleges pontbdl érintdket hizunk,
ugy ezen érinték involuczids su-
gdrsort képeznek, melynek eqyik
kapcsolt sugdrpdrja a két érintd
metszpontjdl és az adott sornak
kozéppontjdt projiczidlja.

nessel.

Nevezziik a két adott pontot A, B-nek, az involueziés pontsor
tartjat {-nek, a kuapszeleteket metszd egyenest g-nek; (g, {) metszd-
pontjét »-nak (71. dbra).

Ha A, B-n és g-nek tetsz6leges X pontjdn dt kapszeletet, k-t
fektetiink, melyre vonatkozdlag {-n fekvé involueziés pontsor kapesolt
pontpérjai, kapesolt pélusok, akkor & és g-nek masodik metszépont-
jat X'-et kovetkezbképen taldljuk meg:

| AX| és t metszépontja &, ennek kapesolt pontja ¢-n, a,

BXi «t « B« « « tn, B
g et Y, ¢ « « t-m, yy,
ha végre | Aa,| « |Bf;| Y, akkor | Yy,|, g egyenest X'

pontban metszi, mert & kupszelet képzédménye azon két projektiv
sugdrsornak, mely az adott involucziés pontsor kapcsolt elemeit X,
Y-bél projiezidlja (96). Ugyane k kipszeleten fekszik ezért | Xy, | és| Yy |
egyeneseknek metsz6pontja Y’ is, és mert | X'Y' |, szintigy mint
| XY, t-nek k-ra vonatkoz6 péluséin megy 4t, a mint az k kapszeletbe
irt XX'YY' négyszogbél lathaté : k kupszelet egyszersmind képzéd-
ménye azon két projektiv sugdrsornak, melynek megfelel sugarai {-n
fekvé involuezids pontsor kapesolt pontpdrjait X', Y'-b6l prgjiczidljdk.

k kapszelet X, X' metszépontjai g-vel, oly Gsszefuggésben dlla-
nak Y, Y’ pontokkal, hogy X, X' pontok Y’, Y-nak projekeziéi g és ¢
metszépontjdhoz, y-hoz, kapesolt y, pontbél g-re; maguk az Y, Y’
pontok pedig y-val egyutt egyenesen fekszenek.
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Y, Y' pontokrdl kimutathatd, hogy ezek, mialatt X és igy egy-
szersmind X' pont g-n vdltozik, y, ponton 4tmend s kipszeletet
irnak le, 2 mibsl mdr kovetkezni fog, tekintettel arra, hogy 'YY’
egyenes az éllandé y ponton megy dt, liogy Y, Y’ pontpdrak x-n, és
igy ezeknek projekezibi y,-bél g-re, vagyis X, X' pontpdrak g egyene-
gen, involucziés pontsort képeznek.

Ha ugyanis X pont g-n tova halad, | Aa! és | B3| sugarak, me-
lyek X-ben taldlkoznak, két projektiv sugérsort, és igy | Aa, ! és | B3, |
sugarak szintén két projektiv sugdrsort irnak le ; ez ut6bbisorok meg-
feleld sugarainak metszépontjai pedig az Y pontok.

71. abra.

A midén X, y-ba keril, a hozzd tartozé Y, — y, lesz; tehat y,
rajta fekszik azon projektiv sorok képz6dményén, vagyis » kupszele-
ten, melylyel azon 4llitdsunk, hogy X, X' pontok, mint a véltozé k
kipszeletnek metszdpontjai g-vel, involuezids pontsort képeznek, —
be van bizonyitva.

A midén X pont f egyenes ¥ pontjdba jut, &k kapszelet elfajul
ezen t és | AB| egyenessé, tehdt e két egyenesnek Xj, X| metszd-
pontja g-vel szintén egy kapesolt pontpdrjalesz az involucziés sornak.

Jegyzet. 1) Ha g egyenes | AB! és t metsz6pontjdhoz 0-hoz kap-
csolt d, ponton megy dt, x kipszelet két egyenessé fajul, mert | Aa, |
és | B3, | sugarak 4ltal leirt sugdrsorok perspektiv helyzetiiek lesznek ;
ezen egyenesek koziil az egyik | AB|, a mdsik pedig dtmegy o, pon-
ton. Minden X ponthoz tartozik egy médsodik metszépont X', és
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ehhez egy Y’ pont; Y és Y’ pontoknak projekeziéi 0-bol g-re: X’
illetve X.

X és Y pontok g, illetve »-dn projektiv pontsorokat irnak le, és
mert Y-nak projekezidja 0-bél g-re X', tehdt X és X' pontsor is projek-
tiv. De ezek azonkivil involueczids helyzetli, mert X-nek megfelel a
mdsodik sorban X' és X'-nek megfelel a mésodik sorban (Y’ kozveti-
tésével) X pont.

2.) x kapszelet metsz6pontjai g-vel szintén kapesolt pontjai az
X, X' pontpdrak dltal leirt involuezids sornak, és elére megszerkeszt-
het6k, mint azon két involueziés pontsor kozds kapesolt pontpdrjai
Xe, X3, mely involuezids sorok projekezidi az adottnak A és B pon-
tokbdl g egyenesre.

Ha ABOJ,y, teljes négyszog | Ay, |, | Ad,|, | By, |, | B, |, | AB|,
10,7, | oldalai g-t: A,, As, By, Bs, X{, X; pontokban metszik, akkor
X,, Xs kozos kapesolt pontpdrja azon involueziés soroknak, melynek
kapesolt elempdrjai: Xi, As; X,, 4,, és Xi, By; X;, B,. Az X3, X3
pontok tekintettel 93.-ra, Xj, Xi-t6l, akkor lesznek elvdlasztva, ha
A,, Bs és A;, B, pontpérok el vannak vdlasztva egyméstol.

102. Hétra volna még azon eset megvizsgdldsa, melynél mind a
négy pont képzetes és mint két egyenesen fekvs involuecziés pontsor
kettéspontja van adva. A tétel, melyet ezen esetre nézve is bebizonyi-
tunk, kovetkez6kép fejezhetd ki :

Mindazon kupszeletek, me- Ha egy pontbdl mindazon kip-

lyekre vonatkozdlag, két eqyene-
sen fekvo. két involuczios pontsor
kapcsolt pontpdrjai, kapcsolt po-
lusok, egy letszdleges egyenest
nvoluczios pontsor szerint met-
szenek ; a két involucziés pontsor
tartojdnak metszépontjai a fel-
vett eqgyenessel: kapcsolt pont-
pdrja az involuczids pontsornak.

szeletekhez, melyekre vonatkozo-
lag két adott involuczids sugdrsor
kapcsolt sugarai, kapcsolt pold-
risok, érintékel hiuzunk, akkor
ezek egy involuczids sugdrsornak
kapcsolt sugarait képezik ; e sor-
nak egyik sugdrpdrja azon két
sugdr, mely a két involuczids
sornak kozéppontjdt a felvett
pontbdl projiczidlja.

Hogy a baloldalon 4116 tételt bebizonyitsuk, nevezzik a két

involuczids pontsor tartdjat a, b-nek ; ezeken fekvd involuczids sorok
kapesolt pontpdrjait dltaldnosan A,, Ai-nek, illetve B;, DBj-nek; a, b
metszépontjdt A= B-nek, az ehez kapcsolt pontot a-n, valamint b-n
A’, illetve B’-nek, végre | A'B’ | egyenest roviden c-nek.
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Elészor kimutatjuk, hogy «ha a és b egyeneseken fekvd invo-
luczios pontsor tetszéleges Ai, Ai; B;, B; kapcsolt pontpdrjain 4t
kiipszeletet fektetiink, ezen kupszeletek, barmint vélaszszuk is az A;,
Ai; Bi, B; kapesolt pontpdrakat, az (a, b) ponthoz kapesolt A', B’
pontok 0sszekotd egyenesét | A'B’[=c-t egy és ugyanazon involuczits
pontsor kapcsolt pontpérjaiban C;, Ci-ben metszik, melynek egy kap-
csolt pontpérja A', B'».

Ha A;, A;; Aj, Aj az a-n, B;, B;; B;, Bja b-nfekvé involucziés
pontsornak kapesolt pontpérja, és az A;, A, B;, Bi, valamint az
A,, Aj, Bj, B; pontokon dtmend tetszoleges kupszelet metszépontja
c-vel Gi, Ci, illetve G;, C;, — akkor kimutatandd, hogy A', B'; C;,

i; Gj, G egy involucziés pontsornak kapesolt pontpérjai lesznek.

A;AiC;CiB;B; pontok kipszeleten fekszenek, mert a négy els6
ponton dtmend kupszelet b-t oly pontpdrban metszi, mely B, B';
B;, Bi-tel involucziét képez (100.); ha tebdt ama kapszelet dtmegy
Bj-n, akkor Bj-n is 4t fog menni.

C:CiB;B;A;A; pontok szintén kapszeleten fekszenek, mert a
négy elsé ponton dtmend Osszes kupszeletek a-t oly pontpérakban
metszik, melyek az A, A"; A;, A; pontpdrakkal egyitt involuczitt
képeznek ; végre a B;BjA;A;C;C; pontokon dtmend kiipszelet c-t oly
pontparban G;j, Cj-ben metszi, mely az A', B'; C;, C; kapesolt pont-
parak dltal meghatdrozott involucziénak egy kapesolt pontpdrja.

Mint kiillonos esete ezen tulajdonségnak kovetkezik: «ha a sik
dsszes pontjain dt azon lehetséges eqyenes pdrakat meghizzuk, melyek
a és b egyeneseket a rajtuk fekvd involuczids pontsorok kapcsolt pont-
pdrjaiba nmefszik, akkor az ésszes ily tulajdonsdgi egyenespdrak,
(a, b) ponthoz kapcsolt A', B' pontok dsszekété | A'B''=c egyenesét,
egqy és ugyanazon involuczids pontsor kapcsolt pontpdrjaiban C;,
Gi-ben fogjdl metszeni», — mert ama egyenespdrak elfajult kapsze-
leteknek tekinthetsk.

Figyelembe véve mdr most a 97-dik pont alatt tdrgyalt szer-
kesztést, tiszta fogalmat szerezhetiink magunknak, az Osszes k; kap-
szeletekrdl, melyekre vonatkozélag az a és b-n fekvé involucziés pont-
sorok kapesolt pontjai, kapesolt pélusok ; mert ezek képzédményei
ama projektiv sugdrsoroknak, melyeknek C;, C; kozéppontjai a ¢-n
fekvs, és a két adott involuezids pontsor dltal meghatdrozott, involu-
cziés pontsor kapesolt pontpérjai, és mely projektiv sugdrsorok meg-
felel6 sugarai, az a-n, vagy b-n fekvé involucziés pontsorok kapesolt
pontjait projiczidljdk. Ezutdn bebizonyitandd, hogy mindazon k; kap-
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A mi annak megitélését illeti, hogy az adatok mily helyzetené}
van a feladatnak kél valds, vagy ket képzetes megolddsa, és mely atts)
fugg, hogy a széban forgé involuezibs sorok hyperbolikus avagy ellip-
tikus természettiek-e, az az 52-dik pont végén adott tapasztalati ered-
ményekbdl konnyen leolvashaté. A feladatnak egy megolddsa van,
ha az adott egyenes a négy pont egyikén megy 4t, illetve, ha az adott
pont a négy egyenes egyikén fekszik. —

Ha a négy pont kézil A, B valds, a mdsik ketté, mint {-n fekve
involucziés pontsor képzetes kettéspontja van adva, akkor (71. dbra)
g-n levd kettdspontok felkeresésére czélszerti ¢ és AP -nek metszé-
pontjait X;, Xj-et az adott g egyenessel, egyik kapesolt pontpdrnak
vélasztani.

Az adott involucziés pontsor projekeziéi A és B pontbél g-re -
szintén elliptikus természetiiek, s mint ilyenek, kozos kapesolt pont-
parral X3, Xo-vel birnak, melyet a g-n szdrmazé involucziés pontsor
mésodik kapesolt pontpdrjanak tekinthetink.

A feladat ezen esetben két valds, vagy két képzetes megolddssal
bir, a szerint, a mint X', X7; X,, Xg pontpdrak egymdstol nincsenek,
vagy pedig el vannak vdlasztva. De ezen kritérium (tekintettel a 101.
pont 2. jegyzetére) visszavezetheté még egyszerlibbre, mely magukbél
az adatokbdl leolvashaté és mely tapasztaldsi eredmény igy sz6l: «ha a
két adott valés pont g és ¢ egyenes koziil csak egyik éltal van elvd-
lasztva, akkor a feladat nem ad valés megolddst, minden mds esetben
a feladatnak két valés megolddsa vann.

A dualisan megfelelé feladat diskussiéjdra nézve kovetkezd
mondhaté. Ha a négy egyenes kozil kettd a, b valos, ketté pedig T
involuczids sugdrsor képzetes kettéssugara, és G azon pont, melyen a
négy egyenest érinté kipszelet dtfektetends, akkor a, b egyenesek
metszéshez hozatnak T sugdrsorral és a szdrmazott involuczids pont-
sorokat G-bél projiczidlé sugdrsorok kozos kapesolt sugdrpdrjanak x,,
ae-nek helyzete | GT| = x,, | G, (a, b)| — a} sugdrpérhoz meghaté-
rozza, hogy két valés vagy pedig képzetes kiipszelet felel-e meg a fel-
adat kovetelményeinek. Ha ugyanis a.. a2; a,, &) sugdrpdrak egy-
mdstdl ninesenek elvdlasztva, akkor a feladatnak két valds megolddsa
van; ellenkezd esetben nines oly valés kiipszelet, mely a kovetelmé-
nyeknek megfelel. Ez ismét visszavezethet6 még egyszeribb krité-
riumra, t. i.: «ha G, T pontokat a, b egyenesek koziil csak egyik vé-
laszt)a el, akkor a megolddsok képzetesek ; killonben valosaky. —

Hétra volna végre azon eset megvizsgdldsa, a melynél a négy
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pont. illetve a négy egyenes, képzetes, és mint két elliptikus természetli
luczibs pontsor kettdspontja van adva.

Ezen esetben a feladatnak mindig két valés megolddsa van,
mert barmily helyzetu g egyenes, a rajta kimetszett involuezios sor —
melynek Ay, By; D, G kapcsolt elempérja a 72. dbraban egymdstol
soha sincsen elvdlasztva — mindig hyperbolikus természetii. —

104. E §-ban tanult alaptétel azonban forditva is igaz, t. i.:

Mindazon kipszeletek, melyek hdrom ponton és eqy involuczios
pontsor kapesolt pontpdrjain dimennek, eqgymdst még eqy negyedik
pontbar metszik. Mert ha A, B, C azon hdrom pont és P, Q; P,, Q,,
az involuczids pontsor két kapesolt pontpdrja, { annak tartdja, agy
A, B, C P Qé A B, C P, Q ponton dtmend két kapszelet, mint
kés6bb ldtni fogjuk, még egy negyedik kozés ponttal D-vel bir.
A, B, C, D ponton dtfektetett kapszeletek {-t egy involucziés pont-
sorban metszik, melynek két kapesolt pontpdrja P, G; P,, Q,, mely
tehdt az adott involuczié pontsorral azonos. Innen kovetkezik, hogy
az adott involucziés pontsor mds kapesolt pontpdrjdn P;, Q;-n és
A, B, C-n éthelyezett kapszeletek D ponton is dtmennek.

E tulajdonsdg tekintetbe vételével szerkeszthetiink kipszeletet,
mely hdrom adotl ponton meqy dt és melyre vonatkozdlag két adott
ponlpdr kapesolt polus.

Ha ugyanis A, B, C az adott hérom pont; P, Q és P;, Q, a két
pontpdr, gy A, B, C pontokon &t oly két kupszeletet (legegysze-
riibben egyenespdrt) fektetink, mely | PQ| egyenest két-két, P, Q
pontoktél harmonikusan elvdlasztott pontban metszi. E két kap-
szelet A, B, C pontokon kivil még egy negyedik kozos ponttal,
D-vel bir. Ha most A, B, C, D pontokon 4t kiipszeletet fektetiink, melyre
(99) vonatkozdlag F,, Q; kapcsolt péluspdr, Ggy ez lesz a keresett
kapszelet, mert ez ' PQ)| egyenest azon involucziés pontsor kapesolt
pontjdban metszi, melynek két kettéspontja P, ) pont.

105. A négy ponton A, B, C, D-n 4tmenb kapszeletek ama tulaj-
donsdga, hogy azok tetsz6leges egyenest involucziés pontsor szerint
metszenek, igaz marad még akkor is, ha a négy pont kozill ketts-ketts,
Pl. A és C, valamint B és D egybe esik. ABCD négyszognek AC, BD
oldalai ekkor a kipszeletek érintéivé, AB|=|CD| egybeest oldalak
Pedig azon kipszeletek érinté hirjdva vdltoznak. Ennélfogva mond-
hatjuk :

«Az 0sszes kupszeletek, melyek két egyenest ugyanazon két
Pontban érintenek, azon tulajdonsiggal birnak, hogy tetszéleges

g¥

invo
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egyenest involucziés pontsor sze-
rint metszenek. A két érinté met-
szbpontja a metsz6 egyenessel
az involucziés pontsornak egy
kapesolt pontpérja, az érint6hur
metszépontja pedig egy kettds-
pontja.

pontbdl a kupszeletekhez vonhato
érint6pdrak involuezids sugdrsort
képeznek. Azon sugdrpdr, mely a
két érint6 érintépontjat proji-
czidlja a felvett pontbél: a sornak
két kapesolt sugara; az érinték
metszépontjat projiczidld sugdr

pedig annak egyik kettéssugara.

Ily kapszeletek nemesak ama két egyenest, hanem egymést is
a két érint6n fekvé pontban érintik és ketlds érintési kupszeletek-
nek neveztetnek.

Kettds érintésti kupszeletekre vonatkozdlag a két kozos érints
metsz&pontjdnak poldrisa : a két ponton dtmend egyenes; tovabbd az
érint6k metszépontjdn dtmend, valamint annak poldrisdn fekvd és
egy kupszeletre vonatkozdlag kapesolt poldrisok, illetve kapesolt pélu-
sok, valamennyi kapszeletre nézve kapesolt poldrisok és kapesolt
pdlusok.

Minthogy ezen kapesolt pélus és polarisokbél képezett invo-
luczids sorok, melyek mindig perspektiv helyzettiek, elliptikus termé-
szetliek is lehetnek, a midén ugyanis a két érinté és azok érinté
pontja képzetes, ezért mi dltaldban, «mindazon kipszeleteket, melyekre
vonatkozdlag egy perspektiv helyzetli involucziés pont- és sugdrsor
tartéi poldris és poélus, és azon involuczids sorok kapesolt elemei,
kapcsolt polusok, illetve kapesolt poldrisok : kettds érintésii kiapszele-
teknek nevezzilkk», tekintet nélkill arra, hogy a felvett involuczios
sorok elliptikus vagy hyperbolikus természetiiek-e.

Ily helyzetli kapszeleteket mdr volt alkalmunk megismerni a
84a-ik pontndl, mert «kipszeleten fekvd két projektiv pontsor megfelels
pontjait 6sszekotd egyenesek dltal beburkolt kupszelet az eredetivel
kettds érintéstin, valamint «egy kupszelet projektiv vonatkozdsu érintéi
kozil a megfeleléknek metsz6pontjai, az eredetivel kettés érintésti
kapszeleten fekszenek».

Ha a kettds érintésti kapszeleteknek két kozos érintbje és igy
egyszersmind ezeknek érintépontja képzetes, kérdezhetjik, valjon az
el6bbi alaptétel ily kdpzetes kettds érintésii kupszeletekre is vonat-
kozik-e vagy nem ?

Hogy ezt megvizsgdlhassuk, nevezziik az Osszes kupszeletekre
nézve kozos polust és poldrist P és p-nek, a metsz§ egyenest g-nek;
g és p metsz6pontjdt ;-nek, az ehez kapesolt pélust p-n, y,-nek;
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g-nek tetszdleges pontjit X-nek; azon pontot, mely X-t61 P, p éltal
harmonikusan van elvdlasztva Y-nak, végre | Y,  és g metsz6pontjat
X’-nek (73. dbra).

Visszaemlékezvén a (95. pont alatt) tanult szerkesztésre, lat-
hatd, hogy p-n fekvé és kapesolt pélusokbdl 41l involuczibés pontsor
kapesolt elemeit X, Y-bol projiczidld sugdrsorok képzédménye, egy az
X, Y ponton dtmend k kipszelet,
mely az adatokbdél meghatérozott
kettés érintésti kipszeletekhez tar- .
tozik, és melynek mésodik metsz6-
pontja ¢-vel | Yy | és g metszo-
pontja X'

Mialatt X, g-n végig halad,
71X és |7, Y sugarak hyperbolikus
természetlt involucziés sugdrsort
irnak e, melynek kettéssugarai: p
és |y, Pj sugarak ; mib6l mér kovet-
kezik, hogy X, X' pontok, vagyis a vdltozé k kapszelet metsz6pontjai
g-vel, g-n involuczidés ponsort irnak le, melynek kettdspontjai p és | Py,
metszépontjai g-vel.

Ennélfogva mondhatjuk :

Kettds érintésii kupszeletek, legyen az érintés valds vagy képze-
tes, azon tulajdonsdggal birnak,

73. dbra.

hogy tetszdleges egqyenest involu-
czi0s pontsorok szerint melszenek,
melynek eqyik kettdspontja, az

hogy tetszéleges pontbdl a kip-
zeletekhez vont érintdépdrak invo-
luczids sugdrsor képeznek, mely-

nek eqyik kettdssugara a kozos
érintdk metszépontjdn megy dt.

érintépontokon dtmend eqyenes
melszépontja a melszd eqyenessel.

E kettdspont a kipszeletek dltal a metszé egyenesen indukélt
involuczids pontsorok kozos elemparjanak egyik elemét képezi.

E tételbol kovetkezik :

Mindazon egy adott k kiupszelettel kettds érintésii kupszeletek
érinthiirjai, melyekre nézve g egyenesen adoft involuczids pontsor
kapcsolt pontjai kapcsolt polusok, g egyenest ugyanazon két pontban
melszik ; e két pont az adott involuczids pontsornak k-ra vonatkozd-
lag kapcsolt péluspdria.

E tétel ilyképen is kifejezhet6 : «ugyanazon két (valds vagy kép-
zetes) ponton dtmend és egy dllandé kipszelettel kettos érintési kip-
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szeletek Osszes érintShurjai, a két adott pont Osszekoté egyenesét
ugvanazon két pontban metszikn».

106. A szerkesztési feladat, melyet ezen tételt alapul véve, meg-
oldhatunk, igy szol:

«Adva van egy kipszelet és hdrom

pont; szerkesztendd oly kuapsze- | egyenes; szerkesztendé oly kip-
let, mely a hdrom ponton 4t- | szelet, mely a hdrom egyenest
megy és az adott kipszelettel | érinti és a kipszelettel kettés
kettds érintésii.» | érintésli.»

Ha az adott kapszeletet k-nak, a hdrom pontot A, B, C-nek,
azon k-ra nézve két kapesolt poluspdrt, mely A és C-t6l, valamint
B és C-t6] harmonikusan van elvdlasztva Y, Y’; illetve X, X'-nek
nevezzik: | XY |,/ XY'|, | X'Y|, végre | X'Y'| egyenesek I-t a szer-
kesztendd kipszeletek két-két érintépontjaban metszik (74. dbra).

Hogy ezt beldssuk, nevezziik azon kipszeletet, mely k-t pl. k és
‘XY valés vagy képzetes metsz8pontjaiban érinti és C ponton
dtmegy, s mely ezen adatokbdl teljesen meg van hatdrozva (95.),
ki-nek. AC egyenes k, k-et egy involueziés pontsor kapesolt pontpér-
jaiban metszi, melynek egyik kettéspontja Y; ezen involuecziés sor
meg van hatdrozva k és  AC ' metsz6pontjai, mint egy kapesolt pont-
pér és Y kettospont dltal, mert ezekbsl a maésik kettéspont Y’ szer-
keszthets. Ennélfogva k;-nek mésodik metszépontja | AC -vel azon
pont lesz, mely C-t ¥, Y'-t6] harmonikusan elvdlasztja, vagyis az
adott A pont. E szerint %k, d4tmegy A-n és hasonlékép bebizonyit-
haté, hogy k, 4tmegy B ponton is.

Az XYX'Y' teljes négyszog harmonikus tulajdonsédga folytdn

XY, 1 X'Y'|; XY'|,| XY | egyenespdrak egymdst ABC 4tl6s hdrom-
sz0g AB 4tlojdn metszik, mely Z', Z metsz6pontok A, B pontokat
szintén harmonikusan vélasztjdk el. Ezért nem nyeriink @ kupszele-
teket, ha a szerkesztésnél C pont szerepét A vagy B pont szerepével
foleseréljik.

A feladatnak 4ltaldban négy megolddsa van; a megolddsok
valosak, ha lehet oly két kapesolt pélust taldlni, mely A, C és B,
C-t6l harmonikusan van elvdlasztva, a mi csak akkor kovetkezik be,
ha mind a hdrom pont 4, B, C a kipszelet egyik oldaldn fekszik,
vagyis : ha vagy mind a hdrom pont a kipszeleten kivil, vagy mind a
hdrom pont a kipszeleten belil fekszik., —

Ha A, B, C pontok- k kiupszeleten belil fekszenek, akkor
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X, X'; Y, Y' pontokat kovetkezkép szerkeszthetjiik. | BC| egyenes
polusit B, C pontokkal 0sszekotd egyenesek a kipszeletet egy négy-
szog szogpontjaiban metszik, melynek . BC -n fekvd dtléspontja:
X, X'; mert X, X' a kipszelettsl és B, C pontoktél harmonikusan
van elvdlasztva. Ugyanigy Y, Y’ pont

4tléspontja azon L kupszeletbe irt

négyszognek, melynek két dtellenes

oldala A és ( pontokon dtmegy és

egymést  AC ' pélusdban metszi.

A midén A, B, C pontok k-n
kiviil fekszenek, B, C, valamint A, C
pontokbél érint6ket huzunk A-hoz;
az elsé két érint6pdr, valamint a mé-
sik ketts, két a kipszelet korul irt
négy oldalnak négy-négy oldala, me- —
lyeknek 4tl61 BC | illetve ' AC| dtlokat
A, X' és Y, Y' pontokban metszik. —

Lehet azonban e feladatot, t. i. «4, B, C ponton 4t kapszeletet
szerkeszteni, mely & kuapszelettel kettés érintéstin, a 84a. tétel fel-
haszndldsdval is megoldani, ha A, B, C pontok k kupszeleten kiviil
fekszenek.

Nevezzik A, B, C pontokbdl k-hoz vont érintépérakat a, a’;
b, b'; ¢, ¢'-nek és vonatkoztassuk & kupszelet érint6it oly médon
projektiv egymdsra, hogy a, b, c-nek a', b’, ¢’ feleljen meg: ekkor
minden Gj megfelels érintépdrnak x, x'-nek metsz6pontja, az idézebt
tétel alapjin a keresett kupszeletnek egy pontja. Lehet azonban
a,a'; b, b'; ¢, c érintépiarakat Ggy is egymdsra projektiv vonatkoz-
tatni, hogy

a, b, c¢'-nek megfeleljen a', b, c,

vagy a, b',c « « a, b, ¢,
végre a',b, ¢ « « a, b, c,

mert ekkor is a hdrom ismert egymdsnak megfeleld érintdpdrnak
metszépontja A, B, illetve C pont. A feladat tehat ezen eljérds szerint
szintén négy megolddst szolgéltat.

A jobb oldalon 4116 feladat hasonld eljardsok szerint old-
haté meg.

1). Megszerkesztjilk £ kiupszeletre vonatkozblag azon kapesolt
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polérisokat, melyek az adott a, ¢ és b, ¢ egyenesektdl harmonikusam
vannak elvdlasztva; ezen y, y' és x, &' egyenespdrak (x, y), (', y),
y"), @&, y') kozos pontjaihoz tartozé és k-ra vonatkozdlag kapcsolt
poldrisok : kapesolt poldrisok egyszersmind a kivdnt kapszeletekre
nézve is, melyek mér ezen adatokbél (95. szerint) szerkesztheték.
2). Ha a, b, c egyenesek k kupszeletet valés pontokban A, A’;
B, B'; C, C'-ben metszik, akkor a kapszelet pontjait gy vonatkoz-
tathatjuk projektiv egymadsra, hogy

A, B, C-nek megfeleljen A', B, (',
vagy A B, C« « A, B, C,
vagy A, B', C « « A', B, C',
végre A', B, C « « A, B', c'.

A B4aq. tétel alapjdn ekkor két-két megfelelé pont 6sszekdts egye-
nese: a kivant kupszeletnek érintéje és pl. az elsé projektiv vonatko-
zésndl | AB'l, |A'B; |AC'|, | A'C| egyenespdrak metszépontjainak
0sszek0td egyenese k-t, az els6 projektiv vonatkozdsbdl leszdrmazta-
tott kupszeletnek két érintépontjdban metszi.

A feladatnak négy megoldédsa van, ha vagy mind a hdrom egye-
nes a, b, ¢ a kapszeletet valos, vagy pedig mind a hdrom képzetes
pontok szerint metszi. *

107. Mindkét feladat speczidlizdlhatd, mib6l kovetkezd ) felada~
tok szdrmaznak :

«Hdrom ponton 4t kipszelet | «Két ponton 4t kapszelet fek-
fektetendd, mely két egyenest | tetendd, mely hdrom egyenest
érint.» érint.»

Ha a bal oldalon 4116 feladatndl a két egyenest elfajult kap-
szeletnek, a jobb oldalon levé feladatnal pedig a két pontot elfajult
kiapszeletnek tekintjik és meggondoljuk, hogy két egyenes vagy két
pont, mely akir az egyenespdrtdl, akdr a pontpdrtél harmonikusan
van elvdlasztva, ezen egyenes- vagy pont-pdrrd elfajult kapszeletre
vonatkozdlag kapcsolt poldris, illetve kapesolt pélus, a felada-
tot az elébbiek szerint megoldottnak tekinthetjik. A feladatnak
négy megolddsa valés, ha a hdrom pont kozil ketté nincs elvdlasztva.
egy egyenes 4ltal, tehdt ha a pontok nem fekszenek az egyenesek
dltal képezett mellékszogek szdrai kozott; tovdbbd a mdsodik feladat-
ndl a négy megoldds valos, ha a két pont Osszekotd egyenesének

* CHasLES M. (1793—1880): «Traité des sections coniquess Paris, 1865,
351. lap.
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metsz6épontjal a hérom adott egyenessel oly helyzetiek, hogy egy
metszépont sincs elvdlasztva a tobbiektsl, csak egy adott pont dltal.

A bal oldalon 4ll6 feladatndl azonban a két egyenes, ajobb
oldalon levénél a két pont képzetes is lehet, azért a feladat dltaldno-
gabban igy fejezhett ki.

«Hérom ponton 4t kapszelet «Szerkenztend6 oly kuapszelet,
fektetendé, melyre vonatkozdlag | mely hédrom egyenest érint, és
egy adott involuczids sugdrsor | melyre vonatkozblag egy adott
kapesolt sugarai kapcsolt pold- | involucziés pontsor kapcsolt ele-
risok». mei kapesolt pélusoky».

Ha az elliptikus természetfi involuczids sugdrsor azon két min-
denkor valds kapcesolt sugdrpdrja, mely A, C, illetve B, C adott pontok-
t6l harmonikusan van elvédlasztva (54.), | BC, illetve | AC | egyenest
X, X' és Y, Y’ pontokban metszi, akkor | XY, | X'Y|, | XY'I, | X'Y"!
egyenesek az involucziés sugdrsor sugarait involucziés pontsor sze-
rint metszi; a hdrom adott ponton A, B, C-n 4tmend négy kap-
szelet, melyekre vonatkozblag ezen négy involucziés pontsor kap-
csolt pontpérjai kapesolt polusok (96.) : a keresett négy kapszelet.

Jegyzet. A 106-dik feladatnak és speczidlis eseteinek megolddsa
azon esetben, a mid6n a hdrom pont koziil ketté képzetes, megtaldl-
hato a 97-dik lapon idézett : Hormann F. konyvében, mely ezen érde-
kes feladatnak kiillonboz6 megoldésdt tartalmazza. —

15. 8. Képzetes Inipszelet. Poldrrendszer.

108. A 78. pont alatt tanultuk a kovetkez6 tételt: «ha két pontot
egy involueziés pontsor kapcesolt pontjaival sugarak dltal Osszekotjik,
akkor egy-egy kapcsolt pontpdron dtmend sugdrpdrak egymdst oly
kipszeleten metszik, melyre vonatkozolag az involuczids pontsor kap-
csolt pontjai, kapcesolt pélusok, annak tartja és a két pont Osszekotd
egyenese kapesolt poldrisok, s mely kipszelet dtmegy a két pontonn».

Ezen kiapszeletre vonatkozélag egy tetszbleges g egyenes pélusat
szerkeszthetjiik a nélkul, hogy a kapszeletnek pontjait ismernék. Ha
ugyanis a két pontot P, (-t 6sszek6td | P(Q) = b egyenesnek és az involu-
czids sor g tartéjdnak C metsz6pontjadhoz kapesolt pont az involuczids
sorban B (75. dbra); azon pont, mely C-t P, (-t6] harmonikusan elvé-
lasztja A ; tovabbé g és a metsz6pontjdhoz A,-hez kapesolt pont A ;
g és b metszdpontjatél B,-t61 P, () dltal harmonikusan elvdlasztott
pont Bj: akkor g-nek pélusa a kupszeletre vonatkozélag | AAj| és
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{ BB} | egyeneseknek metszépontja G. Mert tekintetbe véve, hogy a
és b a kuapszeletre vonatkozdlag kapesolt poldris, tehdt a és b-nek
pélusa A és B; A, és B, pontoknak poldrisa | AA}|, illetve 'BB;|,
azonnal kovetkezik : hogy | A;B, =g egyenesnek pélusa |AAj|,
BB -nek metszdpontja G.

E szerkesztésbol lathato, hogyan lehetett volna egy dltaldnos
helyzetli G pontnak poldrisat g-t, a kupszeletre vonatkozblag meg-
szerkeszteni, a nélkil, hogy a kuapszeleteknek ajabb pontjait szerkesz-
tettik volna.

Ha g egyenes A ponton megy 4t, akkor poélusa: (g, a) metszé-
pontjdéhoz kapesolt pont az a-n adott involucziés sorban, és viszont:
az a-n fekvd pontok poldrisai A-nak és a felvett ponthoz kapesolt
pontnak 6sszekoté egyenesei. Ha g egyenes B ponton megy 4t, annak
pblusa P, ()-t6l (g, b) pont dltal harmonikusan elvilasztott pont.

A szerkesztésre nézve kivételt képeznek (a, b)= C-n dtmend
g egyenesek, melyeknek pélusai | AB |=c¢-n fekszenek, valamint a ¢-n
fekvé G pontok, melyeknek poldrisai C ponton mennek dt.

Ily egyenesek és pontok pélusai és poldrisainak szerkesztése egy
dltaldnos helyzetti polus és poldris kozvetitésével torténik, mert C-n
dtmend g egyenes tetszbleges pontjdnak polérisa, c-t g-nek pélusdban
metszi, és forditva c-n fekvé G ponton dtmend tetszbleges egyenes
pbélusdnak Osszekoté egyenese C-vel, azon G pont polérisa.

109. g egyenes pélusdnak (vagy G pont poldrisédnak)szerkeszté-
sénél kovetett eljardst rovidebben is kifejezhetjilk, ha P, () pontokat
b-n fekvé hyperbolikus természetii involucziés pontsor kettéspontjainak
tekintjuk, t. i. ilyképen: «Miutdn (a, b) = C ponthoz kapesolt pon-
tot A és B-t, mint a és b-nek poélusdt megszerkesztettilk, g és a, vala-
mint g és b metsz6pontjdhoz A, illetve B;-hez kapesolt A}, By pon-
tokat osszekotjuk A, illetve B-vel, mely 'AA;!, | BBj| egyenesek
metsz6pontja a keresett polus G''». A szerkesztés nem kivanja P, Q
kettdspontok ismeretét, mert involucziés pontsor kapesolt pontpérjait,
két pontpdrbél a kettéspontok felhaszndldsa nélkil is szerkeszthetjik.

Ebbél lathatoé, hogy a pdlus és poldris szerkesztésénél nem is
lényeges az, hogy P, Q pontok valésak legyenek, vagyis a b-n fekvd
involuecziés pontsor hyperbolikus természetii legyen ; g egyeneshez tar-
tozd G pont ép ugy szerkeszthet6 akdr hyperbolikus, akdr elliptikus
természetl a és b-n adott involucziés pontsor.

Vizsgdljuk meg, hogy ezen esetben, a mid6n az a-n és b-n adott
involucziés pontsorok elliptikus - természetliek, és a és b-nek polussa,
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p illetve a-n fekvé és (a, b) = C metszéponthoz kapesolt A és B pont,
hogy akkor a «sik minden pontjdhoz és egyeneséhez lehetséges-e egy
egyenest és egy pontot, mint poldrist és polust hozzdrendelni, és hogy
e polus és poldris bir-e azon tulajdonsdggal, melyet a kipszeletnél
rola tanultunk? t.i. : hogy egy ponton dtmend Osszes sugarak pélusai
«a pont poldrisdn fekszenek és azon sugdrsorral involucziés fekvési
pontsort képezneks.

Hogy egy az A, vagy B ponton dtmené g egyenes pélusa, az
a-n, illetve b-n fekvé ama egy pont, mely (g, a) illetve (g, b) ponthoz

75. dbra.

kapesolt, tovdbbd hogy ebbdl folydlag egy dltaldnos helyzetii g egye-
nesnek pélusa oly G pont, melyben (g, a), illetve (g, b)-hez az
involueziés sorban kapesolt pontnak Osszekoté egyenese A, illetve
B-vel egymést metszi, — az az el6bbi szerkesztésbsl lathaté. De hogy
egy a (0 ponton dtmend h egyenes pblusa jelen esetben is ¢ egyenesen
fekvs H pont-e, az dltal lesz kimutatva, ha bebizonyitjuk, hogy A-n
fekv tetszbleges Gy pontnak poldrisa c-t egy és ugyanazon C; pont-
ban metszi.

Ha G; projekeziojat A és B-bél a és b-re A;, Bi-nek, ezekhez kap-
csolt pontot 4,, B;-nek nevezzilk, gy kimutatandd, hogy | A,b;|, és
¢ metszpontja C; dllandd pont, bdrmint véltozik is G;, h egyenesen.
Ha G; (76. d4bra), h-n tovamozog, akkor A;, B; és igy egyszersmind A4;,
B; két projektiv pontsort ir le ; ez utébbi sorok azonban perspektivek,
mert ha G, c-nek C; pontjdba jut, akkor A; és B;, C-be keril. Mint-
hogy tovibbd A és B két megfelels pontja az A; és B; dltal leirt pro-
Jektiv pontsoroknak, azért a mozgd | A;B;! egyenes, ¢ =|AB |-nek
ugyanazon (; pontjdn megy 4t.
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Ezzel kimutattuk, hogy a fonnebbi szerkesztés szerint, minden
poninak a sikban eqy egyenenes és minden egyenesnek egy pont fe-
lel meg.

Egy ponton é4tmend sugaraknak azon tulajdonsdgit bebizo-
nyitando, hogy involucziés fekvésiiek poélusai dltal képezett pont-
sorral, és mely tulajdonsdg az A-n és B-n dtmend sugdrsorra nézve a
szdrmaztatds folytdn igaz, — azt el6bb C ponton dtmend sugarak
és azoknak c-n fekvd pdlusaira nézve akarjuk megvizsgdlni.

76. Abra.

Ha az el8bbi (76.) dbrdban | AA;' dllandé, h pedig C koril forog,
akkor G; pont|AA;j|-n, B; ésigy B;, b-n, végre | A;B;| = g; sugdr
A; koril projektiv sort ir le, mibdl kovetkezik, hogy a véltozé h és
| AiB;| éltal c-n kimetszett pontsorok, vagyis Cj és C; dltal befutott
pontsorok projektivek. De ezek azon kivill involuezifs fekvésiek is,
mert az elsé sor A és B pontjdnak megfelel a mésodikban B és A-
mibdl kovetkezik (30), hogy 4 dltal leirt sugdrsor involuczids fekvésu
annak C; polusa dltal képezett pontsorral.

Ezen a ¢-n fekvd involucziés pontsor, melynek kapesolt elemel
az elébbi C;, ¢ pontok, oly oOsszefuggésben &ll az a és b-n adott
involueziés pontsorokkal, melyeknek kapcsolt pontpérjai A;, Ai; Bi,
B;, hogy ha egy tetsz8leges g; egyenes a, b, c-t A;, B;, C; pontokban
metszi, akkor | AA;|, | BB;|, | CC;| egyenesek ¢;-nek pélusén Gi-n
mennek &t.

A poélus és poldrisnak a kipszeleteknél tanult azon tulajdonséga,
«hogy ha G; pont g; egyenesen pontsort ir le, akkor a mozgé Gi-nek
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olérisai, vagyis a: egyenesek, dtmennek g;-nek pélusin Gj-n és Gy
sorral involuezibs fekvésu sugdrsort képeznek», itt szintén bekovet-
kezik.

Ha ugyanis Gj, gj-n tovamozog, akkor a mozgé G; pontnak
A;, Bi projekezidi A és B-bél a és b-re, é2 A;, B;pontok, melyeknek
seszekots egyenese | AiBi| = gi, poldrisa Gi-nek, Gi-vel projektiv

ontsort irnak le; A;, B; pontsorok azonban perspektiv helyzetiiek,
mert ha Gy, (¢, gj) pontba jut, akkor annak mindkét projektiv sorban
C felel meg. De g;-n fekvé (a, g;)=A4;, és (b, gj)=B; pontoknak poldrisai
AA;|, | BB;j| sugarak, tehdt a mozgé G ponttal viltozé ¢; poldrisok is
mindannyian 'A4;!, | BB;j| sugaraknak G; metszépontjdn — mely
g-nek polusa — mennek dt, és G,-vel projektiv sugdrsort irnak le. De
ezen Gi, gi dltal leirt sorok azonkivill involucziés fekvésiek, mert
ARCG; teljes négyszog : GjA|, | G;B|, | G;C| oldalainak, mint g; su-
gérsor hdrom sugardnak metsz8pontjai gj-vel, involuczids fekvésiiek a
BC','CA ., | AB| hdrom oldal A;, B;, C; metszépontjaival.

Ezzel kimutattuk, hogy az a, b tartékon levé elliptikus termé-
szetti involucziés pontsorokbél az emlitett eljards szerint szerkesztett
polus és poldrisok ugyanazon fétulajdonsdggal birnak, mint egy kip-
szelet dltal indukalt pdlus és poldrisok.

110. A sik pontjai és egyeneseinek Osszességét, melyek olynemi
vonathozdsban dllanak, hogy minden pontnak és rajta dtmend suga-
rakbol dll6 sugdrsornak,eqyenes €s ezen fekvd pontsor felel meg,s mely
pontsor az elébbi sugdrsorral involuczios fekvésii: poldrrendszernek
nevezzlik. Az egymdsnak megfeleld pontot és egyenest : polus és pold-
risnak ; az egyenes pélusdn dtmend barmely egyenest az el6bbi egye-
neshez kapcsolt poldrisnak ; egy pont poldrisin fekvé barmely pontot,
azon ponthoz kapcsolt pélusnak nevezik.

Hogy pontok és egyeneseknek ilynemii vonatkozédsa létesithetd,
azt lattuk el6szor a kupszelet pblus és poldrisaindl, de ldttuk mdsod-
szor a kupszelettsl fiiggetleniil az imént szerkesztett polus és poldri-
sokndl is. Lényeges kilonbség nines is a két poldrrendszer kozott,
csupédn az, hogy oly poldrrendszernél, mely két elliptikus természetil
woluczids pontsorbdl A;, Ai; Bi, Bi-bol lett szerkesztve, nem taldl-
haté oly valds pont, mely poldrisin fekiidnék, vagy a mi ugyanaz:
tetszileges egyenesen fekvs kapcsolt polusokbdl, valamint tetszéleges
ponton dtmend kapcsolt poldrisokbdl dllé involuczios sorok kettéseleme:
képzetesek ; mig ha a két involueziés pontsor koziil egyik (vagy mind-
kett6) hyperbolikus, tehdt P, Q kettdspontokkal bir, akkor végtelen sok
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oly valés pont taldlhatd, mely poldrisan fekszik. Mind e pontok azon
kapszeletnek pontjai, melyben a médsik involuecziés pontsor kapesolt
elemeit P, Q kettéspontokbol projiczidlé sugdrsorok megfeleld sugarai
egymidst metszik.

Ha ugyanis az adott elliptikus természetii involucziés sorok a,
b tartéinak pélusa A, B; azoknak metszépontja C; a tetszéleges g;
egyenesnek pélusa Gj, akkor ABCG; négyszog és g; egyenes koleso-
nos helyzetébdl kovetkezik, tekintettel az 53-ik pontban adott tapasz-
talati eredményre, hogy a négyszognek étellenes oldalai g;-t, ellipti-
kus involucziéban metszik, tehdt g;-n fekvd és Gj-n dtmend kapesolt
pélusok, illetve kapesolt poldrisok 4ltal képezett involucziés sorok
kozul egyiknek sinesenek valds kettéselemei. Ugyanez mondhaté ¢-n
fekvé, és (-n d4tmend egyenesekrol is.

Minthogy a poldrrendszer egyes egyenesein fekvé kapesolt polu-
sokbol képezett involuezios pontsorok kettéspontjai, a midén a poldr-
rendszer valés kupszelet dltal induk&ltatik, ezen valds kapszeleten
fekszenek : ezért mi azon esetben, a middén az dsszes egyeneseken fekvd.
kapcesolt pélusokbol Lépezett involuczids sorok keltéspontjai képzetesek,
ezen képzeles Lettéspontokatl egy a poldrrendszer dltal meghaldrozolt
képzeles Eupszelelen fekvdnelk tekintjiik, és ama poldrrendszerrél azt
mondjulk, hogy e keépzetes kupszelet dltal indukdltatik.

Képzetes és valos kupszeletek dltal indukélt poldrrendszerek,
mindazon tulajdonsdgban megegyeznek egymadssal, mely nem vonat-
kozik egyeneseken fekvd vagy ponton dtmené kapesolt pélusok, illetve
kapcsolt poldrisokbdl 4ll6 involuezids sorok kettdselemeire, vagyis a
kapszelet pontjai és érintdire.

Igy PascanL- vagy Briancron-féle hatszig és hatoldalrdl nem
szolhatunk képzetes kupszeletnél, mert ha egy Pasrar-féle hatszog
egyik oldaldn fekvé szogpontokat egy involucziés pontsor képzetes
kettéspontjainak tekintjik is, nem lehet ezt azon oldallal szomszédos
oldalra nézve tenni; mert két valés egyenes ugyanazon sikban egy-
mést mindig valés pontban metszi.

De magdra a poldrrendszerre vonatkoz tulajdonsdgok megegye-
z8k, legyen a kupszelet mely a poldrrendszert indukdlja valdés vagy
képzetes.

Tanultuk, pl. hogy £ kapszelet pontjainak » kapszeletre vonat-
kozb poldrisai egy k' kapszeletet burkolnak, és ezen tulajdonsdig igaz
marad akkor is, ha »x képzetes, mert a 81-ik pontban adott bebizo-
nyitds szordl-szora itt is alkalmazhato.
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A 79-ik pont alatt eléfordult azon tétel, hogy «ha egy kupszelet
sikjdban két tetszbleges egyenest a, b-t vesziink fel, és az egyiknek A4,
pontjait a mésiknak ezen pontokhoz #-ra vonatkozélag kapesolt B;
pontjaival | A;B;| egyenesek dltal osszekotjik, akkor A; véltozdsdval,
valtozé ' A,B,| sugarak: kupszeletet burkolnak», és az ebbél folyd
«Hrsse-féle» tétel bebizonyitdsai nem kivdnjak, hogy » pontjai vals-
sak legyenek, tehdt képzetes x-ra nézve is érvénvyesek.

Ugyanez mondhaté azon tételre nézve is, mely szerint «két
poldrhdromszog szogpontjai egy 1) kipszeletnek pontjai», stb. sth. —

111. A képzetes kupszeletet, vagy a mi ugyanazt fejezi ki, az
altala indukdlt polarrendszert més, adatokbél is meg lehet hatd-
rozni, mint azt az el6bbi pontban tanultuk s melyek kovetkezdk

voltak :

a) két egyenesen adott kapcsolt a, ) két ponton dtmend kapcsolt
polusokbdl dllé involuczids pont- | poldrisokbol dllé involuczids su-
sor, melyeknek tartéi a poldr- | gdrsor, ha a sorok kézéppontjai
rendszer kapcsolt poldrisai kapcsolt polusok ;

mert ha képesek vagyunk més adatokbol ezeket meghatdrozni, a nél-
kiil, hogy még mds foltételekre volna sziikségiink, akkor ezekbdl a po-
larrendszer, mint lattuk, mindig szerkeszthet6.

Oly adatok, melyekb6l egyszerli iton kovetkeztetni lehet, a)
vagy a,) alatt levé adatokra, melyekbdl tehdt a poldrrendszer egy-
szerlien szerkeszthetd, kovetkezok :

b) és b,). Egy poldrhdromszég ABC és egy dllaldnos helyzelii
G pontnak poldrisa g.

¢) és ¢,). Egy polarhdromszog ABC és g egyenesen fekvé invo-
lueziés pontsor vagy ez utobbi helyett, G ponton dtmend involueziés
sugdrsor, ha a sorok elempdrjai kapesolt polusok, illetve kapesolt
polérisok.

g, ABl; g, | BC!;g, i CA| egyenesek metsz6pontjaihoz kapesolt
pontokat C, ill. A és B-vel egyenesek dltal Osszekotjik; ezek ¢-nek
polusdn, G-n dtmend egyenesek lesznek. A feladat e szerint az el6b-
bire van visszavezetve.

d) és d,). A pont, annak poldrisa a, és ezen fekvé involueziés
pontsor, melynek kapesolt pontpdrjai kapesolt pélusok; végre egy
kapesolt pontpar X, X', vagy (ez utébbi helyett) egy kapesolt egyenes
pér x, x'.

' XX'| és a metszépontjdnak poldrisa A-n és az a involueziés
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sorban a metsz8ponthoz kapesolt pdéluson megy 4t, és [XX'|-et
(' XX'|, a) ponthoz kapcsolt pélusban metszi. A feladat ez dltal az
elébbire van visszavezetve, mert A szogpont és a dtellenes oldallal
végtelen sok polarhdromszdget szerkeszthetiink, és | XX'-en ismere-
tes a kapcsolt pélusokbdl 4116 involueziés pontsor.

e) Kétinvoluczids pontsor, mely- e;) Két involucziés sugérsor,
nek kapesolt pontpdrjai kapesolt | melynek kapesolt sugarai kap-
polusok, a nélkill, hogy a pont- | csolt poldrisok, a nélkil, hogy
sorok tartéi kapesolt poldrisok | kozéppontjai kapesolt pdlusok
volndnak, és még egy az elébbi | volndnak, és még két tetszbleges
sorokhoz nem tartozé kapesolt | kapesolt poléris.
péluspar X, X'. (99).

Ha X ponton 4t azon sugérpdart megszerkesztjik, mely a és b
pontsort kapesolt pontokban metszi, akkor ez utébbi két kapesolt
pontpir egy négyszognek szogpontja; e négyszognek 4atloshdromszo-
gének egyik szogpontja (a, b), a masik X, — a harmadik Y, a Hessg-
féle tétel (79) szerint X-hez kapesolt pélus. Ebbél kovetkezik, hogy
X-nek pélusa | X'Y|. Ha ugyanigy megszerkesztink X'-hez, egy kap-
csolt pélust Y'-et, akkor | XY'|, X'-nek poldrisa; és ezért | XY'|,
| X'Y| egvenesek metszépontja X', | XX'! egyenesnek polusa. XX' X"
poldrhdromszog és az adott involuczids pontsorok egyike b) szerint
meghatérozza a poldrrendszert. —

A polérrendszer meghatdrozdsdra vonatkozd szerkesztéseket
més adatokbdl, «ScrrotEr H.: Theorie der Kegelschnitte» czimfi
mi 58. §-dban taldlhatunk.

Természetes, hogy ezen szerkesztések akkor is érvényesek, ha
az éltaluk meghatérozott poldrrendszerhez tartozé kapszelet nem
képzetes, hanem valds pontokkal bir; vagyis egy valds kipszelet szin-
tén meg van ez adatokb6l hatdrozva, mint ezt részben mdr a 13, §.
alatt lattuk. —

16. 8. Kupszeletek dtméréi.

112, Mondottuk a 65. pontban, hogy a kapszeletek azon pon-
tok-mindsége szerint osztilyoztatnak, melyet kozosen birnak sikjuk
végtelen tavol fekvs egyenesével.

A sik végtelen tdvol fekvd egyenesének ¢.,-nek, mds tekintetben
is fontos szerepe van a kapszeletek tandban, a mennyiben a kip-
szeletek poldrtulajdonsdgairdl tanult tételek egyszertibb alakot Olte-
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nek, ha a benniik felléps egyenesek koziil egyik vagy mdsik ¢, -nel
lesz potolva. Kilonos fontos e tekintetben azon poldrhdromszogek
megvizsgildsa, melyeknek egyik oldaldt g., képezi, s melyek ellipsis
és hyperboldndl nem fajulnak el, mert g, e gorbéket nem érinti. Mi
tehdt elébb azon két kipszeletre nézve fogjuk megvizsgdlni ama
poldrhdromszogeket, melyeknek egyik oldala g., de konnyen f6l-
ismerhetd, hogy a levezetett tételek kozul, melyek érvényesek minden
kupszeletre, a menynyiben az nem fajul el, hanem gorbe vonal ma-
rad ; tehdt épp agy paraboldra, mely g.-t érinti, mint ellipsis vagy.
Liyperboldra nézve egyardnt alkalmazhatok.

Legyen K, I kupszelet sikjdban felvett ! egyenesnek végtelen
tavol fekvé pontja. K., pont poldrisa e, mindazon pontokat tartal-
mazza, melyek E-en dtmené vagyis I-lel pdrhuzamos harokat E,-t61
harmonikusan elvdlasztjak, és jelen esetben azokat (72) felezik. Az e
egyenes végtelen tdvol fekvé E,. pontjdnak poldrisa e,, dtmegy
E.-en és szintén tartalmazza mindazon pontokat, melyek az e-vel
pérhuzamos hurokat felezik.

e, e, egyenesek, mint g.,-n fekvé E.,, K. pontoknak poldrisai
egymést gw-nek poélusdban M-ben metszik, és g.-nel egyitt egy
poldarhdromszognek ME.E|.-nek oldalait képezik. Minthogy M
pont poldrisa végtelen tavol fekszik, az M ponton dtmend kapszelet-
hurok dltala feleztetnek.

Egy gorbe vonal sikjdnak azon pontja, mely valamennyi rajta
4tmené hurt felezi: a gorbe vonal kézéppontjdnak ; minden a kozép-
ponton dtmend har, és dltaldban minden a gorbe sikjdban annak
kozéppontjin dtmend egyenes: a gorbe dimérdjének neveztetik.

Ezen értelmezés szerint mondhatjuk: kipszelet sikjdban vég-
telen tdvol fekvd egyenesnek pdlusa, a kipszelet Lézéppontja; és a
végtelen tdvol fekvd eqyenes pontjainak poldrisai, a kipszelet dt-
méroi.

K szerint: a parabola kozéppontja végtelen tdvol, az ellipsis és
hyperbola kozéppontja pedig véges tdvolsdgban van. Ez utobbi két
kipszeletet ezért: (véges tdvolsdgban) kozépponttal biré kipszeletnek
is szokds nevezni.

118. A kuapszelet kozéppontjdn dtmend kapesolt poldrisokat,
mint ME.,=e,, ME,.,=e, kapcsolt dtmeérdknek nevezik. Minthogy e,
ill. e;-gyel parhuzamos hurok, e, ill. e dltal feleztetnek, mondhatjuk:
a kiupszelet bdrmely kapcsolt dimérdpdria azon tulajdonsdggal bir,
hogy az eqyik dtmérdvel pdrhuzamos hirok a hozzd kapesolt dtmérd

Kilug : A projektiv geometria elemei. 10
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dltal feleztetnek, a minek tovdbbi kovetkezménye, hogy egy diméry
végpontjdban vont érintd pdrhuzamos a hozzd kapcsolt dtmérdhoz,

Minthogy a kupszelet kortil irt négyoldal 4t16i, egy poldr-
hdromszognek oldalai, és a kupszeletbe irt négyszog 4tlospontjai egy
poldrhdromszognek szogpontjai, kovetkezik: a kipszelet koril ipt
parallelogramm dtléi, valamint a kipszeletbe irt parallelogramm,
oldalaival pdrhuzamos dtmérdk : a kupszelet kapcsolt dtmérdi. —

Mint minden ponton, ugy a kupszelet kozéppontjdn M-en
dtmend kapesolt poldrisok vagyis a kipszelet kapcsolt dimérdt, invo-
luczids sugdrsort képeznek, mely ¢--t, végtelen tdvol fekvé kapesolt.
pontokban metszi. A kapesolt dtmérdk dltal képezelt involuczids su-
gdrsor hyperbolikus vagy elliptikus, a szerint a mint g- a kipsze-
letet valés vagy képzetes pontpdrban metszi, vagyis a szerint, a mint
a kipszelet hyperbola vagy ellipsis.

Minthogy ¢. a hyperboldt valés pontokban metszi, g--nek
poélusa, a hyperbola kozéppontja, a hyperboldn kivil fekszik; a ko-
zéppontbdl a hyperboldhoz valés érinték huzhatok, melyek a kap-
csolt dtmér8k dltal képezett sugdrsornak és egyszersmind a hyper-
boldnak valés asymptotdit képezik és a hyperboldt a végtelen tdvol
fekvé pontokban érintik. A hyperbola két-két kapecsolt dtmérdpérja
egymdstol nincsen elvdlasztva; a kapesolt dtmérbk koztl egyik a
hyperboldt valés, a mdsik képzetes pontokban metszi. Ellenben az
ellipsis kézéppontja, mert poldrisa (g.) az ellipsist nem metszi valos
pontokban, az ellipsisen beltil van; a kozéppontb6l nem hiizhatdk
valos érinték az ellipsishez; annak asymptotdi képzetesek. Mind a
hyberbola, mind pedig az ellipsis kézéppontja, kozéppontja egyszer-
smind az 4tmér8kon fekvd kapesolt pontok éltal képezett involuczids
pontsoroknak, mert a kézéppont az egyes dtmérék végtelen tdvol levd
pontjdnak kapesolt pontja.

Ehhez jdrul még, hogy az egyenoldali hyperbola kapcsoll
dtmeérdi dltal képezett involuczios sugdrsor: eqyenoldaluan hyper-
bolikus, mert asymptotdi egymdsra meréSlegesek, és igy a kapesolt
dtmérsk szogei, az asymptotdk dltal feleztetnek. Ellenben a kornek,
mint speczidlis ellipsisnek, kapesolt 4tmérdi egymdsra merdlegesek,”

tehdt a kor kapesolt dimérdi dltal képezett involuczids sugdrsor:

* Eazt & kapcsolt Atmérdk azon altalanos tulajdonsigabél tudjuk, hogy
az egyik Atmérgvel parhuzamos hiirok a mésik 4ltal feleztetnek. A kornél, egy
dtmérével parhuzamos hirok felezépontjs, a red merdleges atmérSben fekszik.
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czirkularis. Egy sik valamennyi korére nézve g.-en fekvé kapesolt
pontpémk egy és ugyanazon }nvolucz?és pontsort képeznek, melynek
kettéspontjai, mint a sik Osszes koreinek képzetes metszépontjai
ge-nél:a siknak végtelen tavol fekvé képzetes korpontjai (44).

A kapesolt atmérdk dltal képezett involuczids sugdrsornak egy-
médsra merdleges kapesolt sugarai, vagyis a sugérsor tengelyei : a kip-
szelet tengelyeinek ; ezeknek valos metszépontjai a kapszelettel csii-
csoknak neveztetnek. Az ellipsis, mert mindkét tengely 4ltal valds
pontokban metszetik, négy csiicscsal bir; a hyperbola csak kettdvel.
A hyperbola tengelyeirdl megjegyzendd, hogy ezek felezik az asymp-
totdk dltal képezett szogeket, mert minden hyperbolikus természetii
involuczids sugdrsor tengelyei, a kettdssugarak szogfelezéi.

114. Az el6bbi §-ban kimutattuk, hogy két egyenes és ezeken
fekvd involuczidés pontsorok 4ltal, egy kupszelet van meghatdrozva,
melyre vonatkozdlag a pontsorok tartoi kapesolt poldrisok, és a pont-
gorok kapesolt pontjai, kapesolt pélusok. A sik végtelen tdvol fekvd
egyenesének pélusa azon adatok dltal meghatdrozott valos vagy kép-
zetes kipszeletnek kozéppontja.

Ha az involucziés pontsorok tartéinak metszépontja mindkét
involuczids pontsor kozéppontja, akkor azon tartok az dltaluk meg-
hatérozott kupszeletnek atmérsi, metszépontjuk mér a kiapszeletnek
kozéppontja; és ha azon tartok még egymdsra merélegesek, akkor
azok a kupszeletnek tengelyei lesznek. A kipszelet maga ellipsis,
vagy hyperbola, vagy képzcles kipszelet a szerint, a mint a felvett
involuezids pontsorok koéztil mindketts vagy csak az egyik, vagy egyik
sem hyperbolikus, hanem elliptikus természetii.

Ebbol kovetkezik, hogy az ellipsis, hyperbola, és a képzetes
kipszelet egy kapcsolt dtmérdpdrja és a rajtuk fekvé involuczids
pontsorok dltal meg van hatdrozva. Ugyanez ily médon is kifejez-
het6 : egy ellipsis meg van hatdrozva, ha ismeretesek egy kapesolt
atmérépdrnak (valés) metszépontjai az ellipsissel ; a hyperbola pedig
meg van hatdrozva ha ismeretes egy dtméréjének metszépontja a
hyperboldval és a hozzd kapesolt 4tmérén fekvé elliptikus természetti
nvoluezibés pontsornak egy kapesolt pontpérja.

Legyen AC, BD valamely ellipsis egy kapesolt dtmérépdrja,
mely az ellipsist 4, C; B, D pontokban, egymést pedig annak kozép-
pontjdban M-ben metszik ; szerkeszszitk meg az ellipsis tengelyeit.

AC valamint BD atmérék polusai, BD ill. AC végtelen tdvol
fekvé pontjai, tehat azon négyoldal, melynek oldalai az ellipsist

10*
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ABCyspontokban érintik : parallelogramm lesz. Ezen /KLN para]-
lelogrammnak, mint minden a kipszelet koriilirt négyoldalnak &tl4;
(72), a kupszeletet illetdleg kapesolt egyenesek és mert a paralle]-
ogrammnak IL, KN 4t16i M-en mennek 4t, azért szikségkép kapcsolt
dtmérdk.

Hogy az | MA', |MBi; | MK|, | ML kapcsolt sugarak dltal meg- -
hatdrozott involuczids sugdrsor tengelyeit szerkeszthessik (77. dbra)
metszéshez hozzuk ezen sugarakat tetszbleges egyenessel, pl. M A-va]
parhuzamos IN érintdvel, mely 8ket: LN végtelen tdvol fekvé pont-
jdban, és D-ben; tovibbd N és I-ben metszi. /) kozéppontja, N,
pedig hatvanypontjai azon involucziés pontsornak, mely szerint IN

|

szeld a kapcsolt 4tmér6kbdl képezett involuczids sugdrsort metszi.
Ha most D-ben IN-re emelt merdlegesre red viszszik AM — MC =
= ID = DN-et, P, (-ig, ugy (33) a P, () pontokon dtmend Osszes
korok IN-et kapesolt pontokban metszik; tehdt PQM pontokon
dtmend kor és IN egyenes U, V metszdpontjait M-bgl projiczidld
MU\, | MV ' sugarak, az involuezids sugdrsornak és egyszersmind az
ellipsisnek tengelyei (36).

Az ellipsisnek, | MU|, | MV | tengelyeken fekvs S, S’ ill. S;, Si
pontjai, vagyis az ellipsis esficspontjai : kettéspontjai azon involuczios
pontsoroknak, melyet a tengelyen levs és az ellipsisre nézve kapesolt
polusok meghatdroznak. Hogy ezen pontokat és evvel egyszersmind
a tengelyek hoszszdt SS', S;Si-et szerkeszthessiik, ismerniink kell
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mindegyik involuezids pontsornak két par kapesolt pontjdt; de mert
3/ kozéppontja az egyes dtmérdkon levd involuczios pontsoroknak :
elégséges egy kapesolt pontpdrnak ismerete.

MU, | MV tengelyek U, V pontjainak kapcsolt pontjai X, YV
ott lesznek, hol az U és V pontokon dtmens IVDNU ellipsis-érintd
D érintépontjabol a tengelyekre bocsatott merdlegesek, a tengelyeket
metszik ; mert ezen | DX|, | DY/ egyenesek U, V, pontoknak az ellip-
gisre vonatkozd poldrisai. | MU', | MV '-n fekvs S, S’ és Sy.S; csfics-
pontoknak meghatdrozdsa

MS'=MS*=MX.MU; MS{ = MS*® = MY. MV

egyenletek alapjdn torténik.
Megjegyezhetd még, hogy ha AC, BD kapesolt 4tmérék egyenld
hossztiak lennének, agy PMQ kor, IN egyenest I, N pontokban met-
szené és a tengelyek IKL N rhombusnak szégpontjain mennének 4t.
E szerint az ellipsis lengelyei felezik az egyenld hosszit kapesolt
dtmérdk dltal képezett szogeket. —
114a. Az ellipsis 4tméréi dltal képezett involuezids sugdrsor
hatvanya tg (UMD) . tg (UMC) kifejezhetd MS,, MS' kozokkel.
A 77. abrabol 14thato, hogy
tg(UMD) = ng;’ tg(

tehdt az involuezids sugdrsor hatvanyénak értéke :

MY . MV _ MS$}
MX. MU MSY
de mert MS?: MS” viszony az ellipsisnél lényegesen positiv UMD,

UMC hegyes szégek pedig ellenkezs jeltek és igy tangenseiknek
szorzata negativ, azért

UMC) = tg (VUM) = ——

MS:
tg (UMD) . tg(UMC) MS”

Az ellipsis dtmérdi dltal képezelt involuczids sugdrsor hat-
vanya egyenld a tengelyel: négyzetének viszonydval negatw eldjel-
lel véve.

115. Az ellipsis tetszéleg kapesolt dtméréparjanak, pl. AMC
BMI)-nek hajldsszége: DMC = ¢, az dtmérék hoszsza: AC = 2q,,
BD = 20,4, és a tengelyek hossza: SS' = 2a, S;S| = 2b kozétt igen
€8yszerli relacziok léteznek, melyek az eldbbi abrabél levezethetdk.
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MVD, MUD hdromszogek kettés teriiletei :

MV .MX=MV.YD—VD.MD sin ¢,
MU.MY=MU. XD=DU . MD sin ¢,

mibél
MX.MU.MY.MV=VD.DU.MD".sin? p=
:PD*. MD" . sin p = MA* . MD" . sin? ¢,
avagy
at. b*=a?. b%sin ¢,
és igy
ab=ab;singp . .. ... 1)
Midsrészt
MX*4+ MY+ VD . DU=MD*+ P,
és mert
VD:MX=VU: MU
DU:MY=VU:MV
azért :
. MX. MY . o MY . MX —a2 ——a
VD.DU =y sy - VU = 3y U+ MV

ezt az el6bbi egyenletbe helyettesitve :

(MX. MU+MY . MV) (-MX + M Y) — D+ PD'.

Tekintve azonban, hogy

MX _ VD MY DU
MU VU’ MV T VU’

tehat

MX MY VD DU

MU Mmv=vuoTvo—©
leszen

MX.MU+MY.MV=MD'+PD*,
végre

a+-bi=al+b . .. ... 2)

Az 1) egyenlet kovetkezd egyszerii tétellel fejezhets ki: «az
ellipsisbe irt parallelogrammok teriiletei 4llandék, ha azoknak sz0g-
pontjai az ellipsis kapesolt d4tmérdinek végpontjai; tovabbd az ellip-
sis koriil irt parallelogrammok teriiletei dllanddk, ha azoknak oldalax
annak kapesolt dtmérdivel parhuzamosaks.

1) és 2) egyenletek alapjdn a tengelyek hosszisdga egyszeriien
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grerkeszthetd. Ha ugyanis 1)-nek kétszeresét 2)-hez adjuk és abbdl
kivonjuk, ugy leszen :
(a+b2=a?+b%+2a,b, sin p=0a?+b?=2a,b, cos MDQ,
(a—Dbt=0a2+0b2—2a,b sin p=a}+bt—2a.b, cos MD(),

mely egyenletek jobb oldalai az MDP, ill. MD(Q haromszogek MP,
ill. MO oldalainak négyzeteit jelentik. Ennélfogva

MP=a+b, MQO—a—b,
tehat
MP—MQ
2

SM=MS=a_ MPEMC qyr ms, — b=

mibél az ellipsis cslicsai egyszertien szerkeszthet6k.

Az ellipsis nagyobb tengelyét SS’-et, f6-, kisebb tengelyét
S, Si-et melléktengelynek nevezik és rendesen 2a, illetve 2b-vel
jelolik.

Az MP, M(Q) egyenesek, melyek a tengelyek hosszisdignak meg-
hatdrozdsdra szolgdltak, helyzetiik dltal a tengelyek helyzetének szer-
kesztésére is alkalmasak. PYMQU kort tekintve :

o PU iv=UQ ivvel,
48 igy
PMU = = UMO
tehat | MU, | MV | tengelyek felezik az MP’, M() cgyenesek dltal ké-
pezett szogeket.

Az ellipsis tengelyei ezek szerint AC, BD kapesolt dtmérkbsl
kovetkez6kép szerkesztetnek : «az egyik, pl. BD dtméré I végpont-
J4bél a hozzé kapcsolt dtmérdre merdlegeset boesdtunk és erre D-t61
mérve redrakjuk a DBD-hez kapcsolt A dtmérs felét P, (-ig:
PMQ-sz76g felezbje, a f6-, a red M kozéppontban emelt merbleges a
melléktengely. Ha még M(Q, M-t6]1 mérve P-.felé MP-re redrakatik
R-ig (MQ < MP) gy RP felezépontjgnak T-nek tévolsiga M es P-t6l
a f6-, ill. melléktengely félhosszisdga, a, b lesz». (FréziER-féle szer-
kesztés). FréziER (1689—1776.)

Vigvuk fel az M pontban AC-re emelt merdlegesre AM = M(C
félatmérst F-ig, és nevezziikk ED koz- O felezépontjabsl M-en 4t leirt
kérnek metszépontjait ED-vel: G, H-nak. Minthogy EM+t PD# DO,
EMDP és EDMQ négyszogek parallelogrammok, tehdt MP egyenes
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dtmegy O-n és MQ || GH—|MH!, i MP|, | MG , MQ| sugarak, me-

lyek ED egyenes dltal négy harmonikus helyzetti pontban (H, O,

és a végtelen tdvol levé pontban) metszenek : harmonikusak ; és mert

MHLMG: MG! és MH felezi MP, MQ egyenesek éltal képezett

szogeket. Ezen { MH', ' MG | egyenesek tehdt a kupszelet tengelyei.
Ha még meggondoljuk, hogy

/ MDD
ko=0p=YY Ho=06=0u="Y"

azt ldtjuk, hogy

HD=HO+0D= - .8 DG=0G—-0D— —

MP+MO
2
tehdt HD és DG a féltengelyeket szolgdltatjdk.

E szerint az ellipsis tengelyei helyzetik és nagysdgukra nézve
AMC, BMD kapesolt dtmérskb6l kovetkezdkép szerkeszthetsk: «az
egyik pl. AC dtmérére az ellipsis M kozéppontjdban merélegest eme-
link és erre M-t6l rarakjuk AM-et E-ig; FE pontnak a mdsik dtmérd
D végpontjdval osszekoté KD egyenesét metszéshez hozzuk G, 11
pontokban azon korrel, mely KD koznek O felezépontjabol M-en 4t
leirhaté ; MG, MH a tengelyek helyzetét, DG, DH azoknak félhosz-
szdt adjdk meg olyképen, hogy DH, M-t6] mérve MG-re, DG pedig
M-t6]1 mérve MH-ra helyezend§ fel.» (Ryrz-féle szerkesztés.)*

116. Azon korilménybél, hogy HD és DG a tengelyek félhosz-
szdval egyenld, kovetkeztetni lehet az ellipsis pontjainak szerkeszté-
sére, ha annak tengelyei helyzet és nagysdgra nézve ismeretesek.

Minthogy BD és igy D tetszéleges dtmérdje, ill. pontja az ellip-
sisnek és HD, DG az ellipsis tengelyeinek félhosszdval egyenls, azt
latjuk, hogy: ha GHD egyenes ugy mozog, hogy H pontja mindig az
ellipsisnek egyik tengelyén, G pontja annak mdsik tengelyén marad,
gy HG egyenesnek D pontja leirja azon ellipsist, melynek tengelyei
2GD, 2DH hosszusdgak.

Ha mi tovabbd D ponton 4t DG.H. egyenest fektetiink, mely a
tengelyekhez ép oly szog alatt hajlik, mint GDH, és MG tengelyt
G-ben, MH-t H,-ben metszi, ugy DG,=D(G, DH,=DH. Ha ezen
H,G,D egyenest ugy mozgatjuk, hogy H, pontja-az ellipsisnek MH
tengelyén, (v, pontja MG tengelyén maradjon, akkor H,G,D egve-

* Wiener Christian : Darstellende Geometrie, 1884 Teubner; I. k. 293 1.
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nesnek D pontja szintén leirja azon ellipsist, melynek tengelyei 2G, D),
9 H,D hosszuséguak.

Ennélfogva : «ha egy egyenesnek két szilard pontja egy derék-
gzog szdrain mozog, akkor azon egyenesnek minden pontja leir egy
ellipsist ; ennek tengelyei egybeesnek a derékszog szdraival és hossza-
siguk a leird pontnak a szilird pontoktél mért tdvolsdgainak két-
gzeressen.

Ezen leirdsi médja az ellipsisnek tiszta fogalmat ad annak alak-
jarol és a szerkesztésbél lathatd, hogy a tengelyek az ellipsist sym-
metrikus részekre osztjdk,

Megjegyzendd még, hogy a szildrd pontok dltal hatdrolt koz
felez6pontja, minthogy az egyenes mozgdsa alkalmdval egyenld tavol-
sigra marad a derékszog csucsatol, kort ir le. A kor tehdt oly ellipsis-
nek tekinthetd, melynek tengelyei egyenlé hosszuak.

117. Attériink most a hyperbola asymptotdinak, az érint8k
érintépontjainak, és tengelyeinek szerkesztéséhez, ha az, egy par
kapesolt dtmérdjének helyzete és a raj-
tuk fekvd, a hyperboldt illetéleg, invo-
luczids pontsorok dltal van adva, mely-
nek kapesolt pontjai, kapesolt polusok
a hyperbolét illetéleg. E pontsorok ko-

zill az egyik mindig hyperbolikus, a md- _—
sik elliptikus természetii. Legyen a 78.
dbrdban a hyperbolikus involuezids pont- —_—

sor A, C kettéspontjai dltal, az ellip-
tikus pedig B, D hatvdnypontjai dltal
adva. Minthogy AC 4tmérének pélusa
BD-n fekszik és B, D pontok kapesol- 78. 4bra.
tak: AD, BC valamint AB, CD egyene-
sek (78) egymdst a hyperboldnak, nevezzik «, 3 pontjaiban, és a
hyperboléba irt AaCf3 négyszog dtellenes szogpontjainak 4, C és a,
f-nak érint6i egymdst ZD-n fekvs kapesolt pélusokban (76) metszik.
AC egyenesnek pélusa azonban BID)-nek végtelen tdvol fekvé pontja,
miért is ez, /3 pontoknak érintdi BD dtmérdnek végtelen tdvol fekvé
pontjdhoz kapesolt M ponton, a hyperbola kézéppontjdn mennek 4t ;
Me |, | M3| egyenesek tehdt a hyperbola asymptotéi.

Ha A, C pontokon 4t BD-vel és B, D pontokon 4t AC-vel par-
huzamosan hizott egyenesek metszdpontjait I, K, L, N-nel jeloljik,
gy a hyperbola asymptotdi ezen IKLN parallelogramm KN, /L 41161,
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mert ezek M-en és AD, BC-nek, ill. AB, CD-nek végtelen tavol
fekv6 o, 3 metsz6pontjdn, tehdt a hyperboldnak végtelen tdvol fekvé
két pontjdn mennek 4t. Minthogy AC, BD a hyperboldnak tetszéle-
gesen vilasztott dtmérépdrja kovetkezik: a hyperbola asymptotdi
azon parallelogrammnak dtldi, melynek oldalaieqy kapcesolt dtmérd-
pdrral pdrhuzamosak és melyek azon dtmérdkon fekvé kapesolt polu-
sokbdl dlls involuczids pontsorok kettdspontjain, illetve hatvdnypont-
jain mennek dt.

Bdrmely, a kupszeleten kiviili tetszéleges ponton dtmend kap-
csolt poldris koziil egyik a kupszeletet valés, a masik képzetes pont-
ban metszi, és ezen egyenesek egymdstél a ponton dtmend érinték
dltal harmonikusan vannak elvdlasztva. A hyperbola asymptotdi is,
mint M kozépponton dtmend érintsk, a kapesolt dtmérsket harmoni-
kusan vilasztjdk el, még pedig ugy, hogy az egyik dtmér6 mindig
valés, a mésik képzetes pontokban metszi a hyperboldt, miért is:
a hyperbola (valds) pontjai az asymptotdk dltal képezett négy szdg
koziul, két csucsszégnek szdrai kézott fekszenek.

118. A hyperbola asymptotdit, mint két érint6t, a tébbi érintsk
projektiv pontsorok szerint metszik, melyeknek ellenpontja, mint a
végtelen tdvol fekvé e, ;3 érintépontoknak megfelels pontok, M-ben
egyesiilnek. De e projektiv pontsorok két megfelelé pontjinak, mint
C pontban vont NL, vagy A pontban vont IK érinté metsz6pontjd-
nak N, L, ill. I, K-nak tdvolsdgai az ellenpontoktdl (jelenleg M-t6l)
dllandd szorzatot adnak, mely a projektiv pontsorok hatvdnydval
egyenld, tehdt: a hyperbola érintéi az asymplotdkat oly pontokban
metszik, melyeknek a kézépponttdl mért tdvolsdgai dllando szorzatot
képeznek. X tétel igy is kifejezhet6: a hyperbola asymptotdi és az
egyes érintokbdl, mint oldalakbdl képezett hdromszégeknek teriilete
dllandok, mert egy ily hdromszognek pl. LMN-nek kettss terilete
ML . MN .sin LMN.

E tétel alapjan a hyperbola bdrhdny érintdjét szerkeszthetjik,
ha a két asvmptota /L, KN és egy érint§ NI ismeretes. L, N ponto-
kon 4t ugyanis pdrhuzamosokat huzunk, melyek az asymptotdkat
Ly, Ny; Ly, ..,, ... pontokban metszik; e pontok osszekots egye-
nesei: LN, L,N,, . .. érint6i a hyperboldnak. (79. dbra.)

De az egyes érint6k érintdpontja is egyszeriien szerkeszthetd,
mert az érintérol az asymptotdk dltal lemetszett résznek felezépontja
az érintépont. Az érintdponton dtmend dtmérshez kapesolt dtmérd
ugyanis padrhuzamos az érintével, az érinté6 pedig a kapcsolt 4tmé-
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5k, valamint az asymptotdk dltal harmonikus pontok szerint met-
szetik, mely metszéspontok kozul egyik végtelen tdvol van.

Két tetszbleges érintéponton C, C;-en dtmend és igy (az el6bbi
tétel szerint) L1 -gyel pdrhuzamos CC, egyenes az asymptotdkat oly
v, N pontokban metszi, melyek C,
ill. C,-t61 egyenld tdvolsdgra vannak,
mert 2Cy=LL,=2C,y,. Ennélfogva
a hyperbola pontjai, ha .az egy C I|
pontja és az asymptotdk dltal van l
adva, oly modon szerkesztheték, hogy I
(C-n 4tmend tetszbleges egyenesre, T l
mely az asymptotdkat », ; pontok- i
ban metszi, 7,-t6l mérve felvisszik
Cy kozt Ci-ig, tekintettel lévén arra, 79. dbra.
hogy C, pont, mint a hyperbola §j
pontja, ugyanazon sz0g, vagy csucsszogének szdrai kozé keriljon,
mely kozott ¢ pont fekszik.

119. Az el6bbi tételekbél forditva is kovetkezik: ha egy hd-
romszognek egyik oldala 1igy mozog, hogy a hdromszdgnek terilete
és a mozgo oldal dtellenes szoge dllandd marad, akkor a mozgé
oldal felezépontja dltal leirt, és a mozqd oldal dltal burkolt gorbe,
eqy és ugyanazon hyperbola, melynek asymplotdi az dllandd szég
szdrai. A hdromszogek terileteinek dllandd volta miatt ugvanis a
viltozo két csices, az dllandd szognek és csucsszogének szdrain pro-
Jektiv pontsorokat ir le, melyeknek ellenpontja az 4dllandd szog cst-
esdba esik.

Ha a mozg6 oldal az dllandé szog mellékszogeinek szdra kozott
mozog, de szintén agy, hogy a szarmazott hdromszogek teriletei az
el6bbieknek tertletével egvenléck maradjanak, akkor a mozgd oldal
valamint felez8pontja dltal egy i/ hyperbola lesz burkolva ill. leirva,
melynek az el6bbivel k6zos asymptotdi vannak. Az elSbbi és ezen 1]
hyperbola, egymdshoz kapesolt hyperboldnak nevesztetik és a két hy-
perbola nem csak kozos asymptotdkkal, hanem koz6s kapesolt dtmérs-
pérakkal is bir. Azonkivil az egyes kapcsolt atmérdpdrak koézul az
egyik dtmérs az egyik hyperboldt, a mwdsik a hozzd kapesolt hyper-
boldt metszi valés pontokban, mely metsz8pontok egyszersmind az
egyes hyperboldknak 4tmér6jén levs hatvanypontok.

Hogy ezt beldssuk, térjunk vissza az AC, BD kapesolt dtmérsk
€3 a rajta fekvd involucziés pontsorok A, C kettéspontjai és B, D hat-
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vianypontjai dltal adott hyperboldhoz (78. dbra). E hyperbola burkolva
lesz azon mozgd LN egyenesek dltal, melyek az asymptotdkkal egyiitt
LMN-nel egyenld teriiletii hdromszogeket képeznek és LMN., vala-
mint esacsszogének IMK.y-nak szdrai kozott vannak. A kapesolt
hyperbola pedig burkolva lesz azon mozgd I1DN, vagy KBL egyene-
sek dltal, melyek az asymptotdkkal egyiitt LMN-nel egyenld teriiletii
hdromszoget képeznek, de LMN.x mellékszogeinek NMIx és LMK
szdrai kozott vannak. Ha A'C’ és B'D’ az elsé hyperboldnak egy ma4-
sik kapesolt atmérbpdrja, melyek kozil A'C’ azt valés A', C' pontok-
ban metszi, B, 1)’ pedig a mdsik dtmérén levs két hatvdnypont, ak-
kor A', (" és B', D'-en at B'D’, valamint A'C’ egyenessel pérhuza-
mosan vont egyenesek egy 4j parallelogrammot I'K'L’'N'-et képeznek,
melynek I'L’, K'N' 4tl6i ismét az el6bbi asymptotdk és I'K', L' N’
oldalai, érintéi a hyperboldnak A’, (" pontokban, végre MI'K', ML'N'
hdaromszogek egyenl terilettiek MNL hdromszoggel. De I'K'L'N’
parallelogramm mdsik két oldala I'N’, K'L’ szintén oly két hdrom-
szoget képez az asymptotdkkal, mely MINL-lel egyenl$ teriilett, tehdt
azon oldalak érintik a kapesolt hyperboldt K'L', I'N' kozok B', D’
felez8pontjaiban, és B'D’, A’'C’ kapesolt 4tmérépdrja e hyperboldnak.
Ezen B'D', A'C’ atmérbk koéziul B'D)' metszi a kapesolt hyperboldt
B', D' pontokban, mig a mdsiknak A’, ' pontjai, mint a leirt
aB'BD' négyszognek dtléspontjai kapesoltak ezen hyperbolét illetéleg,
tehdt A'C’ dtmérének hatvinypontjai.

120. A hyperbola tengelyei, mint az M pontbdl kiindulé kap-
csolt egyenespdrak dltal képezett involuezids sugdrsor tengelyei, fele-
ztk az asymptotldh hajldsszdgeit és egymdsra meréSlegesek, miért is
azon } k,L N, parallelogramm, melynek két oldala I,K,, LN, a
hyperboldt a metsz6 — vagy mint mondani szokds — [dlengely vég-
pontjaiban, S, S’ cstcesokban érinti, és melynek mdsik két oldala
IN;, kL, a mésik tengely .S;, Si hatvanypontjain 4t a fétengelylyel
parhuzamosan : tégliny lesz.

Minthogy (80. dbra)

M1, . MK,=MN, . ML,=MN. ML:

LK LN, téglany cstesainak tdvolsdga M-t6] azon négyzetnek oldala,
mely az MN, ML oldalakbdl alakitott téglanynyal egyenl$ teriileti,
és ha I\ K,L,N, téglany meg lett szerkesztve, Ggy dltala a fétengelyen
fekvé S, S’ cstcsok és a melléktengelyen fekvs Sy, Si hatvinypontok
ismeretesek.
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A hyperbola érint6i valamint
pontjai, fgy mint az ellipsisé, sym-
metrikusan vannak elhelyezve a
tengelyeket illetdleg. I
Ha a hyperbola AC dtmérd-
jén A, C pontok tdvolsdgdt — az |
dtmérének tgynevezett hosszdt —
9a,-gyel ; a hozzd kapesolt BD dt-
mérén B, D hatvdnypontok tdvol- 80. fbra.
sagdt 2b,-gyel; az AC, BD dtmé-
rok hajlasszogét ¢o-vel; S, S’ esiiesok tdvolsdgat, vagyis a f6tengely
hosszdt 2a-val ; végre a melléktengelyen fekvé S;, Si hatvanypontok
tivolsdgat 2b-vel jeloljuk, Ggy ezen a,, b;, ¢, a, b, mennyiségek
kozott az ellipsisnél taldlt relacziékhoz hasonldok vezethet6k le.
MLN és M|N,L, haromszogek teriiletei egyenlék lévén :

LC.MCsingp=L.S.MS',

vagy
abysmep=ab.... 1

De MLN hédromszéog MN, ML, NL=2b, oldalai és MC=a,

kozépvonala kozott ismeretes ezen relaczié :

MN®+ ML =202 + 202,
mibél
(MN+ML)*—(2b,)*=2MN . ML+2 (a2 — b3),
(2b,)*—(MN—ML2=2MN . ML—2 (a’—b?).

E két utoébbi egyenlet baloldalainak szorzata MLN. hdromszog
négyszeres teriiletének négyzete, tehdt:

(A.MLN)*— 4. MN®. ML*—4 (@ —b)?;

de minthogy ML,N, hdromszdg négyszeres tertletének négyzete szin-
tén kifejezhetd ily moédon, t. i.

A.ML,N)*=4. MN; . ML{ — 4 (a®>—b%?

és MLN, ML,N, haromszogek teriiletei valamint MN. ML, MN, . ML,
szorzatok egyenl6k kovetkezik, hogy

mely egyenlet az ellipsisnél eléforduld 2) egyenletre emlékeztet.
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Megjegyezheté még, hogy az egyenoldala hyperboldndl azon
IKLN parallelogrammok, mert 4tl6i egymdsra mer6legesek, rhom-
bussé fajulnak el, és ezért a=b, valamint a,=b,, tehit: az egyen-
oldalu hyperbola kapcsolt dtmérdi dllal képezelt szégek az asymplo-
tdk dllal felezlelnek, lovdbbd bdrmely dlmérd hosszusdga egyenls
@ hozzd kapcsoll dtméron levé hatvdnypontok tdvolsdgdval.

121. A midén a két kapesolt dtmérdén adott involuezids pont.
sorok mindegyike elliptikus természetii : a kipszelet képzetes.

Nevezziik ezen kapcsolt dtmér8k hajlisszogét p-nek, a rajtuk
fekvd involucziés sorok hatvinypontjait 4, C, illetve B, D-nek, azok-
nak kozéppontjit, mely egyszersmind a kupszeletnek is kozéppontja
M:-nek, azoknak hatvdnydt, mely negativ jelti, —a2, -- b2-nek.

E szerint (77. dbra):

AM=—MC, MB=—MD,
es
MA . MC=—MA?——a2, MD.MB=—-MD*=—b2.

A és D pont polérisa azon [CL,, és | BL| egyenes, mely C-n
it BD-vel, illetve B-n 4t AC-vel parhuzamosan huazhaté; ez utéb-
biaknak L metszépontja | AD -nek pélusa. i ML| dtméréhez kapesolt
atmérd e szerint: M-en dt | Al |-vel parhuzamosan mené ' MN |
egyenes.

'ML!',|MN| és |MD|, | MA! kapesolt atméréparakbol a tenge-
lyek ép gy mint az ellipsis eseténél szerkesztheték. Ezen &tmérsk
ugyanis D ponton at AC-vel parhuzamos | IDN| egyenessel I, D, N,
és a végtelen tdvol fekvé pontokban metszetnek, és ha

PDQL11ID, PD=DQ—1D,

akkor PQM-en dtmend kornek kozos U, V pontjai | [V|-nel, a ten-
gelyeknek pontjai lesznek.

Hogy ezen U,MU, V,MV tengelyeken fekv6 kapecsolt polusok
altal képezett elliptikus természetli involucziés pontsorok hatvany-
pontjait S, S'; S;Si-et és hatvinyait, — MS?=—a?, — MS2=—"b*%
megtalaljuk, vegyik tekintetbe, hogy D pontbél UMU, V,MV ten-
gelyekre bocsatott merslegeseknek X, Y talppontjai, kapesolt pontjai
azon U,, V, pontoknak, melyekben a tengelyek D pontnak polérisét
BL |-et metszik.

Minthogy

MU,=—MU, MV,=—MV,
MX . MU=—MX.MU;—a*, MY. MV=—MY. MV =02,
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s mint az ellipsisnél tanultuk :

MX.MU.MY.MV=MA*. MD*sin ¢

ed

MX.MU+MY. MV=PD*+MD?,
14thatd, hogy itt is mint valos kipszeletnél
a?. b?=a2b?sin® ¢, és a®+ b =al+ b2,

csakhogy a?, itt nem a félatmér6k négyzeteit, hanem az
dtmérskon fekvd involuczios sorok negativ hatvdanyait jelentik.

122. Legyen valamely ellipsis vagy hyperbola egy kapesolt
dtmérdparja AC, BD; az ellipsisnél A, C; B, D pontok ama étmér8k
metszépontja a gorbével, a hyper-
boléndl pedig B, D; BD é4tmérs
fekvé involuczids pontsor hatvdny-
pontjai. Ha a kapszelet P pont-
jin 4t BD, AC-vel pirhuzamosan
mend egyenes AC, BD atmérst
Q, V-ban, P pont érintdje pedig z/—
ezen két 4tmérét R, U-ban metszi,
akkor (80a dbra)

R pont PQ-nak polérisa
U « PU « «

mibél kovetkezik, hogy

80a. 4bra.

MC*=MQ. MR
+ MD*=MV .MU,

hol ez utébbi egyenletben a felsd illetve alsd jel értendé a szerint, a
mint a gorbe ellipsis vagy hyperbola.
Ezen egyenletek még ily alakba irhatok :

MQ* MO _ VU
MC* T MR T MU
MV: MV

MD* MU’

MV:  MQ? MY vo
Ty tuer mu T omu =t
Ha MQ, MV=QP, MC, MD-t roviden x, y, a, b-vel jeldljik,
akkor a taldlt egyenlet ily alaku :

mibdl:
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Y

“at b2

Ezen egyenlet, mely a kipszeleten véltozé P pont z, y koordi.

ndtdi, valamint AC—a, BD=" &tmér6k hosszasdga kozott 16vs rela-

czi6t fejezi ki, az analytikai geometrigban : az ellipsis illetve hyperbolg,

egyenletének nevestetik, vonatkoztatva AC, BD kapesolt 4tmérs parka,
helyezett tengelyrendszerre.

Ha tekintetbe vessziik, hogy (), R pontpér A, C-t harmonikusan
valasztja el, tehdt

1.

QA .QC=0M. QR;
tovabbd UMR~ PQR hasonlé hdromszogekbsl folys egyenletet :
MU.QR=MR. QP,

végre az imént taldlt
+ MD*=MU. QP
MO . MR=M(?

relaczidkat, igy ezen négy egyenlet szorzatdbol kovetkezik :
F QA.QC. MD*=MC?. QP

Qp: M
AQ.0QC =+ ‘MCe T allando.

Ez utébbi egyenletben Apollonius (mint Hanker * megjegyzi), a
kupszeletek alaptulajdonsdgait létta kifejezve, mert mint alabb kimu-
tatjuk, a paraboldra nézve is érvényes.

123. Mér emlitve lett, hogy a parabola két hasonléan projektiv
pontsor képzédménye, s mint ilyen sikjdnak végtelen tévol fekvé G
egyenese dltal érintetik, miért is g,.-nek polusa, vagyis ¢.,-nek érints-
pontja, tehdt a paraboldnak kizéppontja, végtelen tdvol van.

A parabola kézéppontjdn dtmend egyenesek szintén &tmérsk-
nek neveztetnek és ezeknek pélusai g.-en, mint a kozéppont érintd-

Jén vannak, tehdt a parabola dtmérdi egymdssal pdrhuzamosak és
polusai végtelen tdvol fekszenek.

A parabolédnak nincsenek kapesolt 4tmérsi, mert minden dtmé- ‘
rének a kozépponton dtmend kapesolt egyenese maga J. egyenes. i

Minden parabola dtmérén levé kapesolt pdlusok egyenoldalil

vagy

I\
hyperbolikus természetii involuczids pontsort képeznek, mert e pont- |

sor egyik kettéspontja végtelen tavol van (42.); ennélfogva az dtmé-

Hasker H.: Die Elemente der projectivischen Geometrie. 1875. p.

124. A parabola tengelyeinek szerkesstése. 161

rén fekvé kapesolt pontok tdvolsdgit az étn?érének nge'@zéponi/:ja
felezi. Tovdbbd a parabola-dtmérd Gsszes pontjainak poldrisai egymas-
gal parhuzamosak, és e poldrisok a mennyiben a paraboldt ’ va,l.os

ontokban metszik, azon dimérchez kapcsolt haiwendszev."t kepezzk,
mely hurrendszer minden egyes harjdt azon dtmérd felez.l. Mlndfen
4tmér6hez mds irdnyt kapcsolt hirrendszer, és forditva minden pér-
huzamos hirrendszerhez mas a4tméré tartozik. Azon dtmerd, melyre
a hozzd kapesolt harrendszer meréleges, a parabola fengelye; a ten-
gelvnek végesben levs metsz8pontja : a parabola csicsa.

" 124. Mint minden kapszelet, ugy a parabola is meg van haté-
rozva egy atmérdje, egy ehhez kapesolt hir és ezeken fekvd kapesolt
polusokbél 4116 involueziés pontsorok dltal. Legyen (D a parabola
egvik harja, mely azt C, D-ben metszi, tovibbd annak B felez6pont-
jén dtmend AB egyenes azon atméré, mely |CD |-hez kapesolt és
mely a paraboldt A-ban metszi; a parabola ezen adatokbol meg van
hatdrozva és annak érint6i, pontjai, tengelye és csticsa szerkeszthetd.

CD hirnak polusa, AB egyenesnek azon (médsik) pontja E, mely
A-t6l AB tévolsdgra van; EC, ED egyenesek a paraboldnak érint6i
€, D pontokban. Ha a paraboldt azon hasonléan-projektiv pontsorok
képzédményének tekintjiikk, melyeknek tartéi EC, ED érint6k, mely
pontsorokban tehdt K, C-nek megfelel D, illetve K, ugy lathato, hogy
EC egyenes barmely X pontjdbol kiindulé médsodik érint6ét megkap-
juk, ha DE-t, D-t6] mérve EX:XC (kilsé, illetve belst) viszon.y
szerint osztjuk X,-ben; | XX, | akivint aj érint6. Ennek érintdpontja
X', XX, kozt oly XX', X'X, részekre osztja, melyek viszonya
egyenlé CX: XE viszonydval, mert ha a paraboldt EC és XX, tarton
levé hasonléan-projektiv pontsorok képzédményének tekintjik, agy
az egymésnak megfelelé pontok

C; X;‘E’ X’ Xl’ Xl
tehdt :
CX:XE=XX":X'X,.

Innen kévetkezik: ha eqy mozgd egyenes valamely hdrom-
$20g két oldaldt egyenld viszony szerint osztja anélkil, hogy a har-
madik oldallal pdrhuzamos maradna, igy azon mozgo egyenes para-
boldt burkol, melyek hdromszdg két elsé oldala szintén érintdje. E kel
oldal dltal a mozgd eqyenesrdl lemetszett rész az egyenes érintépont-
Jdban oly viszony szerint osztatik, mint a mily viszony szerint a

mozgo eqyenes az oldalakat osztja. Ha tehé%DE kozoket egyenld
Jb, 2 11
N S

Kiug : A projektiv geometria elemei.
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részekre osztjuk, a részeket a kozokon kivil is felvisszik az egyes
egyenesekre, és az egymdsra kovetkezé osztdspontokat E, ill. D-ts]
szémitva, Osszekotjiik, Ggy ezen Osszekotd egyenesek burkoldja :
parabola. —

Hogy egy tetszbleges, CD-t G-ben metsz6, dtméréhéz kapesolt
hir irdnydt, és az 4tméré metsz8pontjat a paraboldval szerkeszthes-
giik, ha CD har, és a hozzé kapesolt AB dtmérének A metszépontja
a paraboldval ismeretes, megkeressik azon H pontot, mely G-t
C, D-t6l harmonikusan vélaszt el (82. dbra). EGH, poldrhdromszig
a paraboldt illetéleg, tehdt EH lesz irdnya azon hurrendszernek,
mely a felvett dtmér6hoz kapcesolt. Ha G-n 4t felvett dtmérének
metsz6épontjat EH-val I-nek nevezzikk, agy [, G kapesolt pélusok
dltal hatdrolt kéznek S felez6 pontja, azon 4tmérének metsz6pontja
a paraboldval.

E szerkesztés szerint konnyen megtaldlhaté azon SG 4dtmérs,
mely egy tetsz8leges EH irdnya harrendszerhez kapesolt, tovdbbs,
ha EH merdlegesen vétetik fel AB-re, azon &tmérd, mely a hozzd
kapesolt hiarrendszerre merbleges, tehat mely a parabola tengelyét
képezi.

125. Ha egy parabola C, P’ pontjan dtmend két 4tmérd valamint
| CP| egyenes, a parabola tetszéleges P, pontjén 4t C pont érintjével
pérhuzamos hirt: (), illetve U, V-ban metszi, és P-n 4t | VQ, |-gyel
pdrhuzamos | PQ | egyenes kézos pontja | CQ, | 4tmérével: (), akkor:

QP: Q,V=0C: O,C
QP*:Q,V.Q,U=0QC: Q,C.

De minthogy V, U kapcsolt pélus a paraboldra nézve, mert

| VU|, | CQ, | 4tmérének pbluséin megy 4t (88)., azért
Q,V.QU-QP,
tehat
QP*  Q.P%
W = —1 N = allandoé

bérhol vegyiik is fel P, vagy P pontot a paraboldn.
Ha
QP1=y; CQIZ.’Z’,

2
Y™~ 4llandé
X

akkor
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a pambola’nak eqyenlete, C ponton dtmené dtméré és C érintdjére
mint X, illetve Y tengelyre vonatkoztatva.*

126. Tanultuk (33.), hogy két ponton 4tmené korok, vagyis
egy korsor korei, tetszéleges egyenest involucziés pontsor szerint
metszenek, a mibdl forditva is kovetkezik, hogy ha I ponton 4t koro-
ket fektetiink, melyek egy involucziés pontsor A4, A’; B, B'; X, X'
kapesolt pontpérjain 4t mennek, ugy ezek egymsst még egy K pont-
ban metszik ; mert ha JAA', IBB' korok mésodik metszépontja K,
akkor IK X kor az involucziés pontsor tartéjat sziikségkép az X-hez
kapesolt X' pontban fogja metszeni, tehdt /X X" kor, mely egybe
esik IKX korrel, szintén dtmegy K ponton.

81. Abra, 82, abra.

Az involueziés pontsor kézéppontja (, mint az involueziés
pontsor végtelen tévol fekvé G pontjdhoz kapesolt pont, IKG egye-
nessé elfajult koron, a korsornak fgynevezett hatvdnyvonaldn van,
mely hatvanyvonal tudvalevéleg azon tulajdonsdggal bir, hogy min-
den pontjdnak hatvdnya a korsor Osszes koreit illetsleg egyenld ;
mert ha Paz IK hatvinyvonal tetsz6leges pontja, és a korsor kérei
IK ponton mennek 4, tgy P pont hatvdnya a korsor osszes koreit
llet8leg PI. PK szorzattal egyenlé. Ha P pont, IK kozon lett felvéve,
akkor PI. PK szorzat negativ, ha pedig P, IK kozon kivial fekszik,
akkor PI. PK szorzat pesitiv, és ha P-b8l kért irunk le, mely kor kiil-
16jének négyzete az elsé esetben P-nek negativ hatvdnydval PI. PK-
val, a mésodik esetben P-nek positiv hatvénysdval, PI. PK-val egyenlb,

* A kipszeletekre vonatkozé szdmos metrikus relaczik talalhaték Sravpr
utolsé miivében: Von den reellen und imaginaren Halbmessern der Kurven
und Flachen IT. Ordnung. 1867.

11*
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akkor ezen kor az elsé esetben a korsor korei dltal dtmér6inek vég-
pontjaiban, a mésodik esetben pedig a derékszog alatt metszetik.

Ha tovabbd két korsor egy kozos korrel bir, akkor mindig 1éte-
zik oly kor, mely a korsorok korei dltal derékszdg alatt, vagy dtmérsi-
nek végpontjaiban metszetik; ennek kozéppontja a két korsor hat-
vinyvonaldnak metszépontja; sugardnak négyzete, ezen metsz(ﬁpont4
positiv illetve negativ hatvdnya a két korsor kozds korét, és igy a
sorok osszes koreit illetéleg.

Ha végre tobb korsor hatvdnyvonalai egymést egy pontban met- |
szik és az elsd és méasodik, a mdsodik és harmadik stb. kérsor min-
dig kozos korrel bir, akkor a hatvdnyvonalak metsz6pontjdnak hat-
védnya a korsorok osszes koreit illet6leg egyenlé; és ha a hatvdny-

vonalak ezen metsz6pontjdbdl, mint koézéppontbdl kért irunk le,
mely kor killsjének négyzete, a metsz6pont positiv vagy negativ
hatvdnya a kordk egyikét illetsleg, akkor azon kor a korsor Osszes
korei dltal derékszog alatt, vagy dtmérdinek végpontjaiban metszetik,
a szerint, mint a hatvény positiv vagy negativ.

Ezen a korsorok tulajdonsdgaira vonatkozd elemi tételeket
elére bocsdtva bebizonyithatd, hogy: egy kipszelet kizéppontjdnak
hatvdnya mindazon koroket illetéleg, melyek a kipszelet poldr-
hdromszogei koril irhatok eqgymds kozott egg’mlé‘k, vagy mésszoval:
ha a kipszelet kozéppontjdbol kort irunk le, mely kor kullGjének
négyzete oly nagy, mint a kozéppontnak eqy poldrhdromszog koril
rt korre vonatkozd hatvdnya, positiv vagy negativ jellel véve : akkor
azon kor valamennyi poldrhdromszog korul irt kor dltal derékszog
alatt, vagy dimérdinek végpontjaiban metszetik.
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A tétel akkor lesz bebizonyitva, ha kimutatjuk, hogy a kup-
gzelet kozéppontjdnak hatvdnya két tetszéleges poldrhdromszog koril
irt kort illetéleg egyenld. (83. dbra.)

Legyen e végb6l A;B;C;, A;B;C; két poldrhdromszog » kip-
gzeletre vonatkozolag; M a kupszeletnek kozéppontja. Jeloljuk | B;C; ,
| BjC; | egyenesek metszdpontjét két bettivel B;= Bj-vel; e ponthoz
kapesolt polust i B;C; i-n, Ci-vel: ! B;Gj -n, Cj-vel; mely Ci, G; pon-
tok, mint (|B;C;i, 'Bj(ji) = Bi = B; ponthoz kapecsolt pélusok,

B;C; |, : Bj(;: pélusait 0sszekoté egyenesen ; A;A; fekszenek. Ne-
vezziuk végre:

A;B;C; polarhdromszog korul irt kort k;-nek

A;BiC; « « « « ki«
Aj BJ' C} « « « « kj «
Aj B 7 C"] « ¢ « « ki«

ki és ki kor egymdst A;-ben, B;C;i egyenest pedig egy involu-
czi6s pontsor kapesolt pontjaiban, B;, C,; B;i, Ci-ben metszi; e sze-
rint k;, ki korok hatvdnyvonala A;G; dtmegy A;-n és az : B;C;| kap-
esolt polusaibél 4116 involuczids pontsor kozéppontjdn Gi-n, tehdt

A; G egyenes, | B;C;| végtelen tdvol fekvé G; pontjanak polérisa,
8 mint ilyen tartalmazza » kupszeletnek M kozéppontjdt.

ki, k; korok egyik metszépontja Bi=DB;; ezen korok [A,4;-t
egy involueziés pontsor A;, Ci; A;, C; kapesolt pontpdrjaiban met-
szik, ennélfogva ' A;A;' végtelen tdvol fekvé pontjdnak poldrisa.
mely ! A;Aj -nek, B;= Bj polusén és M kozépponton megy 4t: ki, k;
korok hatvdnyvonala.

Az Aj ponton dtmend k;, k; korok végre, ; B;(;| egyenest egy
involueziés pontsor Bj, Gj; Bj, (; kapesolt pontpérjaiban metszik és
hatvinyvonaluk | B;C; | végtelen tdvol fekvé pontjdnak poldrisa, mely
| B;jCj|-nek polusén és x-nak kozéppontjdn, M-en, megy 4t.

E szerint k;, ki; ki, kj; k;, kj korparak hatvdnyvonalai étmen-
nek M-en, és ezen M pont hatvényai k;, ki, k;, k; koroket, tehdt a
tetszolegesen vélasztott A;B;C;, A;B;(; poldrhdromszégek koril irt
ki, k; koroket illet6leg, egyenls. —

127. A kiipszelet poldrhdromszogei koriil irhaté kordk derék-
melszd kore k, azon tulajdonsdgqgal bir, hogy egyes pontjain dimenc
kapesolt poldrisok egyenoldaluan hyperbolikus természetii involu-
€2i0s sugdrsort képeznek; vagy a mi ugyanaz: k kir pontjaibdl a
kap szelethes vont érintdpdrak eqgymdsra merdlegesek:.
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Nevezziik k kor tetszéleges pontjdt X-nek, ennek a kapszeletre
vonatkozé poldrisdt x-nak; az a-n viltozé kapesolt pélusokat X;
Xi-nek.

Minthogy £, az X, X;, X;-n 4tmené viltozé k; koroket X-ban
derékszog alatt metszi, ezen k; korok egymdst ' MX!-nak X pontjs-
ban érintik. Ily korsorban mindig létezik két kér, mely minden X
ponton 4t nem mené egyenest, tehdt X-nek poldrisdt, egy-egy pont-
ban P, O-ban, az X;, X; kapesolt pélusokbdl 4116 involueziés pontsor
asymptotdiban érinti. Ezen érintépontok, azonban ~MX| hatvdny-
vonal és x poldris metsz6pontjdtél S-t6]1 egyenls tdvolsdgra vannak,
mert SX, SP, SQ kérérinték egyenld hosszak, tehdt I,  pontok
\-bo6l derékszog széraival projiczidltatnak.  XP/, valamint | X()  azon-
ban egy-egy egyenessé elfajult poldrhdromszég, s mint ilyen a kap-
szeletnek érintdje P, illetve () pontban, tehdt X pontbdl a kipszelet-
hez vont érint6k egymdsra merdlegesek.

Minthogy az ellipsis f6- és melléktengelyén fekvé S, S, csies-
pontjain 4t hazott érinték egymdsra merdlegesek, azért ha a és b az
ellipsis féltengelyeit jelenti: az ellipsis poldrhdromszogei koril érhaté
koroket derékszog alatt metszé kor killGje egyenlé ¢ a*+-b.

Ha a hyperbola egyik asymptotdjdra (78. dbra) ML-re, LN
meréleges érintét bocsdtok, mely a hyperboldt C-ben érinti, az
agymptotdkat L, IV pontban metszi, akkor MC=aqa,, LC—b,, egyenlé
a hyperbola egy kapesolt dtmér6pdrjdnak hosszdval, tehdt MLC de-
rékszogli hdromszog folytdn, ha a és b a f6- és melléktengely :

ML= MC*— LC*=a:—bi=a?— b?,

és mert L pontbol kiinduld két érinté LM, LN egymdsra merdleges:
L pont k koron fekszik, tehdt a hyperbola poldrhdromszdgei koril
trhatd kort deréksz6g alatt mets26 kor killdje eqyenlé 1 a?— b2

Ha a hyperbola az asymptotdknak azon csiesszoge kozott fek-
szik, melyek tompa szoget képeznek, akkor egy asymptotdra merd-
leges érint6t hazni nem lehet; ezen esetben M pont hatvdnya nega-
tiv, és a derékmetszé k kor dtmegy azon masik korbe, mely a poldr-
hdromszogek korul irhatd kordk dltal 4tmérbinek végpontjaiban
metszetik. A midén a hyperbola egyenoldald (a®=0b?%), k kér ponttd
fajul és igy: az egyenoldali hyperbola minden poldrhdromszdge
koril @rt kor dimegy a hyperbola kézeppontjdn.

A paraboldndl, melynek kozéppontja a tengely végtelen tdvol
fekvé pontja, a poldrhdromszog koril irhatd kéroket derékszog alatt
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melsz0 kor a tengelyre merdleges eqyenessé fajul, tehdt ezen egyenes
(Uezérvonal ) pontjaibdl a paraboldhoz vont érintok egymdsra merd-
[ggesek.

A képzetes ktpszeletnél valds érinték, tehdt egymdsra merd-
leges valos érint6k nem léteznek, és igy a derékmetsz8 kor helyébe
itt is azon kor lép, mely a polarhdromszégek kordl irhaté korok dltal
4tméréinek végpontjaiban metszetik.

17. 8. Kiipszeletek gyijtépontjai.

128. Jeloljuk egy tetszbleges k kupszeletnek egyik dtmérdjét
a-szel, egy ezen véltozo és A-t illetsleg kapesolt poluspért &, &'-gyel.
Ha mi a vdltozd & pontokbdl e pontoknak k-ra vonatkozd polérisaira,
melyek mint ismeretes, ¢ pontokon mennek 4t, merdlegeseket bocsd-
tunk, gy a poldrisok, valamint a red merélegesen 4llo kapesolt
egyenesek k-nak minden dtmérdjét involuczids pontsor szerint
metszik.

& pontsor ugyanis projektiv, &-nek po- &
larisai dltal képezett parhuzamos sugdrsor-
ral, valamint a £ pontok sordval perspektiv
és az el6bbire merélegesen all6 sugdrsorral.
E két sugdrsor metszése k-nak barmely 4t-
mérdjével projektiv pontsor lesz, de tekintve,
hogy ha & végtelen tdvol van, annak po- 84. ébra.
larisa k-nak M kozéppontjdn megy 4t és
&b8l red merblegesen bocsdtott egyenes azon dtmérét végtelen
tdvol metszi, tovibb4d ha & M-ben van, Ggy annak poldrisa azon
atmérst végtelen tdvol és a red merdleges egyenest M-ben metszi: a
projektiv pontsorok ellenpontjai M-ben egyesiilnek, tehdt a projektiv
pontsorok involuczids helyzetiiek.

Ennélfogva: egy kipszeletnek ugyanazon irdnyi egymdsra
merdéleges kapcsolt poldrisai, a kipszeletnek bdrmely dtmérdjeét invo-
luczids pontsor szerint metszik.

Azon involuczids pontsorok, melyet mds az el6bbitsl kilonbozé
Irinyu egymisra mer6leges és k-t illetéleg kapesolt poldrisok k-nak
egyik dtmérdjén kimetszenek, kilonbozik az elébbi involuczids pont-
sortdl, kivévén ha-a metsz6 4tmérd k-nak egyik tengelye, mert bdr-
mely irdnyd egymdsra merdleges és valamely kupszeletet illetileg
kapesolt poldrisok a liipszeletnek tengelyeit ugyanazon involuczids
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pontsor szerint metszik, mely az egyik tengelyen hyperbolikus s ¢
mdsikon elliptikus természetil.

Hogy ezt bebizonyitsuk, nevezzik x dtmerén vdltozé & pont
polédrisdénak metszését k kapszelet tengelyeivel X,;, Xy-nek és &bl
azon polérisra bocsdtott merdlegesnek metszését k-nak tengelyeivel
X, illetve Xp-nek (84. dbra).

k-nak tengelyei és 1EX, X!, |&'XqXp! egyenesek egymésra.
merdlegesek 1évén, vagy X,, Xg, vagy pedig Xp, X metszépontok
nem lesznek elvdlasztva k-nak M kozéppontja dltal, tehdt a valtozd
és egymésra mindig merdleges kapesolt poldrisok EX, Xy !, {EXL X} |
az!egyik tengelyt elliptikus, a mdsikat hyperbolikus természetli invo-
lucziés pontsor szerint metszik. Ez utébbi involucziés pontsor kap-
csolt pontjait X;, X,-nak, kettdspontjait F, F'-nek nevezvén kimu-
tathaté, hogy F, valamint F"-en dtmend Osszes kapesolt polédrisok
egymdsra merdlegesek, vagyis czirkularis természetii involuczids su-
gdrsort képeznek. Minthogy F, Ggyszintén F' az X;, X, involuczios.
pontsor kettdspontja, azon dtmend és  EX, X!, ' EX,Xp -vel pdrhu-
zamos két egyenes k-t illetéleg kapcsolt, minthogy tovdbbd FM ten-
gelyre I pontban emelt merdleges FM tengelyhez kapesolt poléris =
F-bol két par egymédsra merSleges kapesolt poldris indul ki, mibél
mér kovetkezik, hogy minden egymést /-ben metsz6 kapesolt poldris
egymédsra merdleges.

Nevezziik most k kapszeletnek a-t6]1 killonboz6 atmérsjét y-nak,
y-on vdltozé kapesolt pontpart 7, 7/-nek, 7 poldrisdnak és 7-bdl a
poldrisokra bocsdtott merdlegeseknek metszépontjait & tengelyeivel
Ya, Ys és Y,, Yo-nek, hol Y,, Y, az F, F' pontokon &dtmené tenge-
lyen fekszik. Y,, Y, dltal képezett involucziés pontsor: metszése az
F, F’ pontokon 4tmené tengelynek 1#Y,Y,, 17 Y;Ys|-gyel pérhu-
zamos és egymdsra merdleges kapesolt poldrisokkal; de minthogy
F-en, és szintagy F'-en dt %Y, Y|, |#' YaYil-gyel pdrhuzamosan
mend egyenesek szintén kapesoltak k-t illetéleg: F, F” kettéspontjai
egyszersmind az Y,, Y, pontpérak dltal befutott involucziés pontsor-
nak, a mib8l mdr kovetkezik, hogy az X,, X,, valamint Y,, 1, dltals
leirt involucziés pontsorok egymés#6l nem killonboznek. Bérmely
irdnyG egymdsra meréleges kapesolt poldrisok F, F"-en dtmend ten-
gelyt, mely mint ldtni fogjuk a fétengely, ugyanazon involuczids
pontsor szerint metszik, melynek kettéspontjai F, F" pontok.

Ha az

MX, Xy, MXo Xy, €8 MY, Yy, MY, Y,



129. A gytjtopontok értelmezése. 169

hasonld hdromszogeket tekintjik, ugy
j[Xa H Al/.[sz XMb H J/[.Xva ) és J‘/_[Ya : J/[Yb= YAMb’ :J/[Ya
tehdt
—MXy. MX{=MX,. MXo=MF"= MY, . MY,=—MY,. MY},

vagyis a mdsik tengelyen kimetszett Xj, X}, és Y, Y, involucziés
ontsorok is azonosak, mert M kézéppontjuk kozés és MF?2 hatvd-
nyuk egyenld.

129. Az egymdsra meréleges kapesolt poldrisok még a sik vég-
telen tdvol fekvd g, egyenesét is involucziés pontsor szerint metszik,
t.1. azon involucziés pontsor szerint, melynek kettéspontjai a végtelen
tévol fekvd kérpontok. Ezen g.-en fekvé involuczids pontsor per-
spektiv a melléktengelyen fekvdé X;, Xj pontok dltal képezett invo-
lucziés pontsorral F, valamint F' kozéppontra nézve, mert Xp, Xj
pontsor kapesolt pontjai F,valamint F'-b6]l — MX,. MXy=MF*=MF"*
relaczid kovetkeztében, derékszogek szdraival projiczidltatnak.

Ha foltételezzik, hogy F (valamint F’) kozépponttal bird eczir-
kularis sugdrsornak nemecsak valés kapesolt sugarai mennek 4t a
melléktengelyen és g..-en fekvd involucziés pontsoroknak kapcsolt
elemein, hanem egyszersmind azon sugdrsoroknak képzetes kettds-
sugarai is tartalmazzdk a melléktengely és g..-n fekvé involueziés pont-
sorok kettéspontjait, mely képzetes kettéssugarak tulajdonkép az F, és
F’ pontokbél a kupszelethez mené képzetes érint6k, igy mondhatjuk:
a kupszeletet illetéleg eqymdsra merdleges kapcesolt poldrisok, a kip-
szelet tengelyeit, valamint a végtelen tdvol fekvd ¢. egyeneset oly
mvoluczids pontsorok szerint metszik, melyeknek valds és képzetes
kettdspontjai, eqy a kipszelet koril irt képzetes négyoldal, hdrom pdr
dlellenes szogpontjainak tekinthetok. Az F, F' pontokat tehdt ezen
felfogds szerint Ggy értelmezhetjiuk, hogy ezek walds metszdpontjai a
sik végtelen tdvol fekud képzetes kirpontjaibol a kupszelethez vont
képzetes érintdknek.

A kupszelet sikjanak azon pontjait, melybsl kiinduld és a kip-
szeletet illet6leg kapesolt poldrisok ezirkularis sugdrsort képeznek, a
kiapszelet gyijtdpontjainak nevezik.

Az el6bb taldlt F, F' pontokon kivill ninesen a sikban oly valos
pont, melybél kiindulé kapesolt poldrisok ezirkularis természetti invo-
luczigs sugdrt képeznének. Ha ugyanis P egy tetsz6leges pont, ugy
P-n dtmend 4tmér6héz kapesolt egyenes, parhuzamos ezen 4tmérd
kapesolt dtmér6jéhez, tehdt nem lesz merBleges az elsé dtmérére,
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kivévén, ha P a kiapszeletnek egyik tengelyén fekszik. De ha Pg
kipszeletnek egyik tengelyén vétetik fel, ugy P-n dtmend és a tep-
gelyt6l killonboz6 egyenesre merdleges kapcsolt egyenes, az elébbiek
szerint, ezen tengelyt oly P, pontban metszi, mely az elobb targyalt
Xa, Xa, vagy Xp, Xp pontpdrak dltal képezett involucziés pontsor-
ban P-hez kapesolt; P, tehdt csak azon esetben esik Ossze P-vel, ha
ez F, vagy F'-ben lett felvéve.

130. Minthogy a gyajtopontokon dtmendé kapesolt polarisok
czirkularis, tehdat elliptikus természetti, involucziés sugdrsort képeznek:
a valds gyujtopontok kupszeleten beliil fekszenek, és igy a hyperbol4-
nil a 8-, tehdt azon tengelyen, mely a hyperboldt valés pontokban
metszi. De az ellipsis gytjtopontjai is a f6- vagyis hosszabb tengelyen
lesznek, mert az ellipsis csicsaiban vont érint6k dltal képezett tég-
liny egyik szbgpontjdnak poldrisa a f6- ¢s melléktengelyhez fekvs
egy-egy csficsnak, pl. S, Sj-nek, 0sszekots egyenese, tehdt ezen szog-
pontbdél a poldrisra bocsdtott merdlegesnek a tengelyekkel vald
metszépontjai kézil a hosszabb tengelyen fekvd, az illeté csticstol
S-t6l, M éltal nincs elvdlasztva, a kisebb tengelyen fekvs pedig M
altal el van vélasztva.

A képzetes kiipszeletnek valds gyujtopontjai azon tengelyen
lesznek, melyen fekvé kapesolt pélusokbdl képezett involuezids pont-
sornak hatvanya kisebb, mint a mdsik tengelyen fekvé involuczids
pontsornak hatvdnya.

A paraboldndl az egymdsra merdleges kapcsolt poldrisok met-
szése a tengelylvel egyenoldalian-hyperbolikus, mert kdzéppontja M,
és a metszési pontsor kozéppontja, végtelen tivol van. A paraboldnak
tehat csak egyik gyajtopontja van véges tdvolsdgban és felezi az
egymdsra merbleges kapcesolt poldrisok dltal a tengelyrsl lemetszett
kozoket. >

A kornek két gyujtépontja, annak kozéppontjdba esik, mert
parhuzamos egyenesekre merbleges kapesolt poldrisok, mind egy
dtmérdbe jutnak, tehdt az egymdsra merdleges kapesolt poldrisok a
kérnek 4tméréin parabolikus természeti involuczibs pontsort metsze-
nek ki, melyben a kozéppont képezi a kozos kapesolt pontot.

A kupszeletek gyujtopontjainak poldrisait, vezérvonalnak, és a
kiipszelet tetszéleges pontjat a gyajtopontokkal Gsszekoté egyenese-
ket, a kipszeleten felvett pont vondsugarainak nevezik. A kor vezér-
vonala e szerint végtelen tdvol van, és a vonésugarak a kor sugaraival
esnek ossze; az ellipsis és hyperboldnak két vezérvonala merdleges
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azon tengelyre, melyen a gyujtopontok fekszenek. A parabola véges-
pen fekvd gyujtopontjdnak vezérvonala szintén merdleges a parabola
tengelyére és a cstcstol ép oly tdvolsdgra van, mint a gyujtépont.
A parabola minden pontjdhoz tartozé vonosugdr kozil egy a gyajto-
ponton megy 4t, a mdsik parhuzamos a tengelylyel.

131. A kupszeleteknek szimos a gyajtopontokkal kapcsolatos
reldczi6i vannak, melyek egyszeriiségiiknél fogva mdr régéta ismere-
tesek, és a kupszelet pontjainak és érint6inek cgyszerti szerkesztéséhez
vezetnek.

E tételeket és szerkesztéseket tdrgyalandé, kiindulunk a gyujto-
pontoknak ama tulajdonségibél, hogy ezek kettéspontjai az egymdsra
merbleges kapesolt poldrisok édltal a fotengelyen kimetszett involuczids
pontsoroknak és mint ilyenek a siknak bdrmily ket egymdsra merd-
leges kapesolt polarisdt harmonikusan vilasztjdk el. K tulajdonsdig
igy is kifejezhet6 : «a kupszelet sikjanak tetszéleges I’ pontjat F, "
gvujtopontokkal oOsszekoté | PF, | PF'i egyenesek hajldsszogeinek
felezdi . a felvett ponton dtmend egymdsra meréleges kapesolt poldri-
sok». De tekintve, hogy I? ponton dtmend 6sszes kapcesolt polarisokbél
képezett involuczibs sugdrsornak kettdssugarai, I-b6l a kapszelethez
vonhato érinték, tovabbd ezen kettossugaralk szogfelez6i az involuczids
sugdrsornak tengelyei, vagyis az egymdsra meroleges kapesolt egye-
nesek: P-b6l a kupszelethez vont érint6k, valamint ' PF!, 'PF’
egyenesek dltal képezett szogeknek ugyanazon szogfelezdjitk vannak.
Innen kovetkezik, hogy azon eqyenesek, melyek a kupszelet sikjdnak
tetszoleges pontjdt a qyujtopontokkal osszekotik, a felvett ponttol a
kupszelethez vonhato érintékhoz eqyenld széogek alatt hajlanak.

Ha Ppont a kuapszeleten vétetik fel, agy a két érint6 egyesiil
és ezen érint6é | PI'|, | PF" | egyenesekhez — Ppontnak vondsugarai-
lioz — egyenlé szogek alatt hajlik. Ha, mint szokéds, azon egyenest,
mely valamely gorbe érintéjére az érintépontban merdlegesen 4ll,
azon pont derékldjének (normdlis) nevezzik, gy a taldlt eredmény
igy is kifejezhett : a kiipszelet tetszoleges pontjdnak érintdje és derék-
ldje felezi azon ponthoz tartozdé vondsugarak hajldsszogeit.

Tekintve, hogy a parabola egyik gyujtépontja a tengelynek
végtelen tévol fekvé pontja: a parabola bdrmely pontjdnak érintdje
és derékldje annak tengelyét és azon ponthoz tartozd (véges) vond-
Sugarat egyenlé szog alatt melszi; az érint6 és derékld metszépontja
a tengelylyel, a gyujtoponttél ép oly tdvolsdgra van, mint a milyen a
vonoésugér hossza.
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Minthogy a gyujtopontok az ellipsis fétengelyén levd esticspon-
tok dltal hatdrolt kozon beliil, a hyperbola gyujtépontjai pedig azon
cstiespontok dltal hatdrolt kozon kiviul fekszenek: az ellipsis érinteq
a gyujtopontokat nem vélasztjdk el, ellenben a hyperbola érintéi g
gyujtopontokat elvilasztjdk egymdstol.

132. Az utdébb taldlt két tétel alapjdn a kipszeletnek béarhdny
érint6jét és azoknak érint6pontjdt egyszertin szerkeszthetjiik, ha a
kupszelet két gyujtépontja I, F' és egy érintéje ¢, ismeretes. (85. és
86. dbra.)

t-nek érintépontjat T-t ugyanis megkapjuk, ha F-b6l i-re boess-
tott merdlegesre, H talpponttol mérve HF kozt red viszszik J-ig, gy
hogy FH=HI; IF’ egyenes {-t az érintdpontban T-ben metszi, mert.

T-nek o0sszekotd egyenesei F, F'-tel {-hez egyenld szog alatt haj-
lanak.

Ha tovdbbé f{-nek tetszbleges P pontjat F, F'-tel osszekotjik
és P-n 4t I, egyenest huzunk, mely | PF"|, | PF'|-tel ugyanoly szoge-
ket képez, mint ¢ érinté | PF”|, | PF|-fel, akkor ¢, szintén érintéje
a kipszeletnek. ¢,-nek érintépontja T, épp Ggy, mint ¢{-é az 4ltal
lesz szerkesztve, hogy az egyik gyujtopontbol, pl. F-bél ¢,-re bocsd-
tott merélegesre H, talpponttél mérve FH, kozt red rakjuk 1,-ig, €s
[ F" egyenest metszéshez hozzuk ?,-gyel T,-ben.

Minthogy P tetszéleges pontja volt {-nek, e szerkesztés alapjan
a kapszeletnek valamennyi érintdjét és azok érintépontjit meg lehet
talalni, még pedig egyfélekép, mert: a kipszelet, két gyujtopontja és
egy érintbje dltal egyfélekép van meghatdrozva. A két gyujtopont
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4ltal ugyanis két czircularis involuezids sugdrsor van megadva, mely-
nek kozéppontja a két gyujtopont; de két involuczids sugdrsor és egy
egyenes, csak egy kapszeletet hatdroz meg, melyre nézve annak kap-
csolt sugarai, kapcsolt poldrisok és mely az egyenest érinti (97).

Ha ezen szerkesztésbdl szdarmazd IPF" és I, PI” hdromszdgeket
tekintjiik, azt litjuk, hogy ezek két oldalban és az dltaluk bezart
szogben megegyeznek (PF'=PF'; IP=PF=PIl,; 5IPI"=5IPT+
a2TPF= 2TPF+FPT\= 5FPT  5T,Pli= 5F Pl), tehdt a
harmadik oldal IF", F'1, is egyenlé. Ebbél kovetkezik, hogy az egyik
gyujtépontnak, pl. F-nek, tukorképei (I, 1), két tetszéleges érintét
{, t,-et illetéleg, a mdsik gyujtoponttdl egyenld tdvolsdgra vannak,
vagy mi ugyanaz: a kupszelet bdrmely gyujtopontjanak tikorképei

86. Abra. 87. #dbra.

annak 6sszes érintdjet illetdleg, oly koron fekszenek, melynek kozép-
pontja a mdsik gyujtépont. Ezen kérnek sugara a kupszelet bdrmely
pontjdhoz tartozd két vondsugdr dsszege illetve kiilonbsége, a szerinl
a mint a kupszelel ellipsis vagy hyperbola. A tétel utolso részét bebi-
zonyitandd, vegyuk tekintetbe, hogy IF" egyenlé TF' +IT=TF" 4+ TF,
mely utébbi kifejezésben a felsé illetve alsb jel érvényes, a szerint, a
mint { a gyujtépontokat nem valasztja el, vagy pedig elvilasztja,
tehdt a kapszelet ellipsis vagy hyperbola.

Paraboldndl ugyanazon okndl fogva, mint elébb IPF.,, I, PF,
sz0gek egyenl8k, tehat F'P-vel egyenld IP, I, F kozok a parabola ten-
gelyével egyenld szdget képeznek, miért is I, I, . .. pontok, mint F
gyujtépontnak tiikorképei » parabola érintéit illetdleg, a parabola ten-
gelyére meréleges egyenesen lesznek.— Tekintve, hogy a gyujtépontnak
tukorképe a csiics érintéjére vonatkozolag a tengely azon pontja, mely
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a esuestol ép oly tdvolsdgra van mint a gyujtépont, kovetkezik, hogy
azon eqyenes, mely a parabola gyujtépontjdnak tikdrképeil az érin-
tokrevonatkosolag,tartalmazza : a parabola vezérvonala. (Figgelék 4.)

138. A fétengelyen fekvs S, S’ esticsokhoz, mint az ellipsis,
vagy hyperbola csiesaihoz tartozé vondsugarak 6sszege ill. killonbsége
szintén egyenld ama kor sugardval, mely az egyik (v. masik) gyujtopont
nak az érintékre vonatkozo tukorképeit tartalmazza ; de minthogy S, S’
estecsok és F, I gyujtépontok a kipszelet kozéppontjdt illetéleg sym-
metrikus fekvésiiek, tehat FS és F'S’, F'S és FS' kozok egyenld hosz-
szuak, azért az ellipsis csicsaihoz, és igy bdrmely pontjdhoz tartozo
vondsugarak 0sszege egyenld annak fétengelyével a hyperbola csii-
csathoz, tehdt bdrmely pontjdhoz tartozé vondsugarak kiillonbsége
egyenld annak fotengelyével. A parabola pontjaihoz tartozé véges és
végtelen hosszil vondsugdr Osszege, valamint kildénbsége dllandénak
vehet$. miért is a paraboldt e szempontbél elfajult ellipsis vagy hyper-
boldnak tekinthetjik.

Az ellipsis és hyperbola az el6bbi tétel szerint, mint geometriai
hely kovetkez8kép is értelmezhetd. Az ellipsis mindazon pontoknak
geometriai helye, melyeknel: két dllandd ponttél mért tdvolsdgai dllandé
osszeget adnak ; a hyperbola pedig mindazon pontoknak geometriai
helye, melyeknek két dllando ponttél mért tdvolsdgai dllando kilénb-
séget szolgdltatnak. A két dllandd pont az ellipsis és hyperbola ket
gyujtépontja, az dllando dsszeq illetve killonbséy azoknak fotenge-
lyével egyenlo. Hogy a geometriai hely valés pontokkal birjon, meg-
kivéntatik, hogy azon koz, mely a két dllandé ponttél mért tdvolok
osszegét adja, nagyobb legyen, ellenben azon koz, mely a két dllando
ponttdl mért tdvolok kilonbségét képezi, kisebb legyen, mint a két
dlland6 pont tdvolsdga, vagy mds szoval, az ellipsisnél a gyujtopontok
tdvolsdgdnak kisebbnek, a hyperboldndl nagyobbnak kell lenni, mint
a fétengely.

Az ellipsis melléktengelyén fekvé bdrmely csiesnak vongsugarai
egyenldk és mert 0sszegilk oly nagy, mint a fétengely 2a, azért a mel-
léktengelyen levd csticsok a gyujtépontoktdl a tdvolsagra vannak.

Ha, mint szokds, az ellipsis vagy hyperbola gyujtépontjainak
tdvolsdgat kozéppontkiviliségnek (exczentriczitdsnak) nevezzik, és
2¢-vel jeloljuk, Ggy az imént kimutatott tulajdonsdg kovetkeztében

A= a®—b?,

hol a, b az ellipsis féltengelyeinek hosszisdgét jelenti.
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E relaczi6 kiilonben a gyujtopontok értelmezésébél is leszdrmaz-
tathaté. Ha az ellipsis f6- és melléktengelyén levd egy-egy csicspontot
S. ill. S;-gyel, e pontok érintdinek metszépontjdt P-vel, végre P-bél
SS,-re bocsdtott mer8legesnek metsz6pontjét MS fétengelylyel, (-val
jeloljik, gy PQS, SS;Mhasonl6 hdromszogekbél kévetkezik (88a. dbr.)

MS—MQ :SP=MS, : MS,
vagy 1
MS:—MQ . MS=SP. MS,=MS;.

De M(Q . MS, hatvdanya azon involucziés pontsornak, melyet az
egymésra merbleges kapcsolt egyenesek a fétengelyen kimetszenek,

és ezért
MQ . MS=MF",
tehat
MS' — MF'=MS",
vagy

ct=—q?— b2

mi mdr a fonnebbi egyenletre vezet.

A hyperboléndl szintén taldlunk ehhez hasonld relacziét. Jeloljik
e végbdl a hyperbola estcsait S, S'-tel, a melléktengelyen levé hat-
vanypontokat S,, Si-gyel; Si és S pontokon 4t a f8- ill. mellékten-
gelylyel pdrhuzamosan huzott egyenesek kozds pontjat P-vel, végre
P-bél S, S-re boesdtott merdlegesnek metszépontjdt a fétengelylyel
)-val (88b. dbra).

MS,S, SOP hasonlé hdromszogek kovetkeztében

MQ— MS : PS=MS, : MS,
Vﬁ&’
MQ . MS— MS*=PS . MS,— MS;.

De S,, S pontok polérisa | S{P|, | SP|, tehdt S,S egyenes pélusa
Pyont, és S, S, PQ két egymésra meréleges kapesolt egyenes. Ennél-
fogva MS.M(), minthatvénya az egymésramerdleges kapesolt egyenesek

dltal a fétengelyrél kimetszett involueziés pontsornak, egyenld MF*,
tehat

MF* — MS*=MSi,
8 ha mint mdr el6bb tortént, a hyperbola melléktengelyén levé S,, S|

hatvdnypontok tdvolsigdt 2b-vel jeloljuk, a taldlt relaczié igy is
irhaté:
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Ha a képzetes kipszelet tengelyein levs involuczids sorok hag-
vénypontjait S, S’; S, Si-tel, azon sorok negativ hatvinyst MS2
MS?et roviden a?, h2-tel ; jeloljik, akkor a, b és a gyujtdpontoknak
F, F'-nek féltivolsiga c=MF=F"M koz6tt szintén taldlunk az elgh.-
biekkel hasonlé relacziot.

| SS,, egyenes pdlusa nem egyéb, mint S’, S| pontokon 4t g
tengelyekkel parhuzamosan mené egyeneseknek Pmetszépontja, s ha,

[ e P
Vit P o

a) b) c)
88. abra,

P-b8l |SS,-re bocsdtott merslegesnek metsz6pontjat |.S,Si el
(MS>MS,), O-nak nevezzilk, akkor MSS,, S;OP hasonlé hdrom-

8z0gekbdl :
MS : MS,=SI\M+MQ : PS;,

vagy
MS, . PS\=MS, . Si\M+MQ . MS,,
€8 mert
MQ . MS,=MI?*=c?,
azért

a?=0%4c2.

134. A 85.86. dbra alapjan gyujtdpontjai és fdtengelyén leve
csucsai dltal adott kipszelethez tetszdleges P pontbdl kiinduld érinték
kovetkezdkép szerkesztheték. Az egyik gyujtépontbol, pl. F'-bél a
fétengely hosszdval kort irunk le és ezt metszéshez hozzuk I, I, pon-
tokban azon kérrel, mely P-bél a mdsik gyujtéponton F-en 4t leira-
tott: IF, I, F-re P-b8l bocsdtott PT, PT, mer6legesek a kivént ¢, ¢
érinték; IF', I, F' egyeneseknek T, T, metszépontja az érintbkkel az
érintépontok.

A parabola eseténél a vezérvonal képezi, az elébbi F'-b6l a
fotengely hosszdval leirt kért; a vezérvonal pedig a tengelyre merd-
leges egyenes, mely a cstiestdl ép oly tdvolsdgra van, mint a gyujto-
pont F (87. dbra). —
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A szerkesztésnél eléforduld IPF', I, PF" hdromszogek 6sszeills-
g60¢b6l kovetkeztetni lehet, hogy 21" P=2xPF'l, (paraboldnil
> TFP=2PFT)), de minthogy az érint6k T, T, érintdpontja azon
szogeknek IF', [ F” szdrén fekszik mondhatjuk: a kipszelet két tetszo-
leges pontjdt bdrmely gyujtéponttal Osszekts egyenesek hajldsszoge
felezve lesz azon egyenes dltal, mely a gyujtopontot a felvett pontok
érintéinek metszépontjdval dsszekoti.

A tétel kiilonben a gyujtopontok ama értelmezésének egyszertt
kévetkezménye, hogy «a gyujtépontokbodl kiinduld kapesolt poldrisok
egymdsra merblegesek». PF” egyenesnek ugyanis pélusa (), TT, egye-
nesen fekszik és harmonikusan vilasztja el T, T, pontokat PF"-t6l,
tehdt F'T, FP, FT,, F(Q harmonikus sugarak, — de mert

FP;, | F'Q! mint kapesolt poldrisok egymdsra merblegesek: | /"P
és hasonlokép F'Q' felezi ' TF" ., . T,F"| egyenesek hajldsszogeit.

Hogy az el6bbi tételt dltaldnosithassuk, nevezzilk a kupszelet
t, ¢, t, érintdinek érintépontjait T, T, ig.-nek; ¢, f; &, b; £y, ¢
érint6k metsz6pontjat P,, P, P,-nek, végre a kupszelet egyik gyujto-
pontjat F'-nek. A tétel folytdn (89. dbra):

3 PF'P=P.F Ty+ T,F' P={(TF Ty+ T, /" 1I)=4 TF'T,,

ha tehdt ¢, ¢, érint6 dllandé ma-
rad, ¢, pedig valtozik, 3 TF'T,
fele, és igy a vele egyenlé 5 P, F' P
is dllandd marad. Ebbél kovet-
kezik : a kupszeletnek két szildrd
érintdje eqy vdltozo érintdrol oly
részt melsz le, mely a kipsze-
letnel: bdarmely qyujtopontjdbil
eqyenld szog alatt madathozik.

Minthogy a kupszelet egyik gyujtépontja és hdrom érintsje
dltal egyfélekép van meghatarozva (96), a tétel folytdn hdrom érinté-
bl és a gvujtépontbél barhdny érinté egyszerti Gton szerkeszthets.
A kupszeletnek hidnyz6 gyvujtépontja azon kornek kozéppontja, mely
az adott gyujtépontnak a hdrom érintére vonatkozé tukorképén
megy 4t.

Ha az 0j ¢, érint6k szerkesztésénél tekintetbe veszsziik, hogy a
Valtoz6 ¢, érinté a szilard ¢, ¢, érintéket projektiv pontsorok szerint
metszi, Ggy a tételbsl kovetkezik: két projeltiv pontsor megfeleld
pontjait osszekitd véges eqyenesek, eqyenld hosszuaknak ldtszanak

89. fbra.

Kiug: A projektiv geometria elemei. 12
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azon kupszelet gyujtépontjaibol tekintve, mely a projektiv pontsorol;
képzddmeénye. Vagy «két projektiv pontsor sikjaban két oly pont vap
melybdl a két pontsort, két egyenlen-projektiv konezentrikus suogy.
sor sugarai projiczidljdk ; e két pont gyajtépontja ama kupszeletnek,
mely a két projektiv pontsor képzédményer. (Osszehasonlitandé g
27. alatt targyalttal).

135. Térjunk ismét vissza a 85—87, dbrdhoz, melyben a kap-
szelet I’ gyujtépontjanak [ tikorképe PT érintére vonatkozélag,
tovabbd PF érintének T érintdpontja és a mdsik gyujtopont F
'ITF' | egyenesen fekszenek.

Minthogy PT érint6 véltozdséndl [ tikorkép, 2a sugaru kort,
ir le, melynek kézéppontja F", a viltozé T érintépont pedig TF=TT
egyenlet kovetkeztében azon kortl ép oly tdvolsigra van, mint F°
gyujtoponttél, mondhatjuk: mindazon pontok, melyek eqy dllands
ponttol (F) és egy kortél (IF1) egyenld tdvolsdgra vannak, kipszeleten.
fekszenek, melynek egyik gyujtopontja a kor kézéppontia F', a mdsik
pedig az dllandd pont ; e kiipszelet fétengelye eqyenld a kir sugardval.
A kupszelet ellipsis vagy hyperbola a szerint, a mint as dllandé
pont a kiron belil, vagy kivil fekszik; a kipszelet parabola, ha a
kor egyenessé fajul, és ezen eqyenes a parabola vezérvonala.

Ha F gyujtopontbol PT érintére boesdtott merslegesnek talp-
pontjdt H-val jeloljiik, akkor FIF", FHM hasonlé hdromszogek kovet-
keztében MH félakkora, mint F'I—2a, tehdt: a kipszelet gyujtponi-
Jabol (avagy gyujtopontjaibol) az érintékre bocsdtott merdlegesek-
nek talppontja azon korén fekszik, mely a kipszelet fétengelye, mint
dtmérd folé irhatd; paraboldndl ezen kir a csicsérintébe megy dt.

E tétel alapjan az elobbi szerkesztéstél némileg eltéréleg szer-
keszthetink egy pontbél a kuapszelethez érintéket, ha az, gyujto-
pontjai és fétengelye dltal van adva, nemkilonben a kipszeletet mint
burkolt gorbét kovetkezékép szdrmasztathatjuk. «Ha egy derékszog
ugy mozog, hogy egyik szdra dllandé ponton megy dt, csicsa pedig
egy koron marad, akkor a mdsik szdr kupszeletet burkol, melynek
egyik gyujtépontja az dlland6 pont; kozéppontja egyszersmind a kor
kozéppontja ; fétengelyének hossza, a kor dtmérije. A kupszelet ellip-
sis vagy hyperbola a szerint, 2 mint az dllandé pont a koron belil
vagy kivul fekszik; a kipszelet parabola, ha a kér, melyen a derék-
sz0g csucesa mozog, egyenessé fajul.»

Felhaszndljuk végre az utobb taldlt tételt a kovetkezének igazo-
lasdra: a kipszelet gyujlopontjaibdl az eqyes érintékre bocsdtott
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merdlegeseknek szorzata dllando és az ellip.sisne.’l eg{,yenlo” f"élmellékten-

~elyének négyzetével, a hyperboldndl pedig a !eltol e’ltelcmt’ve, a mel-

léktengelyen fekvd hatvdnypontok féltdvolsdgdnak negyze?te;vel. o
Ha ugyanis az ellipsis vagy hyperbola F, F” gyujtopontjaibol

tetszbleges érintére bocsdtott merdleges-

nek talppontjdt H, H'-nek, a fétengelyen

egvik cstcsot S-nek nevezzik (90. dbra),

akkor FHS,F' H'S hdromszogek hasonlok,

mert rrres
2HFS=HF'S; 2FSH=F'H'S A
(egyenld korivek f616tt nyugszanak), tehat 90. 4bra.
FH: FS=F'S: F'H',
vagy

FH.FH=FS.FS;
de ellipsisnél ez utébbi szorzat: (a—¢) . (@ 4- ¢)=10?, hyperboldnél
pedig a jeltd] eltekintve: (c+a) (¢ — a)="b% — - 5

186. Lattuk az elébbiekben, hogy a parabola pontjal a gqu.to—
ponttdl és a vezérvonaltol egyenld tdvolsdgra vannak, ezért vizsgaljuk
még meg, hogy a kozépponttal biré kipszeletek — ellipsis és hyper-
bola — pontjai, nem mutatnak-e a gyujtépont és a hozzé tartozo
vezérvonal irdnydban hasonnemt tulajdonsigot?

A kupszeletek vezérvonalait, mint az egyes gyujt()pontokr.lak
poldrisait értelmeztiik. E szerint a vezérvonal a hozzd tartozo gyujto-
ponttol a kupszelet fétengelyén levd csiesok dltal harmonikusan van
elvélasztva és ha a kipszelet fotengelyét és kozéppontkiviiliségét 2a,
illetve c-vel jeldljitk, agy az ellipsis és hyperboldndl az egyes vezér-
vonalak tdvolsdga a kézépponttdl: a? : c.

Nevezziik az ellipsis vagy hyperbola tetszéleges P pontjdban
vont érintének metszbpontjat F, F' gyujtépontokhoz tartozd f, [’
vezérvonalakkal Q, Q'-nek; 'P-bél a vezérvonalakra bocsdtott merdle-
geseknek talppontjait R, R'-nek (91. és 92. dbra).

Q pontnak poldrisa PF, mert (), F-nek poldrisdn van és P,
érintGpontja Q-bél a kipszelethez vonhatt egyik érintének ; QF tehdt
kapesolt FP-hez és igy merdleges F'P-re. Ugyanezen oknél fogva Q'F'
is meréleges F'P-re. QFP, 'F' P derékszogli hdromszogek J0PF=
Q' PF" kovetkeztében hasonlok, azért
PQ : PF=P(Q)' : PF’,

és QRP, Q'R'P hasonlé hdromszogek folytén :
12*%
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PR : PO=PR' : P()',
mely ardnyokbdl

PR : PF'=PR' : PI,
es

PR : PF=PR+ PR': PI'+ PF".

De ellipsis illetve hyperboldndl PF+4- PF" egyenls a fétengely-
lyel, PR+ PR’ a két vezérvonal tdvolsdgdval, tehdt

2
PR : PF=~QZ— :%2=a:c

Ennélfogva: a kipszelet tetszéleges pontjdnak a gyujiépont-
tol és a hozzd tartozd vezérvonaltdl mért tdvolsdgai dllandd viszony-
ban vannak. E viszony értéke az ellipsisnél, a>c kovetheztében,
nagyobb ; hyperboldndl, hol a<lc, kisebb, a parabolindl pedig —
mint ldttuk — eqyenld, egyqyel.

1. Abra. 92, Abra.

A ktpszelet meg van hatdrozva egyik gyujtépontja, a hozzd tar-
tozd vezérvonal és még egy pontja vagy érintdje altal (95-dik pont
¢) és ¢, ), és Gj pontoknak szerkesztése az elbbi tétel és annak leveze-
tésénél alkalmazott dbra alapjdn egyszeriien eszkozolheto.

Ha ugyanis a kiapszeletnek adott F gyujtopontjdbél [ vezér-
vonalra merdlegest bocsdtunk, mely azt A-ban metszi, és FK-t F-tol
mérve harmonikusan Ggy osztjuk, mint a milyen az adott P pontnak
tdvolsdga I’ és f-t6], akkor az osztdspontok a kipszeletnek fOtenge-
lyén fekvd csiicspontok. Ha tovdbbd P pont helyett a kipszeletnek
p érintdje van adva, mely f vezérvonalat ()-ban metszi, akkor QF-re
F-ben emelt merdleges p érintének P érintGpontjdn megy 4t, mely
P ponttal a szerkesztés az elsbbire van visszavezetve.



III. FEJEZET.

Kupszelet-sorok és seregek projektiv vonatkozasa.

18. §. Két kipszelet kozis elemei. A Steiner-féle rokonség.

1387. Tanultuk az elbbiekben, hogy minden kapszelet 6t pontja
4ltal meg van hatdrozva, és hogy négy ponton 4t végtelen sok kap-
gzelet fektethetd. Ebbol kovetkezik, hogy két kupszelet egymdst négy
pontban metszheti. Hogy a metszdpontok szdma nem lehet paratlan,
tehdt sem egy, sem hdrom, azt ily médon szokds kimutatni.

Minden kapszelet a sikot két részre osztja, melynek hatdrvona-
14t maga a kipszelet képezi; e részek egyikében azon pontok feksze-
nek, melyekbdl valés érint6k nem hazhaték a kapszelethez, ezekrél
azt mondjuk, hogy a kapszeleten belil vannak ; a mdsik rész pontjai-
bél valés érint6k vonhaték a kapszelethez, és ez a kapszeleten kiviil
fekszik.

Ha a két kapszelet k, k' egy kozés A ponttal bir, akkor ezen
pontnak két szomszédos pontja az egyik kapszeleten, pl. k'-en, a mé-
sik kipszelet dltal meghatdrozott két kilonbozé sikrészben fekszik ;
e szerint k-n vannak pontok, melyek k-n kivil és olyanok, melyek
k-n belil fekszenek. Minthogy a kapszelet zdrt gorbe, tehdt az
A pontbél kiindulé és k'-en haladé pont ismét A-ba jut, ezért ha
k'-en A-bol kiinduldé pont k-n belil fekvé sikrészben halad, nem jut-
hat a k-n kiviil fekvé részbe a nélkil, hogy a hatdron t. i. k£ gorbén
még egyszer 4t ne menne; ezen dtmeneti pont képezi k' és k-nak aj
metszépontjat. Ha azonban a k'-en tova mozgd pont még egyszer
azon sikrészbe jutna, mely k-n belul fekszik, vagyis k', k-t harmad -
izben metszené, akkor ismét ki kellene onnan keriilnie, hogy A-val
egyesiilhessen, a k-n kiviil fekvs és A-val szomszédos ponton 4t.

Ha £k, k' kiipszeleteknek egy tetszéleges x kapszeletre vonat-
koz6 poldr kapszeleteit megszerkesztjik (81.), akkor ezen polar kipsze-
letekrdl is mondhatjuk, hogy 0, 2 vagy 4 metsz6pontjuk lehet. Azon-
ban minden ily ‘metszépontnak x-ra vonatkozé poldrisa, k, k'-nek
kozos érintéje; tehat k, k' kapszeletek kozos érintdinek szdma is péros.
E szerint :
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Két ugyanazon sikban fekvd kupszelet valds
metszépontjainak szdma mindig | k6z6s érintéinek szdma mindig
pdros, tehdt : 0, 2 vagy 4. pdros, tehdt: 0, 2 vagy 4.

138. Két kupszelet kozos pontjai és érintbinek szerkesztése
szoros Osszefliggésben 4ll azon pontok meghatdrozdsdval, melyeknel;
poldrisai mindkét kipszeletre wvonatkozdlag wugyanegy egyenesbe
esnek, és oly egyenesek meghatdrozdsdval, melyeknek pélusai egy
pontba esnek.

Hogy az ily pontokrél fogalmat szerezziink magunknak, nevez-
zik k, k' kapszeletek sikjanak tetszbleges pontjat P-nek; ennek
k, k'-re vonatkozd poldrisdt p, p'-nek ezek metsz8pontjat (-nak.
Q pont, mint kénnyen beldthato, P-hez kapesolt pélus mindkét kip-
szeletet illetleg, és viszont (-hoz, P a kapesolt polus, mert Q-nak
polérisai egymdst P-ben metszik. Ily két pontot mint P, Q: kézds
kapcsolt polusnak lehet nevezni.

Vizsgaljuk meg, mily geometriai helyet ir le a P-liez mindkét
kiapszeletre vonatkozolag kapesolt pélus Q, mialatt I a siknak tetszé-
leges g egyenesén végig halad. Ha g-nek k és k'-re vonatkozé pdlusa
G, G'14thatd, hogy : mialatt P, g egyenesen tova mozog, P-nek k, k'-re
vonatkozd polérisai p, illetve p'; G, G’ koriil két sugdrsort irnak le,
mely kilon-killén a pontsorral involuezids fekvésli, tehdt egymds
kozott projektiv. E két projektiv sugdrsor képzédménye  kupszelet,
melynek szdrmazdséndl fogva minden (Q pontja P-hez kapesolt pdlus
a két kupszeletet k, k'-et illetéleg. E szerint:

«Ha valamely sikban két kupszelet van adva, akkor a sik minden

P pontjdhoz dltaldban egy Q pont
tartozik, mely mindkét kupsze-
letre vonatkozdlag kapesolt pdlus;
mialatt P egy tetszdleges g egye-
nesen végig halad, P-hez mind-
két kupszeletre vonatkozdlag kap-
csolt polusok egy y kiipszeletet
irnak le, mely 4tmegy g-nek k,
k'-re vonatkozd pélusin G, G’
ponton.»

egyeneséhez dltaldban egy egye-
nes tartozik, mely mindkét kip-
szeletre vonatkozodlag kapesolt po-
ldris; mialatt az egyik egyenes
sugdrsort ir le, az alatt a hozzé
kapesolt poldris egy kupszeletet
burkol, melynek két érintdje, azon
sugdrsor kozéppontjdnak poldrisa
a két kupszeletre vonatkozolag.»

Vegyunk fel mér most a két kuapszelet sikjaban két egyenest g,

q,-et; e két egyeneshez két kipszelet y, y, tartozik,mely g, g, pontjai-
hoz mindkét kipszeletre vonatkozé kapesolt pélusokat tartalmazza.
g, g, egyenesek kozos P, pontjdhoz kapesolt (, pblus, y és y, kupsze-
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leten fekszik, tehdt y, v, egymdst (), valés pontban metszi ; ennélfogva
még egy vagy hdrom valds kozosponttal X, Y, Z-vel bir. Minthogy
X pont y-n fekszik, a hozzd mindkét kupszeletre vonatkozd kapesolt
polus g-n lesz, de minthogy X, y7;-nek is pontja, g;-en is létezik
A-hez mindkét kupszeletre vonatkozodlag kapesolt polus; e két g és
gp-en fekvd és X-hez mindkét kapszeletre vonatkozolag kapesolt pélus
osszekoté egyenese 2 : X pontnak poldrisa k és k' kapszeleteket ille-
toleg. Ugyanez mondhaté y, 7, méds két metszépontjdrdl Y és Z-rdl,
ha azok valésak, t.i.: Y és hasonlokép Z pontnak k és k'-re vonat-
kozb poldrisai egy és ugyanazon egyenesbe y, illetve z-be esnek.

Konnyen beldthatd, hogy az X, Y, Z pontok és x, y, z egyene-
sek dltal képezett hairomszogek egybe esnek. Ha ugyanis X és Y pont-
nak poldrisai k, k' kapszeletekre vonatkozdlag a, y egyenesek, ugy
ezek metszépontjdnak, pl. U-nak poldrisa, amazoknak 0Osszekotd
egyenese | XY'=u, mely u egyenes minden pontjdhoz kapesolt pdlus
U pont volna. De (u, g) metszéponthoz k, L'-re vonatkozé kapesolt
polus y-n; (u, g,) metszéponthoz kapesolt pdlus y,-en fekszik; e sze-
rint U pont y, y,tnek egy 1uj metsz6pontja volna. y, ¥, kupszeletek-
nek azonban (Q,, X, Y, Z pontjuk kozés, nem metszhetik tehdt egy-
mdst egy 4j Upontban ; e véghdl x, y metszépontja U egybeesik Z-vel,
és igy + XY.|=u egyenes, z egyenessel.

Vizsgdlatunkat egybefoglalva igy fejezhetjik ki:

Két kupszelet kozos sikjdban dltaldban hdrom oly pont van,
melyek mindegyikének poldrisa mindkét kupszeletre vonatkozdlag
eqy eqyenesbe esik, mely pontokhoz tehdt veégtelen sok kapcsolt polus
tartozik ; azon hdrom pont és annak hdrom poldrisa, eqy és ugyan-
azon hdromszignel:, a kipszeletek kc6z0s polarhdaromsziogének
szogpontja, illetve oldala. I kézos poldrhdromszognek eqyik szog-
pontja és dtellenes oldala mindig valds, a mdsik két szogpont és igy
a mdsik két oldal képzetes is lehet.

139. Vizsgdljuk meg, hogy a két kapszelet k, k' mily helyzeté-
nél és valés vagy képzetes mivoltdndl, lesznek ezen kozos poldr-
héromszog oldalai valdsak vagy részben képzetesek.

Ha k, k' kapszelet kozos polarhdromszogének XYZ-nek valds
szogpontja X, akkor Y, Z szogpontok X-nek polédrisin x-en feksze-
nek és azon két involuczidés pontsornak kozos kapesolt pontpdrjit
képezik, melyet a két kupszeletnek kapesolt pdlusai x-en indukdlnak.
Ha ezen involuecziés pontsorok mindegyike, vagy csak egyike ellipti-
kus természetli, akkor azoknak mindig van ké6z6s kapesolt pontpérjuk,
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ha pedig mindkét involucziés pontsor hyperbolikus, akkor azon egy
esetben, a midén a kettdspontok egymdst elvdlasztjik, nines a két invo-
lucziés pontsornak kozos kapesolt pontparja. Ennélfogva :

«) Ha mindkét kipszelet k, k', vagy csak az egyik képzetes,
a két kupszeletnek kézos poldrhdromszége valds, mert X-nek kozos
polarisan x-en mindig van két valés kozos kapesolt pontpéar Y, Z.

B) Ha a két kipszelet egy- Py Ha a két kupszelet négy
mast negy valds pontban melszi; | kézés valds érintérel bir, gy ezen
a négy metszépont dltal megha- | érintdk dltal képezelt teljes négy-
tdrozott teljes négyszdg dtloshd- ‘ oldal dtléshdromszoge, képezi a
romszoge, képezi a két kupszelet-  két kipszeletnek valds poldrhd-
nek valds poldrhdromszogét. | romszégét.

7) Ha a két kupszelet nem bir valds kozds pontokkal, mely eset
akkor kovetkezik be, ha az egyik kipszeletnek 6sszes pontjai a mési-
kon kiviil, vagy pedig belil fekszenek, tehdt X-nek poldrisdn x-en
a ket kupszelet kapesolt pélusai dltal indukalt involueziés pontsorok
kettéspontjai, vagyis a kupszeleteknek metsz6pontjai xc-szel, egymdstol
nincsenek elvélasztva, a ket kupszeletnek kizds poldrhidromszige valds.

71 Ugyanez mondhatd, ha a két kipszelet nem bir valds kézos
érintdkkel, mert a két kupszeletnek tetszéleges » kupszeletre vonat-
koz6 poldr kupszeletei ezen esetben nem birnak valds kozos metsz6-
pontokkal. Ekkor tehdt, ) szerint, a polar kupszeleteknek kozos polér-
hdromszdge valds, melynek x-ra vonatkozé polar dbrdja: az eredeti
két kupszelet kozos polarhdromszoge.

0) és 0,) Ha végre a két kipszelet egymdst csak két valés pont-
ban metszi, akkor X pont sziikségkép a metsz6pontok osszekotd egye-
nesén s-en fekszik és a metsz6pontoktél x dltal harmonikusan van
elvdlasztva. Mert (s, &) ponthoz, mint x-en fekvé ponthoz kapcsolt
pblus X-ben van, és mint s-en fekvd pont, k, k'-nek s-en levé metszo-
pontjaitdl (s, ) altal harmonikuson van elvdlasztva.

Ezen X pont sziikségkép a két metszéponttal hatdrolt kozom
kivil, (s, ) pedig azon belil fekszik, agy hogy x a metszépontokat.
elvilasztja egymédstol. Ha ugyanis « nem metszené k, k'-et valés pon-
tokban, x-en taldlndnk két valos kozos kapesolt polust Y, Z-t. XYZ
ekkor a két kupszelet kozos polarhdromszoge volna és ezért X, Y
pontok harmonikusan volndnak elvdlasztva a kupszeletek dltal. Amde
' XY ! és k metsz6pontjai kozul egyik k'-en belil, a mdsik azonkivil
van, és hasonlékép | XY és k' metszépontjai, k 4ltal el vannak va-
lasztva. Minthogy ¢ szerint k, | XY! és k', | XY metsz6pontjai egy-
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mést elvdlasztjdk, nem létezik oly valés pontpir X, Y, melyet azok
parmonikusan védlasztandnak el. X pont tehdt k, k' két metsz6pont-
jéval hatdrolt kozon kivil (s, x) pedig azon belul fekszik. E végbél
z-en a kapesolt pélusok dltal indukélt involucziés pontsorok hyper-
polikus természetiiek, melyeknek kettspontjai egymést elvalasztjak,
tehdt az involuezids sorok nem birnak kozds kapesolt pontpdrral.

Ha tehdt két kupszeletnek csak ket valds kozos pontja vagy csak
két valds kozos érintdje van, a kézos poldrhdromsziog két szogpontja
és eseknek diellenes oldalai képzetesek.

140. Két kupszelet kizds poldrhdromszoge azon nevezeles bulaj-
donsdgyal bir, hogy a kupszeleleknek kozos kapcsolt
polusai a poldrhdromszog sz0g+ | poldrisai a poldrhdromszog olda-
pontjaibdl involuczids pontsorok- | lait involuczids pontsorok szerint
kal projiczidliatnak. melszik.

Hogy ezt bizonyitsuk, nevezziik ismét g egyenesen véiltozd P, pont
kapesolt pélusdt (;-nek; (J; pontok geometriai helyét y-nak ; a kozos
poldrhdromszog egyik szogpontjdt X-nek, az ennek dtellenes a oldal
metszépontjat ¢-vel P,-nek, mely P,-hez y kupszeleten kapesolt
pdlus, X pont.

Minthogy P; és Py, kapcsolt pélusai Q; és X, a Hrsse-tétel
szerint

| PP, | és | ;X! metszépontja P;, és
|PXT | PO Q;

is kapesolt pélus, és mert P pont
g-n fekszik : (J;,  kiipszeleten lesz.
Ha P;, g egyenesen tova mo-
zog, (i, (Jj pontok szintén viltoz-
nak y-4n, P, pedig g-n ; P; és X pon-
tok azonban 4llandék maradnak,
és mert (;, (Jj pontok Gsszekots
egyenese mindig dtmegy Pr-en: P,
Qi pontok X-bél oly | XQ;i, | XO; |
sugdrpédrakkal projiczidltatnak
melyek involuezi6s sugdrsort képeznek (77). Ezen involuczids sugdrsor
kett6ssugarai, P;-b6l y-hoz vonhaté érinték érint8pontjdn mennek 4t,
tehdt csak akkor valésak, ha P,=(g, x) pont y-dn kival fekszik.
Azon hdrom involuczids
sugdrsor, mely két kipszelet ki- | pontsor, melyben a két kipszelet

b
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20s kapesolt polusait a kozds po-
ldrhdromszég szégpontjaibdl pro-
czidlja, vagy mindegyike hyper-
bolikus vagy egyik hyperbolikus,
a mdsik kettdé elliptikus termé-
szetii. A hyperbolikus természetii
nwvoluczids sugdrsor keltéssuga-
rain, a két kupszelet kapcsolt pé-
lusat ugyanazon involuczids pont-
sort indukdljdk.

"koz0s poldrisai, a kézds poldy-

hdromszdg oldalait metszik, vagy
mindegyike hyperbolikus, wvagy
eqyik hyperbolikus, a mdsik kettd
elliptikus természetii. A hyperbo-
likus természetit involuczids pont-
sor kettéspontjain dtmend kap-
csolt 'poldrisok mindkél kiipsze-
letre nézve, ugyanazon involy-
czi0s sugdrsort képezik.

Tetsz6leges g egyenes a két kupszelet kozos polarhdromszogé-
nek szogpontjai koziil vagy csak egyet vélaszt el a tobbi kettsto],
vagy egyet sem ; tehdt g egyenes és XYZ hdromszog oldalainak P,
Py, P, metszépontjai koziil vagy egy, vagy mind a hdrom a sz6gpon-
tokon tulhosszabbitott Y7, ZX, XY oldalakon fekszik. Azon y kip-
szelet, melynek pontjai g pontjaihoz a két kupszeletet, illetdleg kap-
csolt polusok: XYZ hdromszog koriil van irva; és azon involuczibs
sugdrsoroknak kettssugarai, melyeknek sugdrpdrja X, valamint ¥ és
Z pontokbdl, a két kapszeletre vonatkozé kapesolt pélusokat proji-
czidljdk Py, valamint Py és P, pontokbol y-hoz vonhatd érinték érinté-
pontjain mennek &t. Minthogy Py, P,, P, pontok koziil, az elébbi
szerint, csak egy, vagy mind a hérom y-dn kivill fekszik : a tetel els
része be van bizonyitva.

Has, az X pontbdl kiindul6 egyik valds kettdssugdr, mely IP-bél
7-hoz vont érintének () érintépontjdn megy 4t, akkor | XQ!=s és ¢
metszépontjahoz P-hez, () pont kozos kapesolt polus; mdsrészt X és
(s, ) pontok kapcsolt pdlusok mindkét kapszeletre vonatkozélag.
Minthogy s kettéssugdron két pdr kozos kapesolt polus: Q, P=(s, g),
és X, (s, x) fekszik; s-en lev8 Gsszes kapesolt poluspdrak kozosek a
két kapszeletre nézve.

Més egyenes, mint a kozds polarhdromszog szogpontjain dtmend
nem képzelhetd a két kipszelet sikjaban, melyen a két kipszelet kap-
csolt polusai ugyanazon involucziés pontsort indukdlndk. Mert ha u
egy ily egyenes volna, mely a koz6s poldrhdromszog x oldalat (u, x)
pontban metszené, a nélkil, hogy annak X, Y, Z szogpontjain dt-
menne, akkor (¢, ) ponthoz mindkét kupszeletre vonatkozolag kap-
csolt X pontnak u-n kellene fekiidni, vagy mi ugyanaz, u-nak X-en
kellene atmenni. De az X-en dtfektetett tetszbleges | X();P;| egyenes,
mely -4t ()j-ben, g-t P;-ben metszi (93. dbra) olyan, hogy P;-hez kap-
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csolt polus nem fekszik | XQ;P;|-n, hanem y-nak egy mdsik pontjd-

pan, t. 1. 1XQil%| egyenesen, kivévén ha | XQ;P;| és | XO:F;| egybe

esik, vagyis ha azon kozos egyenes kettdssugara a kapesolt pélusokat

\ bol projiczidlé involucziés sugdrsornak. Ennélfogva mondhatjuk:
Két kupszelet sikjdban dltaldban hat, vagy két oly valds

eqyenes van, melyen a ket kup-
gzelet hapesolt polusai ugyanazon
involuczids pontsort indukdljdk ;
ezen egyenesek kettejével dtmen-
nek a két kiupszelet kozos poldr-
hdromszogének szbégpontjain, €s
Lettéssugaraiazon involuczios su-
gdrsoroknak, melyek a kipszele-
telre vonathozo kozos kapcsolt po-
luspdrakat anevezett poldrhdrom-
sz6g szogpontjaibol projiczidljdk.

pont vai, melyen dtmend és mind-
két kupszeletre vonatkozo kapcesolt
poldrisok ugyanazon involuczids
sugdrsort képezik ; e pontok kette~
jével-a két hupszelet kozos poldr-
hdromszogének oldalain feksze-
nek és ketléspontjai azon involu-
czids  pontsoroknak, melyeknek
pontpdriai az 0sszes kapcsolt po-
ldrisoknak metszépontjai a neve-
zett poldrhdromszég oldalaival.

141. Konnyen kimutathatd, hogy a middn két kipszelet Lozés
poldrhdromszogének csak eqy szogpontja és ennek dtellenes oldala
valds, akkor azon involuczids sugdrsor, melynek kapcsolt sugarai a két
kupszelet kozos kapesolt pélusail, azon valds sz6gpontbdl projiczidl-
Jdk, és azon involuczids pontsor, mely szerint a kapcsolt poldrisok
azon valds oldal dltal metszetnek : mindenkor hyperbolikus természeti.

Nevezziik a két kipszelet kozos polarhdromszogének valés szog-
pontjét és oldaldt X, x-nek; azon az X ponton dtmendé kuapszeletet,
melyen ¢ egyenes pontjaihoz kapcsolt polusok fekszenek y-nak.

Minthogy a kozos poldrhdromszog két szogpontja Y, Z, mely
x-en fekszik képzetes, ezen Y, Z pontok pedig y és x-nek metszd-
pontjai: x nem metszi y-4t valés pontokban; tehdt ax-nek minden
pontja és igy ¢ és & metsz6pontja is y-dn kiviil fekszik. (g, o) metszd-
pontbél e végbol két valés érintd hazhatd y-hoz, melynek valds érinté-
pontjai X-bél az emlitett involucziés sugdrsor valds kettdssugaraival
projiczidltatnak.

A dualis tétel bebizonyitdsa hasonlékép torténik, és mert ezen
esetben, a midén a kozos poldrhdromszognek csak X szdgpontja és
annak atelles & oldala valds, a két kupszelet két valds és két képzetes
metszéponttal bir, melyek azon sugdrsornak egy-egy valds kettdssu-
garain fekszenek: az x-en fekvd és a tétel 4ltal kifejezett involuczids
pontsor kettéspontjainak egyikébél a kapszeletekhez két valos, a m4-
sikbol két képzetes érints hiazhatsé. Ennélfogva: ha kél kupszeletnek
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két valds és két képzetes metszdpontja van, akkor azoknak kézis
érintdjer koziil is kelté valds, kettd pedig képzeles.

142. Két kapszelet k, k' k6z0s pontjai és érintéinek szerkesz-
tése a tdrgyaltak szerint kovetkezében 4dll:

«Miutdn két tetszdleges g, g, egyenes pontjaihoz kapesolt polu-
sokb6l 4116 geometriai hely, vagyis y, y, kapszelet meg lett szer-
kesztve, meghatdroztatnak ezeknek kozés pontjai Q,, X, Y, Z; ezek
kozil )y, mint (g, g ponthoz kapesolt pélus, és még egy metsz-
pont, pl. X mindig valés. XYZ hdaromszog YZ:, X7, XY olda-
lai g egyenest P, Py, P, pontokban metszik, melyekbél y-hoz érin-
t6k huzatnak ; az elsd két érintépontot X-bol; a mésik kett6t Y-bol,
az utolsokat Z-bél projiczidlé sugarak, a két kapszeletnek hat kozos
szeldi, melyek egymadst a két kiipszelet négy metszépontjaban metszik.

Ha tovébbé tetszéleges G, G, pontokon dtmend egyenesekhez
kapcsolt poldrisok I, I'; kapszeletet burkolnak, Ggy ezeknek egy kozos
érint6je | GG, -hez kapesolt poléaris; I, I'; tehat dltaldban még hdrom
kozos érintbvel a, y, z-vel bir, melyek egybeesnek az elébbi XYZ
hdromszog oldalaival. | GX|, |GY|, | GZ egyenesek I kupszeletet
két-két pontban metszik ; az elsé két metszépont érintéi a-et, a mdsik
két metszéponté y-ot, az utolsé két metszépont érintéi z-t; &, k' kap-
szeletek kozos érintéinek metszépontjaiban metszik.»

Mint ldtjuk két kapszelet négy kozos pontjadnak és négy
kozos érintdinek szerkesztése, mely negyedrendii feladat, vissza
van vezetve két kupszelet v. v, hdrom koz0s pontjdnak, vagy I I
kapszelet hdrom kozos érintinek szerkesztésére, melyeknek egy
kozos pontja, illetve egy kozos érintdje ismeretes, mely utébbi har-
madrendit feladat, és csupin korzé és vonalzdé haszndlatdval nem
eszkozolhetd. A tovdbbi szerkesztés, mely pontbdl kuapszelethez
vald érint6k huzdsdin, és egyenes és kupszelet metszépontjdnak
szerkesztésén alapszik, mir mdsodrendii feladat és azért korzd és
vonalzéval megoldhaté. A szerkesztésnél eléfordulé harmadrendd
feladat a kupszeletek dltaldnos helyzeténél mindig az marad és csak
azoknak kulonos helyzeténél vdlhatik szét elsé- és mdsodrendd fel-
adattd.

(Korrum * megmutatta, hogy ha a sikban egy kupszelet van
rajzolva gy, hogy annak metszépontjai tetszbleges kor vagy egye-
nessel ismereteseknek tekinthet6k, hogyan lehet ezen megrajzolt

* KorTUuM : Geometrische Aufgaben dritten und vierten Grades. Bonn 18GS.
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wupszelet, és korzé és vonalzé segélyével negyed- és harmadrendd
feladatokat megoldani.) (Fuggelék 5. és 6.)

143. Ha k, I’ kipszelet kozds polérhdromszogének egy szog-
pontja és igy annak dtellenes oldala x, mint A-nek poldrisa a két
kapszelet barmelyikét illetéleg ismeretes, akkor a kozds pontok és
érint6k szerkesztése korzé és vonalzdval kovetkez6kép torténik :

«A sik két tetsz6leges pontjahoz P, P,-hez felkeressik a kozos
kapesolt pélusokat (), ();-et; tovabbd azon involucziés sugdrsor s, ¢
kettéssugarait, melyeknek kapesolt sugérpdrjai | XP|, | XQ|; | XD],
| XO,i; ezen s, t kettéssugarakon fekszenek a metszopontok, tehdt
ezeknek kell metszépontjait a kapszeletek egvikével szerkesz-
teni (55).

Ha azonban az involuczids sugdrsor elliptikus természetti volna,
akkor a ko6zos polarhdromszégnek mdsik két szogpontja Y, Z sziik-
ségkép valos, és ezek a kupszeletek dltal x-en indukélt involucziés
pontsorok kozos pontpédrjai. E pontok egyikébdl I, (; P, Q; pont-
parak hyperbolikus természetli involuczios sugdrsorok dltal proji-
czidltatnak és ezeknek kettOssugarain fognak a keresett (képzetes)
metszépontok fekidni.

Hogy k, I’ kapszeleteknek kozos érintdit megszerkesszik a-et
metszéshez hozzuk két tetsz6leges egyenes p, p,-gyel és azokhoz kap-
csolt egyenessel q, q,-gyel, és felkeressitk (x, p), (%, q); (x, Py, (@, gy
kapesolt pontpdrakkal biré involueziés sorok kettéspontjait S, T-t;
e pontokbdl k, vagy A'-hez vonhaté érint6k képezik a kapszeletek
kozos érintoit.

Ha azon involuezids pontsornak kettéspontjai képzetesek, akkor
k, k'-nek van a-en kozos kapesolt pontpdrja Y, Z és a kozos poldr-
hdromszégnek | XZ.=y, ' XY =z, oldalai kozil egyik p, q; py, ¢,
kapesolt egyeneseket sziikségkép oly pontpdrakban metszi, melyek
egymdstol nincsenek elvdlasztva, tehdt az dltaluk meghatdrozott invo-
luczids pontsor kettéspontjai valdsak; e valds kettdspontokbdl kiin-
dulé érinték képezik a két kipszelet kozds érintdit.»

144. Az el6bbi tdrgyaldsokndl felvettilk, hogy azon y, y, kip-
szeletek, melyek g, g, egyenes pontjaihoz k, k' kupszeletre vonatkozé
kapesolt polusok fekszenek, legfdllebb négy kozos ponttal birnak.
7 €8 v, azonban végtelen sok k6zos ponttal is birhat a nélkul, hogy
minden pontja kozos lenne, t. i. ha ¥ és 7, két-két egyenessé fajul és
az els6 két egyenes koziil egyik Osszeesik a mdsik két egyenes egyiké-
vel. Ezen eset bekovetkezik, ha k, k' kapszelet egymdst két, valds
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vagy képzetes pontban érinti, vagyis ha egy X pont poldrisa mindkét,
kupszeletre nézve ugyanazon « egyenes, és az x-en fekvd kapesolt
polusok, tehdt egyszersmind X-en dtmend kapesolt poldrisok, mind-
két kapszeletre vonatkozoélag ugyanazon involuezids sort képezik.

Hogy east beldthassuk, nevezziik tetszéleges ¢ egyenesnek met-
szépontjat a-szel, (g, x)-nek; g polusdt k, k'-re vonatkozélag G, G'-
nek. (g, x) pont poldrisa k-ra vonatkozélag | GX|, k'-re vonatkozilag
| G' X | egyenes; de minthogy (g, x) pont x-en fekszik, (g, x)-nek a
két kupszelet kiilonos helyzeténél fogva ugyanazon |GX|=|G'X]|
egyenes, polarisa. Ha tovdbbd I> pont g-nek tetszéleges pontja, akkor
| XP|-nek polusa mindkét kupszeletre vonatkozélag ugyanazon x-en
fekvé () pont, mely tehdt P-hez kapesolt polus k, k'-re nézve. ¢ egye-
nes oOsszes pontjaihoz kapesolt pdlusok e szerint x-be esnek, kivévén
(g, x) pontot, melyhez kapesolt pélusok . XG G’ | egyenes dsszes pont-
jai; ¥ kupszelet tehdt  és | XGG' | egyenessé fajul. Ugyanez mond-
hat6 valamennyi més ¥ kupszeletrdl is, t. i., hogy két egyenessé fajul-
nak, melyeknek egyike x egyenes.

Az eqgymdst két pontban érintd, — tgynevezett kettds érintési
k, k' kiipszeletek tehdt végtelen sok kozis poldrhdromszoggel birnak,
melyeknek eqyik szégpontja az érintdpontokon dimend x egyenes
polusa X, a t6bbi két-keét szégpont pedig x eqyenes bdrmely kapesolt
polus pdrja lehet.

145. E §-ban tanult féfeladatndl, «két kapszelet kozos elemei-
nek szerkesztésénél» egyszeriibb a kovetkez6 feladat:

Adva van két kupszeletnel k, I'-nek két kézos pontja A, B,
vagy csak e két valds vagy képzeles pont dsszekild egyenese s, €s még
minden kipszeletnel; hdrom-hdrom ponija C, D, E, illetve C', D', E';
szerkesztenddl a mdsik ket metszépont, és a kozés érintok.

s-nek a két kupszeletre vonatkozo pélusait osszekotd egyenes X+
a két kupszelet kozos poldrhdromszogének egyik oldala; ennek po-
lusa X, a kozos poldrhdromszog egyik szogpontja. Meglévén X és &,
a feladat ezzel vissza van vezetve az el6bbi szerkesztésre.

Lehet azonban a feladat megolddsdndl mds eljdrdst is kovetni.

Ha 'CC'| egyenes a két kipszeletet és ' AR =s-t: C, C,; C'Cy; €8
F-ben metszi, akkor a két kipszelet hianyz6 metszépontjait osszekotd
t egyenes, | CC'|-nek azon P’ pontjdn megv 4t, mely C, C;; C', Gy
kapesolt pontpdrakkal adott involuezioban I>-hez kapesolt. Hasonlo-
kép mondhaté : ha | DD'| egyenes a két kupszeletet és s-et: D, Dy
D', Di, és Q-ban metszi, és D, D;; D', Di; Q, Q' kapesolt pontpérak
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involucziét képeznek, akkor ¢ egyenes ' ponton megy 4t; tehat a két
fij metezbpont Osszekots egyenese : [ P'Q'|=1.— s és ! egyenes X met-
szépontja a két kapszelet kozos poldrhdromszogének egyik szog-
pontja.

E szerkesztés a Drsarcues-féle tételen alapszik, mely mint tanul-
tuk, igy sz6l : minden dltaldnos helyzetti egyenes, négy ponton dtmené
osszes kupszeleteket egy involucziés pontsor kapesolt pontpérjaiban
metszi.

146. A szerkesztés némileg egyszertibb, ha k, k' kapszeletnek
hdrom metszépontja ismeretes ; a feladat ekkor igy sz6l:

Adva van kél kupszeletnek hdrom kézos pontja, scerkesztessek
a negyedik metszépont, ha a kipszeleteknek a metszépontokon kiviil
méq két-két pontja ismeretes.

Nevezzik k, k' kupszelet hdrom kozos pontjat A, B, C-nek,
k, k'-nek még két-két pontjat E, F'; E', F'-nek.

Ha 'AB!=s egyenes poélusai k, k' kapszeletet illetéleg o, ”,
akkor azon X pont, mely A, B pontokat ' 66’ |=x egyenestsl har-
monikusan elvdlasztja: a két kapszelet polarhdromszogének egyik
szogpontja, « pedig annak dtellenes oldala. Ama D-pont, mely X,
a-et C-t6] harmonikusan vélasztja el: a kuapszeleteknek negyedik
kozos pontja.

A szerkesztés ily modon is végezhetd :

Nevezzik | EE' | egyenes metszépontjaitk, k' | AB  és | AC|-vel:
E, E,;illetve E', E}; GG és H-nak, és ez utobbi két ponthoz kapesolt
pontot az E, E|; E’, E{ kapcsolt pontpdrakkal meghatdrozott invo-
lucziés sorban ', H'-nek. ' CG'| és | BH'| egyenesek kozos D pontja,
a kipszeletnek negyedik metsz6pontja. E szerkesztés szintén a D=-
BARGUES-féle tételen alapszik.

Lehet azonban e feladat megolddsdndl igy is eljarnunk (94. dbra):

Szerkesztink F-en 4t oly FI sugarat, hogy :

F(ABCI)=F'(ABCE"),

és felkeressitk F/-nek mésodik metszépontjdt I-t, és E'I-nek szin-
tén mdsodik metszépontjat D-t, k-val. Minthogy

D(ABCE)Y=D(ABCIl)— F(ABCI)—F'(ABCE),

A, B, C, E' pontok D és F’'-b6l oly négy sugdrral projiczifltatnak,
melyeknek kettdsviszonya egyenl, tehdt D pontaz A, B, C, E’, F'
pontokon dtmené kupszeleten fekszik.
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—— Mind a hdrom szerkesztési méd,
melyet ezen feladat megolddsdndl ko-
vettink, csak a vonalzd haszndlatdt
kivdnja, és ezért a feladat vonalos,

147. Geometriai vizsgdlatokn4l
gyakran el6fordul a kovetkezd feladat
melyet az imént mutatott, szerkesz-
tések alapjdn megoldhatunk. A fel-

4. abra. adat igy hangzik :
Adva van a sikban 6t sugdr a,

b, c, d, e, mely ugyanazon T ponton megy dt, és még 6t pont A, B,

C, D, E; szerkesztendd X pont vigy, hogy :

(abcde) NX (ABCDE),

A megoldds kovetkezd : D ponton 4t | DF'\ és E'ponton dt | EG |
egyenest szerkesztink, melyre nézve

(abed) ND (ABCF) és (abce)/NE(ABCG).

A, B, C, D ponton dtmend és | DF -et D-ben érinté k kiapszelet-
nek minden pontja A, B, C, D pontokat oly négy sugdrral projiczidlja
melyeknek kettésviszonya: (abed); A, B, C, K ponton dtmend és
| LG -t E-ben érint6 k' kipszeletnek minden pontja 4, B, C, E pon-
tokat oly négy sugdrral projiczidlja, melyeknek kettdsviszonya : (abce);
k, k' kapszeletnek negyedik metszépontja X, a kivédnt tulajdonsdg-
gal bir.

148. Végiil még egyszer ki akarjuk emelni ezen § féfeladatdndl
el6forduld vonatkozdsét a sik pontjai és egyeneseinek.

Lattuk, hogy ha egy sikban két dltaldnos helyzeti kapszelet
k, k' van adva, akkor a sik minden P pontjdhoz egy Q pont tartozik,
mely P-hez k, k' ktipszeletekre vonatkozolag kapesolt polus.

Lattuk tovabbd, hogy a sikban édltaldban hdrom oly pont van, —
mi azokat X, Y, Z-vel jeloltuk,— melyhez nem egy, hanem végtelen
sok pont tartozik, mint kapesolt polus, s melyek egy-egy egyenesen
@, Y, z-n fekszenek ; s viszont ezen egyeneseknek, pl. x-nek minden
pontjdhoz egy pont, X, tartozik mint kapesolt pdlus. E hdrom pont
és e hdrom egyenes egy és ugyanazon héromszognek, k, k' kipszelet
kozos polarhdromszogének szogpontja és oldala, mely hdromszognek
egy szogpontja és dtellenes oldala mindig valds, a tobbi két-két alkotd
rész egyidejilleg képzetes is lehet.
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Kimutattuk tovdbbd, hogy ha P pont egy g egyenestirle, akkor
a hozzdtartozd O pontok egy y kupszeleten lesznek, mely XYZ hé-
romszog korill van irva és viszont minden az XYZ hdromszog koril
irhat6 kapszelet pontjaihoz £, k'-re vonatkoz6 kapesolt polusok egy
egyenesen (tulajdonkép XYZ hdromszog oldalain és még egy egyene-
gen) fekszenek. Mert ha XYZ hdromszog koril irt y kipszeletnek
0,, Qypontjdhoz P;, P, tartozik, mint kapesolt pélus, akkor . PP, =g
egyenes Osszes pontjaihoz kapesolt pélusok: X, Y, Z, Q,, O, ponto-
kon dtmend kipszeleten, tehat -n fekszenek.

Ebbél kovetkezik tovabbd, hogy tetszéleges P, ponton dtmend
Geszes g egyenesekhez oly » kiupszeletek fognak tartozni, melyek
négy ponton: X, Y, Z és F;-hoz kapesolt péluson (J-on mennek 4t.

A midén g, az XYZ hdromszog egyik szogpontjit pl. X-et tar-
talmazza : ¥ elfajul két egyenessé, melyeknek egyike XYZ haromszog

Y7 |=ux oldala, a mdsik pedig g tetszéleges P pontjdhoz kapesolt
pontnak 6sszekoté egyenese X-szel.

A pontoknak ilynemt vonatkozdsit a sikban, melynél minden
P pontnak egy () pont, és tetszbleges egyenesen fekvé pontoknak,
hirom dllandé ponton 4dtmendé kupszelet felel meg: «Steiner-féle
rokonsdg»-nak nevezik.* StrINER JakaB (1796—1863.)

A SteINER-féle rokonsag a sikban legegyszertibben allapithatd
meg, ha £, k' két valos egyenespdrrd elfajult kapszeletnek vétetik fel.
A koz6s polarhdromszog ekkor a két egyenespar ABCD metszépontjai
ltal képezett teljes négyszognek atlésharomszoge. Két kapesolt polus,
vagy mdskép kifejezve, két megfelels pont ekkor a teljes négyszog
hérom pér dtellenes oldalaitél harmonikusan van elvdlasztva (53).

Ha g egyenes a négyszog oldalait hat pontban metszi, és mi
ezen hat ponthoz az egyes oldalakon a szdogpontoktél harmonikusan
elvdlasztott hat pontot megszerkesztjik, akkor g-nek megfelels y kup-
szelet 4tmegy : ez utébbi hat ponton ; a négyszog dtlésharomszégének
szégpontjain ; és azon involuecziés pontsor valés vagy képzetes kettés-
pontjain, melynek hdrom kapcsolt pontpéarja g egyenes és a négyszog
dtellenes oldalainak metszépontja.

* A dualisan megfeleld vonatkozésnél, a sik p egyenesének egy ¢ egye-
nes, (r pontnak egy az XY.Z héromszog oldalait érinté I" kipszelet felel meg.

Kilug ;: A projektiv geometria elemei. 13
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19. §. A kipszeletsorrél.

149. Tudjuk az el6bbiekbsl, hogy négy ponton &t végtelen sok
kupszelet fektethetd. A pontok valés vagy képzetes mivoltukra nézve
lehetnek :

@) mind a négy pont valés;

b) két pont valds, ketté képzetes és ez utébbiak egy elliptikus
természetii involuczidés pontsor képzetes kettéspontjai.

¢) mind a négy pont képzetes, melyek két kiilonbozo tartén fekves
elliptikus természetli involuezids pontsorok képzetes kettéspontjai.

Mindazon kupszeletek, melyek ily négy ponton dtmennek .
kupszeletsort képeznek; a négy pontot, melyen a kiapszeletsornak
minden egyes kupszelete, vagyis a sornak minden egyes eleme dtmegy,
a kupszeletsor alappontjainak nevezik.

Minthogy két kupszelet egymést mindig oly pontokban metszi,
melyek egy kupszeletsornak alappontjai lehetnek, azért mondhatjuk,
eqy kupszelelsor ket kupszelet dltal teljesen meg van hatdrozva.

Lattuk a 13. §-ben, hogy a sik minden pontjdn egy kupszelet
fektethets 4t, mely alappontjai dltal meghatdrozott kupszeletsorhoz
tartozik ; tehdt a kapszeletsor egyes elemeinek pontjai a sikot teljesen
befddik.

A kupszeletsornak egyes kupszelete nemesak egy pont dltal
van meghatdrozva, a melyen az, az alappontokon kivil még dtmegy,
hanem egy tetszbleges pontpdr P, P’ dltal is, mely azon kipszeletre
nézve kapesolt péluspar. Mert lattuk (99. és 11le. alatt), hogy két
egyenesen adott involueziés pontsor és egy pontpir egy valés vagy
képzetes kupszeletet hatdroz meg, melyre nézve ezen pontpdr és
az involuezibés pontsorok kapesolt pontpdrjai kapesolt pélusok. A kup-
szelet képzetes is lehet, ha az adott involueziés pontsorok ellip-
tikus természetiiek. E szerint képzetes alappontokkal biré kapszelet-
sorban képzetes kupszeletek is fordulnak el6; mig az oly kupszelet-
sorban, melynek két, vagy négy valés alappontja van, nem taldlhaté
(@ 15. §-ben értelmezett) képzetes kupszelet.

A kupszeletsor egyes elemei tetszéleges ¢ egyenest egy involu-'
czi6s pontsor kapesolt pontpérjaiban metszik, mely ¢) esetben, vagyis
midén az alappontok képzetesek, mindig hyperbolikus természetti ; az
a) és b) esetekben, midén az alappontok nem mind képzetesek, azon
involucziés pontsor elliptikus, hyperbolikus vagy parabolikus termé-
szetti lehet, mint azt a 12.§. 101—103. pontjai alatt kimutattuk. Para-
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bolikus killénben akkor lesz a kiupszeletsor dltal g egyenesen kimet-
gzett pontsor, ha ¢ egyenes dtmegy a kiupszeletsornak egyik alap-
pontjén.

Ha a kipszeletsor g egyenest hyberbolikus természelii involuczids
pontsorban melszi, akkor « sorban két oly kupszelet van, mely g-t
érinti azon involuczids pontsor valos kettéspontjaiban. Ezen esetben
oly kipszeletek is vannak a sorban, melyek g-t nem metszik valds
pontokban ;- mert a hyperbolikus természetdi involucziés pontsornak
képzetes kapesolt pontpdrjai is vannak (77). Ha ellenben ¢g-n kimet-
szett involuczids pontsor elliptikus természetii, akkor nines oly kuap-
szelet a sorban, mely ¢g-t érintené, hanem a sor minden kiupszelete
g-vel két valos pontot bir kozosen.

150. A kupszeletsorban eléfordulé kupszeletek nemére kovet-
keztetni lehet azon involucziés pontsorbdl, mely szerint a sik végtelen
tévol fekvd egyenese ¢.., a kapszeletsort metszi.

Ha g¢. a kapszeletsort elliptikus természetli involucziés pont-
sorban metszi, akkor a sor minden kupszeletének két valés végtelen
tavol fekvé pontja van; a sor kuapszeletei tehdt mind hyperboldk.
E hyperboldk kozé szdmittatnak azon egyenes pdrak is, melyek a
kupszeletsorban elé6fordulnak, és melyeknek szdma hdrom vagy egy,
a szerint, a mint a ktipszeletsornak mind a négy alappontja valés, vagy
nem minden alappont valés. Ezen eset, hogy a kupszeletsornak min-
den kiupszelete hyperbola, csak akkor kovetkezhetik be, ha a kupsze-
letsornak mind a négy alappontja valés, vagy pedig ha két alappont
valés, ketté képzetes, tehdt az a) és b) esetekben. a) esetben a kap-
szeletsor minden kupszelete hyperbola, ha a négy alappont kézul
egyik a tobbi hdrom dltal képezett hdromszog kerilletén belul van
(52.); b) esetben pedig, ha a két képzetes pont tartdja a valés pon-
tokat elvdlasztja egymdstol (103).

Ha ellenben a négy valds alappont kozil mindegyik a mdsik
hirom 4ltal képezett hdromszog kerilletén kivul fekszik; vagy a két
valos alappont nincs elvdlasztva a két képzetes alappont tartoja dltal ;
vagy végre ha a négy alappont képzetes, akkor a kuapszeletsor ¢..-t
hyperbolikus természetli involucziés pontsorban metszi, melynek kép-
zetes kapesolt pontpérjai vannak. Ily kapszeletsorban tehdt lesznek
hyperbolék, ellipsisek és két parabola; ez utébbiak ¢, -t a kimetszett
Involueziés pontsor kettéspontjaiban érintik.

A midén a valds alappontok kozul egyik végtelen tdvol van, a
kipszeletsor ¢..-t parabolikus természetti involucziés pontsorban met-

13*
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szi; az ily kapszeletsornak egyik kupszelete parabola, a tobbi hy-
perbola.

Minthogy a czirkuldris involucziés sugdrsor metszése g¢.-nel
elliptikus természetli involuezids pontsor, az ilyennek pedig minden
involuezids pontsorral van egy kozos kapesolt pontpdrja, azért min-
den kipszeletsorban, melynek két alappontja nincs g..-en, van egy
kapszelet, mely g.-t két egymdsra merbleges egyenes végtelen tdavol
fekvé pontjdban metszi; tehdt minden kupszeletsorban van egy egyen-
oldalit hyperbola.

De ha a kupszeletsorban két egyenoldald hyperbola volna, ak-
kor g. ezeket két oly pontpdrban metszetné, melyek egymdsra mers-
leges egyenespdrak végtelen tdvol fekvé pontjai; a kapszeletsor
ekkor g.-t oly involucziés pontsorban metszené, mely perspektiv egy
czirkularis involuczids sugdrsorral, tehat ekkor a kupszeletsor minden
kupszelete egyenoldali hyperbola. Minthogy a kuapszeletsorban els-
forduld egyenespdrra elfajult kupszeletek szintén elfajult egyenoldala
hyperboldk, vagyis egymdsra meréleges egyenespdrak, azért ha a sor-
nak alappontjai valésak, ezek egy haromszognek szogpontjait és
magassagpontjat képezik.

E korulménybél forditva is kovetkeztethetink, ha egy egyen-
oldali hyperbola valamely hdromszégnek hdrom szégpontjdn megy
dat, akkor ezen hyperbola annak magassdgpontjdt is tartalmazza.
Mert ha az ABC hdromszog szégpontjain dtmend h egyenoldald hy-
perbola A pontjdb6l merélegest bocsdtunk BC oldalra, mely h-t
D-ben metszi, akkor az ABCD alappontokkal bird kapszeletsorban
két egyenoldald hyperbola van, t. i. h és :AD,, - BC egyenespdarrd
elfajult egyenoldald hyperbola. A sornak ekkor minden kupszelete
egyenoldala hyperbola lesz, melyekhez 'AB, CD.; AC, iBD
egyenespdrak tartoznak; ezek tehdt szintén merélegesek egymésra és
igy D pont, ABC hiromszognek magassdgpontja.

De midén a kapszeletsornak két alappontja A, B valés, kettd
képzetes, akkor is lehet a sornak minden kipszelete egyenoldala hy-
perbola. Ha azon elliptikus természetii involucziés pontsornak, mely-
nek kettéspontjai a képzetes alappontok: tartéja ¢, hatvdnya —
kézéppontja ¥,, és (|AB. t) pont J, Ggy a kipszeletsornak minden
eleme egyenoldald hyperbola, ha:

Ad . dB=0y2+ 122,
és { merbleges ADB'-re.
Hogy ezt bebizonyitsuk emlékezziink vissza a 101. pontban meg-
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ismert # kupszeletre. E kupszelet tetsz6leges g egyenest azon involu-
czi6s pontsor egy kapcsolt pontpérjdban metszi, melyet az A, B valés
és t-n fekvd két képzetes ponton dtmend kupszeletek g-n kimetsze-
nek. » kupszelet dtmegy A, B ponton, tovdbbd | AB és ! egyenes
o metsz6pontjdhoz, valamint g és ! egyenes y metszépontjahoz, az
adott t-n fekvé involucziés pontsorban kapesolt o, illetve 7, ponton.

Tekintstk jelenleg g-t végtelen tavol fekvének, g.-nek; 7, ak-
kor {-n adott involuezids sornak kozéppontja; | AB ' és ¢ metsz8pont-
jéhoz 0-hoz kapesolt 0, pont pedig

relacziobol lesz meghatdrozva. Minthogy a foltétel szerint

Ad . OB=02+ 2,
tehdt o X X .
Ad.0B=072+0y,.7,0,=07, . -\,

és : 00, |=t meréleges AB-re J pontban, azért
magassdgpontja ABJ, hdromszognek. Innen

kovetkezik, hogy » kipszelet, mely ABy,0,
pontokon dtmegy egyenoldali hyperbola, és
mert # metszépontja g..-nel azon involuczibs
pontsornak egy kapesolt pontpédrja, melyet a 95. &bra.
kuapszeletsor ¢.-en kimetsz, azért g.-en két
oly kapesolt pontpdr van, mely két egymésra meréleges egyenespdron
fekszik, tehdt g..-en valamennyi kapesolt pontpdr ily tulajdonsdgu.

Jegyzet. Ha az el6bbi szerkesztésben B-t azon hdromszég ma-
gassag pontjanak tekintjiilk, melynek egyik szdgpontja A, a mdsik
kettd pedig a ¢-n fekvd involucziés pontsor két kettéspontja, gy «egy
hdromszognek magassdgpontjat, melynek egyik szogpontja A, mésik két
szogpontja ¢ tarton fekvd involueziés pontsor két kettéspontja, fugget-
leniil attél, hogy ezen involucziés pontsor valos vagy képzetes kettds-
pontokkal bir, kovetkez8képen lehet szerkeszteni». Ha az involuezids
pontsor kozéppontja N; A-t6l t-re boesdtott mersleges M talppontjé-
hoz a kapesolt pont M, ; akkor | AN |-re M,-bél, vagy | AM, |-re N-bsl
bocsdtott meréleges metszépontja | AMi-mel: azon hdromsziognek
magassdgpontja. Ez valos hdromszognél is konnyen igazolhato.

151. A sik tetsz6leges egyenesén a kupszeletsornak minden
eleme egy-egy involucziés pontsort indukdl, melynek kapesolt pont-
pérjai, az egyes kupszeletekre vonatkozd kapesolt polusok. E végtelen
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sok involuczids sor egy valés kozos kapesolt pontpérral bir, ha a kap-
szeletsor g-t hyperbolikus természetii involucziés pontsor szerint met-
szi. Ez utébbi involucziés sornak kettéspontjai a kozos kapesolt pont-
par, mert a kettéspontok a kapesolt pontpdrakat harmonikusan vg.-
lasztjak el; ha tehdt a sornak egy kupszelete g-t, X, X;-ben metszi,
ugy X, X, pontok a kettéspontoktol harmonikusan vannak elvédlasztva,
és igy a kettéspontok a sornak azon kupszeletére vonatkozélag kap-
csolt pélusok.

Képzeljuk g-t a sik végtelen tdvol fekvs egyenesén. A kupszelet-
sor egyes elemei dltal g.-en indukélt involucziés pontsorok nem
egyebek, mint az egyes kupszeletek kapesolt dtmérSpdrjainak metsz§-
pontjai g,-nel. Ennélfogva ha & kuapszeletsor g..-t hyperbolikus termé-
szetli involueziés pontsorban metszi: a kapszeletsor minden kupsze-
letének van egy oly kapesolt dtmérbpdrja, mely g..-t az involuezids
pontsor kettéspontjaiban metszi, vagyis mely kapesolt dtmérépédrak
egymadssal parhuzamosak. E kapcsolt atmérépédrak egyszersmind pér-
huzamosak azon két parabola tengelyével, melyek ily sorban els-
fordulnak.

Ha a kuapszeletsor g.-t oly involuczids pontsor szerint metszi,
melynek kett6spontjai egymdsra merSleges egyenesekkel projiczidltat-
nak, akkor a kipszeletsor kiipszeleteinek tengelypdrjai lesznel eqymds-
sal pdrhuzamosak. Ha az ily kupszeletsornak négy valés pontja van,
ugy ezeken dtmend hdrom egyenespdr szogfelez6i egvméssal pérhu-
zamosak, mert ezen szogfelez6k tengelyei az egyenspédrrd elfajult
kupszeleteknek.

Minthogy a kupszeletsorban mindig létezik egy valds vagy kép-
zetes kupszelet, melyre vonatkozélag egy adott P, I”' pontipdr kap-
csolt pélus, azért lehet minden, tehat az el6bbi kupszeletsorban is oly
I kupszeletet taldlni, melyre vonatkozdlag I’, I’' egy egvmdsra meréle-
ges egyenespéarnak végtelen tavol fekvé pontja. E k kapszeletnek két
pér egymédsra mertleges kapesolt dtmér6pdrja lesz; az elsé az el§bbi
kozos irdnyu tengelypdrral parhuzamos, a mésik par végtelen tdvol
fekvé pontja P, I”'. — k kapszelet e tulajdonsdga kovetkeztében kor.
Tekintve, hogy ezen sorban el6fordulé két parabola tengelye maréle-
ges egymdsra, mondhatjuk : ha valamely kipszeletsorban két parabola
fordul elo, melynek tengelyei eqymdsra merdlegesek, gy ezen kvipszelet-
sornak eqyik kupszelete kir. E kor képzetes is lehet, ha a kupszeletsor
alappontjai képzetesek ; de ha az alappontok valésak, ugy azon kor
is valés lesz. Ezért: két eqgymdsra merdleges tengelyii parabola négy
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metszépontja mindig koron fekszik ; tovibbéd egybevetve az el6bbivel :
eqy kornégyszog dtellenes oldalpdriainak szogfelezdi eqymdssal pdr-
huzamosak, a mi igy is kifejezhet6 : ha egy kor és Kipszeletet négy
pontot bir kozosen, akkor a kitpszelet tengelyei pdrhuzamosak a négy
L626s ponton dimend egyenespdrak szogfelezdivel.

Ha a kapszeletsor kupszeleteinek tengelypdrjai egymdssal par-
huzamosak és mi g.-en két pontpar P, P'; P, Pj-et vesziink fel,
mely egymdsra merbleges egyenespdr végtelen tdavol fekvé pontja,
akkor a kupszeletsornak azon két kore, melyre vonatkozdlag P, P’';
illetve P,, P kapesolt p6lus, egymdstol nem kiilonb6zd, mert Iy, Py
korre vonatkozoblag is kapesolt péluspdr. Fqy Kiupszeletsorban tehdt
két kor nem fordulhat eld, kiwévén azon esetet, a middn a sornak
minden kipszelete kér. Ekkor ugyanis g..-en kimetszett czirkularis
involuezibs pontsornak kettéspontjai — az ismert végtelen tavol fekvd
képzetes korpontok — a sornak alappontjait képezik ; a sornak masik
két alappontja lehet valds, vagy pedig képzetes.

152. A kupszeletsor sikjdban fekvd tetszdleges P.pontnak van
eqy kapcsolt pélusa (), a kipszeletsor valamennyi elemeit illetéleg. Hogy
ezt beldssuk, képzeljiik, hogy a kupszeletsor két kupszelet k;, k; dltal
van adva és hogy P-hez, () kapesolt pélusa k;, k; kuipszeleteket illetsleg.

PQ| egyenes a kupszeletsort involucziés pontsor szerint metszi,
mely ha hyperbolikus természeti, ugy kettéspontjai kapesolt pélusok a
kapszeletsor Osszes kupszeleteit illetéleg. De - P() egyenes P, ()
pontja mér a kapszeletsor k;, k; kupszeleteit illet6leg kapesolt polus-
pér, és mert : P(); egyenesen nem lehet két k6z0s kapesolt poluspar
ki, k; kupszeleteket illet6leg, ha esak | I’  nem kozos szeldje k;, k;-
nek: azért P, () kapesolt pbluspdr a kipszeletsor valamennyi kapsze-
letére nézve.

Ha Ppontk;, k; kupszelet kozos polarhdromszogének X'YZ-nek
egyik valos szogpontja, pl. X, ugy X-hez kapesolt pélusok nemesak k;, k;
hanem a kipszeletsor valamennyi kapszeletére vonatkozélag | YZ =«
poldrisban fekszenek. A kupszeletsor minden kipszelete ugvanis az
X ponton dtmend s, ¢ egyeneseken, mint k;, k;j kozos szeléin, melye-
ken a kupszeletsor, két-két valés vagy képzetes alappontja fekszik,
ugyanazon involucziés pontsort indukdlja. E szerint X-hez kapesolt
pblus s-en, (s, x); t-n, (¢, x) pont, tehdt x poldrisa’ A-nek a sor vala-
mennyi kiapszeletére vonatkozolag. Ezen XYZ hdromszog a kipsze-
letsornak kozds poldrhdromszige.

Tetszileges g egyenes pontjaihoz kapcsolt. polusok eqy hip-
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szeletsor Osszes kupszeleteit illetdleq, a kiipszeletsor kozos poldrhdrom—
sz0gének szogpontjain dtmend kupszeleten fekszenek. Ez onnan kévet-
kezik, hogy g egyenes pontjaihoz kapesolt pélusok a kipszeletsor két
tetszéleges ki, k; kupszeletét illetéleg e kupszeletek kozds poldr-
hdromszoge koril irt y kapszeleten fekszenek (135).

A kapesolt pélusok fogalmébdl folyik tovdbbé, hogy P pont po-
ldrisai egy kupszeletsor kipszeleteit illet6leg, P-hez kapesolt poluson,
(Q-n mennek 4t. De forditva is kimutathatd, hogy ha P, Q pontok
kapcsolt polusok eqy kupszeletsort illetdleg, gy Q ponton dtmend
tetszéleges p egyenes poldrisa P-nek a kiupszeletsor bizonyos k kip-
szeletére nézve.

Vegyiink fel e végb6l p-n tetszbleges P’ pontot. A kapszeletsor-
ban mindig van oly kapszelet, melyre vonatkozolag P, P’ kapesolt
péluspdr, de minthogy P, Q a foltétel szerint szintén kapesolt pélus-
pér k-ra vonatkozolag, azért | P’ Qi—=p egyenes poldrisa P-nek k-ra
nézve. k kapszelet csak akkor lehet képzetes, ha a sornak alapportjai
is képzetesek.

Minthogy @ sugdrsor minden p sugardhoz tartozik egy kip-
szelet a kiupszeletsorban, melyre vonatkozélag P és p, p6lus és poldris,
azért a kapszeletsorban annyi kapszelet van, a mennyi a Q ponton
dtmend sugarak szdma, vagyis a kupszeletsorban egyszer végtelen
kupszelet van.

158. Azon y kupszelet, melynek pontjai kapcsolt pélusok egy
g egyenes pontjaithoz a kupszeletsort illetdleq : eqyszersmind geometriai
helye g egyenes polusainak a kipszeletsor kupszeleteire nézve. g egye-
nesen ugyanis van oly P pont, mely ¥ tetsz6leges Q pontjdhoz kapesolt
polus a kapszeletsor Gsszes kupszeleteit illetéleg ; ennélfogva a kupsze-
letsorban van oly kupszelet, melyre vonatkozolag P-n 4tmend g egye-
nes poldrisa Q-nak, vagyis melyre vonatkozolag g-nek pélusa () pont.

A tétel igy is kifejezhett :

Tetszéleges g egyenes pélusai valamely kipszeletsor kipszeletett
illetéleg a kipszeletsor kozos poldrhdromszigének szogpontjain dt-
mend y kipszeleten fekszenek. A kupszeletsor kipszeletei dltal g egye-
nesen kimetszett involuczids pontsor kapesolt pontjai: kapesolt polu-
sok y kipszeletre vonatkozdlag.

Hogy e tétel utols6 részét is bebizonyitsuk, nevezzik a kupsze-
letsor tetszéleges k kipszeletének metszdpontjait g-vel P;, Fj-nek, az
ezekhez kapesolt pélusokat a kiipszeletsorra vonatkozélag Q;, Qj-nek;
| QiQ;| és | P,Pj|=g metsz6pontjat Pr-nek ; Pr-hez kapesolt polust Oj-
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nek ; végre g-nek k-ra vonatkozd pélusdt G-nek (96. dbra'. (;, (J; pon-
tok 7 kapszeletnek pontjai és | P;Q;|, | P5Q; | egyenesek érintdi k-nak
P;, P; pontokban, mert ha két kapcsolt pdlus kozil egyik a kupszelet-
nek pontja, akkor a mdsik annak érintjén, mint azon pont poldrisdn
tartozik fekudni. k kapszelet  P;Q;|, | PjQ; | érint6i P;, F; pontokban,
egymdst y-nak G pontjiban metszik, mert G pélusa | P;,Pj|=g-nek
k-t illetbleg. Végre | PP;|, | Q;(Q;| metszépontjdhoz Pj-hez kapesolt
polus Oy, mely | P;Q; , | F;Q; |-nek kozds pontja szintén y-n fekszik,
miutén Py, | PiP;|=g-nek egyik pontja (Hessg). Minthogy ezek szerint
Pi, Pj, a y ktpszeletbe irt Q;GQ;(Q; négyszognek dtléspontjai : k kiap-
szeletnek P;, P metsz6pontjai g-vel, y-nak kapesolt polusai (76). —

Mint GQ;Q;(); négyszogbdl kovetkezik g egyenesnek y kupszeletre
vonatkozé pélusa Gy, | GOy, és | Q;();! egyenoseknek metszépontja,
és igy a kapszeletsor dltal g-n kimetszett pontpdraknak, mint P,
Pj-nek kapesolt polusait Q;, Qj-t Osszekotd | (;Q;| egyenes, mindig
dtmegy ¢-nek y-ra vonatkozd pdélusdn (ry-on.

g-n levd involucziés pontsor minden kapesolt pontpérjéhoz,
pl. P;, Pr-hez, tartozik egy G ponty kipszeleten, és viszont y minden
pontja pbélusdt képezi ¢-nek a kiapszeletsor egy-egy kupszeletére
nézve. Ha G, y-n tetsz6legesen lesz felvéve, akkor azon k kipszelet-
nek P;, P; metszOpontjait g-vel, melyre vonatkozolag g-nek pdlusa
G, igy lehet megtaldlni. G-t, y-nek g-ra vonatkozé G, polusibdl y-ra
projiczidljuk Qj-be; ezen () projekezi6hoz a kapszeletsorban kapesolt
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P pélust Go-val ' PG, ! egyenes éltal 6sszekotjiuk, mely 6sszekits egyes
nes y-at, (;, Qj-ben, a kivdnt k kupszelet és g metszépontjdhoz P
Pj-hez kapesolt pélusokban metszi.

G-hez kapesolt polus a kupszeletsorra vonatkozélag g-nek azon
& pontja, mely P;-hez kapcsolt pont a kapszeletsor dltal g-n kimet-
szett involucziés pontsorban. Mert, mint ldttuk, Go,-n dtmend szelsk
7-4t oly két pontban metszik, melyeknek kapesolt pélusai a kuapsze-
letsorra vonatkozdlag a g-n kimetszett involucziés pontsornak kap-
csolt pontpdrjai.

Ha g egyenes és ¥ kupszeletnek két valés kozds pontja van, és
g-nek y-ra vonatkozd G, pélusdn dtmend tetszoleges egyenes ¥-t O,
G pontokban metszi, mely metszdpontokhoz kapesolt pélusok a kap-
szeletsorra vonatkozdlag P, @, gy e két pont kozll egyik y-dn
beltil, a mdsik y-dn kivil fekszik g egyenesen, mert ezen P, & pon-
tok kapesolt pélusok y-ra vonatkozblag, és y-4t valés pontokban
metsz6 g egyenesen fekszenek. E szerint ~ G,I7%!, ' G,® ' egvenesek
kozfil egyiknek y-val valds, a mdsiknak képzetes kozds pontpdrja
van ; tehdt (; és G pontok koztl az egyik ¢-nek polusa a kupszelet-
sor oly kupszeletére vonatkozélag, mely g-t valés pontokban metszi,
a mdsik pedig g-nek pélusa oly kupszeletre vonatkozélag, melynek
g-vel nincs valés kozos pontja. Ennélfogva: ha a kipszeletsor g egye-
nest hyperbolilkus természetii involuczids pontsorban metszitehdt g-nek
polusai a kipszeletsor kipszeleteire vonatkozdlag oly y kiipszeleten
fekszenek, melynek g-vel két valds koz0s pontja van, akkor e két valds
kozds pont y-dt két részre osztja. Az eqyik részben fekvd pontok
g-nek pdélusai a sor azon kupszeleteire vonatkozolag, melyek g-t
valds pontokban metszik ; a mdsik részen levd pontok pedig g-nek
polusai a kupszeletsornak g-t képzetes pontokban metszd kipszeleteire
nézve; g és y két metszépontja, g-nek polusa a kipszeletsornak g-t
érintd kiupszeleteit illetéleg. y kapszelet csak akkor érintheti g-t, ha
az a kupszeletsornak egyik alappontjdn megy 4t; az érintés ezen
alappontban torténik.

Ha g egyenes a kupszeletsor poldrhdromsziogének egyik szog-
pontjin megy &t, ugy ¥ két egyenessé fajul, melyek koztl az egyik
egyenes ugyanazon szogponton megy 4t. a mdsik pedig a poldrhdrom-
sz0g mdsik két szogpontjdt koti ossze. Mert a kupszeletsor két kup-
szelete dltal megdllapitott STeNER-féle rokonsdgndl szintén a kozos
polérhdromszog egyik szogpontjdn dtmend egyeneshez a kozos kapesolt
pdlusok két egyenessé fajult kupszeleten fekszenek. (148), — Ha végre
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g egyenes a polarhdromszognek egyik oldala, agy y, azon polarhé-
romszog oldaldnak 4tellenes szogpontjava fajul.

154. Az elébbi 4ltaldnos tételek alapjan a kupszeletsorban eld-
forduld kupszeletek kozéppontjainak geometriai helyét, és a sor kip-
szeleteinek . nemé! konnyen folismerhetjilk. Ha ugyanis folveszsziik,
hogy g egyenes a sik végtelen tdvol fekvd g. egyenese, akkor azon
. kipszelet, mely g.-nek a kupszeletsor kupszeleteire vonatkozo
polusokat tartalmazza : geometriai helye a kupszeletsor kozéppont-
jainak. Ezen y., kipszelet, melyen a kipszeletsor kiipszeleteinek kozép-
pontjai fekszenek s mely e végbdl kizépponti kupszeletnek neveztetik,
felvildgositdst nyajt a sorban eléforduld kapszeletek nemérsl.

Ha a kézdpponti kipszelet v.. ellipsis, tehdt g.-en v. 4ltal
indukdlt pontsor elliptikus természetli involuczidés pontsor, melynek,
mint tudjuk, nincsenek képzetes kapesolt pontpdrjai, akkor a sornak
minden Fkupszelete hyperbola; mert a sornak minden képszelete
J»-t valés pontparakban metszi.

Ehhez tartozik azon eset is, melynél y., kozépponti kupszelet kir,
tehdt a kupszeletsor csupa egyenoldali hyperboldkbdl dll. Ha az ily
kapszeletsorban az alappontok valésak, akkor azok, mint tudjuk, egy
ABC héromszégnek /) magassdgpontjit és A, B, C szogpontjait ké-
pezik. De ». dtmegy az egyenesparrd elfajult egyenoldald hyper-
boldk kozéppontjdn, tehdt jelen esetben azon hdromszog magas-
sdgainak talppontjain. ¥. tovdbb dtmegy azon pontokon, melyek a
négy alappontbdl képezheté pontpdrakat g.-t61 harmonikusan elvd-
lasztjak, tehdt jelen esetben ABC héromszog oldalainak felez6pont-
jain, és AD, BD, C) magassdgrészek felez6pontjain. Ennélfogva a
kupszeletsor kozépponti kipszelete, azon esetben, a midén a kiupsze-
letek (egyenoldalit hyperboldk) eqy hdromszog magassdg-pontjdn
és szogpontjain dtmennek, ezen hdromsziognek kilencz pontos
lcore. Ezen a hdromszoggel kapesolatos kor Feuerbachtol lett elészor
ismertetve (1827.),* azért FEvErpacH-féle kornek is neveztetik.

A midén a kézépponti kupszelel y. parabola, a kipszelet-
sornak minden kipszelete hyperbola, kivévén, azon egyel, melynek
kbzéppontja y..-nek érintépontja g.-nel és mely parabola. A kap-
szeletsornak ekkor egy alappontja végtelen tdavol fekszik.

Ha a kupszeletsor kozépponti kupszelebe y.. hyperbola, tehdt
7« dltal g..-en indukélt involucziés pontsor hyperbolikus természeti,

* FreuerBacHE K. W. (1800—1834.)
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melynek képzetes kapesolt pontpérjai is vannak, akkor a ki szel
sorban véglelen sok ellipsis, hyperbola és két parabola ua;fg E 6’"5-
hzz/perbola egyik dgdn fekszenek a kipszeletsorban elé’/‘ortiulo" elljm
ZZ@;IZ%Z a mdsikt dgon pedig a hyperboldknak kdzéppontjai;p;
a asymptoldi g pdrhuz : i eldf
e Jten;z;elyewi)zdag pdrhuzamosak azon sorban eldforduls
A fmdé’n Y= egyenoldalii hyperbola, a kipszeletsor egyik kip-
szelete kor, mert a kipszeletsorban el6forduly két paraboldnak tp
gelyei egymasra merslegesek. .
’ A Fupszeletsor kizépponti kipszelete Ve egyenessé fajul, ha q
kupszeletsor p?ldrhdromszdgéizek egyik szogpontja ue’gtélen’ tdvol
zan,, vagy a mi ugyanaz, ha a kapszeletsor kozos szelsi koziil oly
ettd, me}y mind a négy alappontot tartalmazza, egymdssal parhuza-
mos. A kupszeletsor 6sszes kipszeleteinek kozeppontjai ekkor azon
egy(?nesen.fekszenek, mely a szel6kon adott involuezids pontsorok
lfozeppont]ait 0sszekoti; a parhuzamos szeldpar kozéppontja e szelsk
dltal hatdrolt szalag felez6jének bérmely pontja. :
Ha’azonban a kupszelelsornak két szelépdrja pdrhuzamos
egymes‘ffar, akkor g. a ktpszeletsor poldrhdromszigének egyik
oldala, és igy a kipszeletsor dsszes kiipszeletének kdzéppontjaggz
pontba eszl?; ily kipszeletsor tehdt kozos kozépponttal bir. .
A 1.1.11(’1(’5n a kupszeletsornak egy kozos szeldje végtelen tdvol
V&;l,, }i:, kozepPonti kapszelet szintén egyenessé fajul, mert ekkor a
sglaizszfomszognek e szeldn fekvd szogpontja szintén végtelen t4-
15?. Két .oly kupszelet, mely g.-en ugyanazon involucziés
p?ntsort indukdlja, melynek teh4t kapesolt dtméréparja megfeleldleg
parl’luza/mosak, hasonld és perspektiv helyzeti; kupszeletnek neveztetik.
A két kupszelet hasonlé marad akkor is, ha az egyiket e helyzetébol
eimozg%t.]/uk,/de nem lesz a masikkal perspektiv helyzetli, ha csak az
;en I;ns(;i ;t]z:; al(lii); kr.lem torténik, hogy a kapesolt dtmérspérak parhuza-
cilha t];.';i{ hasonld ktips?elet mindig egynemii, mert csak ilyenek indu-
[ha gd--€n egy es ugyanazon involucziés pontsort. Két kor
]’Illndlg hasonlé és perspektiv helyzetti; két parabola mindig hasonl6
és ha tengelyei pdrhuzamosak, akkor még perspektiv helyzetti is. Két
hyperbola hasonlé, ha asymptotéi egyenls szoget képeznek és a: két

hyperbola 4g az asymptotd 2 - 5 :
ptotak altal képezett e 18 4
Kbzt feksaik, p gyenld cstiesszogek széral
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«Ha két ellipsis hasonls, akkor az egyenld szoget bezdrd
kapesolt &tmérdpdrak, mint hosszmennyiségek helyes geometriai
aranyt képeznek». Neveszilk ugyanis az egyik k ellipsis tetszd-
leg kapesolt dtmérdpdrjit AC, BD-nek, a mdsik k, kapszeletnek
azon kapesolt 4tmérépérjat, mely ugyanily szoget képez, mint AC,
BD; A,C,, B.D,-nek. Minthogy ABCD és A,B,C,D parallelogramm-
nak oldalai, szintén pérhuzamosak k, illetve k; egy-egy kapesolt
4tmérd pérjaval (113.), azért Ggy az oldalak, mint az 4t1ok altal képe-
zett szogek egyenldk, tehdt azon parallelogrammok hasonlok és igy:

AB:CD=AB,: CD,.

20. 8. A kipszeletseregrdl.

158. Mindazon kipszeletek, melyekre vonatkozélag két invo-
lueziés sugédrsor kapesolt sugarai, kapesolt poldrisok : kupszeletsere-
get képeznek. Ama két involuezids sugdrsor koztil, melynek kapesolt
sugarai kapesolt polarisok a kupszeletsereg egyes kupszeleteire vo-
natkozélag, vagy mindkettd hyperbolikus, vagy egyik hyperbolikus, a
mésik elliptikus, vagy végre mindketté elliptikus természetd lehet.
Ennek megfelelsleg a kipszeletsereg kupszeleteinek, vagy

a) négy valds, vagy

b) két valos és két képzetes, vagy végre

¢) négy képzetes kozos érintdje van. Ezen kozos érint6ket a
kapszeletsereg alapérintdinek nevezzik.

A kipszeletsereg nemesak két involuezids sugarsor, hanem két
kipszelete 4ltal is teljesen meg van hatdrozva, mert mindig két vagy
hat oly involucziés sugdrsor létezik a kipszelet sikjaban, melynek kap-
csolt sugdrpdrjai azon két kipszeletre vonatkozolag kapesolt poldrisok,
és melyek a kipszeletsereg tobbi kupszeleteire nézve is kapesolt
poldrisok. Azon két kipszelet kozos polérhdromszoge egyszersmind
polarhdromszoge a kipszeletsereg Osszes kipszeleteinek.

A poldrhdromszég egyik oldala x, a kipszeletsereg meghatd-
rozéiséra szolgdlé involuezibs sugdrsor S, T kézéppontjait Osszekotd
egyenes; ennek dtellenes szogpontja X: a sugdrsorok azon kozos
sugardhoz w—=| ST, illetve x=| TS -hez kapesolt | SX|, | TX! két
sugér metszdpontja.

Ha S, T involueziés sugdrsorok hyperbolikusak, akkor azoka,b;
¢, d kettéssugarainak (a, c), (b, d); (a,d), (b, ¢) metsz6pontjait osszekotd
Y, z egyenesek a poldrhdromszog mésik két oldalat adjdk (97. dbra.)
Ha pedig az involueziés sugdrsorok elliptikus természettiek és a, b,
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valamint ¢, d azonkétkapesolt sugdr
az S illetve T sugdrsorban, mely
|ST, 'SX:,valamint TS |!TX-
t6l harmonikusan van elvdlasztva,
akkor ismét az (a, ¢), (b, d), és (a, d),
(b, ¢) metsz6pontokat sszekotd y,
97. dbra. z egyenesek képezik a poldrhdrom-
szog két oldaldt, mert ezek kapesolt
poldrisok a kupszeletsereg 0sszes kipszeleteire vonatkozolag (Hessg).
Ha végre a két involucziés sugdrsor kiillonbozé természetti, egyik
elliptikus, a médsik hyperbolikus, akkor a poldrhdromszognek y, =
oldalai képzetesek, és kettdssugarai azon involuczids sugérsornak, mely-
nek egy kapesolt sugdrpdrja , XS|, | XT, egy mésik sugdrpdrja pedig
a kupszeletsereg tetsz6leges kiipszeletéhez X-bol vont érint6par.

157. A kupszeletsereg egy kupszelete meg van hatdrozva, egy
tetszblegesen vdlasztott egyenespdr dltal, mely azon kupszeletre vonat-
kozdlag kapesolt polarispdr (99a, 111e); e kupszelet képzetes is lehet,
ha a kapszeletseregnek alapérintéi képzetesek. Ha azon két kapesolt
poldrist egy egyenesben fekvbnek veszszik fel, vagyis megadjuk a
kapszeletsereg egyik kupszeletének egy érintdjét, ugy ez dltal azon
kuapszelet teljesen meg van hatdrozva; a kipszelelseregnek érintéi
tehdt a sikot teljesen beloltik.

Ha tetszéleges G pontbdl érintdpdrakat huzunk a kipszeletse-
reg egyes kupszeleteihez, gy ezek, mint ismeretes (12. §.), involuczids
sugdrsort képeznek, melyet rovidség kedvéért {G}-vel jelolink; a
szerint a mint { G} sugéirsor hyperbolikus, parabolikus vagy elliptikus
természetdi : GG ponton két, egy, vagy zérus szdmu kupszelet megy 4t,
mely a kupszeletsereghez tartozik. Az els6 esetben a sugdrsor valos
kettdssugarai képezik G pontnak érintdit; a mésodik esetben G-nek
az alapérint6 egyikén kell fekiidni és G érintGpontja a rajta dtmend
kapszeletnek.

Ha { G} hyperbolikus természetii, akkor ennek p, ¢ kettdssugarai
kapcsolt polérisok a kipszeletsereg dsszes kipszeleteire vonatkozolag ;
mert ezen kettdssugarak G-bél a kapszeletsereg kupszeleteihez vont
érintéparakat harmonikusan vélasztjdk el egymdstél. Minthogy hyper-
bolikus természetti involucziés sugdrsornak képzetes sugdrpérjai is
vannak, azért ha { G} hyperbolikus természetfi, tehdt G ponton a kip-
szeletseregnek két kupszelete megy dt, a kipszeletseregben oly kup-
szeletek is lesznek, melyekhez G-b6l nem huzhaté valds érintépér.
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Ha ellenben G ponton dt nem lehet valés kipszeletet fektetni, mely
a kupszeletsereghez tartozik, akkor G-bél a kipszeletsereg minden
kipszeletéhez valds érintépdrak vonhatok.

Ha a kipszeletseregnek alapérintéi képzetesek, akkor {G} min-
dig hyperbolikus természetli, tehdt a kupszeletseregben végtelen sok
kapszelet van, melyhez G-bél valés és végtelen sok, melyhez G-bil
nem huzhaték valos érintpdrak ; végre van két kupszelet, melyhez
G-bél csak egy-egy érinté huzhatd,vagyis mely dtmegy G ponton.
Ily kupszeletsereg kupszeletei tehdt a sikot teljesen betoltik.

A midén a kipszeletsereg két érintdje a, b valds, kettd pedig
képzetes, mely utébbiak egymdst T valés pontokban metszik, ugy
{G} sugdrsor elliptikus, ha a, b alapérinték koztil egyik G, T ponto-
kat elvdlasztja egymdstol ; ellenben hyperbolikus, ha a, b alapérinték
koztil vagy mindaketts, vagy egyik sem vélasztja el G, T pontokat
egyméstol. G ponton 4t tehdt azon esetben nem lehet kipszeletet
fektetni, mely a kipszeletsereghez tartozik, a midén G, T pontok
a, b alapérintok dltal képezett mellékszogek szdrai kozott fekszenek.

Ha az alapérinték mind valdsak és G pont a négy érinté dltal
szétosztott siknak azon részében fekszik, melybe a négy érinté dltal
képezett négyoldal 4t16i nem jutnak, ugy {G! elliptikus, ha G a tobbi
sikrészekben van, ugy {G} hyperbolikus természetti; ily kipszelet-
seregnek kipszeletei tehdt nem t6ltik be teljesen a sikot.

168. A kupszeletsereq sikjdnak tetszdleges p egyeneséhez létezik
egy kapcsolt poldris q a kupszeletsereq Gsszes kupszeleteire vonat-
kozdlag.

Ha ugyanis p-nek a kupszeletsereg két tetszéleges kupszeletére
vonatkozd pélusdt ¢ egyenes dltal Osszekotjik, Ggy p, ¢ egyenesek
kapesolt poldrisok, a kupszeletsereg Osszes kupszeleteire vonatkozolag,
és (p, q) pontbél a kupszeletsereg kupszeleteihez vont érintdpdrak oly
involucziés sugdrsort alkotnak, melynek kettossugarai minden
erintépart harmonikusan védlasztanak el. De minthogy csak egy
sugdrpdr létezik, mely (p, ¢) pontbdl a tekintetbe vett két kupszelet-
hez vont érintépérakat harmonikusan vdlasztja el, és ez azon p, ¢
kapesolt poldrispdr : azért p, ¢ kapesolt poldris a kipszeletsereg 0sz-
szes kupszeleteire vonatkozblag. — Ha p a kupszeletsereg kozos po-
larhdromszogének egyik oldala, akkor ezen oldal étellenes szogpont-
Jén ftmend tetszéleges egyenes a hozzd kapesolt poldris.

Ha egy dltaldnos helyzetl p egyeneshez a kapcesolt polarist ¢-t
a kapszeletsereg kupszeleteit illet6leg szerkeszteni akarjuk, nem sziik-
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8ég p-nek polusdt a kipszeletsereg két kiipszeletére meghatdrozni, ha-
nem kovetkez6képen lehet eljarni:
A midén az alapérinték a, b, ¢, d valésak, Ggy (a, b), (c, d)-
(a, ¢), (b, d); (a, d), (b, c) pontpdrak a kipszeletsereg elfajult kapsze-
letei ; tehdt azon hdrom pont, mely p-t6] e pontpdrak 4ltal harmo-
nikusan van elvilasztva a p-hez kapesolt poldrison — ¢ egyenesen
fekszik. Ha médsodszor az alapérinték S, T kozépponttal bird invol,
sugérsorok kettdssugarai, melyek kozil legaldbb egyik elliptikus ter-
mészetli, akkor felkeressiik a sugdrsorok dltal p-n kimetszett involu-
czi6s pontsoroknak sziikségkép valés kozos pontpédrjat M, N-et.
|SM|, |TN| és |SNi, | TM|
sugarak metszdpontjait 6sszekots g egyenes p-hez kapesolt poldris a
kupszeletsereg Osszes kupszeleteit illetéleg, mert ha
{SM|, |SN|,és | TM, | TN
sugdrpdrak kapesolt poldrisok valamely kapszeletre vonatkozolag, gy
|SMi, | TM|; |SN|, | TN]|

'SM, | TN|;|SN|, | TM

sugdrpdrak metszépontjain 4tmend egyenesek (melyek kozil az elss :
| MN' = p), szintén kapcsolt poldrispir (Hessg). A taldlt ¢ egyenes, a
kapszeletseregben eléfordulé egyediili pontpdr S, T 4ltal itt is p-t6l
harmonikusan van elvdlasztva, mint az STMN négyszogbsl ldthato.

159. Tetszéleges egyenes polusai valamely kipszeletsereq kipsze-
leteit illetoleg egy mdsik egyenesen fekszenek,mely az el6bbihez kapcsolt
poldris a kupszeletsereg kipszeleteit illetéleg. Bz a kapesolt poldrisok
fogalmdbdl kovetkezik ; mert ha p, g kapesolt poldrispar a kupszeletet
illetéleg, gy p-nek pélusa ¢-n, és g-nak pdlusa p-n tartozik fekudni.

Ha p-nek a kapszeletsereg tetszdleges k; kupszeletére vonatkozé
polusa Gy, akkor konnyen folismerhets azon | G;} involueziés sugérsor
természete, melyet G;-n dtmend és ki-re vonatkozoé kapesolt poldrisok
képeznek. Nevezziik a kipszeletsereg kozos poldrhdromszoget X YZ-
nek. | XY, | YZ|, | ZX! és p egyenesek oldalai egy teljes négyoldal-
nak ; ha~G; pont ezen négyoldal 4ltal szétosztott sikrészek koziil olyan-
ban van, melybe a négyoldal 4tléi behatolnak, akkor {Gi} sugarsor
hyperbolikus, kiilonben elliptikus természeti. — XYZ haromszognek
azonban két oldala, pl.| XZ|, | XY : X-bél a kipszeletsereghez vonhat6
érintéparakbol 4116 elliptikus természetti involuczids sugdrsornak kép-
zetes kettéssugarai is lehetnek. {Gi} involuezids sugdrsor ezen esetben

és

’
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elliptikus, ha X és G; pontok, XYZ poldrhdromszég=|YZ| valos
oldala és p egyenes kozil csak egyik dltal vannak elvélasztva egy-
méstél ; ellenben hyperbolikus ha X, G; pontok ' YZ| és p egyenesek
4ltal nincsenek elvilasztva, vagy pedig mindkettd 4ltal el vannak vé-
lasztva egymdstol (103.).

160. Ha p egyenest a sik végtelen tdvol fekvd g. egyenesébe
helyezziik, akkor a hozzd kapesolt poléris, 7.-nek a kapszeletsereg
kapszeleteire vonatkozé polusait, vagyis a kipszelet kozéppontjait
tartalmazza. Ennélfogva : a kipszeletsereq kitpszeleteinek kozéppontjai
eqyenesben fekszenek, mely kapcsolt poldris a sik végtelen tdvol fekvd
eqyeneséhez. Ezen egyenes a kupszeletsereg kozépponti vonaldnak ne-
veztetik.

Az elébbiek alapjdn a kipszeletseregben eléforduld kipszeletek
nemét konnyen felismerhetjik.

A midén a kupszeletseregnek mint a négy érintdje a, b, ¢, d
valds, vagy mind a négy képzetes : a kozos poldrhdaromszog XYZ valds.
A kozépponti vonal o az elsd esetben X'YZ poldrhdromszognek olda-
lait a meghosszabbitdsban, tehdt a szogpontok 4ltal hatdrolt kozon
kivil metszi, mert pl. (a, b), (¢, d) pontparak felezépontja kivil fek-
szik azon XY kozon, melynek végpontjai e pontokat harmonikusan
elvilasztjak.

Ha ellenben a, b, ¢, d kozos érinték képzetesek, tehdt az dltaluk
képezett négyoldalnak csak egy pér dtellenes szogpontja, pl. (@, b)=S,
{¢, d)— T, mely XYZ polérhdromszognek YZ oldalén fekszik valés, a
tobbi két par képzetes, gy o kozépponti vonal XYZ hdromszognek
YZ oldaldt a meghosszabbitdsban, ' X'Y|, XZ| oldalat pedig a szog-
pontokon belil metszi. Ez onnan kovetkezik, hogy o és g.. kapesolt
poldris, a kipszeletsereg kupszeleteire nézve ; mis két kapesolt pold-
ris pedig Z-n dtmend tetszdleges egyenes és | XY . De az Osszes pold-
risparak a polarhdromszognek | XZ' oldaldt involuezids helyzetii pont-
pdrakban metszik, melyeknek valés vagy képzetes kettdspontjai oly
tulajdonsdgt pontok, mint S és T, t.i. hogy a rajtuk dtmend és a
kiipszeletsereg egy kupszeletére vonatkozé kapesolt poldrispdrak, a
tobbi kipszeletre vonatkozdlag is kapesolt poldrispirak. Minthogy
jelen esetben, a midén a kipszeletseregnek kozos érintéi képzetesek,
csak egy ily valés pontpar S, T létezik, mely a feltétel szerint | ¥Z
oldalon fekszik : azért | XZ | oldalon ezen S, T pontok képzetesek; a
kapesolt poldrisparak | XZ |-t elliptikus természeti involuczibs pont-
sorban metszik, tehdt X, Z pontok, (0, ' XZ') pont és ' XZ|-nek végte-

Klug : A projektiv geometria elemei. !
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len tdvol fekvd pontja dltal el vannak védlasztva, vagyis o kozépponti
vonal | XZ |-t X, Z pontok 4ltal hatdrolt k6zon belil metszi. —

| XY, | YZI, | ZX] és g.,

oldalakbdl 4116 négyoldal &tléshdromszogének (JVW-nek oldalai,
parhuzamosak XYZ hdromszog oldalaival és ennek szogpontjain
mennek 4t. UV W hdromszog oldalai nem hatolnak XYZ hdromszog
dltal hét részre osstott siknak minden részébe, hanem csak hdromba ;
ezen utdbbi sikrészeket h-val, a véges sikrészt i-vel, a tobbieket e-vel
jeloljik, mint azt a mellékelt 98. dbra mutatja.
A h részekben levd pontok, mint
W dltalénosan (159.), csak hyperboldk-
nak, vagyis oly kapszeleteknek lehet-
nek kozéppontjai, melyeken dtmend
kapesolt poldrisok, — jelen esetben
kapesolt dtméréparak — hyperboli-
kus természetli involuczidés sugdrsort
képeznek ; az e részekben levé pon-
tok pedig ellipsiseknek kozéppontjai;
végre az i részben levé pontok csak
képzetes kupszeleteknek lehetnek ko-
zéppontjai, mivel valés kupszeletnek
kozéppontja, minden poldrhdromszogén kivil fekszik.

o0 kozépponti vonal, akdr metszi XYZ hdromszignek mind a hé-
rom oldaldt a meghosszabbitdsban akdr csak egyet: az e és i részek
koziil, valamint a h részek koziil kettébe jut, melyek felvdltva kovet-
keznek egymadsra. Ennélfogva :

Ha a kipszeletseregnek alapérintdi valdsak, akkor a kupszelet-
seregben eldforduld kipszeletek négy csoportra osztva fordulnak eld,
melyek felvdltva ellipsisek és hyperboldk ; az dtmenet az eqyik csoport-
bél a mdsikba a hdrom pontpdrrd elfajult kipszeleten és a kipszelet-
seregben eldforduld egyediili paraboldn dt torténik, mely utébbinak
kozéppontja, a kizépponti vonal végtelen tdvol fekvé pontja. A midén
a kupszeletseregnek négy alapérintdje képzetes: az egyik ellipsis cso-
port, és e csoportnak két pontpdrrd elfajult két hatdrkipszelete képzetes.

Ha a kupszeletseregnek kozépponti vonala a kézés poldrhdrom-
sz0g korul ért kort két valds pontban metszi vagy érinti, gy ezen
melsz6- vagy érintépont a kipszeletseregben eldforduld két vagy
egy egyenoldalii hyperboldnak kizéppontja. Ha végre a kozéppontt
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vonal a k6z0s poldrhdromszégnek magassdy pontjdn megy dt, ugy ezen
magassdgpont a kipszeletseregben eléforduld egyedili valds vagy
képzetes kirnek kozéppontja.

A tétel ezen utolsé része onnan kovetkezik, hogy az egyenoldalu
hyperbola tetszéleges polérhdromszoge kortil irt kor annak kozép-
pontjan megy &t (127.), tovébbd, hogy | XY, | YZ|, [ZX| és g. olda-
1akbél képezett négyoldalnak dtellenes szogpontjai XYZ héromszog
magasségpontjdbdl czirkularis involueziés sugdrsor 4ltal projiczal-
tatnak.

161. Térjunk most azon eset megvizsgdldsdhoz, melynél a
Lupszeletseregnek két valds és két képzetes érintdje van, tehdl a
poldrhdromszognek csak egy szogpontja X és dtellenes oldala | YZ|
valds.

o kozépponti vonal | YZ!-t két részre osztja; az egyik rész-
nek pontjai X-t6) | YZ| dltal nincsenek elvilasztva, a mdsik részen
levé pontokat pedig | YZ| elvdlasztja X-t6l. A végb6l az els6 részen
fekvé pontok kozéppontjai a kapszeletseregben el6fordulé hyperboldk-
nak, a mdsik rész pontjai, pedig kézéppontjai az ellipsiseknek. Ezért
mondhatjuk : ha a kupszeletseregnek két valds és két képzetes érintdje
van, akkor a kupszeletseregben két csoport kupszelet fordul eld; az
egyik csoport kiipszeletei hyperboldk, a mdsiké ellipsisek ; az dimene-
tet a két csoport kozott a kupszeletseregben eléforduld egyediili valds
pontpdr, és parabola képezi.

Ha a polarhdromszog valés szogpontjdn X-en kort fektetink 4t,
melyre vonatkozolag a kupszeletsereg éltal | YZ i-n kimetszett involu-
czids pontsor kapesolt pontpérjai kapesolt polusok, mely tehdt XYZ
poldrhdromszognek X valds és Y, Z képzetes szogpontjain dtmegy, és
ha ezen kor o-t valés pontokban metszi vagy érinti, akkor e metszd-
vagy érintépont a kupszeletseregben eléfordulé két, vagy egy egy-
oldalu hyperbola kozéppontja (127).

Tudjuk, hogy ha o kdzépponti vonal X'YZ valés poldrhdromszog
magasségpontjdn megy 4t, akkor a kapszeletseregnek van egy kore,
melynek kozéppontja e magassdgpont. Ugyanezt mondhatjuk jelen
képzetes poldrhéromszog eseténél is. Az XYZ polérhdromszog Y, Z
szogpontjai : kettéspontjai azon involueziés pontsornak, mely szerint
X-nek poldrisa | YZ| = x, a kapszeletsereget metszi. Ha ezen involu-
czi6s pontsor kozéppontja N, X-b6l x-re boesétott mersleges talp-
pontja M, az ehez kapesolt pont ezen involueziés pontsorban M, , ak-
koz XYZ képzetes hdromszognek magassdgpontja, XM-nek O metsz6-

14*
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pontja azon egyenessel, mely N-bél | XM, |-re merélegesen lesy b
csdtva. >
Ezen a valés poldrhdromszog esetébél v 0 é i
uton kovetkezékép lehet igazolnungk (99. ébr:)).nt rovethentetéet, dire
, .X-bdl x-re bocsdtott | XM meréleges mindenesetre tengelyét
képezi a kupszeletsereg azon k kapszeletének, melynek kézéppon);'a,
XM és 0 metszépontja O. —k-nak P, P, metsz8pontjai z-szel ezéjrt
M—tél egyenld tdvolsdgra vannak és kapcsolt pontparjat kép(’ezik
kupszeletsereg dltal 2-en kimetszett involucziss pontsornak. Ha ezea
pontsor N kézéppontjahoz és M-hez kapesolt pont NV,. és M, ﬁgyn

(PP1NM=(PiPiV1°° 1)=(PP1M1NM) ;
mely egyenlet szorozva

(PP1]V100M)’

es
— (PP,MM,)= ~-(PP,MM))-
gyel kovetkezd egyenlethez vezet -
(PPNM)=—1.

' E szerint P, P, ; N, M, pontparak har-

monikusan vannak elvdlasztva, tehst | XM,

! egyenes polusa N pont. k kiipszelet mar

most akkor lesz kor, ha| XM, polusét N-et

a kozepponttal O-val osszekots egyenes me-

rbleges | XM, -re, vagy més széval: a két

valos és ket képzetes alapérintével burd kip-

szeletseregnek akkor van egy kore, ha o

99, 8bra. kozépponti vonal dtmegy ' XM egyenes és

N-b6l | XM, -re bocsdtott merdlegesnek

’ metszpontjdn, vagy a mi ugyanaz, XYZ
képzetes poldrhdromszog magassdgpontjdn. — (

Ha valamely kupszelelseregben két kor fordul eld, akkor kell
hogy. ezen kupszeletsereg kozos poldrhdromszogének két magassé,g-’
pont:]‘a legyen, mi csak tigy lehetséges, ha a poldrhdromszég két oldala
merdleges a harmadikra; ezen harmadik oldal képezi a kapszelet-
sereg kozépponti vonaldt.

162. Minthogy a kipszeletsereg, poldr-abrija egy kupszeletsor-
nak azért : eqy tetszdleges G ponton dtmend P egyenesekhez kapesolt
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poldrisok valamely kipszeletseregre vonatkozdlag, egy I kiipszeletet
burkolnak, mely a kipszeletsereq kozos poldrhdromszogébe van irva.
Ezen I kipszelet egyszersmind burkold gorbéje G pont poldrisainak
a ktipszeletsereq kipszeleteit illetéleg. G pontbol I'-hoz vonhato érin-
{6k kapesolt poldrisai a kiupszeletseregnek és G-bdl a kupszeletsereg-
hez vonhatd érintdpdrak kapcsolt poldrisai I'-nak. E tételnek meg-
feleld dualis tétel az el6bbi §-ban lett tdrgyalva.

168. A kipszeletsereg egy kilonés esetét kapjuk, ha egyik alap-
érintét végtelen tdvol veszsziik fel, mert ha egy kipszeletsereq egyik
alapérintdje végtelen tdvol van, akkor annak minden kipszelete pa-
rabola.

Az ily kupszeletsereg poldr-dbrdja egy tetszbleges kiapszeletsor-
nak, oly kupszeletre vonatkozélag, melynek kozéppontja, a kiupszelet-
sornak egyik végesben fekv$ valés alappontja. Ha azon tetszdleges
kipszeletsor helyett egyenoldalu hyperbola sort, poldrizdlé kup-
szeletnek pedig az egyenoldalu hyperbola sor A, B, C, D alappontjai-
nak egyikébél, pl. D-bdl, tetszbleges sugdrral leirt x kort valasztunk,
ugy A, B, C, D pontoknak x korre vonatkozé a, b, ¢, d.. poldrisai
képezik a parabola sor alapérintéit; a parabolasor tehdt abc hdrom-
szogbe van beirva. D pont gy az ABC, mint abc hiromszognek ma-
gassdgpontja, mert a két hdromszog oldalai parhuzamosak (AB!!c,
stb.) és a megfeleld szogpontjukat Gsszekoté egyenesek ) ponton men-
nek 4t.

Minthogy az egyenoldald hyperbola asymptotdi egymdsra me-
rélegesek, azért ezek végtelen  tdvol fekvé pontjainak poldrisai, x ko-
zéppontjdn D-n dtmend, redjuk és igy egymdsra is merdleges egye-
nesek, melyek a parabolasereg egy paraboldjanak érint6i. De minden
parabola két egymdsra mer8leges érintje egymadst a parabola vezér-
vonaldban metszi (127.), és igy a parabolasereg vezérvonalai D-n men-
nek 4t, vagy més széval : eqy hdromszogbe ¢rhaté paraboldk vezér-
vonalai a hdromszog magassdgpontjdn mennek dt.

Azon tétel, hogy «minden hdromszdgbe abc-be irt parabola. ve-
zérvonala, a hdromszog magassgpontjdn megy dt» kilénben igy is
bebizonyithat6 : Ha abc hdromszog koril egy uj héromszoget UVW-t
irunk, melynek oldalai abc hdromszog oldalaival pérhuzamosak, ak-
kor UVW korul irt kor kozéppontja abc hdromszégnek magassig-
pontja és UVW hdromszég a paraboldanak polarhdromszdge. De a
parabola minden poldrhdromszdge koril irt kor a vezérvonalat derék-
8z0g alatt metszi, e végb6l UV W hdromszog koril irt kdrnek kozép-
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pontja, vagyis abc hdromszg A j
pont, mszognek magassdgpontja, a vezérvonalon

E 7 . ,
0ldalaibétle:;rll;iioté(?l‘ézg{(;z}nenye’ hogy «egy tetszoleges négyoldal
! l1aromszog magassdgpontjai e
szenek, mely a négyoldalba irhaté parabola vezéeronali};eneSben felc

N Minthogy minden kupszelet két
erintéjének metszépontjit a gyujtopon-
tokkal 6sszekots egyenesek az érintékhg

felviltva egyenls szog alatt hajlanalﬁ
( 3,1'.), azért a parabolénal, melynek egyik
gyujtopontja tengelyének végtelen tdvol
fekvd pontja, a, b, ¢ érint6k (a, b) és (b, c)
mets“z()'pontjé,t annak gyajtopontjaval 6’sz-
szekot6 két egyenes a, illetve ¢ érintével

N ép oly szoget ké i
| ‘ o pez, mint a parab -
gelye b érintdvel. Ebbé] kovetkezik : minden hdromszégll))er;'torat:;

bol ijtopontj i
vo ;Y g«géu)top?ntja, azon hdromszog korilirt koron fekszil: ; tovabbé
8y negy oldalba irt parabola gyujtépontja azon p(’)nt mely:

beIl a Ilegy()ldal
pezett negy haromSZOg kOIﬁl ].It Ilegy

100. abra.

164. 3 .
két a‘mltalzn;: kupszeletseregnek més kilonds esetét talljuk, ha azon
involuczids sugdrsor helyett, melynek ke;‘,t(’ﬁssugarai a

kuapszelet,

ser e e . -

,p ; egnek alapérintsi, czirkularis természetii involueczid
garsort vilasztunk. Ekkor u ontjn S, T

a kiipszeletsereg minden k
lesz, miért

,gyanis f]), két sugdrsor kozéppontja S, T
e upszeletének gyujtopontja — fokus-a —
novegih - lk)f upszeletsereget konfokdlis kipszeletseregnek
IST|='X7 | ésﬁl‘);l;?‘letserig k6208 polarhdromszogének oldalai:
' e b | I-re a felezd | - B '
es a Sl: végtelen tdvol fekvs g, = ‘p)?ngmre;n;i; eX Y, | merbleges,
polirisa fonfol:calzs kii}‘)'jszeletseregnek két tetszé’lege..s kozos kapcsolt

gymasra meréleges. Mert ha S valamint T gytjtépontokon

it ke ; .

4t két tetsz6leges egymdsra merdleges sugdrpdrt (100. dbra)

huzunk, melyek egymdst 4, B, . D

metszd : sgnek 1

ABS‘Z Ilzgjgllz egylgar?msz?gnek magassdg- és szogpontjai: tehdt
, ges |CDlre és S, T gyujtopontokat harmonikusan

ilasghid -y
::hf:’:‘qtz’izjjl;?l |eég‘]y)mmst.ol.’De az el6bbi sugdrpdrak kapesolt poldrisok
is | » szintén kapesolt poldrispar lesz. Innen ké)’vetkezik:

pontokban metszik, fgy e
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egy tetszlleges G pontbdl a konfokdlis kapszeletsereghez vont
érintopérak egyenoldalﬁan-hyperbolé.s természetli involucziés sugér-
sort képeznek, mert kettéssugarai — a G-n dtmend kapesolt po-
larisok — egymdsra merblegesek. Tovébbé : a stk minden pontjdn
két kupszelet, eqy ellipsis és egy hyperbola, fektethetd dat, mely
eqy konfokdlis kuipszeletsereghez tartozik; ezek eqymdst a fel-
vett pontban derékszog alatt metszik. A felvett ponton dtmend kap-
¢esolt poldrisok azon kapszeleteknek érintdi a felvett pontban, és
mert a kapesolt poldrisok egymdsra merblegesek, és egyik kozulok
S, T gyajtopontokat egyméstol elvalasztja, azért a kapszeletek derék-
s20g alatt metszik egymadst 6s kilénbozé nemfiek, t. i.: ellipsis és
hyperbola.

Ha S, T pontok kozul 1" végtelen tavol vétetik fel, akkor a
kupszeletsor kiupszeletel konfokdlis paraboldk. A gik minden pontjdn
két egymast derékszog alatt metszd ily konfokdlis parabola megy at.

Konnyen beldthato, hogy fetszdleges G pont poldrisai egy kon-
fokdlis kupszeletsereget illetdleg paraboldt burkolnak, melynek vezér-
vonala G ponton és a kiipszeletsereg kozéppontjdn megy dt. E bur-
kolé gorbe ugyanis a kupszeletsereg polérhdromszogének oldalait
érinti, mely oldalak kozill egyik végtelen tdvol van, tehdt a burkold
gorbe parabola. A poldrhdromszog mdsik két oldala a konfokdlis
kiapszeletseregnek két kozos tengelye, és mert ezen tengelyek vala-
mint a G ponton dtmend kapcsolt poldrisok egymdsra merdleges
érintéi a Larkold gorbének, azért a burkolé parabola vezérvonala, a
kipszeletsereg kozéppontjin és G-n megy ét.

165. A kipszeletseregnek kiillonos esete dll els, ha a négy
valos kozos érinté a, b, ¢, d kozul ketts-kett6t, pl. @ és b, ¢ és d-t,
egy-egy egyenesbe fekvének vesszitk fel, és megadjuk ezen egyesult
a, b és ¢, d érinték A, illetve € metszdpontjat: A-t az a-n, G-t a c-n.
Ily kipszeletsereg kipszeletei, minthogy az a, ¢ egyeneseket A, C
pontokban, tehdt egymdst is e két pontban érintik, és mint ilyenek
négy ponton mennek &f, — kapszeletsort is képeznek. E kilonos
kupszeletsereg- és ktpszeletsorhoz tartozo kapszeleteket : keftds érin-
tésiieknek neveztitk (105., 144).

A kettés érintésti kapszeletsereg A, C érintépontjain dtmend
a egyenes, poldrisa ezen pontokban vont a, ¢ érintok X metszépont-
jdnak; x egyenesen fekvo kapesolt pélusok, valamint X ponton
4tmend kapesolt poldrisok valamennyi kipszeletre nézve, egy per-
spektiv helyzetli involuezids pont- és sugdrsort képeznek. Ezért a
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kettds érintésti kupszeletsereget igy is értelmezhetjiikk: mindazon
kupszeletek, melyekre vonatkozdlag tetszéleges X ponton dtmend és x
eqyenesen fekvé. perspektiv helyzeti involuczids sugdr- és pontsorok
kapcsolt elemei kapcsolt poldrisok, illetve kapesolt pilusok : kettés
érintésii knipszeletsereget képeznek. E kupszeletekre vonatkozélag X
és x szilkségkép polus és poldris. Ha az adott involuczids sorok
hyperbolikusak, akkor a kipszeletsereg kupszeletei két valés érints-
ponttal és érint6vel birnak; ha pedig az involuecziés sorok ellipikus
természetliek, akkor az érintépontok és érintdk képzetesek.

Az ily kupszeletsereg bizonyos tekintetben magdban egyesiti a
kupszeletsor és kiipszeletsereg tulajdonsdgait, melyeket itt roviden
felemlitiink,

A kettés érintésti kupszeletseregnek végtelen sok kozos poldr-
hédromszoge van, melyeknek egyik szogpontja a kozos érinték metszo-
pontja X, és egyik oldala X-nek poldrisa x; a tobbi két szogpont.
%-en adott involueziés pontsor két tetszéleges kapesolt poluspérja.

Egy ponton dt, és hasonlokép egy egyenest érintéleg csak egy
kupszelet szerkeszthetd, mely a kettés érintésti kiipszeletsereghez tar-
tozik. Tetszbleges g egyenes a kettds érintésli kupszeletsereget invo-
luczids pontsor szerint metszi, melynek egyik kettdspontja g és x
metszépontja; és tetszbleges G pontbdl az ily kupszeletsereghez
vont érinték involuczids sugdrsort képeznek, melyek egyik kettds-
sugara | G X | sugér.

Egy P pont poldrisai a kettés érintésti kupszeletseregre vonat-
kozélag egymést & egyenes egy () pontjdban metszik, mely | PX! és
x metszépontjdhoz Lkapesolt; hasonlokép tetszbleges p egyenes
polusai egy ¢ egyenesen fekszenek, mely X-n dtmegy és (x, p), X
pontok 0sszekioté egyeneséhez kapesolt.

A kettds érintésti kupszeletsereg o kozépponti vonala X ponton
és x-en adott involuczidés pontsor kozéppontjdn megy 4t; a kapszele-
tek : ellipsisek, hyperboldk, egy egyenoldalu hyperbola, és egy para-
bola ; ha o merdleges a-re, akkor a kipszeletseregben egy kor is el6-
fordul, mely képzetes is lehet.

21. §. Kipszeletsorok projektiv vonatkozdsa.

166. Tanultuk a 152. pontban, hogy «ha P, Q egy kapesolt:
péluspdr valamely kuapszeletsorra vonatkozdlag, akkor () ponton
dtmend tetszOleges p; egyenes, poldrisa P pontnak a kapszeletsor egy
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bizonyos kupszeletére vonatkozdlagr. Mdsrészt tudjuk, hogy két
tetszbleges P, P’ pont p;, p; poldrisai a kupszeletsorban vdltozé k;
kupszeletre vonatkozélag: két projektiv sugdrsort képeznek; mert
pi, i sugarak 4ltal leirt sorok képzédménye azon y kupszelet, mely-
ben | PP'i =g egyenesnek a kupszeletsor kupszeleteire vonatkozo
polusai fekszenek. Ezen tulajdonsdgok alapjdn a kipszeletsor k;
elemeit projektiv vonathoztathatjuk azon sugdrsorra, melyet egy
tetszdleges P pont p; poldrisai képeznek ; k; Kiupszeletnek megfelel a
sugdrsorban, P pontnak ki-re vonatkozd p; poldrisa.

Ha a kupszeletsor két vagy négy
alappontja valés, akkor ezen alappon-
tokban a kupszeletsor elemeihez vont
érint6k : az alappontok poldrisai, ezért:
a ktipszeletsor alappontjaiban a kupsze-
letsor elemeihez wvont érintck projektiv
sugdrsort képeznek, mely egyszersmind
projektiv a kiapszeletsorral.

A Eupszeletsor elemei, annak egyik
alappontjdn dtmend tetszdleges egyenest, a kupszeletsorral projektiv
pontsor szerint metszik.

Ha a kupszeletsor két valés alappontja A, € (101. dbra); a mésik
kettd pedig {-tartén fekvé involucziés pontsor valés vagy képzetes ket-
téspontja, és A-n dtmend ¢ egyenes a kupszeletsornak egyik kuipszele-
tét ki-t X;-ben metszi, akkor ezen k; kupszeletnek egy uj pontja A':
az | X0, |, | C3, | egyeneseknek metszépontja ; hol e,, 3,, — {-n adott
involucziés pontsorban | AX;| és{, valamint | AC| és { egyenesek
a, 3 metszépontjdhoz kapesolt pont (96.). A, A" pont érintsi egymdst
az | AA'| és t kozos y, pontjdhoz kapesolt y pontban metszik. k; vél-
tozdsdval a kupszeletsorban, k;-nek |Ay| érintéje A pontban, egy
sugdrsort; 7y, az | Ay| sugdrsorral projektiv pontsort; A’ pont, mint
7,-nek projekezibja A-bol | CF3, |-re, ¥,-gyel projektiv pontsort; végre
Xi, vagyisa vdltozé k; kupszeletnek masodik metszépontja ' AX;|=g-
vel, mint A'-nek projekczidja a-bdl g-re: A', 7, 7, | Ay| sorokkal
projektiv pontsort ir le.

E tételnek kovetkezménye: a kupszeletsor két egyenest, mely
ugyanazon vagy kulonbozé alapponton megy dt projektiv pontsorok
szerint metsz ; e projektiv pontsorok dltaldnos vagy perspektiv hely-
zetliek a szerint, a mint a. két egyenes ugyanazon, vagy kilénbézé
alapponton megy dt.
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Ha ugyanis a két egyenes kiilonbé lapp lett dtfek ,
ugy azoknak kozos pontjdn étmenli és a kipszeletsorhoz tartozé
let, a két egy it egy lel6 k6208 pontban metszi,

tehat a két egyenesen a kupszelefxor éltal kimetszett projektiv sor
perspektiv helyzetti. Ez utobbi tulajdonsdg specialis esetét képezi a
kovetkezdnek :

167. Ha egy k l lappontjdn dt eqy tetszol *
kiipszeletet fektetiink, akkor x a kupszeletao'r egyes elemeit meg két-
keét pontban metszi, mel egg/ 9 t ké-

peznek. E sugdrsor projektiv a kipszelet sorral és kozéppontja a kip-
szeletsor mdsik ket alappontja’n dtmend egyenesen fekszik.

Nevezziik a kipszeletsor azon két alap-
pontjit, melyen > dtmegy A, B-nek; a mdsik
két alappontot C, D-nek; x-nak metszdpont-

| jét | CD|-vel E, F-nek; |AB: és |CD| met-
sz6pontjdt U-nak, végre a kipszeletsorban
véltozé k kipszelet és x méds két metszSpont-
jat, P, Q-nak; |PQ| és {CD| kozés pontjat
T-nek (102. dbra).

AB|, | PQ| egyenespdr, ki, és x kip-
szelet, hdrom ugyanazon négy ponton dtmené
kupszelet, mely minden egyenest, és igy [CD|-t
is involuezi6t képezd hat pontban metsz, tehat

CD; E,F; UT

egy involueziés pontsornak hdrom kapcsolt pontpdrja. E pontok ko-
ziil k véltozdsdval a kipszeletsorban, csak T, mint a vdltozé | PQj-n
fekvd pont, véltozhat; de mert T' az sllandé U pontnak kapesolt
pontja, azért T is dllandé marad, és igy: . PQ|, mint x és a véltozd
k metszdpontjait P, Q-t 6sszekotd egyenes, mindig T ponton megy
4t. Minthogy T-nek 3 vﬁltozo k kapszeletre vonatkozé ¢ poldrisai
a ki 1 ral p rt ké k; T-nek x és k-ra
vonatkozd 7 és ¢ polénss.l pedig egymast P(Q|-nak egy pontjaban,
(mely P, Q-t T-t61 harmonikusan elvdlasztja) metszik, végre mint-
hogy a véltozé ¢, PQ' metszépontjai mindig 7 egyenesen vannak:
azért T pontnak a kipszeletsorra vonatkoz6 ¢ polérisai, | TPQ| sugdr
4ltal leirt 1 projektiv sugdrsort kép )

Az imént bebizonyitott tétel kiillonben igy is kifejezhetd: Egy
kipszeletsor bdrmely x ki mely a kipszel két alap-

102. dbra.
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pontjdn meqy dt: eqy involuczids pontsor kapcsolt pontpdrjaiban
metszi; vagy forditva : «mindazon kupszeletek, melyek egy s kupsze-
leten fekvé involuezié pontsor kapesolt pontpérjain, tovdbbd x-nak
két tetszdleges dllandd pontjan, végre a siknak egy dllandd pontjdn
dtmennek, kupszeletsort képeznek, — tehdt még egy negyedik kozds
ponttal birnaks.

Ha a kupszeletsornak csak két elemét vesszik tekintetbe, akkor
a tételt igy is fogalmazhatjuk : Ha hdrom kipszelet eqy kézds szeld-
vel bir, akkor Lét-két kupszeletnek azon szeldi, melyek az elébbi
szelovel mem wmelszik eqymdst a kupszeleteken, eqy pontban taldl-
koznak.

168. A kupszeletsor Lél tetszéleges eqyenes dltal két projektiv
vonatkozdsit involuczids pontsor szerint metszetik.

Ha ¢, | a kupszeletsort metsz6 két egyenes, ugy ezek kozos
(g9, l)=P pontjanak poldrisai a kapszeletsorban védltozé & kupszeletre
nézve, g, l egyeneseket oly két projektiv pontsor szerint metszik,
melyeknek elemei: a kapszeletsor dltal g-n és I-n kimetszett invo-
luczibés pontsor kapesolt pontpérjait P-t6] harmonikusan vilasztjdk el.
Ebbél kovetkezik, hogy a kupszeletsor g és I-et projektiv vonatkozdsa
involueziés pontsorban metszi (86.).

169. Két kupszeletsort projektiv vonatkoztatunk egymdsra, ha- ’
azon két sugdrsort, melyet egy [’ pont poldrisai az elsé kupszeletsor-
ban és egy P’ pont poldrisai a mdsodik kuapszeletsorban képeznek,
egymdsra projektiv vonatkoztatjuk; a kupszeletsorokban oly két
kupszelet felel meg egymésnak, melyekre vonatkozélag I’ illetve
I’-nek poldrisai, a poldrisokbél 4116 sugdrsorokban, egymdsnak meg-
felel k.

Ha két kupszeletsor kozil az egyiket g, a mésikat tetszoleges g’
egyenessel metszéshez hozzuk, és a kimetszett involucziés pontsoro-
kat egymdsra projektiv vonatkoztatjuk, akkor a kupszeletsorok is
projektiv vannak egymésra vonatkoztatva; oly két kupszelet, mely
az involuecziés sorok egymdsnak megfelel6 kapesolt pontparjain
dtmegy, egymdsnak megfelelé. Ezen, és az elsbbi vonatkoztatdsa a
kapszeletsoroknak lényegében nem kilonbozik egymdstdl, mert g és
g'-en kimetszett involucziés pontsorok vonatkoztatdsa oly két egy-
szerfl pontsor dltal torténik, mely projektiv, I, P’ pont polarisaibdl
képezett sugdrsorokkal.

Ha egy pont polédrisai valamely kuapszeletsorra nézve, projek-
tivek egy egyszerli sugdrsorral, akkor a kupszeletsor is projektiv
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ezen egyszerl sugdrsorral ; a kipszeletsor egyik k kupszeletének azon
sugdr felel meg a sugdrsorban, mely a felvett &k kapszeletre - vonat-
koz6 poldrisnak megfelelé sugdr.

170. Két ugyanazon tartén fekvd projektiv vonatkozdsi invo-
luczids pontsornak négy megfeleldleq kozos pontja van, mely pdro-
sdval képzetes is lehel.

Tegyik fel, hogy a két involucziés pontsor egy k kipszeleten
fekszik, és hogy ezen soroknak pélusa P, P’ pont (82). A két projektiv
involucziés pontsor kapesolt pontpdrjait Osszekdtd sugarak, két
projektiv sugdrsort irnak le P és P’ koril, melynek képzédménye
kapszelet. k és #-nak négy kizos pontja oly tulajdonsigi, hogy azok
mindegyikében az egyik és mdsik involueziés pontsor megfeleld kap-
csolt pontpérjanak egy-egy eleme egyesil.

Ha a két involucziés pontsornak egy megfelel8leg kdzos kapcsolt
pontpirja van, akkor P, P’ sugédrsorok perspektivek, tehdt s két
egyen:::’ fajul. Ezek kozil | PP'| egyenes k-t a megfeleldleg kozos
kapes 1t pontpérban, a mésik egyenes pedig a mésik két megfelels
pontban I, K-ban metszi. Ha A, 4,; és A', A7 két egymdsnak meg-
feleld kapesolt pontpdr e projektiv vonatkozdsa involucziés sorokban,
akkor | AA, |, ' A'A; két egymdsnak megfelels sugir az egyszeri P,
P’ sugérsorokban, és mert ez utébbiak jelen esetben perspektiv
helyzettiek: | AA, |, | A'A} | sugarak egymést | /K.-ban metszik, tehdt
A, A,; A', AY; I K pontpérak involueziét képeznek. Ezért mondhat-
juk: ha két, kézés tartérn fekvd, projektiv vonatkozdsit involuczids
pontsor eqy megfelelé kizds kapcsolt pontpdrral bir, akkor a mdsik
két meqfeleld kozos pont, két tetszdleges megfeleld kapesolt pontpdrral
involucziot képez. —

Egy involuczids pontsor és egy véle projektiv és ugyanazon kup-
szeleten (vagy egyenesen) fekvd egyszerii pontsor, hdrom megfeleléleg
kozos ponttal bir, melyek kozil egyik mindig valds, a mdsik keltd
képzetes is lehet.

Ha a projektiv pontsorok k kapszeleten fekszenek, és az invo-
lucziés pontsornak pélusa P, k-nak tetszbleges pontja (), akkor az
involueziés pontsor kapesolt pontpdrjait projiczidlo {P} sugdrsor,
és az egyszerli pontsornak pontjait ()-bol projiezidlo {(Q} sugdr-
sor projektiv egymdssal, és ezért képzédményiik » kupszelet. x és
k-nak négy kozés pontja van, melyeknek egyike (; a t6bbi egy vagy
hérom valés kozos pontban az involueziés és az egyszerli pontsornak
egy-egy megfeleld eleme egyesil.
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171. Két projektiv Lupszeletsor, valamint két projektw thvolu-
¢2i0s sugdrsornak képzédménye oly gorbe, melyet minden egyenes
néqy pontban metsz, — tehdt negyedrendit gérbe. E negyedrendi
gorbe dimegy a kiupszeletsoroknak alappontjain.

Tetsz6leges egyenes a kiapszeletsorokat két projektiv involuczids
pontsor szerint metszi, melyeknek dltaldban négy megfelels kozos
pontjuk van. Minden ily pontban az els6 kuapszeletsornak egyik kip-
gzelete, a mésodik sorban neki megfelel kapszeletét metszi; tehat
azon négy pont a két projektiv kapszeletsor képz6dményének egy-egy
pontja. Ha az elsé kipszeletsor egyik alappontja A, akkor azon a
mésodik kipszeletsornak egy kapszelete fektethets dt; ezért A-ban a
két kapszeletsor két kiipszelete metszi egymédst.

Az involueziés sugdrsor sugdrpérjai elfajult kapszeletek; és
mert az involuczids sugdrsor azon tulajdonsdggal bir, mint a kip-
szeletsor t. i. hogy egyenes dltal involueziés pontsor szerint metszetik,
azért az involuczids sugdrsor elfajult kipszeletsornak tekinthetd. —

Egy sugdrsor és eqy véle projektiv kupszeletsor vagy involu-
czids sugdrsor képzédménye oly gorbe, mely egyenes dltal hdrom
pontban melszhets, — tehdt harmadrendii. E gorbe dtmegy a kip-
szeletsornal alappontjain és a sugdrsornak kézéppontjdn.

Tetszdleges egyenes a kipszeletsort involucziés pontsorban, a
sugdrsort cgyszerti pontsorban metszi, melyek hdrom kézés ponttal
birnak. E pontok mindegyikében a kipszeletsor egy kipszelete, a
sugédrsorban neki megfelels sugarat metszi, tehdt e pontok a képzéd-
ménynek pontjai. Ugyanigy bizonyithaté be, hogy egy involueziés
sugdrsor és egy véle projektiv egyszerti sugdrsor képzédménye har-
madrendii gorbe; ez az elbbitsl abban kilonbozik, hogy ennek az
involuczids sugdrsor kozéppontjdban valds kettdspontja van.

Ha két involuczids sugdrsor, mely projekbw van eqymdsra vo-
natkoztatva, eqy megfeleldleq Lizds sugdrral bir, akkor a tébbi meg-
feleld. sugarak wmetszépontja eqy harmadrendii gorbét képez. ly
involucziés sugdrsorok, félig-perspektiv helyzetii involuczits sugdr-
soroknak neveztetnek. (Schroter : «Theorie der ebenen Kurven dritter
Ordnung». 1888. 14. lap.)

Két involueziés sugdrsor képzédménye tetszdleges egyenes
dltal négy pontban metszetik, melyek kozil az egyik mindig a meg-
felels kozos sugdron van; ezen kozos sugér tehdt egy része a képzod-
ménynek; a mdsik rész, melyet minden egyenes hdrom pontban
metsz : harmadrendti gorbe.
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172. Ha két projekliv kvipszelelsor egy megfeleldleg kiézos kip-
szelellel bir, akkor a (6bbi megfeleld kipsselelpdrak egymdst eqy 1ij
kipszeleten metssik, vagyis azon negyedrendii gorbe, mely a két pro-
jektiv kapszeletsor képzddm énye, szétbomlik két kapszeletté,

Nevezziik a két projektiv kipszeletsor megfeleldleg kozos kuap-
szeletét k nak; az els¢ kupszeletsor k, k,, k;,...kuapszeleteinek
megfeleld kapszeleteket a mdsodik sorban k, k), ..o, . . .-nek.

ky és ki-nek | metszépontjdn 4t tetszleges ¢ egyenest fekte-
tunk, mely a két projektiv kapszeletsor képzédményét négy pontban
metszi; ezeknek egyike /, mds ketté ¢-nek metszépontja k-val, a
negyedik legyen X.

Minthogy g és k-nak kozés pontjai a kupszeletsorok dltal g-»
kimetszett két projektiv involuczidés pontsornak megfeleléleg kozos
kapcsolt pontpérja : a masik két megfeleld pont I és X oly helyzetd,
hogy bdrmely két megfelelé kapesolt pontpérral, tehat g és k,, vala-
mint g és kz-metsz8pontjdval involucziot képez (170.). Ha g-t I koriil
forgatjuk, akkor X pont, e tulajdonsdg folytdn I és ke, ko metszd-
pontjdn dtmend x kapszeletet ir le. De I és X pontokban a projektiv
kapszeletsorok két megfeleld kiipszelete jut metszéshez, ennélfogva :
a két projektiv kupszeletsor képzédményének azon része, mely k-n
kiviil fekszik : x kapszelet.

Ezen x kupszelet nemecsak k;, A2, hanem minden mds két
megfeleld k;, ki, kupszelet négy metszépontjdn is dtmegy. Ebbél
kovetkezik :

Ha ky, ke és ki, ki kupszeleteknek négy-négy metszépontja
egy k kupszeleten fekszik, akkor ky, k) és kg, ks kipszeleteknek,
(hasonloképen ki, ka és ke, ki kipszeleteknek) négy-négy metszd-
pontja szintén egy x kupszeleten lesz. (Chasles (1793—1880) : Traité
des sections coniques, 1865. (404); Schrioter: Theorie der Kegel-
schnitte, 506. lap).

E tételnek kovetkezménye: ha egy kupszeletsor ki, ky, ks, . . .
kupszelelei egy tetszdleges x kiipszeletel négy-négy pontban metszik,
és mi eqy telszéleges A’ ponton és x, k; x, ky; x, ksg; ... melsz0-
pontjain dt ki, ka, ki, ... kupszeleteket fektetiink, igy ezek szinlén
kipszeletsort képeznek, mely projektiv az elébbivel.

Ezt bebizonyitandd, csak ki kell mutatnunk, hogy x, ks és ki, ke
kupszeletparak nyolez metsz8pontja egy kipszeleten kz-on fekszik.

x, ki é8 1y, k3 metszOpontjai ky kapszeleten fekszenek, tehat
x, ke « ky, ks « — « « , vagy ami
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ugyanaz :

x, kg és ki, k3 metszépontjai — kapszeleten fekszenek, tehdt
X, k3 « k; ’ ké « « «

De mert:

ky, k) és ks, ka metszépontjai x kiupszeleten fekszenek, azért
ki, ko « Ky, Ky « vagyis a kipszeletsorok alappontjai

szintén egy k kipszeleten fekszenek. x tehdt a k;, ..,, k3, ...; €8
ky, k3, ki, ... kipszeletsorok megfeleld elemeinek metszépontjdn
megy 4t, mely kipszeletsoroknak alappontjai k-n vannak, s ezért a két
kupszeletsor projektiv egymdshoz.

Ebbél 14thato, hogy mikép lehet egy k,, kg, kg; . . . kupszelet-
sort, mas kapszeletsorra, melynek egyik alappontja A’ adva van, egy
x kupszelet kozvetitésével, projektiv vonatkoztatni (169).
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A kollineaczio és recziproczitas.

22. 8. A kollineaczié és kiildnds esetei.

173. Az el6bbi két fejezetben projektiv sugdrsorok és pontsorok
képzédményével, a kipszelettel foglalkoztunk. Megismerkedtiink ennek
szdmos tulajdonsdgdval és e tulajdonsdgon alapulé szerkesztésekkel.
Projektiv sugdrsorok és pontsorok alatt pedig sugédrsorok és pont-
soroknak egy bizonyos kolesonds vonatkozdsdt értettik, olyképen:
hogy minden elemnek az egyik sorban megfelelt egy elem a mésik-
ban és hogy négy megfelel6 elem kettds viszonya mindig egyenld volt
egymadssal.

De nemesak két egyenes pontjait, vagy két sugérsor sugarait
lehet egymésra vonatkoztatni, hanem egy sik dsszes pontjait és egye-
neseit eqy mdsik sik 6sszes pontjaira és eqyeneseire oly mddon lehet
vonatkoztatni, hogy az egyik S sik minden P pontjdnak és azon pon-
ton dtmend g sugdrsornak egy P, pont és azon dtmend g, sugdr felel-
Jen meg a mdsik — 8, — sikban. E vonatkozdsat két sik pontjai- és
sugarainak kollinear vonatkozdsnak, vagy kollineacziénak nevezzik.*
Hogy S sik pontjait és sugarait, melyet egyuttvéve sik-rendszernek,
kilon-kulon pedig pont-mezd-, és sugdr-mezdnek lehet nevezni, egy
mds sik S, pontjai és sugaraira ily médon vonatkoztathatjuk, kitiinik
a kovetkez8kbdl :

Vegytink fel S sikban két sugdrsort A, B kozépponttal ; S, sik-
ban két sugdrsort A,, B, kozépponttal, és vonatkoztassuk A, 4,,
valamint B, B, kozépponttal bird sugdrsorokat projektiv egymdsra,
de Ggy, hogy 'AB! és ' A;B, sugarak A, A, sugdrsorokban, Ggyszin-
tén "BA|, 1 B,A, sugarak B, B, sugdrsorokban egymésnak meg-
felelok legyenek. S sik-mezé minden P pontjanak, melyben A, B sugér-
sorok AP:,!BP) sugarai egymdst metszik, feleljen meg S, sikban

* MoBrus: Der barycentrische Calcul; 1886. 266 lap.
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azon P, pont, melyben | AP|, | BP|-nek megfelels | AP, |, ' B.P,|
sugarak az A, B, sugérsorokbdl taldlkoznak.

E szerint S sik-mez8 minden pontjgnak — | AB| sugdr pontjai-
nak kivételével — az S, sikban megfelel6 pont, a nevezett projektiv
sugdrsorok vonatkozdsa alapjan vonalosan szerkeszthetd.

S sikban fekvd tetszéleg g egyenes pontjainak, e vonatkozds
alapjdn megfelelé pontok egy g, egyenesen fekszenek. g pontjait A,
B-bé] projiczidldé sugdrsorok sugarai ugyanis g pontsor éltal projektiv
lesznek egymésra vonatkoztatva, és e projektiv vonatkozdson kivil
még perspektiv helyzetliek ; agyszintén A, b, sugdrsorok is, melyek
g-pontjainak megfelels pontokat projiczidljdk, projektivek egyméshoz.
De mert g és  AB | metszéspontjdt projiczidlé ' AB!. - BA . sugérnak
megfelels sugara A,, B, sugdrsorban:  A,B, 1, illetve i B,4,|; ezek
pedig megfeleldleg kozos sugarak, azért: g pontjainak megfelel pon-
tokat projiczedld sugdrsorok perspektiv helyzetliek, és igy metsz6pont-
jaik egyenesen fekszenek.

Ehhez jdrul még, hogy S sik g egyenesén fekvé pontsornak
megfelels pontjai S, sikban, g pontsorral projektiv pontsort képez-
nek g,-en, mert az elsé pontsort A-bél projiczidlé sugdrsor projektiv,
a mdsodikat A,-bdl projiczidldé sugdrsorral.

Ha T, T, pontpdr S, S, pont mezének megfelel$ pontja, akkor g
pontsort T-b8l projiczidlé sugdrsor is projektiv g, pontsort T,-bél pro-
jiczidlo sugdrsorral, és mert ezen T, T, sugérsorok azon sugarai, melyek
g, illetve g,-nek megfelelé pontjain dtmennek, egymdsnak megfelels
egyenesek S, S, sikrendszerben, azért: ha S sikrendszer S, stkrend-
szerre kollinear van vonatkoztatva, akkor S-ben fekvé minden pont-
sornak és sugdrsornak, S, sikban eqy az el6bbivel projektiv pontsor
£s sugdrsor felel meg.

T, T, sugdrsor két megfelels sugara 'ABI, illetve 'A,B, |-et
két megfeleld pontban metszi, mibél lathato, hogy: 'AB|, | A,B, -en
fekvd pontsorok szintén projektivek egymdshoz.

174. «Ha két sikrendszert kollinear akarunk egymdsra vonat-
koztatni, akkor az egyik sikrendszer négy
pontjdnak A, B, C, D-nek, me- | egyenesének a, b, ¢, d-nek, me-
lyek kozil ketténél tobb nem fek- | lyek kozul ketténél tobbnem megy
ezik egyenesben, megfelel6 négy | ugyanazon ponton it, négy meg-
pontjat A,, B,, C,, D,-et, melyek | felelé egyenesét a,, b, c,, d,-et,
kozil szintén ketténél tobb nem | melyek kozulszinténkettonéltobb
Fekszik egyenesben, nem metszi egymdst, egy pontban

Klug : A projektiv geometria elemei. 15
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tetszélegesen vdlaszthatjuk, mi dltal a collinear vonatkozéds teljesen
meg van hatdrozva».

Ha ugyanis X, S sik-mezének tetszdéleges pontja, és 14,X,.,
i B, X, | sugarakat agy szerkesztjiik, hogy:

ABCDX) 7N A,(B,C,D, X)), és BACDX) 7N B, (4,C,D, X)),

akkor, | A, X||, | B,X,| sugarak X, metsz&pontja X-nek megfelelé pont,
Ha tovdbbd a jobb oldalon 1évé adatokat tekintjik és a két sik-
rendszert gy vonatkoztatjuk egymadsra, hogy

(@, by, (b,e¢), (,d), (d,a) pontoknak,
(ag, by), (by, ¢), (¢, dy), (d,, ay) pontok

feleljenek meg, akkor a, b, ¢, d egyeneseknek megfelelnek a,, b,,
¢; , 4, egyenesek, és ezen eset az el6bbire van visszavezetve.

Ebbol kévetkezik, hogy «ha két ugyanazon sikban fekvé kollinear
sikrendszer négy megfeleléleg kozos ponttal bir, melyek kézul hdrom
nem fekszik egyenesben, akkor a két a kollinear sikrendszer minden
megfelelé pontja és egyenese kozisy.

175. Nevezziik két egymdsra kollinear vonatkoztatott S, S, sik-
rendszer végtelen tdvol fekvd egyenesét .-, illetve r,«-nek, az ezek-
nek megfeleld egyeneseket g, illetve r-nek. q,, r egyenesek dltaldban
nem lesznek végtelen tdvol, mert S sik ¢., egyenesének pontjait A, B
pontokbdél projiczidlé sugdrsoroknak megfelelé A,, B, sugdrsorok nem
lesznek egymdssal pairhuzamosak, és viszont 4,, B, sugdrsorok pdr-
huzamos sugarainak megfelelé sugarak A, B sugdrokban, nem pérhu-
zamosak egymdssal.

S, 8, kollinear sikrendszer azon r, ¢, egyeneseit, melyek S,, S
sikok végtelen tdvol fekvé r o, q. egyeneseinek megfelelnek: ellen-
tengelyeknek nevezzuk.

Az ellentengelyek értelmezésébél kovetkezik, hogy S sikrendszer
tetszbleges parhuzamos sugdrsoranak oly sugdrsor felel meg, melynek
kozéppontja ¢, ellentengelyben van, és S; sikrendszer bdrmely parhu-
zamos sugdrsordnak megfelel$ sugdrsor kézéppontja r-ben fekszik ; de
q:-gyel pdrhuzamos sugdrsornak r-rel parhuzamos sugdrsor fog meg-
felelni, :mert ¢, és r végtelen tavol fekv§ pontjai egymdsnak megfelels
pontok.

Minthogy S, S, sikrendszer 7, ¢, ellentengelyének R, (), metsz6-
pontja két megfelels g, g, egyenessel, ellenpontjdt képezi a kollinear
rendszerekben megfeleld es g, g,-en fekvd projektiv pontsoroknak,
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azért az ellentengelyekkel pdrhuzamos megfeleld eqyeneseken fekvd
projektiv pontsorok hasonléan-projektivek. Ezt tekintve, kérdez-
hetjik : «létezik-e az ellentengelyekkel pdrhuzamos megfeleld egye-
nespdr, melyen a megfelelé projektiv pontsorok egyeniden-projek-
tivek ?»

Hogy e kérdésre felelhessiink, vegytnk fel S sikban (103. dbra) két
parhuzamos egyenest g, l-et, mely r ellentengelyt G, L-ben metszi ; g és
l-nek megfelels g,, l, egyenesek ¢,-nek egy pontjén Q,-en mennek 4t.
q1-8yel két egyenes s,, sy huzhaté parhuzamoson ¢,-t6l egyenld tavol-
sdgra, melyrél g¢,, [, ép oly hosszisdgn részt metsz le, mint GL koz
hosszisdga ; és ezen s, sj-nek megfeleld s, s’ egyenesekrol, melyek
szintén parhuzamosak r-rel, g, | egyenesek GL kozzel egyenld részt
metszenek le. Ebbél ldthato, hogy s, s,, valamint §', s; egymdsnak
megfelel§ egyenespdrakon fekvé projektiv pontsorok nemesak ha-
sonléan-projektivek, mint minden az r, ¢, ellentengelyekkel parhu-
zamos megfeleldé egyeneseken fekvd pontsorok, hanem egyszersmind
eqyenlden-projektivek. s, s' egyenesek szintén egyenld tdvolsdgra van-
nak r ellentengelyt6l, mert ($8'7¢«) /\ (8,817»q,) = — 1, tehdt ss' sza-
lagot, r ellentengely felezi.

176. S, 8, kollinear vonatkozdst sikrendszerekben mindig léte-
zik oly egymdsnak megfelel§ egyenespiar m, m,, mely merfleges az
ellentengelyekre : m az r-re, m,, ¢,-re. r-re merdlegesen 4llo, tehdt
pérhuzamos sugaraknak ugyanis oly sugérsor felel meg, melynek Q,
kozéppontja q;-ben fekszik; ez utébbi sugarak kézott van egy, mely
merdleges g,-re, és ezen egy m sugdrnak megfelelé m, sugdr meréle-
ges r-re. (Kollinear sikrendszerekben kiilonben oly megfelel6 egye-
nesek g, g, is taldlhatok, melyek az ellentengelyekkel bdrmily nagy-
sagu egyenlé szogeket képeznek.)

Az ellentengelyekre mer6legesen 4116 megfelels m, m, egye-
neseken két oly pontpdr taldlhaté, mely két egymdsnak megfelel6 és
egqyenlden projektiv sugdrsoroknak kozéppontja (104, dbra).

Nevezzik r ellentengely és az el6bb taldlt s, s’ egyeneseknek
metszépontjatm-el R, illetve: S, S'-nek ; m,-nek metszépontjdt q,, s;,
si-gyel: Oy, S;, Si-nek. m, m, egyeneseken fekvé projektiv pontso-
rokban az egymdsnak megfeleld egyenlé kozok egyikének végpontja
S; ezen koz mdsik végpontjdnak O-nak megfelelé pontja O,, Q,-t6l
ép oly tdvolsdgra van, mint S, R-t6], ugy hogy: RS = Q,0,, és
0S8 = 85,0, (17).

15*



228 Fejezet 22. §. A kollineaczi és kiilonds esetei,

Hasonlokép lehet m, m,-ben oly két megfeleld pontot O', O}-et
szerkeszteni, hogy: 0'S’ — S} 04.

Ezen O, O, és O', Oy megfeleld pontpdrak a két kollinear sik-
rendszer egyenléen projektiv sugdrsorainak kozéppontjai.

Ha ugyanis X, X az s, s, egyeneseknek megfelels pontpdrja,
akkor s, s; egyenesek ama kivdlo tulajdonsdgdt tekintve, hogy a
rajta fekvdé pontsorok egyenléen-projektivek: XS = X,S,, és mert
0S = §,0,,

2 X0S= 2 X,0.8,

103. Abra. 104. abra.

tehdt O, O,-en dtmend tetsz6leges megfelels | OX|, | O, X, | sugarak
m, illetve m,-gyel egyenld szoget képeznek, a mib6l kovetkezik, hogy :
0, O, kozépponttal biré megfeleld sugdrsorok egyenl8en-projektivek.
Ugyanigy bebizonyithaté O’, O} pontoknak e tulajdonséga.

Az egyenlden-projektiv sugdrsorok kozéppontjait: O, O' és
0,, Oi-et, az egyenléen-projektiv pontsorok tartoitdl s, s’; s, si-tél
fuggetleniil is szerkeszthetjiik :

S sik tetszéleges parhuzamos sugdrsoranak, melvnek sugaral
r-hez ¢ 8z0g alatt hajlanak, megfelel S,-ben egy sugdrsor, melynek
kozéppontja g,-ben van. Ez utébbi sorban két oly sugarat g,, gi-et
taldlunk, mely ¢,-hez ¢ szdg alatt hajlik; ezeknek megfeleld g, g’
sugarak r-rel szintén ¢ szoget képeznek. Ha [, I, és [, Iy mds két
megfelel6 sugdrpar, mely 7, g,-hez egyenl6 szégek (pl. ¢ szog) alatt
hajlik, akkor g, I, r; g,, 1,, 945 9", U', "5 g1, Ui, q1 oldalakbdl képezett
hdromszog szogei egyenl6k és igy: (9,1) = O,(g',1') = 0'; (g,, 1)) = Oy,
(91, 1)) = O pontok az egyenléen projektiv megfeleld sugdrsoroknak
kozéppontjai.

A taldlt eredményeket egybefoglalva, igy fejezhetjiik ki :
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Ha S, S, két kollinear wvonatkozdsi sikrendszer, akkor S-ben
mindig van két oly az r ellentengelytdl egyenld tdvolsdgra levd
eqyenes s, s', melyen fekvd pontsorok egyenlden-projektivek a neki
megfeleld és q, ellentengelytdl eqyenld tdvolsdgra levd s, si egyene-
seken fekvd pontsorokkal. Ugyszintén taldlunk S-ben oly két sugdr-
sort O, O' kézépponttal, melyeknek ezekkel eqyenlden-projektiv O,, O}
sugdrsorok felelnek meg ; O, O' és O,, O pontok r, illetve q, ellen-
tengelytél ép oly tdvolsdgra vannak az ellentengelyekre merdleges
megfelelé m, m, egyeneseken, mint s,, s; egyenesek q~t6l, illetve
s, s' egyenesek r-tol.

177. Helyezziik most a két kollinear sikrendszert S, S,-et egy-
mdsra ugy, hogy az s-en fekvé pontsor elemei a vele egyenlgen-pro-
jektiv s, pontsor megfeleld elemeivel egybeesnek. Ezen elhelyezésnél
m osszeesik m,-gyel, S, S,-gyel, és vagy O pont keril O,-re, vagy O,
Oj-re és igy, vagy az O = O, ponton vagy O' = O] ponton dtmend
osszes megfelel sugarak egymésra esnek. Ha P, P, két megfelels
pont, akkor | OP|, | O, P, | két megfelel sugdr, és mert ezek O= O,-en
mennek 4t, azért egybeesnek, vagyis két tetszdleges megfelelé pontpdr
P, P, dsszekoté egyenese O = Oy-en (vagy O’ = Oj-en) megy dt.
Ugyanigy : ha p, p, két tetszbleges megfelelé egyenes, akkor (s, p),
(4, p,) két megfelelé pont; de most a kozos s — s;-en a megfeleld
pontok egybeesnek, azért (s, p) = (s, p,), tehdt: két tetszéleges meg-
feleld egyenes, ezen elhelyezésnél eqymdst s = s,-en melszi.

Ugyanezen helyzetet, melynél a megfelel pontpdrak 0sszekotd
egyenesei egy ponton mennek 4t és a megfelel egyenespdrak metsz6-
pontjai egyesen fekszenek, az dltal is elérhetjik, hogy a két sikrend-
szernek s', 1 egyenesein fukvé egyenl@en-projektiv pontsorait meg-
feleld elemeivel egymdsra helyezziik, a mi szintén kétfélekép lehetsé-
ges, t. i. hogy vagy O, O,, vagy O', O; pontok keriilnek egybe.

«Ha két ugyanazon sikban fekvé kollinear sikrendszer megfeleld
egyeneseinek metszdpontjai egy egyenesen (s=3Ss;, vagy s, si-en)
fekszenek, mely 6nmagédnak megfeleld, tehdt egyszersmind a megfelel$
pontok 6sszek6td egyenesei, egy onmagdnak megfeld ponton (O = Oy,
vagy O' = Oj-en) mennek dt, akkor a két sikrendszert perspektiv
helyzetiinek nevezzilk. Azon egyenes, melyben a megfelels egyenes-
pérak egymdst metszik ; kollinedczid-tengely, azon pont, melyen a
megfelel pontpérak Osszekotd egyenesei dtmennek: kollinedcsic-
kozéppont».

E szerint két kollinear vonatkozdst sikrendszer négyfélekeép
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hozhaté egy sikban perspektiv helyzetbe, t. i. ugy, hogy az s, §', s, s}
vonalak és O, O', _,, O} pontok koziil :

s Osszeesik s;-gyel és O 0Osszeesik O;-gyel,

vagy s « 8 « « O « 0/
vagy s’ o« st « « O « 0, «
végre s’ « 8'1 « « O « 0 «

Ebbél lathato, tekintettel arra, hogy a kollinear vonatkozds két
négyszog megfelel6 szogpontjai vagy oldalai dltal meg van hatdrozva,
hogy «két tetszbleges négyszog ABCD, A,B,C, D, négyfélekép hozhato
perspektiv helyzetbe, vagyis oly helyzetbe, hogy | A4, |, | BB, |, | CC,],

DD, sugarak egymdst egy pontban messék és | AB|, | AB,|; | BC|,
i B,C, | stb. négyszogoldalak és 4tlok metszépontjai egyenesben fekiid-
jeneky». A szerkesztés kovetkez6kép torténik :

Ha |AB|, |CD| és |AB,|, |G,D,| oldalak metsz6pontja E,
illetve K}, gy ezen egyeneseken R, R’, (J,, () pontokat szerkesztiink
kovetkezt relacziék alapjan :

(ABER) = (A,B,E\R,) = AE,: B,E,,

(CDER') = (C,D,E,R,») = C,E, : D,E,,
(A1B1E1Q1) = (ABEQw) = AFK:BE,
(CD\E\Q) = (CDEQ.)= CE:DE;

RR' | =7, és | Q01| = q, képezik a kollinear sikrendszerek ellen-
tengelyeit.

0,0, illetve RR' oldal folé két-két RR'E, illetve Q,OE,
haromszoggel hasonlé hdromszdget: Q01 0,~ ()10}, illetve RR'O
~RR'O’, szerkesztiink, és a két igy eldkészitett idomot oly médon
egyesitjiilk, hogy O, O;; O, Oi; O’, O,;; O' O} pontparak koziil
egyik Osszeessék, és a mellett » parhuzamos legyen ¢,-gyel. ABCD,
A,B,C\D, négyszogek akkor mar perspektiv helyzetben lesznek. Az
egyesitett pontpdr, pl. O, Oy, képezi a kollinedczi6-kozéppontot, és két
megfelels oldal 'AB|, | A,B,| metszdpontjdn 4t hizott s egyenes, a
kollinedczid-tengelyt.

178. Ha két sikrendszert kollinear akarunk egymésra vonatkoz-
tatni Ggy, hogy azok mindjért perspektiv helyzetben legyenek, akkor
s kollinedezié-tengelyt és O kollinedczid-kozéppontot tetszblegesen
vilaszthatjuk, és azonkivill az O-n dtmend egyenesen két egymésnak
megfelels pontot A, A,-et, melyek koziil egyik sines O-ban vagy s-ben.
s-nek két pontjat E, F-nek nevezvén, ldthatd, hogy e felvétellel az
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egyik sikrendszer négy pontja O, A, F, F, és a mésik sikrendszerben
ezeknek megfelelé négy pont O, == O, A, E| = E, I';, = F. szintén
meg van adva, és két sikrendszerben négy egymésnak megfeleld pont-
pér, melyek koziil ketténél tobb nem fekszik egyenesben, meghatd-
rozza a kollinear vonatkozast (105. dbra.).

Ha B, B, més két megfelels pontja a kollinear sikrendszereknek,
akkor | BB, ! dtmegy O-n és | AB, [ AB, megfelel6 egyenesek egy-
mést s-en metszik ; tehdt B pontbdl, B, szerkeszthets. O-n 4t | AB!-
vel, és = A,B, -gvel pdrhuzamosan mené | O |, illetve ' OR! egyenes

AB, és|AB'-t: (), és R-ben metszi, mely pontok q,, r ellentenge-
lyeknek pontjai. A kollinedczié kézépponton 4t huazott tetszdleges
g = g, egyenesen fekv6 megfeleld projektiv pontsorok ellenpontjai: az
ellentengelyeknek (g, 7), (g9, q,) metszépontjai g-vel, és a mindenkor
valos két kettospont: O és (g, s) = S.

Ha B, B;; C, C,, két ugyanazon g egyenesen fekvd, A, A,
azon kivill lev6 megfelelé pontpér, és | AA,|, s-et S'-ben metszi,
akkor nemecsak (26.)

(OSBB,) \ (OSCC)),

hanem a perspektiv helyzet kovetkeztében
(OSBB)) /\ (OS'AA)), tehdt

04 S'4 . AT .
04, * S4, viszony értéke allando.

E szerint: két perspektiv helyzetii kollinear sikrendszer két tet-
sz6leges megfeleld pontjdnak tdvolsdgi viszonya a kollinedczid-kozép-
ponttdl és kollinedczio-tengelytol, eqymdssal osztva, dllandd hdnya-
dost ad. Ezen hdnyados, melv adott kollinedezié kozéppont és tengely
mellett a kollinear vonatkozdst meghatdrozza, ép ugy, mint egy adott
megfelelé pontpdr A, A,, vagy egyenespdr | AB|, | A, B, |: a perspektiv
helyzetti kollinear-rendszer charakteristikdjdnak neveztetik. A szerint,
a mint ezen A charakteristika negativ vagy positiv elGjelt, a meg-
felel6 pont- és egyenespdrak el vannak vidlasztva vagy ninesenek
elvilasztva a kollinedczid-kozéppont és tengely dltal.

179. Ha a charakteristika értéke : A = — 1, akkor egy killonos
perspektiv helyzeti kollinear sikrendszert nyeriink, mely involuecziés
helyzetli vagy roviden involuczids sikrendszernek neveztetik : a kolli-
nedczi6-tengely és kozéppont neve ekkor : involuezié-tengely és kozép-
pont. Az involucziés sikrendszer 7, ¢, ellentengelyei egy egyenesbe
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esnek, mely az involueczié-tengely és kozépponttdl egyenld tdvolsdgra
van ; a megfelel pontok, valamint egyenesek: az involuczié-tengely
és kozépponttol harmonikusan vannak elvdlasztva (106. dbra).

Involucziés sikrendszernél az involuezié kozépponton dtmend
egyenesen fekvd projektiv pontsorok, azon tulajdonsdgndl fogva, hogy
megfelel§ pontpdrok az involuezid-tengely és kozépponttél harmoni-
kusan vannak elvédlasztva : hyperbolikus természetii involucziés pont-
sort képeznek, melynek kozéppontja az egyesiilt két ellenpont.

Két tetszdleges kollinear vonatkozésa sikrendszer S, 8, 4ltald-
ban nem hozhaté involucziés helyzetbe, mert az involucziés helyzet

egyszersmind perspektiv. De S, S, négyfélekép hozhaté mindig per-
spektiv helyzetbe, és ha ezen miiveletnél az ellentengelyek nem esnek
egybe, a mi csak S, S, kolesonos vonatkozdsdtol figg, agy S, S,-et
nem lehet involuezibés helyzetbe hozni. —

Ha 4— 41, akkor O, s-ben van, és s felezi az ellentengelyek
tavolsdgdt.

180. Perspektiv helyzetti kollinear sikrendszernél, mint emlitet-
tiik, a kollinedczié-kozéppont és tengely O és s, valamint egy pdr meg-
felels pont az O-n dtmend egyenesen, O és s-en kivill, tetsz8legesen
vdlaszthaté. A szerint a mint O-t, vagy s-et, vagy O és s-et végtelen
tdvol veszsziik fel a sikban, specialis természetii kollinear sikrend-
szert kapunk, melyeket : affin, illetve hasonld, végre Gsszeill¢’ sikrend-
szernek nevezink.*

* Az affinitdst mir Euler (1707—1783) ismerte. L. Mé&bius: Der bary-
centrische Calcul, 147. §.
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Ha a kollinedezié kozéppont a sik egyik végtelen tdvol fekvd

0. pontja, mely nem fekszik a kollinedezié tengelyen, akkor s és egy

megfelels pontpir A, A, meghatdrozza az affin vonatkozdst; O, az

|AA,| sugdrnak végtelen tdvol fekvé pontja; a charakteristika :

d=AS: A;S; hol Saz 'AA,! sugir metszépontja s affinildst ten-
gelylyel (107. dbra).

Minthogy két tetszdleges megfelelé egyenesen a megfelelé pont-

sorok pdrhuzamos sugdrsorokat metszetnek ki: affin vonatkozdsit

stkrendszereknél a megfelelé pont-

sorok hasonléan-projektivek , és

mert ezen tulajdonsdga a megfeleld

pontsoroknak megmarad, ha azok

107. 4bra.

a perspektiv helyzetbél kimozdittatnak, és hasonléan-projektiv pont-
sorok ellenpontjai végtelen tdvol vannak, azért: affin sikrendszert oly
kulonos kollinear sikrendszernek értelmezzitk, melynél az ellentenge-
lyek végtelen tdvol fekszenek.

Ha két sikrendszer S, S, kozott affin vonatkozést akarunk léte-
siteni, akkor az egyik sikrendszer hdrom pontjdnak A, B, G-nek meg-
felels A,, B;, G, pontjat tetszélegesen vdlaszthatjuk, de gy, hogy
sem A4, B, C, sem pedig 4,, B,, C, pontok ne fekiidjenek egy egye-
nesen. Minthogy az affin sikrendszerek két egymdsnak megfelels egye-
nese S és S, sik végtelen tdvol fekvé egyenese g, g;., tehdt az
ABC, A,B,C, hdromsziogek megfeleld oldalai szilkségesek és elégsége-
sek ezen kollineak vonatkozds megallapitdsdra.

181. Ha kétaffin sikrendszert S, S;-et, mely ABC, 4,B,C, meg-
felel6 haromszog dltal van adva, perspektiv helyzetbe akarunk hozni, e
hdromszégeknek két megfeleld pontjat A, A,-et egyesitjik akkép, hogy
az dtellenes oldalak | BC|, | B,C, |, pdrhuzamosak legyenek (108. dbra)
| BCY, | B,C, |-en fekvé hasonléan-projektiv pontsorok perspektiv hely-
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zetliek, mert tartojuk metszépontja megfelels pont, tehdt megfelels
pontjainak o0sszekoté egyenesei 1 BB,l, |CC|| metszépontjan T-n
mennek 4t.

Ha AT koz felezbpontjabdl A, T-n 4t leirt kor, | BC|, | B,C,|
kozott levd szalag felez6vonaldt a-et F, G pontokban metszi, akkor
FT.-nek D, D, metszépontjai | BC', | B,C, |-gyel A=A,-t6] egyenls
tdvolsdgra fekvé megfeleld pontok. E szerint | AD !, | A, D, . egyenese-
ken a megfelelé hasonléan-projektiv pontsorok, egy megfeleldleg
egyenlé kozzel birnak: tehat] egyenlden-projektivek. AD, A.D,
kozok egyesitésével | ADI, | A,D,| egyeneseknek minden megfelels
pontja egybeesik, és a két affin sikrendszer perspektiv helyzetbe jut.

Azonban nemcsak | AD |, ' A, D, |-en fekvd megfeleld pontsorok,
hanem minden ezekkel pédrhuza-
mos egyeneseken fekvd megfelel
pontsorok is egyenl8en-projektivek,
mert két padrhuzamos egyenesnek
megfslelé egyenese szintén pdrhu-
zamos egymdssal, tehdt Al oldal
folé alakitott parallelogrammnak
megfelel egy az A, oldal folott

108. &bra. fekvé parallelogramm, és igy az
AD, A,D, oldalakkal szemben
fekvs oldalak, melyek egymésnak megfeleld kozok, szintén egyenlék.

Ugyanigy mondhatjuk: ha | GT| metsz6pontjai | BC|, | B,C, I-
gyel: E, E,akkor AE = A E|; tehit |AFE\, | A E,|-en és a véle par-
huzamos egyeneseken levé projektiv pontsorok, szintén egyenléen-
projektivek.

Ha A, T-n 4t leirt kor nem metszi 2-et valés pontokban, agy a
két affin-rendszer nem hozhaté perspektiv helyzetbe. E szerint: két
affin sikrendszer sikjaiban dltaldban 0, 1, vagy 2 kulonbézdé pdrhu-
zamos sugdrsor taldlhatd, melynek sugarai eqyenlden-projektiv meg-
felelé pontsoroknak tartoi; az elsé esetben az affin-rendszerek nem
hozhatok perspektiv helyzetbe; a mdsodik és harmadik esetben az
affin-rendszerek két meqfeleld eqyenlben-projektiv pontsor egyesitése
dltal perspektiv helyzetbe jutnak.

Hogy a madsodik eset 1ételérsl meggy6zddjink, tételezzik fel,
hogy azon tetsz8legesen vélasztott ABC, A,B,C, megfelels hirom-
szogek BC, B{C; oldalai egyenl6k, tehdt mdr a |BC|, |B,C,'-en
fekvé -megfeleld pontsorok egyenléen-projektivek. Ekkor a mdsik
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irdnyl egyenlden-projektiv pontsor tartéit megkapjuk, ha ABC,
A, B,C, haromszogeket, gy mint eldbb, egy sikba helyezziik, t. i. hogy
A osszeessék A,-gyel és | BC | parhuzamos legyen | B,C, |-gyel. A=A,
pontbél | BB, (i1 CC,'-re bocsitott merdleges | BC|, | B|C,| hatér-
vonallal bir6 szalag x felez8jét H-ban metszi; H-n at ' Bb,|-gyel
parhuzamosan mend egyenes | BC|, | B,C, |-nek 1), illetve [), pontjdn
megy 4t, és 'AD', | A, D, az egyes sikrendszereknek azon 4] irdnyd
tartéja, melyen egyenl8en-projektiv pontsorok vannak. Ha ezen szer-
kesztésnél | BB, és hasonlokép | CC, |, meréleges | BC!-re, akkor a
két sikrendszerben BC!, . B,(i, ' irdnya tartokon kivil nem taldlhatd
mds irdnyld egyenes, melyen egyenléen-projektiv megfelelé pontsorok
léteznének.

Ha a perspektiv helyzetl affin sikrendszerek charakteristikdja :
d——1, akkor azok involuczids helyzetiiel és a megfelel6 alakzatok
az affinitdsi tengelyre vonathozélag ferdén, vagy derékszég alatt
symmelrikusak, a szerint, a mint a megfeleld. pontokat 6sszekots egye-
nesek az affinitdsi tengelylyel hegyes- vagy derékszoget képeznek. —
A derékszog alatt symmetrikus alakzatok 6sszeill6k.

182. Az affin vonatkozdsi sikrendszer, mint emlitettik, oly
killonos kollinear sikrendszer, melynél az ellentengelyek végtelen
tdvolba kerillnek. De az ellentengelyeken fekvé pontsorok dltaldban
nem lesznek egyenléen-projektivek.

Képzeljunk most két oly kollinear sikrendszert, melynél a végte-
len tdvol fekvd egyveneseken a megfelelé pontsorok egyenléen-projek-
tivek, vagy a mi ugyanaz: a megfeleld sugdrsorok mind egyenl6en-
projektivek, tehdt két-két megfelelé egyenes hajldsszoge egyenld.
Tly kollinear sikrendszerek hasonlé-, vagy dsszeilléeknek neveztetnek,
a szerint, a mint bdrmely két megfelelé végesben fekvs pontsor:
hasonlban-, vagy egyenléen-projektiv.

E rendszerek meghatdrozdsdhoz esupdn két megfelelé pontpar
A, A, ; B, B, sziikséges; AB, A B, kozoknek a hasonlé vonatkozas-
ndl killonbozéknek, az osszeilldségnél pedig egyenl8knek kell lenni.
Az egyik sikrendszer C, D, E, ... pontjdhoz a megfeleld pontokat
C,, D, E,,...megkapjuk, ha A4,B, f6lé ABC, ABD, ABE, . . .-vel
hasonlé vagy oOsszeills A,B,C,, A, BD,, AB,E, haromsziogeket
szerkesztiink, mert A, A, kozépponttal bird megfeleld sugdrsorok
sugarai: - AB:, |AC/, .illetve |A,B,|, 1A,C,;| egyenls szoget ké-
peznek.

Ha két hasonlé- vagy osszeilld sikrendszer két megfeleld egyenes-
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parjit pdrhuzamos helyzetbe hozzuk, akkor a két sikrendszer per-
spektiv helyzeti lesz. Ekkor minden megfelel§ egyenespdr parhuza-
mos, és a megfelel pontpdrak osszekotd egyenesel egy véges illetve
végtelen tdvol fekvé O ponton mennek 4t a szerint, a mint a sikrend-
szerek hasonlok vagy osszeillsk. Ezen O pontot a perspektiv helyzeti
hasonlé sikrendszerek hasonldsdgi pontjdnak nevezik (109—110. dbra).

Ha hasonlé és perspektiv helyzetii sikrendszerek charakteristi-
kdja 4 positiv, akkor a hasonlésdgi pont nem vdlasztja el a megfelels
pontokat; ha 4=—1, akkor a hasonlésdgi pont két-két megfelels
pont tdvolsdgat felezi, tehdt 4=—1 mellett a hasonlé alakzatok a
hasonlésdgi pontra nézve kézéppontilag symmetrikus fekvésiek, és ily
alakzatok egyszersmind Gsszeillék.

0

109. abra. 110. 4bra.

188. A kollinear sikrendszerek ezen kiilonos eseteinek tdrgya-
ldsa utdn vizsgdljuk meg, hogy két ugyanazon sikban tetszélegesen
elhelyezett kollinear sikrendszernek S, S,-nek hdny megfeleld dsszeesé
pontja és eqyenese lehet ?

Legyen A, A,; B, B,, két tetszbleges megfelel6 pontpér a
kozos sikban. A és A, ponton dtmend megfelel§ sugarak két pro-
Jjektiv sugdrsort képeznek, melynek képzédménye egy k kapszelet;
ugyanigy B és B, ponton &tmend megfeleld sugarak metszdpont-
Jainak geometriai helye egy 0j kapszelet k', mely B, B, ponto-
kon dtmegy. k, k' kuapszeletek egymédst dltaldban négy pontban
metszik ; ezek kozul egyik: |AB|, | A;B,| megfelels sugarak met-
szépontja C, mely azonban nem esik Gssze megfeleld pontjdval, mint-
hogy | AB|, | A;B, ! két tetszéleges megfeleld egyenespdrnak tekint-
hetd. k, k'-nek tobbi hdrom metszépontja: P, Q, R, megfelels pont-
Jéval egybeesik, mert ezen pontok mindegyikében az A és B sugdrsor
két sugara és az ezeknek megfelels sugarak A,, B, sugdrsorbdl, egy-
mést metszik. Hdromn4l tobb ily egymdsnak megfeleld Gsszeesé pont



184. Két kollinear kipszelet. 237

nem létezhetik a kollinear sikrendszerek kozos sikjaban, hacsak a
sikrendszerek nem perspektiv helyzetiiek, mert ha két collinear sikrend-
azer négy megfeleld kozos ponttal bir, melyek egy négyszognek szdg-
pontjai, akkor minden megfelel§ pontpar egybeesnék.

A taldlt POR hiromszognek minden oldala, szintén megfelels-
leg Osszees6 egyenes, mert minden oldalon két egymdsnak megfelel
Osszeesd pontpér fekszik. Ha k, k' kapszelet esak két valos kozos pont-
tal C, P-vel bir, hogy PQR haromszognek egy szogpontja P és dtelle-
nes oldala ' QR valds, a tobbi két oldal * PQ ., PR’ és két szdgpont
0, R képzetes.

Ezen PQR hdromszoget meghatdrozhatjuk a dualis eljdrds sze-
rint is. Ha a, a,; b, b, két egymésnak megfelels egyenespér, akkor
a, a,-en, valamint b, b;-en fekvé megfelelé pontparak osszekots egye-
nesei egy x, ill. x' kuapszeletet burkolnak, melynek egyik kozos
érintéje (a, b), (a,, b,) pontok Osszekoté egyenese; a mdsik hdrom
vagy egy valos kozos érint6: a kollinear sikrendszerek megfelel 6sz-
szeesd egyenese.

A middn a két collinear sikrendszer perspektiv helyzetii: k, és
hasonlokép k' egyenes parra fajul, melyeknek egyik kozos egyenese a
kollinedczié-tengely, a mdsik két egyenes metszépontja a kollinedczi6-
kozéppont. Ezen esetben tehdt a kollinedezi6-tengelynek minden
pontja egymdsnak megfelels, Ggy szintén a kollinedczid-kozéppont is.
Ezek utdn e vizsgdlat eredményét igy fejezhetjiik ki:

Két ugyanazon stkban fekvé kollinear sikrendszer, mely nem
perspektiv helyzetii, hdrom megfeleloleg kéz0s pontlal és ugyanannyi
megfeleldleq kozos egyenessel bir, mely utobbiak ama pontok ossze-
kotd eqyenesei. Azon hdrom pont és eqyenes kozil ketté' eqy ponttd,
illetve eqy eqyenessé egyesiilhet, ugy szinkén két pont és kél egyenes
képzetes is lehet; eqy megfeleloleg kozos pont és egyenes azonban
mindig valds.

23. 8. Kupszeletek kollineaczidja.

184. Ha két sikrendszer S, S, kollinear van egymdsra vonat-
koztatva, akkor az egyik sikrendszer minden pontjdnak és egyenesé-
nek az el6bbi §-ban adott értelmezések folytdn egy pont és egyenes
felel meg. S sikjdban fekvs k kapszelet pontjai és érintdinek S,-ben
egy k, kapszelet pontjai és érintéi felelnek meg; mert ha k-t két pro-
Jektiv sugdrsor képzédményének tekintjuk, melyeknek koézéppontja
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k-nak A, I} pontja, tigy ezen projektiv sugdrsoroknak megfelel6 sugdr-
sorok szintén projektivek és igy ez utébbiaknak képzddménye : k-nak
megfelelé k, kipszelet.

«Ha két sikrendszert S, S,-et ugy akarunk egymdsra kollinear
vonatkoztatni, hogy az S sikjdban fekvé & kupszelet pontjai- és érin-
téinek, egy az S, sikjdban fekv tetszileges k, kupszelet pontjai és
érintdifeleljenek meg, akkor k kiupszelet hdrom pontjanak A, B, C-nek
megfelelé A,, B;, C, pontjat k,-en tetszilegesen valaszthatjuk,
mi altal a collinear vonatkozds teljesen meg van hatdrozvan.

Nevezzik A, A,, B, B, pontok érintéit a, a,, b, b,-nek; (a, b),
(ay, b)) pontokat 1), D|-nek és vonatkoztassuk a két sikrendszert ugy
kollinear egymadsra, hogy 4, B, C, D pontoknak A,, B,, C,, D, pon-
tok feleljenek meg. Ekkor az a=|AD: b—|BDI| érintéknek meg-
felelnek a, = |A,D,|, b,=1BD,' érinték; C pont ¢ érintdjének,
mely (|BC!, {AD)), (AC|, | BD|) pontok 0sszekité egyenesének
és | AD -nek metszOpontjan megy 4t (58. végén), oly ¢, egyenes felel
meg, mely ((B,C;|, [AD,), (A4,C,|, |BD,;) pontok 0sszekitd
egyenesének és | A\ B, -nek metszG6pontjan dtmegy, — mely tehdt & -et
C,-ben érinti.

k minden X pontjanak megfelel egy X, pont, melyre nézve :

(ay ;AB!’ ;AC‘!’ 'AX(’):(G’I! ’AIBII’ IAICI {’ ;AIXI I)
(|BA|» b, :B(‘ jBXi)=(| B1A1E» b1, 1B1C1'5» |B1X1 D;

de minthogy e két egyenlet baloldala egyenld, mert X, k-n, azért a
jobb oldalak is egyenlék, es igy X, k;-en lesz.

k és k, pontjal és érint6i ezen vonatkozds kivetkeztében pro-
jektivek egymdshoz és mert egy sugdrsor, mely k-nak pontjait annak
tetszileges pontjabél projiczidlja: projektiv oly sugdrsorral. mely a
megfelelé pontokat k -nek lelszéleges pontjdbodl projiczidlja: k, K,
kipszeleten fekvd projektiv pontsorok megfelelc elemei dltal a két
gorbe sikjdban fekvd oOsszes pontok és eqyenesek kollinear vannak
egymdsra vonatkoztatva.

Ha 8,8, kollinear vonatkozdsu sikrendszerben k, ky kipszelelek
eqymdsnak megfeleldk és p eqyenesnek pdlusa k-t illetéleq P pont,
akkor p és P-nek megfeleld p, eqyenes és P, pont: poldris és polus
k,-re nézve.

P.n 4t két egyenest huzunk, mely k-t A, C; B, D-ben metszi;
e pontoknak megfelelnek k, ktpszeleten A;, C,: B,, 1),. Minthogy
ABCD-négyszognek egyik 4tlgja és dtlospontja: p, P, azért p,, P, is
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atl6 és dtléspontja lesz a k,-be irt A,B,C,D, kupszeletnek, mibél
kovetkezik : hogy p,, P, poldris pélus k,-re nézve.

E tételbsl kovetkezik, hogy : «k kapszelet minden kapesolt polus-
és poldris-parjanak, k, kupszeletnek egy kapesolt polus- és poldrisparja
felel meg a kollinear rendszerekbenn.

185. Két ugyanazon sikban fekvd tetszéleges k, ki kipszelet,
perspektiv helyzetii kollinear vonatkozdsi gorbének tekinthetd ; a kol-
lineaczid-kizéppont azon O, O’ pontok bdrmelyike, melyen dimend
osszes kapesolt poldrispdrak mindkét kilpszelelre nézve ugyanazon
involuczids sugdrsort képezik és mely involuczids sugdrsornak, ha
valds ketlossugarai vannak, vagy mindkét vagy egyik ketldssugdr sem
vdlasztja el a kupszeleteket egymadstdl; a kollineaczid-tengely a ket
kipszelet azon kozds szeldinek s, s'-nek egyike vagy mdsika, mely
'00' | egyenesnek a kipszeletekre vonatkozo kozos pélusdn, P-n inegy
dat. s, s' kozos szelék O-nak, valamint O'-nek k, k,-re vonatkozé
poldrisaitdl o, o,, illetve o', 01-tdl harmonikusan vannak elvdlasstva ;
dgy szintén O, O' pontok s-nek, valamint s'-nek k, k,-re vonat-
kozo S, S, illetve S', S| pdlusait harmonikusan vdlasstjdk el.

Nevezzilk O-nak k, k,-re vonatkozé poldrisait: o, 0,-nek; O-n
dtmend tetsz§leges egyenesnek metszépontjait k, ky-gyel: A, Bill.
A, Bi-nek; | AA BB, | egyenesnek polusit k, k,-re vonatkozolag:
C, C-nek (111, dbra).

'0C|, |0OA! és | OC,|, | OA,! egyenesparak, kapesolt poldri-
sok k illetve k,-re nézve, de minthogy O-bol kiindulé kapesolt egye-
nespdrok mindkét kipszeletre nézve azonosok és | OA |=| OA, |, azért
| OC|=| OC,|, tehdt: O, C, C, pontok egyenesben fekszenek.

Ha most a két sikrendszert ugy vonatkoztatjuk egymésra kolli-
near, hogy A4, C, O és (0, 0,)=P. pontoknak az egyikben, 4,, C;, O,
P pontok feleljenek meg a mésikban, tehdt | 04 |=!04,|, | OC'=

OC,|, | OP| sugarak egymdsnak megfelelsk, akkor a két kollinear
sikrendszer perspektiv helyzetii: O képezi a kollineaczié-kozép-
pontot; | PE|=s, a kollineaczi6-tengelyt, hol K, metszépontja | AC,
A, C, -nek,

E perspektiv sikrendszerekben | P = o, | P,C;| = 0, egyene-
sek; és 0, 0, egyeneseknek metszépontjai | OAA,|-gyel egymdsnak
megfeleldk, tehdt azon B, B, pontok is, melyek O és o-t, A-t01;
illetve O és 0,-et, A,-t61 harmonikusan elvdlaszt)dk.

Ha X, k kupszeletnek tetszéleges pontja, akkor | AX|, ' BX
egyenesnek o0-t kapesolt pélusokban (7, H-ban metszik, melyeknek
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Gy, H projekezibja O-bol oy-re (miutdn a projiczidlds mindkét kipsze-
letre vonatkozolag kapesolt sugdrpdrral eszkozoltetik), szintén kapesolt
poluspdr A -re, tehdat | G A,|, | H B,|-et, k;-nek X, pontjdban metszi,
mely X, X-nek megfeleld pontja lévén: O, X-szel egyenesben
fekazik.

Minthogy s kollineaczid-tengelynek Gsszes pontjai egymdsnak
megfeleldk és egy tetszbleges k-ra vonatkozdlag kapesolt péluspdrnak
megfeleld pontpdr kapesolt pélus k -re nézve : azért s kollineaczi6-ten-
gelyen k, k, ugyanazon péluspdrakat indukdlja és igy s kozos szeldje
k, k,-nek.

Ha a két sikrendszert Ggy vonatkoztattuk volna egymésra, hogy
4, C, P, O pontoknak B,, C,, P, O pontok feleljenek meg, akkor
k ismét projektiv helyzetti k,-gyel : O kollineaczié-kozéppontra nézve ;
de akollineaczié-tengely s: P-n és | AC|, | B;C,|-nek F'metsz8pontjdn
megy 4t, és s’, P.pontbdl kiindulé mésodik kozos szeldjét képezi, k,
k;-nek.

B-nek ekkor megfelel A, pont és | BC|, | A,C,| kipszelet-érin-
ték egymdst s'-nek I pontjdban, | BC|, | B,C,| érinték s-nek L pont-
Jdban metszik. | AC|, |BC|, |A,C,|, | B,C,| négyoldalbdl ldthato,
hogy s, s’ 4tlok, C, C, dtellenes szogpontokat, tehdt egyszersmind o,
0, poldrisokat harmonikusan vélasztjdk el.
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Ha e vizsgdlatnal O helyett O pontbol indulunk ki, ugyanazon
3, ' kollineaczi6-tengelyeket taldljuk, melyekre nézve £, k, perspektiv
helyzetii kollinear alakzat, mert ezek az egyedili ‘OO’ -nek P pélu-
sabol kiinduld kozos szeldi k, k -nek ; tehdt s, s” kollineaczié-tengelyek
O'-nek o', 0} poldrisait k, k,-re nézve harmonikusan vélasztjik el.

Hogy a tétel utolsé részét is bebizonyitsuk, nevezzik s-nek
pélusait k, k,-re nézve S, S;-nek; | AS | | A,S, -nek masodik metszd-
pontjat k, illetve k,-gyel D, Di-nek; hol 1), 1); egymdsnak megfelel6
pont O kollineaczié-kozéppont és s kollineaczié-tengelyre nézve, tehat
|AD ', AD, | egymast s-ben metszi és | ED|, | ED,| sugarak k, k-et
D, D;-ben érintik. De ' és s kollineaczié-kozéppont és tengelyre
nézve A;-nek D; A-nak D, felel meg; mert k, kipszelet | EA,' érin-
téjének, megfelel E-b6l k-hoz huzhaté érinté, mely esak ' ED ' lehet.
Ebbél 14thatd, hogy: ADD,A, négyszognek O, O dtellenes szog-
pontja, S, S, dtléspontokat harmonikusan vdlasztja el. Ugyanigy ko-
vetkezik : hogy s'-nek k, k,-re vonatkozé S’, Sj pélusai harmoniku-
sak O, O’ pontpédrral.

186. Tanultuk, hogy egy k kupszelet végtelen sokfélekép lehet
kollinear dbrdja egy tetszéleges k, kapszeletnek, és hogy a kollinear
vonatkozds, k, k;-nek hdrom tetszélegesen vdlasztott megfeleld pont-
pérja dltal van teljesen meghatdrozva. De két kollinear sikrendszer
mindig perspektiv helyzetbe hozhaté ; ennélfogva : két kipszelet min-
dig perspektiv helyzetbe - hozhaté gy, hogy az egyiknek hdrom
pontja, a mdsik kipszelet hdrom tetszélegesen vdlasztott pontjdnak
feleljen meg.

Két perspektiv helyzetli kollinear sikrendszerben A kipszelet
kollinear k, kupszelete : ellipsis, parabola vagy hyperbola lesz a szerint,
a mint » ellentengely k kipszeletet nem metszi, érinti, vagy valds
pontokban metszi. r ellentengely k-ra vonatkozé pélusdnak M-nek
megfelel6 M, pont: kozéppontja k -nek, és viszont ¢, ellentengely k,-re
vonatkoz6 pélusdnak megfelel k-nak kozéppontja. k kipszelet M-en
atmend kapesolt poldrisainak : [, kipszelet kapesolt 4tmérdi felelnek
meg. — 7 pblusdn dtmend kapesolt poldrisok kozott mindig van egy
pér, melynek metszépontjai r-rel O kollineaczié-kozéppontbol derék-
szog szdraival préjiczidltatnak ; e kilonos kapesolt poldrisoknak meg-
felelo sugarak: k-nek tengelyei. Ha O kollineaczié-kozéppont oly
helyzetti, hogy %k kupszeletnek r-en fekvd Osszes kapesolt péluspdrjai
0-b6] derékszog alatt projiczidltatnak, akkor k;-nek minden kapesolt
4tmér6pérja egymdsra merdleges, tehat k,— kor.

Klug: A projektiv geometria elemei. 16
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E szerint «ha r egyenes k kupszeletet nem metszi valés pontokban
és mi két, az r egyenesen fekvé k-ra vonatkozolag kapesolt pélusparon
dt kordket irunk le, melyeknek kozéppontja r-en fekszik, ugy ezek
egymast O, O' pontokban metszik : k-nak perspektiv helyzetti kolli-
near dbrdja O (vagy O) collineacziokdzéppontra és az r ellentengely-
lyel parhuzamos tetszéleges s kollineaczié-tengelyre vonatkozolag : k,
kor leszy.

Viszont, ha k kupszelel és O:pont adva van, hatdrozzuk meg
ugy r ellentengelyt, hogy k-nak O kollineaczio-kozéppontra vonat-
kozdlag perspektiv helyzetit kollinear dbrdja kor legyen.

Az r ellentengelynek oly egyenesnek kell lenni, mely O kozép-
ponttal bird czirkuldris sugdrsor kapesolt sugarait k-ra vonatkozolag
kapesolt péluspdrak szerint metszi. E szerint: r k6z0s szeldjét képezi k
kupszelet és azon végtelen kis kornek, melynek kézéppontja O. O-bdl
végtelen sok k-ra vonatkozolag kapesolt polarispar huzhato ; ezek ko-
z0tt dltaldban egy péar van, mely egymésra meréleges. Ha ezen kiilo-
nos kapesolt poldrispdr metszését O-nak k-ra vonatkozd o poldrisd-
val A, B-nek nevezziik igy OAB, O-ndl derékszogti polarhdromszoge
k-nak, tehdt minden az A (valamint B) ponton dtmend egyenes:

OA|, | OB -t oly kapesolt péluspdrban metszi, mely O-bél derék-
szdg alatt projiczidltatik. Ha g, ! két tetsz6leges O-n dtmen6 merdle-
ges egyenes, akkor mindazon egyenesek, melyek g, l-et k-ra vonat-
kozélag kapesolt polusparban metszik (79.), » kiapszeletet burkolnak.
A, valamint B pontbdl »x-hez vonhaté érint6k e szerint azon tulaj-
donsdggal birnak, hogy rajtuk két k-ra vonatkoz6é kapesolt pdluspér
létezik, mely O-bol derékszog alatt lesz projiczidlva, tehdt minden ily
érinté mér a kivant tulajdonsdggal bir, mert a rajta fekv6 osszes kap-
csolt polusparak O-bol derékszogli sugarakkal lesznek projiczidlva, és
igy mindegyike ezen A, valamint B-b6l x-hoz vont érint6knek a
rendszer ellentengelyének veheté. O-nak x és k-ra vonatkoz6 poldrisa
egy és ugyanazon egyenes (79.), mely g, l-et x-nak érint6pontjaiban
metszi. E végb6l A, B pontok, Ggy mint ' OA|, | OB' sugarak g, !
dltal el vannak vélasztva és ezért A, B pontok koziil egyik x-dn be-
lil, a mdsik kivill fekszik ; de csak ez utébbibdl lehet x-hoz érintéket
huzni. A kitlizott feladatnak e szerint dltaldban kél megolddsa van.

187. Amidén O, k-nak egyik gyujtépontja, e gyujtépont poldrisa
r az egyedilli egyenes, melyen a kapesolt pélusok O-bol derékszdg alatt
projiczidltatnak, és mert ezen r-nek pélusa k-ra nézve O, mely mint
kollineaczid-kozéppont 6nmagdnak megfelel6 : azért O képezi egyszer-
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smind kozéppontjat mindazon koroknek, melyeknek perspektiv hely-
zetl kollinear dbrdja O kollineaczié-kozéppontra nézve k kipszelet.
De forditva is kovetkezik, hogy eqy kor projektiv helyzetii kollinear
dbrdja O kézéppontjdra, mint kollineaczio-kozéppontra mindig oly k
kupszelet, melynek eqyik gyujtopontja a kir kézéppontja. O-bol kiin-
duld kapesolt polarisok a korre és k-ra nézve ugyanazon involueczids
sugdrsort képezik ; de a korre nézve ezen sugdrsor czirkularis és mert
a kapszeletek csak gyujtopontjukban indukdlnak czirkularis involu-
czibs sugdrsort: azért k-nak gyujtopontja O pont.

188. Ha mdsodszor, O k-nak egyik pontja, akkor azon OAB,
O-ndl derékszogl poldrhdaromszég két oldala: O pont érintdje, és
normalisa és a harmadik oldal is az érint6be esik; szdgpontjai kozil
ketté O-ban van, a harmadik A, a normdlisnak pélusa. » kipszeletet
burkold II. o. sugérsor, minthogy g, I egymdst k kapszelet O pontja-
ban metszi (79.), L o. sugdrsorra bomlik, melynek kozéppontja g, !
derékszog dltal kimetszet p har pélusa P. Jelen esetben tehdt csak
egy ellentengelyt r-et taldlunk, mely O pont normdlisdnak és p hiar-
nak A, illetve P pélusén dtmegy, s mint ilyen azon normélis és p hiir
metszopontjdnak, R-nek polarisa (112. dbra).

Azon végtelen sok kor, mely k-nak kollinear dbrdja, k-nak O
pontjdra, mint kollineaczio-kdzéppontra és az imént szerkesztett r
ellentengelyre : mind érinti k-t O pontban. Ha e korok kozil egyik
k-t még O-n kivil két valos pontban metszi, akkor azok 0sszekotd
egyenese, mint kollineaczié-tengely r-rel parhuzamos; és viszont, ha
r-rel parhuzamos hirt huzunk %k ktpszeletben, akkor annak végpont-
jain és O-n dtmend kor, mint A-nak perspektiv helyzetti kollinear
dbrdja, k-t érinti O-ban.,

A midén a kollineaezié-tengelyt s-t O-n ét helyezzuk r-rel par-
huzamosan, a kor, mely ezek dltal meg van hatdrozva, k-val O-ban
hérom pontot bir kozosen. Az oly kor, mely egy kipszeletnek, vagy
bérmily més gorbének, hdrom végtelen kozel fekvé pontjdn 4t-
megy: a gorbe gorbiileti vagy simuld kire ezen (Gsszeesd hédrom)
pontban.

E szerint segy megrajzolt k kapszelet gérbuleti korét O pontban
megtaldljuk, ha O-ban ¢ érinté és n normalist huzunk k-hoz, és O-n
4t (-t érint6leg kort irunk le, mely k-t két pontban metszi; e metsz6-
pontok dsszekoté egyenesével O-n 4t pdrhuzamost huzunk, mely k-t
mér a gorbileti kor negyedik metszépontjdban, D-ben metszis.

Ha azonban k, — pontok vagy érint6kkel van megadva, Ggy O

16*
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pont érintdjének és normalisinak szerkesztése utdn, k-t metszéshez
hozzuk egy derékszog széraival, melynek cstcsa O. A metszési hir a
normdlist I? pontban metszi; ennek r poldrisdhoz O-n 4t parhuzamost
Liuzunk, mely k-t a kivdnt gorbileti kor negyedik pontjdban metszi.

A kupszeletek gorbiileti korének szdmos szerkesztései koziil meg-
emlitink még egyet, mely ha a kupszeletnek egyik tengelye ismere-
tes, egyszertien eszkozolhets. Tanultuk, hogy: «egy kor és kipszelet
metszdpontjai oly négyszognek szogpontjai, melynek dtellenes oldalai
a kipszelet tengelyeihez egyenld szégek alatt hajlanak».

k ktpszelet O pontjdban szerkesztends gérbileti kér k-val
O-ban hérom pontot bir kozdsen és k-t még egy negyedik pontban,

O

112. dbra.

D-ben metszi. Minthogy azon elfajult négyszognek egyik pér dtelle-
nes oldala . OD/' egyenes és k-nak érint8je O pontban, azért | OD |,
k-nak ismert tengelyéhez ép oly szog alatt hajlik, mint O-nak érin-
t6je; mibdl mdr | OD ' egyenes, D pont, és k-nak gorbiileti kore
D pontban szerkeszthetd.

Ha O, k ktpszeletnek egyik cstcsa, ugy ez utdbbi szerkesztés
nem alkalmazhaté, mig az el6bbi, mely megkivénja, hogy k-val per-
spektiv helyzetti kollinear kort szerkessziink, O kollineaczi6-kézép-
pontra és az O-n dtmend kollineaczi6-tengelyre s-re nézve, mindig
czélhoz vezet. r ellentengely ekkor merdleges az O-n dtmend kip-
szelettengelyre, tehét s kollineaczié-tengely k-nak érintéje O pontban,
miért is k kupszeletnek gorbileti kore mindegyik csucsban, k-val
négy egybeesd pontot bir kézdsen (113. dbra).

189. Azon korillmény, hogy k kipszelet perspektiv helyzetti
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kollinear dbraja kor lehet, arra képesit, hogy «ha k kupszeletnek négy
pontja A, B, C, O és azok egyikében, pl. O-ban, az érints ¢ adva
van, k-nak 4j pontjait, érintdit, tengelyeit a kollinear vonatkozés alap-
j4n szerkeszthessik» (114. dbra).

Fektessiink e végbsl A, O pontokon 4t k, kért, mely {-1 érinti.
Ezen kor k-val perspektiv helyzetti kollinear alakzat, mely kollinea-
czibban A, O, és O-nak szomszédpontja {-n, 6nmaganak megfelelé.
Minthogy O pont és azon dtmend ¢ egyenes valamint | OA | szintén
onmagédnak megfelel : O képezi a kollineaczi6-kozéppontot. B, C pon-
toknak megfelels B,, C, pontok k, koron, B, C-nek projekeziéi O-bol
k,-re, miért is s kollineaczio-tengely: | BC{, | B,C;| megfelel6 egye-
neseknek metszépontjén és A-n megy at.

113. Abra.

O-n 4t | BC|-vel pdrhuzamosan mend egyenes | B,C i-et E\-ben
metszi, melyen 4t ¢, ellentengely s-sel parhuzamosan huzatik. ¢,-nek
k,-re vonatkozd M, pélusa, k kozéppontjanak M-nek felel meg; mi-
b6l mar M szerkeszthets. Ha F|, G, pontok, ¢,-nek azon k;-re vonat-
kozb kapesolt poluspérjai, melyek O-bdl derékszog szdraival lesznek
projiczidlva, akkor | M,F,|, | M,G,| kapesolt egyenespdrak, k kip-
szelet tengelyeinek felelnek meg.

190. Egy ponton A-n dtmend k kupszelet, melyre vonatkozdlag
O-bdl kitnduld | O} involuczids sugdrsornak kapcsolt sugarai kap-
csolt poldrisok, és t-n- fekvd |t} involuczids pontsornak kapesolt pont-
pdrjai kapcsolt pdlusok, ezen foltételekbdl akkép szerkeszthetd, hogy
perspektiv helyzetl kollinear vonatkozdst létesitink k kipszelet és
egy még ismeretlen k, kor kozott.
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1. Elészor azon esetet fogjuk tdrgyalni, melynél a két involu-
czi6s sor | O}, {t} elliptikus természett.

Ha O-t kollineaczi6-kozéppontnak vesszilk, akkor k, kort kell
szerkeszteniink, melyre vonatkozolag {O} involucziés sugdrsor kap-
csolt sugarai kapcesolt poldrisok. { O} minden kapesolt sugdrpérja I, p
azon sugdrsor x, y tengelyeitél el van vélasztva, Ggy hogy x, az (I, p)
tompaszog, y pedig (I, p) hegyesszog szdrai kozott fekszik., x tetszble-
ges H pontjébdl merélegest bocsdtunk Il-re és p-re, melyek p, illetve
I-t egy-egy pontban metszik ; e metszépontokat Osszekotd o, egyenes
mer6leges | HO|-re és (HO)-val G-ben taldlkozik, és H pontbdl
(GH . GO} killlbvel leirt k, korre vonatkozolag mér {O} involucziés
sugdrsor kapesolt sugarai, kapcesolt poldrisok.

Hogy a kollineaczi6-tengelyt megtaldljuk {¢} involucziés pontsor
¢ tartdjanak megfelel ¢, egyenesét kell szerkeszteniink. Minthogy {t}
kapesolt pontpérjai k nézve kapesolt polusok : ¢,-en ezeknek megfeleld
pontpérak kapesolt poluspdrak lesznek &, korre nézve. Nekiink tehdt
azon [0] involuczids sugdrsort, mely {¢} involucziés pontsort O-bol
projiczidlja, oly ¢, egyenessel kell metszeniink, hogy a kimetszett kap-
esolt pontparak kapesolt polusok legyenek &, korre nézve.

{0} és [O; elliptikus természeti involucziés sugérsoroknak két
kozos kapesolt sugdrpérja: m, n van; ezeknek kozos pontja O-nak
k,-re vonatkoz6 o, poldrisdval : M,, N,. E pontok barmelyikén dtmend
egyenesnek metszépontjai | OM, |, | ON, | sugarakkal, k; korre vonat-
kozolag kapesolt polusok, mert OM,N, poldrhdromszdge k;-nek. Ha
most oly » kipszeletet hatdrozunk meg (79.), melynek érintéi [O]
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sugdrsor két tetszéleges g, g° kapesolt sugarit £, korre vonatkozélag
kapesolt poluspdrakban metszik, ugy M,, NV,-bél »-hoz vonhatd érin-
t6k mar azon tulajdonsdggal birnak, hogy [OJ-t, k;-re vonatkozdlag
kapesolt pblusparakban metszik.

Minthogy [O] sugdrsor elliptikus, azért [ OM, !, | ON, | el van v4-
lasztva g, g'-t6l, tehdt M, , IV, pontok kozil egyik x-n belil, a mdsik
s-n kivill van, és csak ez utébbi pontokbol lehet x-hoz valés érinté-
ket, ¢,, t{-et hazni.

Ha t,, ¢ egyeneseket tekintjiik a kollinear rendszerekben meg-
felelsknek : ¢,, ¢ egyenesek S metsz6pontja, mar egy pontja a kolli-
neaczi-tengelynek, mig k kupszelet A pontjanak azon A,, 4; pontok
barmelyike felel meg, melyben | OA | sugdr k;-et metszi.

A kollineaczi6-tengelynek egy mdsik pontjit megkapjuk, ha
A, A-et, t,t, egyenesek egy megfelelé (O-val ugyanazon egyenesen
fekvé) X, X, pontjaval | AX|, | A, X, sugarak dltal 6sszekotjiik ; ezek-
nek metszépontja a kollineaczi6-tengelynek egy uj pontja, melylyel a
kollineaczio-tengely meg van hatdrozva.

Ugyanezen k kupszelet, mely I ,-nek perspektiv helyzetti kolli-
near dbrdja O kollineaczié-kozéppontra, a midén 4, A,; ¢, {, elemek
megfelel6k : perspektiv helyzetti kollinear dbrdja kj-nek akkor is, a
midén A, A71; ¢, t; elemek vétetnek megfelel6knek, mert két kiapszelet
{k, k,) ugyanazon O kollineaczi6-kozéppontra kétfélekép kollinear egy-
madshoz; a kollineaczi6 tengelyek a kupszeletek kozos szeléi.

Ugyanigy az 4, A,; t, t; vagy A, Ai; ¢, t;, megfelels elemekbél
szdrmazd kollineacziéndl k| kornek ugyanazon k' kupszelet felel meg,
mely szintén eleget tesz a feladat kovetelményeinek. A feladatnak
e szerint kcét megolddsa van. (Cuasues a «Traité des sections coni-
ques» cziml ml 344. pontjdban 4 megolddst emlit, melyek azonban
nem mind kilonbo6zok.)

2. Ha mdsodszor az {0} involucziés sugdrsor hyperbolikus, {¢]
pedig elliptikus, akkor a feladatnak megolddsa az el6bbitél abban
kiilonbozik, hogy azon k; kor, mely { O} kettdssugarait érinti és a
kettéssugarak azon szogének szdrai kozott fekszik mint A pont, egy-
szerlibben szerkeszthet6. A feladatnak ekkor szintén kéf megol-
dédsa van.

3. Ha {0} sugdrsor elliptikus, {¢} pontsor pedig hyperbolikus,
melynek kettdspontjai B, C pontok, akkor mint el6bb szerkesztiink
oly k, kort, melyre vonatkozolag [O} sugdrsor kapesolt sugarai, kap-
<solt poldrisok, és 'OA !, OB!, ' OC| sugarakat metszéshez hoz-
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zuk A, As; By, Bi; C,. C; pontokban k, korrel. A szerint a mint
Ay, By, Ci; Ay, By, Ci; Ay, Bi, Cy; A1, By, C; tekintetnek 4, B,
megfeleld pontjainak, négy kiulonbozd kollineaczid szdrmazik, és k-
nek megfelelé kollinear kupszeletek egyméstél kiulonbozék. Ha A,
Bi, Ci; A, By, C; Af, B, Ci; A, B, Ci pontok felelnek meg
A, B, C-nek, ugyanazon kapszeleteket nyerjik, mint el6bb, és ezért
a feladatnak csak négy megolddsa (106.) van. Mint lathato, Jelenleg
BC| =tnek nem két, hanem négy egyenes felelhet meg, t. i
1 B,Cy,  BiCEH, ]B Cii, | BiC, .

4.Ha {0}, |t} involuczids sorok hyberbolikusak, akkor a feladat.
ép ugy oldatlk meg mint elébb, csak k, szerkesztése egyszertibb. De
hogy a feladatnak megolddsa legyen, megkivdntatik, hogy 4, B, C
pontok {O} kettdssugarai dltal képezett egyik szog szdrai kozott,
vagy pedig két csticsszog szarai kozott fekudjenek (106.).

191. Gondoljunk vissza az eldbbi feladat megolddsdra az elsd
esetben, a midén f-nek két egyenes ¢,, {1 felel meg a kollinear vonat-
kozdsndl. ¢, , t; egyenesek egymdst azon két sugdr OM, !, | ON, | egyi-
kében, pl. | OM, i-ben metszik, melyek {O} involueziés sugdrsorban
megfelel6k és {¢} involucziés pontsor két kapesolt pontjén mennek 4t.
t,, t; egyenesek poélusai k, korre nézve ekkor ' NO,|-ben fekszenek,
és igy e pdlusoknak megfelelé pontok, vagyis {-nek pélusai a szerkesz-
tendé kupszeleteket illetéleg, bérhol fekudjék A pont, | ON,l-en
lesznek.

Mésrészt O-nak k, korre vonatkozé o, poldrisa: |M\N,|, és
t,, ti egyenesek M, metsz6pontjdnak megfelelsé M pont, mindig ¢t-n
van; tehdt O-nak mindegyik szerkesztendd k kupszeletre vonatkozd
poldrisa dtmegy (¢, | OM, |)— M-en. Ha ellenben ¢,, ; egyenesek egy-
mdst [V;-ben metszenék, agy O pontnak % kapszeletre vonatkozé pold-
risa (f, | ON,|)=N ponton menne &t. Innen kovetkezik :

Ha O pontbdl kitnduldé sugdrpdrak és t-n fekvé pontpdrak
{0}, {t} involuczids sorokat képeznek, melyek nem perspektivek, de
{0} -nek egy m, n kapesolt sugdrpdrja [t;-nek egy kapesolt pontpdr-
jdn M, N-en megy dl: akkor mindazon kupszeletekre vonatkozdlag,
melyek {0}, {t} involuczids sorokat indukdljdk, O pontnak poldrisai
M, vagy N ponton mennek dt, és t-nek pélusai megfelelileg n, vagy
m egyeneseken fekszenek. A middn {0}, és {t} elliptikus, a kipszele-
tekmek csak egyik rendszere valds, t. i. vagy az, melyre vonatkozdlag
O-nak poldrisai M ponton mennek dt, és igy l-nek pélusai n-en fek-
szenek, vagy pedig azon kupszeletrendszer, melyre vonatkozdlag
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O-nak poldrisai N ponton mennek dt és igy t-nek pélusai m-en fek-
szenek. Minden mds esetben, mig m, n, M, N valds, mindkét kupsze-
letrendszer is valds. A midén m, n és igy M, N képzetes, tehdt {O},
{t} involuczids sorok kettéselemei egymdst elvdlasztjdk : nem létezik
oly kupszelet, mely ezen involuczids sorokat indukdlnd. —

Direkt uton is bebizonyithato, hogy a midén {0}, {t} involu-
czids sorok elliptikus természettiek és az M ponton dtmend o egyenes-
b6l mint O pont poldrisdéb6l meghatdrozott kupszelet valds, akkor
N ponton 4tmend o' egyenesbél mint O poldrisébél meghatdrozott
kapszelet képzetes lesz (115. dbra).

Nevezzik {O)-nak két kapesolt sugardt, I, p-nek, e sugarak
metszépontjdt o, o', t-vel rendre: P, L; P, L', E, F-nek; E, F-hez
kapesolt pontokat {¢|-ben E,, Fi-nek; | LE,|, PF, egyeneseknek

Y 7 T

115. abra.

n-n fekvé metszépontjdt T-nek; | L'E||, | P'F,| egyeneseknek m-en
fekvé metszépontjat T'-nek; végre o, n és 0', m egyenespérak kozos
pontjat U, U'-nek.

{-nek polusa azon k kipszeletre nézve, melynek poldrhdrom-
szoge OPL, és mely t-n a (¢} involuczids pontsort indukdlja (111.¢)):
T pont ; Ggy szintén ¢ egyenes polusa azon k' kupszeletre vonatkozd-
lag, melynek kapcsolt hdromszoge OP'L', és melyre |t} kapesolt ele-
mei kapesolt pélusok : 7" pont.

Az adott involuczidés pontsor kovetkeztében

(FMNE,) N (F,NME),

és igy
(OUNT) N (T'U'MO),
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mert e pontsorok az el6bbieknek projekeziéi L, illetve P'-bél. Innen
kévetkezik :

(OUNT) ‘N (OMU'T');

de ha a pontok a felirt sorrendben kovetkeznek n, m-en egymdsra,
akkor O, U nines elvdlasztva N, T-t61, mig O, U’ el van vilasztva
M, T'-t6l

Ha tehdt n-en fekvd és k-ra vonatkozé involucziés pélusok sors
hyperbolikus, ugy m-en fekvé és L'-re vonatkozd pélusok sora ellipti-
kus, és igy midén k valds (képzetes), k' képzetes (valds). k, k' kapsze-
letet OPL, illetve OP'L’ polarhdromszég és |t} involucziés pontsor
hatdrozza meg.

Az el6bb tdrgyalt feladatot: «A ponton 4t kupszeletet fektetni,
melyre vonatkozolag | O} involuezids sugarsor, és {¢} involucziés pont-
gor kapesolt elemei, kapesolt poldrisok és pdlusok» még akkép old-
hatjuk meg, hogy kollinear vonatkozdst létesitink a keresett k& kup-
szelet és egymds azon rendszerhez tartozd k, kupszelet kozott, mely
esak az utobbi kivetelményeket elégiti ki.

E végbol szerkesztink oly k, kipszeletet, mely {0}, |t} involu-
cziés sorokat indukdlja, és perspektiv helyzetii kollinear vonatkozdst
létesitink O kollineaczié-kozéppont, ¢ kollineaczi6-tengely és A, A,;
vagy A, A} megfeleld pontpdr kozott, hol A,, Aj pontok K OA |-nak
metszépontjai L;-gyel. Az egyes feladatok megolddsdnak szdma ter-
mészetesen megegyezik az elébb taldlt szdmokkal.

192. Ugyan igy jarunk el a dualisan megfelelt feladatndl, mely
igy sz6l: szerkesztendd a egyenest érinté k kipszelet, mely adott { O},
1t} involuczids sugdr- és pontsorokat indukdlja.

Leirunk oly k, kort, melyre vonatkozolag | O} sugdrsor kapesolt
sugarai kapesolt polarisok és oly ¢, egyenest szerkesztink, melyen k,
dltal induk4lt involueziés pontsor, {¢} sornak projekeziéja O-bdl. ¢ és
a metszépontjat O-bodl {;-re projiczidljuk és ezen projekeziébdl a,, a;
érint6ket huzunk k;-hez; a, a,; ¢, {, megfelel egyenespérak, valamint
O kollineaczi6-kozéppont oly kollinear vonatkozdst 1étesit, melyben
k-nek a keresett k kapszelet felel meg.

A midsik eljards szerint k, kipszeletet szerkesztiink, mely { O},
{t} involucziés sorokat indukdlja, és ¢ és a metszdpontjdbol k-hez
a,, @y érintéket huzunk. A kollinear vonatkozdst, melyben k;-nek k
felel meg most: O kollineaczi6-kozéppont, ¢ kollineaczié-tengely, vala-
mint a, a,, vagy a, a; megfelel egyenespdr hatdrozza meg. —
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198. Miutdn egy kor végtelen sokfélekép lehet perspektiv hely-
zetli, kollinear dbrdja k kipszeletnek vizsgdljuk meg: lehel-e a kolli-
neaczio-kozépponlot és ellentengelyl 1igy meghatdrozni, hogy két
ugyanazon stkban fekvé k, k' kiupszelet (és a velik meghatdrozott
kipszeletsor) perspektiv helyzetii kollinear dbrdja két kor (kérsor)
legyen?

A megoldds akkor lehetséges, ha k, k' nem bir négy valds kozos
ponttal. A rendszer ellentengelye r, azon kézds szel6je k, k' kipsze-
letnek, mely nem metszi a kipszeleteket valés pontokban ; a kollinea-
czi6-kozéppont pedig azon pontok barmelyike, melybsl az r-en fekvd,
k, k'-re vonatkozolag kapcesolt poluspdrak, derékszog alatt projiczidl-
tatnak.

Ha k, k' kipszelet kett6sérintésli, de az érintési pontok r kozos
szelén képzetesek, akkor k, k' kupszeletek perspektiv helyzeti kolli-
near dbrdi r ellentengelyre és azon kollineaczié-kozéppontra nézve,
melybél az r-en fekvd kapesolt poluspdrak derékszog alatt projiczidl-
tatnak : két konczentrikus kor lesz.

194. Egy mis ide tartozd kérdés volna a kovetkezd : k kupsze-
leten beliil két pontvan : A, B; hatdrozzuk meg a kollineaczio-kozép-
pontot és ellentengelyt akkép, hogy k kipszelel perspeltiv helyzetii
kollinear dbrdja oly kiupszelet legyen, melynek gyujtopontjai az A,
B pontoknak megfeleld pontok.

Nevezziik azon kapesolt péluspdrt . AB ' egyenesen, mely 4, B
pontokat harmonikusan elvdlasztja M, N-nek; e pontok egyike pl.
M, k-n belil van. Nevezzilk M-nek k-ra vonatkozd pdélusdt r-nek;
azon pontokat, melybsl az r-en fekvdé k-ra vonatkozé kapesolt po-
luspdrak derékszog alatt projiczidltatnak O, O’-nek. k kollinear
dbrdja O (vagy O’) kollineaczié-kozéppont r ellentengely és bér-
mely az r-rel parhuzamos s kollineaczid-tengelyre vonatkozdlag, oly
k, kapszelet, melynek A,, B, gyGjtépontjai: A, B pontoknak meg-
felel8k.

B-bél kiindulé k-ra vonatkozo kapesolt poldrisparaknak ugyanis
oly polérisparak felelnek meg k -ben, melyek egymédsra merslegesek,
vagyis czirkularis involucziét képeznek, mert az elébbi poldrisparak
r-en oly kozoket metszenek ki, melyek O-bol derékszog szdraival
projiczidltatnak ; tehdt B-nek megfeleld B, pont, &;-nek gyajtopontja.
r ellentengely k-ra vonatkozé M pélusdnak megfelel tovabbd k, kozép-
pontja M,, és azon A pontnak, mely M, r-et B-t6] harmonikusan
elvdlasztja, oly A, pont, mely M,, r;-et B,-t6] harmonikusan elvé-



252 IV. Fejezet. 23. §. Kipszeletek kollineaczidja.

lasztja, vagyis, mely M,B, -en M,-t61 M,B, tdvolsdgra van. De ez
utébbi pont k,-nek mdsik gyajtopontja.

Ha két Eupszeletnek k, E'-nek (vagy kipszeletseregnek) nines
valds kozos érintdje, akkor ezeknek perspektiv helyzetii kollinear dbrdi
egy bizonyos kollineaczio-kozéppont és ellentengelyre nézve lét kon-
fokalis kvipszelet k,, ki (vagy konfokalis kiipszeletsereq) lehet.

k, k' kapszeleteknek ko6zos poldrhdromszogiik valés; ennek
egyik oldaldn két oly valés A, B pont fekszik, melybdl kiindulé és az
egyik kupszeletre vonatkozdlag kapesolt poldrisok a mdsikra nézve is
kapcsoltak. E pontok a kupszeleteken belil fekszenek, kiillénben
azokbdl valos kozos érintbket lehet a kiapszeletekhez hazni. Ezt elére
bocsdtva, ha az el6bbi eljrds szerint a kollineaczid-kozéppontot és
ellentengelyt akkép hatdrozzuk meg, hogy k-nak és A, B pontoknak
megfeleld alakzata egy kiapszelet és annak két gyujtépontja, akkor
k'-nek megfelel kipszeletnek is e pontok lesznek gyujtépontjai.*

195. k kapszelet kollinear dbrdja ugyanazon kipszelet is lehet.
Ha ugyanis k=k,-en A, B, C és A,, B,, C, pontokat tetszblegesen
vélasztjuk és k-t akkép vonatkoztatjuk k,-re kollinear, hogy 4, B, C
pontoknak A,, B,, C, pontok feleljenek meg, akkor (184.) a kollinear
vonatkozés teljesen meg van hatdrozva. Minden X pontnak /k-ban
megfelel egy .| pont &k, =Fk-ban, (ABCX) 7\ (4,B,(, X)) relaczié alap-
jén. Ha k=F,-ben fekvd projektiv pontsorok két valés kettdsponttal
1, K-val birnak, akkor a két egyesitett kollinear sikrendszer megfelel-
leg k6z6s héromszogének (183.) oldalai: /K ', és I, K pontok érintéi.
De ha [, K pontok képzetesek, akkor is a megfelelsleg kozos hdrom-
szognek egyik oldala és szogpontja : AB;CA,BC, Paskar-féle hatszog-
nek PaskavL-féle egyenese, és annak k-ra vonatkozd pélusa. —

k kupszeletnek kollinear dbrdja azonkivul, hogy k-val egybeesik,
még k-val perspektiv helyzetti is lehet. Ha ugyanis k-ba irt ABC,
A,B,C| hdromszogeket akkép vdlasztjuk, hogy - AA,;, BB,!,|CC,!
egyenesek egymést egy O pontban messék, akkor a kupszelettel és
azon héromszogekkel meghatdrozott kollinear sikrendszerek perspek-
tiv helyzetiiek.

A kupszeleten fekvé megfelels pontsorok: ABCX .. .;
AB G X, ..., ekkor nemesak projektivek, hanem involucziés

* B targyalas osszehasonlithatd szerzdnek «Construction der den Brenn-
punkten eines Kegelschnitts etc.» czimii «Archiv fi Math. und Physik» foly6-
iratban (1886.) megjelent czikkével.
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helyzettek is. A kollinear sikrendszerek ekkor szintén involueziés
helyzetiiek ; az involuczids kézéppont és tengely: O és annak k-ra
vonatkozb poldrisa. E szerint: ha két ugyanazon sikban fekvd per-
spektiv helyzetii hollinear sikrendszerben egy Lipszelet onmagdnalk
megfelel, akkor a sikrendszerek involuczids helyzeliiek : az involuczio-
kozéppont és tengely a Lupszeletnek eqy polus és poldrisa.

De forditva is kovetkeztethetd : ha O pont és s egyenes vala-
mely L kupszeletnek pélus és poldrisa, ha tovabbd A, A, két pontja
k-nak, mely O-val ugyvanazon egyenesben fekszik, és mi egy perspek-
tiv helyzetli kollinear vonatkozdst O, s kollineaczié-kozéppont és ten-
gely, valamint A, A, megfelelé pontpérral létesitiink: akkor £ kup-
szelet minden pontjanak megfeleld pont A-n fekszik, vagyvis & kupsze-
let 6nmagdnak megfelel. —

196. & kipszelet affin alakzata k, szintén kupszelet, mely L-val
eqynemdi. Ez onnan kovetkezik, hogy az affin vonatkozdsndl az ellen-
tengelyek végtelen tdvol vannak és igy 7, ellentengely k-val ugyan-
annyi valés pontot bir kézosen mint r,,, & -gyel.

Ha két egynemii kupszeletet I, k,-et, affin akarunk egymédsra
vonatkoztatni, akkor k, két vagy egy pontjanak megfelelé pontjit
k,-ben tetsz6legesen vdlaszthatjuk, a szerint a mint £ és L, parabola,
vagy mds kapszelet.

k, k, parabola ugyanis 7., illetve 7 .-et Cw és C,. pontban
érinti, és hogy a paraboldk az affin vonatkozdsban megfeleljenek,
kell hogy 7., 7. végtelen tdvol fekv$ érinték és azok (., C|.
érintépontjai egymésnak megfeleljenek. Ha tehdt L parabola A4, B
pontjdnak megfelels A, /3, pontot k-en tetszélegesen vilasztjuk,
akkor a két kupszelet kollinear van egymdsra vonatkoztatva. A vonat-
kozds azonban affin, mert C, és C,., pont érintdi, tehdt a két sik-
rendszer végtelen tdvol fekvd egyenesei : megfelelsk.

Ha mésodszor k és L, ellipsisek A4, A, pontja tetsz6leges; EF,
E\F, pedig A, illetve A, ponton dtmené dtméréhez kapesolt, agy a
két rendszert akkép lehet egymdsra kollinear vonatkoztatni, hogy

AE ', |AF|, |EF, r. egyeneseknek: 'A K, , Al , [EF,!, 1
egyenesek feleljenek meg. M, M, kézéppontok, melyek E, F-t r,-t6l,
illetve E|, I'-et r,.,-t6] harmonikusan elvilasztjik : megfelelsk, tehdt
| AM], | A;M| | egyenesek, valamint E és F ponton 4t i AM -mel és
E,, F, ponton 4t | A M, -mel pdrhuzamosan haladé egyenesek szin-
tén megfelel6k. Minthogy ez utébbiak k, k-nek érint6i E, F, illetve
E,, F, pontokban, ezen érint8k, és A, illetve A, pont pedig a kipsze-
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leteket meghatdrozzdk: azért a kollinear vonatkozdsban k-nak £k, felel
meg. E kollinear vonatkozés azonban affinilds, mert a klpszeletek
sikjadnak végtelen tdvol fekvd r., r,.. egyenesei megfelelSk.

Ha végre k, k, kupszeletek hyperboldk, akkor ezeket akkép lehet
egymdasra kollinear vonatkoztatni, hogy az egyik hyperbola két vég-
telen tdvol fekvl és egy végesben levé A pontjdnak, a mésik hyper-
bola két végtelen tdvol fekvd és egy végesben levdé A, pont felel-
jen meg.

A két hyperbola ekkor kollinear van egymdsra vonatkoztatva,
mely kollineaczié azonban affinitdssd fajul.

197. Ha valamely k ellipsis M kozéppontjabol annak tetszéle-
ges A pontjan 4t &, kort irunk le, akkor ezen kor kétfélekép lehet &

Vi

/

116. abra.

ellipsisnek perspektiv helyzetti affin alakzata | AM/| affinitdstengelyre
vonatkozdlag. AM-hez kapesolt kor és ellipsis dtmérét C,D,, CD-
nek nevezvén: C, C,, vagy C, D, pontokat lehet megfeleléknek tekin-
teni, az elsé esetben a kollineaczié-kozéppont | CC, -nek, a mdsodik-
ban | CD, -nek végtelen tdvol fekvé pontja (116. dbra).

E tulajdonsig tekintetbe vételével AB, CD kapcsolt dtmérd-
parral adott £ ellipsis: pontjait, érintdit, tengelyeit egyszerlien szer-
keszthetjik.

AB dtméré folott M kozzéppontbél leirt k, kor ugyanis affin
k-val | AB | affinitdstengelyre vonatkozélag; a megfelelé pontparakat
Osszekoté sugarak parhuzamosak |CC,|-gyel, hol C,, az +AB -re
merdleges kordtmérének | G D, [-nek egyik végpontja.
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k, tetsz6leges P, pontjdnak és e pont p, érint6jének megfelels
P pontjit és p érint6jét megkapjuk, ha p,-et metszéshez hozzuk
AB!, 'C,D, -gyel E, Fi-ben. E pont 6nmagénak felel meg, mig
F,-nek megfeleld F pont | CD |-n fekszik és | FF,| || |CC,|; | EF,|=
py-nek megfelel | EF|=p, P;-nek pedig Ppont, hol { PP, | CC, .
Ha csak I’,-nek megfeleld P pontjét keressiik, agy MCC,-gyel hasonld
és hasonlé fekvéstt NPP, hdromszoget szerkesztink, melynek N szog-
pontja ' AB'-n fekszik.

Ha C, C,-en 4t x kort irunk le, melynek kézéppontja - AB!-n
van és mely | AB |-t X, Y pontokban metszi, agy | XC,!, | YC,| egy-
médsra merdleges egyeneseknek | XC|, | YC' egymésra merdleges egye-
nesek felelnek meg. | XC, |, | YC, |-gyel parhuzamos kordtmérdknek,
melyek kapesoltak, megfelelnek | XC'|, | YC|-vel parhuzamos ellipsis
dtmérsk, melyek szintén kapesoltak, s mert mer6legesek egymdsra,
azért ezek k ellipsisnek tengelyei.

24. §. A recziprok vonatkozds.

198. A kollineaezié, mint lattuk, olynemti vonatkozdsa két sik-
rendszer pontjai- és egyeneseinek, hogy az egyik sikrendszer barmely
pontjdnak és azon &dtmend egyenesnek, egy pont és azon dtmend
egyenes felel meg. Ismeretes tovdbbd, hogy egy valés vagy képzetes
kapszelet, egy sikrendszer pontjai és egyenesei kozott oly vonatkozdst
dllapit meg, mely szerint a sik bdrmely pontjdnak mint pélusnak,
egy egyenes felel meg, mint azon pont poldrisa, és viszont bdrmely
egyenesnek mint poldrisnak, bizonyos pont felel meg, mely azon
egyenesnek polusa. Lehet azonban kél sikrendszer S, S, pontjai és
egyenesei kozott is oly vonatkozdst 1étesiteni, melynél S sikrendszer
minden pontjinak X-nek és egy ezen ponton dtmend y egyenesnek,
S, sikrendszerben egy x; egyenes és azon fekvd Y, pont felel meg.

Hogy ezt kimutassuk, vegyink fel S sikrendszerben ABCD
négyszoget, S,-ben a,0,c,a, négyoldalt és mondjuk, hogy S sikrend-
szer A, B, C, D pontjainak feleljenek meg a,, b,, ¢,, d, egyenesek
S,-ben. S rendszer X pontjdnak megfeleld x; egyenes S,-ben akkép
lesz meghatdrozva, hogy

A(BCDX)Aa, (byc,d.x,), és BLACDX)A\ b, (a,c,d,x,);

az elsy foltételbdl (a,, a,) pont, a mdsodikbol (b,, x,) pont szerkeszt-
hets, melyeknek 0sszekotd egyenese : x;.
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Ha X pont g egyenesen végig halad, ' AX|, | BX| sugarak két
perspektiv helyzetli sugdrsort, (a,, x,), (b, x,) pontok két az egyes
sugdrsorokkal projektiv és egymds kozott perspektiv pontsort irnak
le a,, b, tartokon ; mert a,, b, tarték metszépontja egymdsnak meg-
felel6 pont, minthogy ez: | AB| és | BA | sugdrnak megfelel. A mozgé
X pontnak megfeleld x, sugarak tehdt X-szel projektiv sugdrsort
irnak le, melynek kozéppontja g-nek megfelelé G, pont.

S sikrendszer tetszbleges Y pontjdnak osszekité egyenesei a
mozgé X pontokkal, egy {Y} sugdrsort képeznek, mely projektiv,
Y pontnak megfelel6 y, egyenesen a, sugdrsor dltal kimetszett {y,}
pontsorral, és ezért | AB |-nek metszése {Y}-mal, és {y,}-nek projek-
czidja {(a,, b,) pontbdl: egymdsnak megfelelé projektiv pontsor, illetve
sugdrsor. Ebbol lathato, hogy | AB| egvenes tetsz6leges pontjdnak
megfelel sugarat akkép kapjuk meg, ha azon ponton dtmend egye-
nesnek megfelelé pontjat (a,, b,)-gyel osszekotjik.

Két sikrendszer, mely oly mddon van egymdsra vonatkoztatva,
hogy az egyik sikrendszer bdrmely pontjdnak és azon dtmend egye-
nesnek, a mdsikban eqy egyenes és azon fekvd pont felel meg, és igy
az eqyik sikrendszerben minden pontsor vagy sugdrsornak, a mdsik-
ban az elébbiekkel projektiv sugdrsor, illetve pontsor felel meg :
recziprok stkrendszernelk neveztetik.

Ezen értelmezésbél kovetkezik, hogy ha két sikrendszer Sy, S{
egy harmadikkal S-sel recziprok, akkor azon két sikrendszer egy-
mdssal collinear. S-ben fekvé pontsornak és avval perspektiv sugdr-
sornak ugyanis S,-ben, Ggyszintén Si-ben azokkal projektiv és per-
spektiv helyzetii sugdrsor és pontsor felel meg, miért is S;, Sy sik-
rendszerek egymdssal kollinear vonatkozdsban édllanak.

199. S, S, sikrendszer q., illetve r(. egyenesének, S;-ben Q,
pont, S-ben R pont felel meg. Ezen (), IR pontok, melyek 4ltaldban
nem fekszenek végtelen tdvol, a recziprok rendszerek kdzéppontjai-
nak; minden rajtuk dtmend egyenes: a rendszerek dimérdjének ne-
veztetik.

Mialatt X, pont g.-en pontsort ir le, a neki megfelel8 a; dt-
méré O, korul a pontsorral projektiv sugdrsort fog leirni; minden ily
x, 4tméré végtelen tdvol fekvé Yy, pontjanak S-ben egy y dtméré felel
meg. Két-két oly dtmérs, melyek koziil egyik, tehdt mindegyik, a
mésik végtelen tdvol fekvs pontjdnak felel meg : kapesolf 4tmérének
neveztetik.

Az egyik sikrendszer dtmérsibsl alkotott sugdrsor projektiv
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ezen atmér6khoz kapesolt 4tmérskbol képezett sugdrsorral, és mert
két projektiv sugdrsorban mindig van egy vagy végtelen sok oly egy-
misra merbleges sugdrpdr, melynek megfelelé sugdrpdrja szintén
merbleges egymésra, azért: ha két sikrendszer recziprok, akkor az
egyikben mindig van oly egymdsra merdleges dtmérépar m, n, mely-
hez kapesolt dtmérdk m,, », , szintén merdlegesek egymdsra.

Ha e kiillonos dtmérdpdrak — a recziprok rendszerek tengelyei —
gy lesznek egymdsra fektetve, hogy m, n,-re, m, pedig n-re keriil-
jon, mely elhelyezésnél, mint magétdl értetédik, 1., g-nel egyesil :
a két recziprok rendszer involuczids helyzetiinek neveztetik.

200. Két recziprok sikrendszer S, S,, mely ugy van eqgymdsra
fektetve, hogy egy hdromszog szogpontjainak megfelels egyenesek,
akdrmelyik rendszerhez tartozénak tekintsik is a szégpontokal, a

Ly

117. abra.

hdromszdg dtellenes oldalai felelnek meg, azon tulajdonsdggal bir:
hogy a két sikrendszer minden pontjdnak, mint az egyes stkrendsze-
rekhez tartozo pontnak, megfeleld egyenesei egybeesnek, és igy m, n
tengelyek My — ivi... valamint N.=M,., végtelen tdvol fekvé pontjai-
nak megfelelo my, n, illetve n, m, egyenesei is egybeesnek, tehdt a
stkrendszerek involuczids helyzetiiek.

Nevezziik (117. dbra) A = D,, B=E,, C = F, szdgpontokkal
bird hdromszog azon oldalait, melyek e szogpontokkal dtellenesek :
a,=d, by=e, c¢;=f-nek; a,=d oldal tetsz6leges X;=7Y pontjdnak
megfelel6 egyeneseket, melyek A=D, ponton mennek 4t, x, y,-nek;
ezek metszépontjait a,=d-vel X', Yi-nek.

Minthogy a,=d egyenes E, és I'; pontjénak e és [ egyenes; X’
pontnak, mely d, & metsz6pontja | D, X, | egyenes; Yj pontnak, mely

y, metszépontja | AY | egyenes felel meg, azért:

Klug: A projektiv geometria elemei. 17
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(XI, Yl's El: F])ﬁ({l:, |AY|1 6, f)ﬁ(X', K C: B)K(Y, /’I’ B: C))
mibdl kovetkezik, mert

X,— VY, E,;=B, Fi=(,
hogy
Yi=X', tehdt x=y;.

Ennélfogva a,—d oldal tetszbleges pontjdnak, mint az egyik és
mésik rendszerhez tartozé pontnak ugyanazon egyenes, és A=D),
szogponton dtmend egyenesnek, ugyanazon pont felel meg. E tulaj-
donséiggal bir ABC=D EF; hdromszognek tobbi sziogpontja és
oldala is.

Egy tetszbleges s={, egyenes, d=a,, e=b,, f=a, héromszig-
oldalakat Y=X,, V—U,, W=Z, pontokban metszi; e metszépon-
toknak y,=wx, v;=u, w;=2 egyenesek felelnek meg, miért is s=¢,
egyenesnek megfelelé pontja: y,—x, v,=u, w,=z egyeneseknek
metszépontja S;=7T'; valamint forditva S;=T pont megfelels egye-
nese : s=t,. — Az el6bbi szerint két involucziés helyzetti recziprok sik-
rendszer tetszéleges pontjdnak vagy egyenesének, barmely rendszer-
hez tartozénak tekintjik is ezeket, ugyanazon egyenes illetve pont
felel meg, ezért két ily helyzetl rendszert, igy mint involucziés hely-
zettl projektiv pont- vagy sugdrsorokat, egy rendszernek tekintink és
mint ilyent, poldrrecziprok rendszernek nevezzik.

A polérrecziprok sikrendszer semmiben sem kilonbozik egy
valés vagy képzetes kiuipszelet dltal indukdlt polérrendszertsl, a meny-
nyiben a poldrrecziprok sikrendszernél is: a sik minden egyenesén
s-en fekv6é pontsornak, egy a pontsorral projektiv és involucziés hely-
zetl S, sugdrsor felel meg; mert s, ABCT négyszog oldalaitél invo-
luezibt képezé hat pont szerint metszetik, tehdt YUW . . . pontsor
involuczids helyzett yu,w, . . . sugdrsorral. A megfelelé elempdrak
agy mint: s, S, képezik a poldrrendszer polédrisait és pélusait.

201. Két tetsz6legesen egymadsra fektetett recziprok sikrendszer
S. S, nem lesz involucziés helyzetl, és ezért egy tetszéleges pontnak,
mint az egyik és mésik rendszerhez tartozénak megfeleld egyenesei
egyméstél kilonbozék. De ugyanazon sikban fekvd két recziprok sik-
rendszerben mindig létezik oly P=P; pont, melynek megfeleld p,, p
egyenesei eqybeesnek, vagyis mely pont és egyenes egymédsnak invo-
luczidsan megfelel.

Hogy ezt beldssuk, nevezzik a kozos sikban fekvé C=C; pont
megfeleld c¢;, ¢ egyeneseinek metsz6pontjat C'=Ci-nek, e metsz6-
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pontnak megfeleld ésigy C= C; ponton dtmend egyeneseket c;, ¢'-nek;
| CC'|=|Cy Ci|=2— 7, egyeneseknek megfeleld pontjait, melyek szin-
tén killonbozék : X;, X-nek.

x=x, egyenes tetszbleges )=D, pontjanak (118. 4bra) meg-
felels, tehdt X, illetve X-en fitmend két egyenes: d,, d; ezek met-
sz6pontja x=ux,-gyel: Dy, D'; végre (x;, d,)=Di-nek és (x, d)—D’-
nek megfelels két egyenes | XD |=d’, illetve | X\ D, |=d;.

Minthogy

(CC'DDYN(ercrdy dy)N(CiCDy D)/N(CCLD DY),

azért D' dsszeesik 1)j-gyel : tehdt xx—x, egyenes tetszoleges pontjdnak
megfelel egyenesek egymdst x=x,-nek ugyanazon pontjdban metszik.

118. 4bra.

Ha E=FE,, ezen x=x,-nek egy Gj pontja, melynek megfelels
e,, ¢ egyenesek x—x,-et, E'— Ej-ben metszik, akkor

(CDECY/\(c1dyei¢)) N(C'D'E'C),

mibdl lathaté, hogy: C, C'; D, D'; E, E' pontparak involucziét ké-
peznek.

Mialatt tehdt egy pont x=ux;-en végig halad, a neki az egyes
rendszerekben megfelels sugarak x=ux,-et, egy a leirt pontsorral
involuecziés helyzetti pontsorban metszik. A mozgb pont egy helyzeté-
nél pl. P=P;-nél : a neki megfelels p,, p sugarak | XX, |-be esnek, és
igy P= P, pont lesz a recziprok sikrendszereknek azon pontja, mely-
nek megfeleld egyenesei egybeesnek. Mds ily pont, melynek megfelels
két egyenese egybeesik, és mely egybees$ két egyenes nem megy 4t
magdn a ponton, nem taldlhaté a sikban, mert ha még egy ily pont
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léteznék, akkor a recziprok sikrendszerek involuczids helyzetiiek vol-
ndnak. Ebbél és az elébbi bebizonyitdsbdl kovetkezik :
Ha két recziprok sikrendszer kozos sikban fekszik, és egy

tetszoleges

C—C, pont megfeleld c,, ¢ eqye-
neseinek C' = Ci metszdpontjdt
C—C,-gyel osszekotjik, akkor az
Osszekotd x=ux; eqyenes a siknak
azon kilonos P= P, pontjdn megy
dt, melynek megfeleld egyenesei
py—p eqybeesnek. Mialatt C=C,
pont x=x~en végig halad, a
neki megfelelé’ sugarak x=ux,-et
eqy ésugyanazon a leirt pontsor-
ral tnvoluczids helyzetii pontsor-
ban metszik. Ezen involuczios
pontsor minden kettdspontjdnak
I=1-nek, tehdt oly két sugdr
iy, U felel meg, mely magdn azon
Lettdsponton megy dt.

d=d, egyenes megfelelc D,, D
pontjait 1 DD, | egyenes dltal ész-
szekotjuk, akkor |DD|=d'=d;
egyenes d=d,-et a stk azon kii-
londs p = p, egyenesén metszi
Y=Y, pontban, melynek meg-
felelé P,= P pontjai eqgybeesnek.
Mialatt d=d, sugdr Y=Y, koriil
forog, d'=d; sugrd, d dltal le-
irt sugdrsorral involuczids hely-
zetii sugdrsort ir le. Ezen invo-
luczios sugdrsor minden kettds-
sugardnak h=h,-nek oly két pont
H,, H felel meg, mely magdn
a kettdssugdron fekszik.

202. Czélunk megdllapitani azon [=1I, pontnak geometriai

helyét, melyeknek az egyes rendszerekben megfelelé i,, ¢ sugarak
magén a ponton /=I[-en mennek 4t, tovidbbd azon h=h, sugarak
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