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ELOSZO.

Az abrazolé geometria oktatasanak a koézépiskolaban kettds
czélja van, Az egyik czél, hogv a tanulét az abrazolé geometria
legegyszer(ibb modszereivel, a Monce-féle orthogonalis projectio
tanaval megismertesse; a masik, hogy a szerkesztésekt6l fligget-
len{il is névelje a tanuldé geometriai ismereteit.

E konyv megirasakor arra torekedtem tehat, hogy az olvasé
abbdl ne csak abrazolé geometriat, hanem altalanosabb értelem-
ben vett geometriat is tanulhasson. E végbél -az egyes feladatok
megoldasanal Kkiterjeszkedtem a szerkesztések pontossagat és
finomsagét elémozditd viszonyokra ; kiegészitettem a feladatok meg-
oldasait, a bel6lok kovetkeztethetd geometriai igazsagok kiderité-
sével; ulaltam az egyes feladatoknak mdas hasonnemiiekkel vald
Osszefiiggésére; végre a hol csak czélszerlinek talaltam, akkép
valasztottam a feladatok anyagat, hogy azokbdl geometriai igazsa-
gokra lehessen kovetkeztetni. o

Koényvem foglalatat és beosztasat illetGleg a tartalomjegy-
zékre utalok, de meg kell emlitenem, hogy a siklapu testek
abrazolasa cziml fejezetbe folvettem a kristalytan szabalyos rend-
szerének egyszer alakjait. E rendszer alakjainak hatarlapjai,
harom derékszogli tengelyre nézve szabalyosan helyezkednek
el; e szabdlyszer(iség ismerete s ennek alapjan az alakok ké-
peinek és ezekbdl a haldoknak megrajzoldsa, mely tobb kiilén allé
feladat megoldasat kivanja, nagyobb érdekl6dést kelt, mint a
melyet e szétszort feladatok onmagukban nyujtgnak. A tanuld
ezekben az abrazold geometria alkalmazasat latja; meggy6z6dést
szerez annak nemcsak elméleti, hanem gyakorlati értékér6l is, —
figyelmes lesz és gondolkozik, hogy hol és mire hasznalhatja még
fel a tanultakat. S jollehet, hogy a szabélyos rendszer egyszer(i
alakjait egész teljességiikben targyalom, nem sziikséges, hogy az is-
kolaban minden egyes alak megrajzoltassék. A targy irant érdeklsds



tanul6é atdolgozza majd azokat a példakat is, a melyek id6 révid-
sége miatt az iskolaban elmaradtak.

A midén végezetiil kiadébmnak aldozatkészségeért, hogy e
konyv csinos és tetszets Kkiallitdsa érdekében koltségeket nem
sajnalt, koszonetet mondok, a magyar tanulé ifjisdg nemes szor-
galmiba ajanlom e konyvet, melyet a legujabb kozépiskolai tan-
tevvnek megfeleléen irtam, — meritsen belSle annyit, a mennyit
jovendé életpalyajara sziikségesnek, hasznosnak taldl.

Kolozsvart, az 1900. év aprilis havaban.

A szerzé.
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I. FEJEZET.

A pont-, az egyenes- és a sik abrazolasa.

A pont dbrdzoldsa.

1. A képsikok. A tér Osszes pontjait két egymasra merdleges
sikra lehet vonatkoztatni. E két végtelen nagynak képzelt sikot kép-
siknak, azoknak metszGvonalait pedig képtengelynek nevezziik. A
képsikok koziil az egyik vizszintes, tehdt a masik fiiggSleges hely-
zetben vehet6 fel. A vizszintes helyzetl képsikot elsé-, vizszintes- vagy
alapképsiknak, a masikat pedig mdsodik-, fiiggoleges- vagy homlok
képsiknak nevezzik.

2. A térnegyedek. A két egymasra merdleges képsik a tért
négy ftérnegyedre, a képtengely pedig a képsikokat két-két részre
— félsikokra — osztja. A félsikok képezik a végtelen nagy tér-
negyednek hatarld sikjait.

Az elsd képsik folott levs két térnegyed kozil az egyiket elsé-
nek, a masikat pedig masodiknak nevezziikk. A masodik térnegyed
alatt van a harmadik, az elsé alatt pedig a negyedik térnegyed.

Az els6 és masodik, Ugyszintén a harmadik és negyedik térne-
gyed kozoOs hatarld sikja a masodik képsiknak egy-egy félsikja, mig
a masodik és harmadik, valamint a negyedik és els6 térnegyedek
kozos hatarld sikja az els6 képsiknak egy-egy félsikja.

Az els6 és harmadik, valamint a masodik és negyedik térne-
gyednek nincs kéz0s hatarl félsikja, e térnegyedeknél a képtengelv
képezi a kdzos hatarlé vonalat.

Az els6 képsik pontjai az elsé és a negyedik avagy a masodik
és harmadik térnegyedhez tartoznak; a masodik képsik pontjai pe-
dig az els6 és a masodik, avagy a harmadik és negyedik térnegyed-
hez szamittatnak ; végre a képtengely pontjait barmely térnegyedben
fekvének tekinthetjiik.

KLUG : Abrazolé geometria. 1
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3. A pont vonatkoztatfisa a képsikokra; az els6 és mAa-
sodik kép és a tengelykép. A térnegyedek egyikében pl. az els-
ben egy A pontot képzelink
(1. 4bra), mely nem fekszik a
képsikokon. Az 4 pontbdl bo-
csassuk az (egyedil lehetd)
merdleges egyenest az elsd
képsikra ; ez az 1-s6 képsikot
K,-etegy A' pontban metszi.
A végtelen nagy AA"egyenes
az A pouninak derékszogi
(orthogonalis) projicidlé su-
gara az elsé képsikva; az
A’ pont pedig az A pontnak
devékszogi elsé képe, vagy
projectiéja. Az az eljaras,
mely szerint az A pontbdl

1. dbra. — térpontbdl — annak elsd
képét (képét az els§ kép-
sikon) A*t a leirt médon nyerjiik, a projicidlas miivelete.

Hatarozzuk most meg az A pontnak masodik derékszogl
képét, azaz projicidljuk az A pontot a masodik képsikra Ky-re. Bo-
csassuk tehat az A pontbdl a masodik képsikra a mer&leges egyenest,
mely azt az A pontban metszi. Az AA'" egyenes az A pontnak
derékszogl projicialo sugara a mdsodik képsikva, az A** pont pedig
az A pontnak mdsodik derékszigh képe.

(Minthogy targyalasunk folyaman altalaban a képsikhoz csakis
derékszog alatt hajlé sugarakkal projicidlunk, a képek tehat a pro-
jicidlandé alakzatoknak mindig derékszogl képei lesznek, a derék-
sz0gl jelz6t a kovetkezGkben elhagyjuk.)

Az A'A, A" A egyeneseken keresztill mend sik mindkét kép-
sikra, tehat a képtengelyre, z-re, merbleges és a képtengelyt egy
A, pontban, az A pont tengelyképében, a képsikokat pedig az A’A.,
A" A, egyenesekben metszi. Az A’A,, A“A, AA, egyenesek, mert
a képtengelyre mer&leges sikban fekszenek, merdlegesek a képtea-
gelyre ; azonkiviil 4’4, A“A, az A'A A"A, négyszog derékszogi
és igy szemben fekv§ oldalai: A4’ = A” A4, AA” = A'A, Az A
pont tengelyképe A, tehat kozos metszOpontja a képtengelynek
azokkal az egyenesekkel, melyek az A', vagy az A' vagy az A
pontbdl a képtengelyre mer6legesen bocsathatok.

Az AA’ vonaldarab az A pontnak tavolsaga az els6 képsiktol,




— 3 —

az AA” vonaldarab pedig az A pontnak tavolsaga a masodik képsik-
tél; az AA'-t és az AA' vonaldarabot az A pont elsé ill. mdsodik
képtavolsaginak nevezziik. Minthogy az A'*A, vonaldarab az A"
pont tdvolsiga a képtengelytdl és A'A, vonaldarab az A’ tdvolsdga
a képtengelyt6l, az el6bbi AA'= A”A, AA" — A'A, egyenlGségek
értelme kovetkez6 : Egy pont tdvolsiga az elsé (mdsodik) képsikiol
oly nagy, mint a pont mdsodik (elsé) képének tavolsiga a tengelytil.
Ehhez jarul még: Egy pout elsé és masodik képébdl a képtengelyre
bocsdtott merélegesek egymdst egy pomtbam, a felvett pont tengely-
képében melszik.

Fegyzet. A térpontok jeldlésére a kovetkezGkben nagy betiiket hasz-
nalunk; azoknak 1-s6 képét ugyanolyan, de egy vesszdvel ellatott betiivel,
2-dik képét pedig ugyanolyan két vesszével ellatott betiivel, végre tengely-
képét (melyet gyakran el is hagyunk), ugyanolyan, de x mutatéval jellemzett
betiivel szandékunk jeldini.

4. A kiilonbdzé térnegyedekben fekv6 pontok képei-
nek helyzete a képtengely irdnydban. Képzeljink még hirom
pontot B, C, D-t, melyek
kozil B a masodik, C a
harmadik, D a negyedik tér-
negyedben, de a képsikokon
kivil fekszik. E pontoknak !
hatarozzuk meg els6 és ma- ’
sodik képét, azaz projicial-
juk azokat az els6 és maso-
dik képsikra. Ennélfogva ; :
(2. 4bra) a B, C, D pontokon ; ;
keresztiil merfleges egyene- ; :
seket bocsatunk az elsé kép- "
sikra, melyek azta B, ¢V, D'
pontokban metszik, és a
B, C, D pontokon keresztiil
merdGleges egyeneseket bo- 9. 4bra.
csdtunk a masodik képsikra,
melyek azt a B”, C", D" pontokban metszik, végre akar
a B, C D', akar a B" C', D" pontokb6l bocsdtunk meréle-
geseket a képtengelyre, melyek azt a B, O, D, pontokban
metszik,

Ha most B'B B“B, C'C C“C,, D'D D'"D,, derékszogl négy-
szbgeket tekintjiik, azt tapasztaljuk, hogy az el6bbi § végén allo
két tétel a 2-dik, 3-dik és 4-dik térnegyedekben fekvd pontokra nézve

1)('
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is érvényben marad. Tovabba, hogy az egyes térnegyedekben fekvd
pontok helyzete a képtengely iranyaban kovetkezd :

az 1-s6 képsikban a képtengely elvalasztja az A‘, D' pontokat a B', C’ pontokt6l
a 2dik » » A*, B, ¢, p*

Hogy ezt altalanosan kifejezhessiik, képzeljiink egy az 1-s6
térnegyedben lev, az 1-s6 képsikon 4llé es a 2-dik képsikra nézé
egyént. E néz6 az 1-s6 és 2-dik térnegyedben fekvl pontokat az
1-s6 képsik folott, azoknak 2-dik képeit a képtengely folott latja;
mig a 3-dik és 4-dik térnegyedben levl pontokat az 1-s6 képsik alatt,
azoknak 2-dik képeit szintén a képtengely alatt latja. Ellenben a
nézé az 1-s6 és 4-dik térnegyed pontjait a 2-dik képsik el6tt, azok-
nak 1-s6 képeit a képtengely elStt, mig a 2-dik és 3-dik térben fekvé
pontokat a 2-dik képsik mogott, azoknak 2-dik képeit szintén a kép-
tengely mogott latja.

5. A képsikon fekvo pontok képei. Az 1-s6 képsikon fel
vesziink egy E pontot a 2-dik képsik el6tt és egy F pontot a
2-dik képsik mogott
(3. abra). Mindkét
pontnak a 2-dik
képe E', F' a
képtengelyben van,
tehat az E és I’
pontnak E, F, ten-
gelyképével egyesiil.
Ugyancsak mindkeét
pontnak 1-s6 képe
E', F’ magaval az
illetd ponttal E, F-fel
esik egybe, mert az
E és az F pontbol
az 1-s6 képsikra

3. dbra. bocsatott merbleges

azt az E illetve F

pontban metszi. Az E'E E'E, és F F F"F, derékszog négyszog

egy egyenes vonalla EE'" és FF* fajul el, mert EE‘'= E"E, = o,
és FF'=F'"F, = o.

Ha tovabba G az 1-s8 és 2-dik térnegyed hatdran, H a 3-dik
és 4-dik térnegyed hataran, tehat mindkét pont a 2-dik képsikban
fekszik, akkor azoknak 1-s6 képe G', H' a képtengelyben van és
2-ik képe maga a G, illetve a H. A G'G G"G,, H'H H"H, derék-
sz0gll négyszogek szintén a GG', H'H vonaldarabokka fajulnak el,




mert jelenleg GG = G'G, = o, HH” = H'H, = o, Ennélfogva:
az 1-s6 (2-dik) képsikon fekvs poniok egybeesnek 1-s6 (2-dik) képiik-
kel, azoknak 2-dik (1-s6) képe pedig a képtengelyben van. — Minthogy
a képtengely barmely I pontja mindkét képsikban fekszik, annak
1-s6, 2-dik és tengelyképe I', I, I, az I ponttal magaval esik egybe.
Az I'l I'"I, derékszogli négyszog ekkor egy pontta fajul el, mert
oldalai /I' = II"” = o,

6. A képsikok egyesitése. A két képsik kozill az egyiket a
képtengely koriil a masikba akarjuk forgatni és az egyes térnegye-
dekben fekvS pontok képeinek helyzetét ez egyesitett két képsikon
meghatarozni.

Forgassuk e végbdl az 1-s6 képsikot az x tengely koriil a 2-dik
képsikba mint szokds akképen, hogy a
forgatandd 1-s6 képsik a 4-dik és 2-dik
térnegyedet irja le (tehat mint a 4. ab-
raban a nyil mutatja). Minthogy a 2-dik
képsik és a képtengely valtozatlan —
marad, azért a pontoknak 2-dik képe _
és tengelyképe sem valtoztatja helyze- ——+
tét, tehat az elébbiekben targyalt A, B,
C,D,E F, G, H, I pontoknak maso-
dik képe A", B", C", D", E", F", G“,
H’, I kézil AY, B G", a kép-
tengely folott, C*, D“, H” a képten-
gely alatt, E", F', I'" a tengelyen marad Ellenben a 2-dik kép-
sik el6tt, tehat az 1-s6
és 4-dik térnegyed pont-
jainak 1-s6 képai a
képtengely ala, a 2-dik
képsik mogott, tehat a
: 2-dik és 3-dik térne-
gyedben fekvsé pontok-
: . nak 1-s6 képei a képten-
; ! gely folé keriilnek. E sze-
| ' rint az A’, D', E' képek

i a képtengely ala, a B’,
‘ ' C’, F' pontok a képten-
gely folé Kkeriilnek, a
{ G', H', I' pontok pedig
a képtengelyen marad-
5. dbra, nak (5. abra).

4. abra.
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Jellemz6, hogy a leirt médon az 1-s6 képsiknak a 2-dikba
tortént forgatdsa utan a) bdrmely pont 1-s6 és 2-dik képének Sssze-
k616 egyenese a pont tengelyképében a képtengelyre merdlegesen dll
tovabba, hogy b) barmely pont 1-s6 (2-dik) képének tdvolsdga a kép-
tengelytdl egyenld a pont tavolsagdval a 2-dik (1-s6) képsiktdl, végre c)
az 1-s6 térnegyed pontjainak 1-sé képe a képt. f6lott, 2-dik képe a képteng. alatt van

a 2-dik » ” » » folott, » ” folott
a 3-dik ” » o» , alatt ., ,  folétt ,,
a 4-dik » » » , alatt » » alatt
az 1-s6 képsik pontjainak 2-dik képe a képtengelyen fekszik
a 2-dik Y 156, . Y R

7. A pontok 4brézoldsa és reconstructioja. Az elbbiekben
lattuk, hogy a tér egyes pontjait a két egymasra merbleges képsikra,
az 1-s6 és 2-dik képsikra projicidltuk és az 1-s6 képsikot a pon-
toknak a rajta fekvé 1-s6 képeivel egyiitt a képtengely koriil a 2-dik
képsikba forgattuk. A tér pontjainak képei tehat jelenleg ugyanegy
sikon vannak, mely a két egyesitett képsiknak tekintendS. Ez a két
egyesitett sik képezi azt a sikot (a rajzlapot), melyen szerkesztése-
ket végeziink, azaz rajzolunk és a mely két sikrdl annyit tudunk,
hogy miel6tt egymassal egyesiiltek, egymasra mer6legesek voltak és
egymast a képtengelyben x-ben metszették.

Minden rajzlap két egyesitett képsiknak tekinthet6. Egy tetszés
szerinti ¥ egyenes (6. abra) képezheti a képtengelyt ;
barmely az x-re merlleges egyenesen fekvd két
pontot A', A", egy A térpont 1-s6 és 2-dik képé-
nek tekinthetjiik, s mely A’, A" két kép az A tér-
pont dbrdzoldsa a felvett rajzlapon, azaz az egye-
sitett képsikokon.

Az A pont abrazolasabodl, A, A''-bdl, azon-
ban kovetkeztetnlink kell és lehet az 4 pont hely-
zetére a képsikok irdnyaban ; s azt a miiveletet, mely
szevint a poninak (vagy egy geometrviai alakzal-
nak) helyzetét a két képsik irdnydban annak két
képébil megallapitjuk, a pont (vagy a geometriai

6. dbra. alakzat) rveconstructidjdnak (visszadllitdsanak) ne-
vezziik.

Feltételezvén, hogy (mint a 6. Abrdban) az A'’ pontot az x
képtengely folott, az A’ pont az z alatt vettiik fel akkép, hogy
A’ A" egyenes az y-re az A, pontban merSlegesen all, az el6bbi téte-
lekbdl folydlag kovetkeztethetjiik, hogy az (4‘, A*) képekkel abra-
zolt A pont az 1-s6 térnegyedben fekszik és az 1-s6 képsiktol mért



tavolsaga A" A, a 2-dik képsiktol mért tavolsaga pedig 4‘ A4, De
ennyi épen elegendd arra, hogy az A pontnak helyzetét a képsikok
irAnyaban ismerjiik. Mert ha bérhol egy vizszintes és egy fliggbleges
sikot (pl. egy derékszdg alatt kinyitott konyvet, mely az elsé térne-
gyedet dbrazolja) 1-s6 és 2-dik képsiknak tekintiink, s ezek ¥ met-
sz6vonaldnak egy 4, pontjan keresztiil az 1-s6 és a 2-dik képsik-
ban egy-egy meréleges egyenest hizunk, és az els6re az A,A’
vonaldarabot, a méasodikra az A.A" vonaldarabot az A4, ponttdl
mérve red rakjuk A', A*-ig, de gy, hogy a vonaldarabok az elsd
térnegyedet hatarlo félsikokon fekiidjenek, akkor az A’ pontban
az 1-s8 képsikra, és az A” pontban a 2-dik képsikra emelt meréle-
gesek egymast a kivant A pontban metszik.

Még egyszer(ibb a reconstructid, ha magat a rajzlapot tekint-
juk pl. 2-dik képsiknak, s az ott levé x tengelyen Keresztiil egy
merd8leges sikot allitunk a rajzlapra, mely mar az 1-s6 képsikot ab-
razolja. Ebben az 1-s6 képsikban az A, ponton kereszt(il mend és
az z-re merSleges egyenesen all6 egyenesre rea rakjuk az A,A*
vonaldarabot ismét akképen, hogy az az 1-s6 térnegyedet hatarl6
félsikon fekiidjék. Az A4’ és A" pontokban az 1-s6, illetve a
2-dik képsikon emelt mer6legesek egymast abban az A pontban
metszik, mely az A‘, A" képekkel van abrazolva.

Ugyanezt az eljarast kell kévetniink, ha a pont a 2-dik, 3-dik
vagy 4-ik térnegyedben fekszik, tehat megfelelfleg mindkét képe az
¥ folott vagy az 1-s6 képe az x folott, a 2-dik az x alatt, vagy
végre mindkét képe az x alatt van, csupan arra kell ugyelniink,
hogy a tengelykép és az 1-s6 képtdl hatarolt vonaldarabot (az el§b-
binél A,A‘) az illetd térnegyedet hatarlé félsikon a pont tengely-
képében az x-re emelt merdlegesre rakjuk rea.

A midén a pont a 2-ik képsikban fekszik, tehat 1-s§ képe az
x-en van, akkor a 2-dik kép maga a pont, s ha végre a pont az 1-s6
képsikon, tehat 2-dik képe az x-en van, akkor az 1-s6 képének recon-
strudlasaval megkaptuk az illet pontot. Magat az elsé képet is lehet
ebben az esetben az illet§ térpontnak tekinteniink, de akkor azt
kell képzelniink, hogy a 2-dik képsik lett az elsGre raboritva.

Feladatok a pontrél.

8. — 1. feladat. A rajzlapon adva van a képtengely x és négy
pontnak A, B, C, D-nek tengelyképe A, B, C. D,; hatirozzuk
meg az 4, B, C, D pontnak 1-s6 és 2-dik képét A*, A*; B', B*; C'
C¥; D', D"-ét, ha tudjuk a pontok az 1-s6 képsiktol 2 cm, a 2-dik
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3 cm. tavolsagra vannak és d az 1-s6, B a 2-dik, C a 3-dik, D a 4-ik
térnegyedben fekszik. A megoldast a 7. 4bra mutatja. (B’ a B'-vel
fel van cserélve a 7. abraban.)

2. feladat. Ha az 1-s6 feladat adataival az 4, B, C, D pontok-
nak k6zos tengelyképe van, akkor az A, B, C, D pontok mily sok-

szognek képezik szogpontjait? Mily
helyzetli e sokszdg sikja, milyenek

: : oldalainak hosszusaga és mily hely-

! 5 zetli a szogpontoknak a kdzds ten-
gelyképe a sokszdg irdnyaban ?

3. feladat. Mily vonalokon fe-
kiisznek az 1-s6 (vagy 2-dik, 3-dik,
4-dik) térnegyed Osszes pontjainak

—— 1-s6 és milyenen 2-dik képei, ha a

pontok az els6 képsiktél 2 cm, a

2-diktol 3 cm. tavolsagra vannak.

4. feladat. Abrazoljuk az A és B
pontot, ha azoknak tengelyképe
A, B, koz0s, de az A pont az 1-s6,
a Bpont a 3-ik térnegyedben fek-
szik és az A pont az 1-s6 képsiktol
3 cm, a 2-ik képsiktél 2 cm tavol-
sagra van, ellenben a B pont az 1-s6

képsiktdl van 2 cm, a 2-diktol pedig 3 cm. tavolsagra.

5. feladat. Oldjuk meg a 4-dik feladatot, ha az 4 pont a 2-dik,
a B pont a 4-dik térnegyedben fekszik. A két pont A, B tengely-
képétsl egyenld tavolsagra van ; szerkeszsziik meg e tavolsagot.

6. feladat. Az A és B pontnak kozos tengelyképe A, az egyik
pont az 1-s§ és 2-dik képsiktél ép oly tavolsagra van, mint a
masik pont a 2-diktol, illetve az 1-s6tél, kérdés, mily haromszog
A B A, ha a két pont ugyanabban, vagy ha kiilonb6z6 térnegyed-
ben fekszik ?

7. feladat. Ha két pontnak koézos 1-s6, de kiillonbozd 2-dik
képe van és ugyanegy térnegyedben fekszik, akkor e két pont az
egyik képsiktol egyenl6, a masiktdl pedig kiilonb6zd tavolsagra van.
Melyik képsiktél van a két pont egyenls tdvolsigra és melyik pont
lesz a masik képsiktol tavolabb ?

8. feladat. Abrazoljunk adott tengelykép mellett ) oly pontot,
mely az elsé képsikon fekszik és 2-dikt6l 2 cm tavolsidgra van, b)
oly pontot, mely a 2-ik képsikon fekszik és az els képsiktél 2 cm
tavolsagra van. (Mindkét feladatnak két megoldasa van.)

7. abra.
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9. feladat. Mily helyzetiiek az 1-s6 (vagy a 2-dik, a 3-dik, a
4-dik) térnegyed azon pontjainak képei, melyek mindkét képsiktol
egyenl§ tavolsagra, pl. 2. cm-re vannak.

9. A pontok symmetrikus és coinciddlé képei. Képzeljiink
a két képsik egyesitése el6tt az 1-s6 térnegyedben egy A pontot,
mely a két képsiktol egyenlS tavolsagra van. Ekkor az 4 pontnak
1-s6 és 2-dik képe A', A* az A, tengelyképétdl egyenld tavolsagra
van (4'A, = A,A"), és az A pontbdl meghatarozott A' 4 A A,
derékszogl négyszog négyzetté fajul el. E négyzet AA, atldja a
szogpontokon tulhosszabbitva az 1-s6 és 3-dik térnegyedben nyulik
el ; minden pontjanak tavolsaga a két képsikt6l egyenld, tehat az
AA, végtelen hosszi egyenes, minden pontjanak két képe a kép-
tengelyt6l egyenl$ tavolsagra van.

Mozgassuk most az A’ A A“ A, négyzetet jobbra, avagy balra,
de ugy, hogy sikja mindig merSleges maradjon a képtengelyre, és
A, szogpontja a tengelyt, az 4' A, A" A, oldalai pedig az 1-s6,
illetve a 2-dik képsikot irjak le. Emozgasnal az 4' 4, atlé mindig parhu-
zamos marad dnmagaval és egy sikot ir le, mely a képtengelyen megy
keresztiil és fele az 1-s6, fele a 3-dik térnegyedben fekszik. E siknak
minden pontja szarmazasanal fogva az 1-s6 és 2-dik képsiktol egyenld
tavolsagra van, tehat azoknak 1-s6 és 2-dik képe a képtengelytdl szin-
tén egyenld tavolsagra lesznek. Ha tehat a képsikot a szokott médon
egyesitjiik, akkor ama sik pontjainak 1-s6 és 2-dik képe az x képten-
gely iranyaban symmetrikus, azaz az 1-s6 és 2-dik kép az x-tél
egyenld tavolsagra van, az x-t6l el van valasztva és az azokat
osszekoté egyenes merdleges x-re.

E tulajdonsagnal fogva azt a sikot, melynek pontjai a képten-
gely iranydban symmetrikus képeket szolgaltatnak, symumetriasik-
nak nevezziik és H -gyel jeloljiik.

A képtengelyen lehet még egy sikot atfektetni, melynek pontjai
a képsiktol egyenldé tavolsagra vannnak. Ez utdbbi sik a 2-dik és
4-dik térnegyedben terjed el és a benne fekvé pontok 1-s és 2-dik
képének az a tulajdonsaga van, hogy azok a képsikok egyesitése
utdn Osszeesnek, coincidalnak, mert a képtengely ugyanegy oldalan
a képtengelytSl egyenld tavolsagra vannak. Ez utdbbi sikot pontjai
képeinek leirt tulajdonsaga folytan coincidentiasiknak nevezzik és
H,-vel jeloljuk.

A symmetriasik pontjainak képei tehdt a képlengely ivdnyd-
ban symmetrikusan, a coincidentiasik pontjainak képei pedig egybe-
esbleg (coincidalolag) abrazoltainak.

10. A feddpontok. Vegyiik figyelembe a két képsikot az egye-
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sités elbtt, az els6t vizszintes, a masodikat fiigglleges helyzetben és
tekintsiik azokat atlatszatlanoknak. Legyen az A és a B egy az 1-s6
térnegyedben fekvs szintén 4atlatszatlannak képzelt pont.

Gondoljunk egy az elsd képsik f6lott levd és az 1-s6 képsikra
néz6 egyénre, melynek O, szeme, egy az 1-s6 képsikra merGleges
egyenesnek igen tavol fekvé pontja. A nézd szemébdl kisugarzo
latésugarak koziil egy az A, egy pedig a B ponton megy Kkeresztiil
és egybeesik az A és a B pont projicidlé sugaraval, tehat az atlat-
szatlan A pont annak els6 képét A'-et és az atlatszatlan B pont,
annak 1-s6 képét B'-et az 1-s6 képsikra néz6t6l elfodi.

Ha azonban (8. abra) az 4 és B pontnak kozos elsd képe van,
akkor mar az 4, B pontok koziil egyik a masikat, O,-bdl tekintve

8. abra.

el fogja f6dni ; még pedig az a pont f6di el a masikat, mely tavolabb
van az 1-s6 képsiktol, melynek tehat 2-dik képe tavolabb van a
képtengelytol.

Ha tovabba az 1-s6 térnegyedben két pontot C, D-t képzelunk,
k6zos 2-dik képpel, C“, D“-vel, akkor e két pont koéziil egy oly
nézdre, melynek szeme a 2-dik képsik el6tt egy a masodik képsikra
merdleges egyenesnek igen tavol fekvé O, pontjaban van, el lesz
fédve; és pedig az a pont f6di el a masikat, melynek 1-s6 képe a
képtengelyt&l nagyobb tavolsagra van.

A mellékelt 8, dbraban a B pont fodi el az A-t az 1-s6 képsikra
nézve, és a C pont fodi el a D-t, a 2-dik képsikra nézve, a mit
akkép fejeziink ki, hogy a B pont fodépontja az A-nak az 1-s6 kép-
stkra nézve és a C pont fodépontja a D-nek a 2-dik képsikra nézve,
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alattomban értvén, hogy a nézé az 1-sg, illetve a 2-dik képsikra
merlleges egyenes igen tdvol fekvé O,, O, pontjabol tekint a
pontokra.

Ha tehat az elsd tévunegyed két pontjanak kozos 1-s6 (2-dik) képe
van, akkor a két pont koziil az lesz a mdsiknak fodépontja az 1-s6
(2-dik) képsikra nézve, melynek 2-dik (1-s6) képe a képlengelytél tdvo-
labb van. E szabalyt még arra az esetre is érvényesnek mondjuk,
amid6n a két képsik a szokott médon egyesitve van. Tekintsiik 4lta-
laban az 4dbrdzolandd pontoknak vagy mas alakzatoknak a két egye-
sitett képsikon levé 1-sé és 2-dik képeit olyanoknak, melyek a
pontok vagy mds alakzatok képeinek szemléltetésére szolgilnak a
képsikok egyesitése elbtt (tehat a midén azok az egymadasra merdleges
képsikokban vannak), mert aképeknek az utobbi helyzete egyszerd
mivelet végzésével ad fogalmat a pontok és alakzatok kolesdnds és
a képsikok irdnt valé helyzetérél, Es az 4abrazolé geometridnak
egyik féfeladata egy targyr6l vagy egy geometria alakzatrél oly
képeket késziteni, azokat oly képekkel abrdzolni, melyek konny(
szerrel a szemlél6ben fogalmat keltenek magardl a targyrol vagy
alakzatrél, melyet abrazolnak.

Az egyenes abrazolasa.

11. Az egyenes képei. Két pontot A, B-t képzeliink az 1-s6
térnegyedben ; ezeknek képei A', 4''; B', B" (9. dbra). Jeldljiik az
AB, A’‘B', AB” pontokon keresztlil mend egyeneseket e-vel, e’-sel,
¢''-sel. Az e egyenes pontjait az 1-sé képsikra projicialé sugarak
egy az 1-s6 képsikra merdleges sikban — az e egyenes 1-s6 projicidlo
sikjaban — fekiisznek, mely az 1-s& képsikot az e’ egyenesben
metszi. Az ¢' egyenesen fekiisznek tehdt az e egyenes pontjainak
1-s6 képei, s ezért az e' egyenest az e egyenes 1-s6 képének nevezzik.

Az e egyenes pontjait a 2-dik képsikra projicidlé sugarak
szintén egy a 2-dik képsikra merGleges sikban — az e egyenes 2-dik
projiciald sikjaban — vannak, mely a 2-dik képsikot az ¢’ egyenes-
ben metszi. ¢ tartja teht az e egyenes pontjainak 2-dik képeit, és
mint ilyen, az egyenes 2-dik képénck neveztetik.

Altaldban : az egyenes vagy barmily govbe vonal 1-s6 (2-dik)
képe a vonalon fekvs ‘pontok 1-s6 (2-dik) képénck geometriai helye.

Az egyenes 1-s8 és 2-dik képe altaldban egyenes lesz, mely
abban az esetben fajul el ponttd, ha az egyenes az 1-s6, illetve a
2-dik képsikra merdleges. Ha ugyanis az A, B, pontot, melyen az
¢ egyenest keresztiil fektetjitk akkép valasztjuk, hogy az egyik pont
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a masiknak fed6pontja az 1-s6 képsikra nézve, akkor az e egyenes
minden pontjanak projicidld sugara az e egyenes, tehat az e pontjai-
nak ugyanegy 1-s6 képe van. Hasonldkép egybeesnek az e egyenes
pontjainak 2-dik képei, ha az ¢ két pontjanak kozos 2-dik képe van,
azaz ha e a 2-dik képsikra merdleges.

12. Az egyenes nyomai. Egy egyenesnek és egy siknak
mindig van kozds pontja; e kdzds pontot az egyenes és a sik wmetszi-
pountjanak, vagy az egyenes nyomdanak a sikon szokis nevezni. Ha
az egyenes a sikban fekszik, akkor annak minden pontja k6zos a
sikkal, tehdt az egyenes minden pontja nyomnak tekinthet6. Ha
pedig az egyenes a sikot egy igen tdvol fekv pontban metszi, akkor
azt mondjuk, hogy az egyenes parhuzamos a sikkal, vagy a sikhoz,
de ekkor is van az egyenesnek nyoma a sikon, melyet a szerkesz-
téseknél rendesen ép ugy kezeliink, mintha a nyom nem fekiidnék
a szerkesztési mez3t6l igen nagy tavolsagra.

Az egyenesnek azt a pontjat, melyben az 1-s6 képsikot metszi,
1-s6 vagy wvizszintes nyomnak, és melyben a 2-dikat metszi, 2-dik
vagy fiiggbleges nyomnak nevezziik.

Minthogy az e egyenes 1-s6 nyoma E, az 1-s6 képsikon fekszik

9, abra.

(9. 4bra), azért annak E'; 1-s6 képe egybeesik E,-gyel, 2-dik képe
E.“ pedig a képtengelyen van. Ugyanigy az e egyenes 2-dik nyo-
méanak E,-nek, mint a 2-dik képsik egy pontjanak 2-dik képe E," az
E, pont, els képe E,' pedig a tengelyen fekszik. E szerint jol meg-
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jegyzendd, hogy az egyemes 1-s6 nyomdnak 2-dik képe, és 2-dik
nyomanak 1-s6 képe a képtengelyen fekszik.

Jegyzet. 1. A téregyenes jelolésére a kis betiiket hasznaljuk; annak
1-s6 és 2-dik képét ugyanolyan, de egy, illetve két vesszovel ellatott kis
betiivel, annak 1-s6 nyomat ugyanolyan, de l-es mutatéval ellatott nagy-

betiivel, végre 2-dik nyomat ugyanolyan, de 2-es mutatéval ellatott nagy
betiivel fogjuk jel6lni.

2. A téregyenes 1-s0 térnegyedben fekvO részének képei feljes, a t6bbi
térnegyedekben fekvo részeinek képei pedig révidre szaggatott vonallal raj-
zoltatnak. A rovidre szaggatott vonalak mindenkor az 1-s6 térnegyedben
levé néz6tol elf6dott vonalaknak képei. Jelen esetben az atlatszatian kép-
sikok fodik el az egyenes képeit.

138. A képsikok iranydban 4ltalinos és kiill6nés helyzetit
egyeneseknek képei. Ha a térben két, a képsikokon kiviil fekvd
pontot A, B-t képzelink, melynek helyzete a képsikok irdnyaban
egymastol egészen fiiggetlen, akkor arajtuk keresztiill mend egyenes
a képsikok irdnyaban dltaldnos helyzetdi lesz. Az ilyen egyenes
mindig harom térnegyedben terjed el, azaz a képsikoktél hdrom
részre lesz osztva. E részek kozil egynek hatarlopontjait az egye-
nes nyomai képezik, és ez véges hosszuisagy, és melyet az egyenes
véges részémek akarunk nevezni; a tobbi két rész igen nagy, vagy
mint mondani szokas: végielen nagy, és azoknak egyik hatarld
pontja szintén az 1-s6, illetve a 2-dik nyom.

Az egyenes véges része barmelyik térnegyedben lehet, a tobbi
két rész az e térnegyeddel szomszédos két térnegyedben van. Igy
pl. ha az egyenes véges része a 2-dik térnegyedben van, akkor a
tobbi két rész az 1-s6 és a 3-dik térnegyedben lesz.

Az egyenes azonban a képsikok iranyaban ksilonds helyzelii
is lehet, mint azt a kdvetkez6kben latni fogjuk.

14. A képsikokkal és a képtengelylyel pairhuzamos egye-
nesek. Induljunk ki ismét a képsikokon Kkiviil fekvé A és B pont-
bél, melynek 6sszek6ts egyenesét e-t figyelembe vessziik. Tartsuk
meg az A pontot abban a helyzetben, melyben volt, de mozgassuk
a B pontot az 1-s6 képsikra projicidld sugaraban mindaddig, mig
az 1-s6 képsiktol ép oly tavolsagra lesz, és az 1-s6 képsik ugyan-
azon oldalan fekszik, mint az A pont. Az e= AB egyenes akkor
(10. abra) az 1-s6 képsikkal parhuzamos, az 1-s6 képsikot csak igen
tavol, mint mondani szokas, végtelen tdvol metszi.

Eltekintve e végtelen tavol fekvé 1-s6 nyomatdl, az egyenes-
nek pontjai az 1-s6 képsiktél ép oly tavolsagra lesznek, mint az
A és a B pont.

Ez az egyenes mar csak két negyedben terjed el végtelen
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nagy részekkel, és pedig vagy az 1-s6 és 2-dik, vagy a 3-dik és 4-dik
térnegyedben. Az egyenes két képe kozil az 1-s0 ¢' altalaban metszi
a képtengelyt, a 2-dik ¢ pedig mindig parhuzamos a képtengelylyel,
és az egyenesnek 2-dik projicialé sikja parhuzamos az 1-s§ kép-
sikkal.

10. dbra.

Ha tovabba a B pontot oly helyzetbe hozzuk, hogy a 2-dik
képsiktdl ép oly tdvolsagra és e képsik ugyanazon oldalan van mint
az A, akkor az AB = ¢ egyenes a 2-dik képsikkal lesz pdrhuzamos,
annak 2-dik projicidlé sikja lesz parhuzamos a 2-dik képsikkal,
annak 2-dik nyoma jut végtelen tavol, és végre annak 1-s6 képe
lesz a képtengelylyel parhuzamos. Az egyenes pedig vagy az 1-s6
és 4-dik, vagy a 2-dik és 3-dik térnegyedben fekszik.

Ha végre a B pont mind a két képsiktol ép oly tavolsagra
van, mint az A4 pont és ugyanabban a térnegyedben is fekszik,
akkor az AB—e egyenes mindkél képsikkal, tehdt a képlengelylyel
pdarhuzamos, annak projiciald sikjai a képsikokkal, e', ¢” képei
pedig a képtengelylyel parhuzamosak. Az e egyenes egész terjedel-
mében egy térnegyedben fekszik, mindkét nyoma végtelen tavol
van. Megjegyzendd tehat, mert ez a képsikok egyesitésénél is igaz
marad, hogy ha az egyenes pdvhnzamos az 1-s6 (2-dik) képsikkal,
akkor annak 2-dik (1-sG) képe pdrhuzamos a képtengelylyel, és ha
az egyenes pavhuzamos a képtengelylyel, akkor annak wmindkét képe
szintén pavhuzamos a képtengelylyel.

De forditva is kovetkeztethetiink : ha az egyenes 1-s6, 2-dik,
vagy mindkét képe parhuzamos a képtengelylyel, akkor az egyenes
a 2-dik, 1-s0, illetve mindkét képsikkal parhuzamos,

Ide sorozhatok még azok az esetek, a middn az egyenes az
egyik vagy a masik, vagy mindkét képsikban fekszik, melyekrdl
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konnyen belathat6, hogy az 1-s6, 2-dik, avagy mindkét képsikban
fekvd egyenesnek 2-dik, 1-s6, illetve mindkét képe a képtengelyben van.

15. A képsikra és a képtengelyre meréileges egyenesek.
Helyezziik folytatélag a B pontot az A pontnak az 1-s6 képsikra
projicialé sugaraba. Az AB=—e¢ egyenes (11. bra balra) ekkor az
1-s6 képsikva merbleges és 1-s6 képe ¢’ az AB pontok kozods 1-s6
képében van, mig a 2-dik képe ¢” a képtengelyre merdleges. Az e
egyenes 1-s6 projicialé sikja hatarozatlan, a 2-dik meréleges a kép-
tengelyre; az egyenes, minthogy a 2-dik képsikkal parhuzamos,
csak két térnegyedben terjed el.

Ha ellenben az A és a B pontnak 2-dik képe kozds, akkor az
AB =c¢ egyenes meréleges a 2-dik képsikra, annak 2-dik képe egy
pont és 1-s6 képe merdleges a képtengelyre; a 2-dik projicialé sik

11. 4bra.

hatarozatlan, az 1-s6 pedig merGleges a képtengelyre; végre az
egyenes, mert az 1-s6 képsikkal parhuzamos, két térnegyedben
fekszik,

Vegylik fel tovabba a B pontot akképen, hogy annak tengely-
képe B, az A pont tengelyképében A.-ben fekudjék (11.4bra
jobbra). Ekkor az A'AA“A, B’BB“B, derékszogli négyszdgek
sikjai egybeesnek, az AB=¢ egyenes merfleges a képtengelyre,
annak mindkét képe és mindkét egybeess projicialé sikja szintén
merdleges a képtengelyre és az egyenes altalaban harom térnegyed-
ben terjed el. Ennélfogva: az 1-s6 (2-dik) képsikra merdleges egye-
nesnek 1-s6 (2-dik) képe egy pont, a 2-dik (1-s6) képe merdleges a
képtengelyre, és a képtengelyre merbleges egyenesnek mindkét képe
wmerdleges a képtengelyve. E szabdly forditva is igaz marad.
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16. M4s kiilonds helyzetii egyenesek. Az egyenesnek 1-s6
és 2-dik nyoma altalaban két kiilsnb6z6 pont. De ha a két nyom
egybeesik, akkor az egyemes metszi a képtengelyt. és igy képei a
képtengely ugyanazon pontjan mennek keresztil, Az ily egyenes
ekkor két nem szomszédos térben fekszik, tehat vagy az 1-s6 és
3-dik, vagy pedig a 2-dik és 4-dik térben, és véges részének hosz-
szusaga =0.

A midén az egyenes a képtengelyt metszi és e metszGponton
kiviil mar egy pontja a két képsiktol egyenl$ tavolsagra van, akkor
annak minden pontja a két
képsiktdl egyenlS tavolsagra
lesz, tehat az egyenes vagy a
symmetriasikban, vagy a
coincidetiasikban fekszik, a
szerint, mint annak egy tet-
sz0Olegesen felvett pontja a
paratlan vagy a paros szam-
mal jelolt térnegyedben van.
Az ily egyenesek képeit a
képsikoknak egyesitése utan azt jellemzi, hogy a két kép az els6
esetben a képtengelyt6l symmetrikusan van elvalasztva (', e")
(12. 4bra), a méasodikban pedig (£, f*) coincidal.

Mas kiilonds helyzetd egyenesekkel az alabb kovetkezs fel-
adatoknal fogunk megismerkedni!

17. Az egyenes reconstructidja. Az 1-s6 képsikon egy ¢, a
2-dik képsikon egy e'* egyenest képzeliink a képtengely iranyaban
egészen altalanos helyzetben. Kérdés, van-e oly egyenes ¢, melynek
1-s0 és 2-dik képe e, e", és ha van, hogyan szerezhetiink errél az
egyenesrdl fogalmat ?

a) A képtengelyen két pontot A, B,-et vesziink fel; ezeken
keresztiil az 1-s6 és a 2-dik képsikban a képtengelyre merGleges
egyeneseket allitunk, melyek e’-t az A', B, és et az A“, B" pon-
tokban metszik. Ha ezutan azt az A pontot, melynek képei A*, A"
Osszekotjiilk avval a B ponttal, melynek képei B‘, B', akkor az
Osszekitd AB= e egyenesnek képei a tetszés szerint felvett ¢', e
egyenesek. Vagy pedig:

b) az e' egyencsen keresztiil az 1-s6 képsikra és az e egye-
nesen keresztil a 2-dik képsikra meréleges sikot allitunk, e két sik
egymast egy e egyenesben metszi, melynek ama két sik projicialo
sikja és igy az e, e egyenes két képe.

A kérdéses e egyenesrdl tehat szerezhetiink fogalmat, ha ezek

12, abra.



a miveletek Kivitelének egyike vagy masika nem {itkozik akada-
lyokba, tehat kérdés, mikor nem nyeriink e mfiveletek folytan egy
hatarozott e egyenest?

A képtengely A, B, pontjain keresztiilmend és a képtengelyre
merlleges egyenesek az 1-s§ képsikban az e' egyenest mindig
végesben metszik, ha ¢’ nem merdleges a képtengelyre. De ha ¢!
mersleges a képtengelyre x-re, akkor ez csak vagy a képtengelyre,
vagy a 2-dik képsikra merdleges egyenesnek lehet 1-s6 képe. Az
elsé esetben ¢-nek a képtengelyre az ¢’ és a képtengely metszs-
pontjaban merSlegesen allo egyenesnek kell lenni, a masodikban
pedig egy ez utobbi egyenesen fekvG pontnak. Ha az elsd eset
kovetkezik be, tehat ¢, ¢ a képtengely ugyanegy pontjaban merd-
leges a képtengelyre, akkor ¢, ¢’ egy e egyenesnek két képe lehet,
de ez a ket kép nem hatdrozza meg az e egyenest. Ha pedig e” egy
a leirt helyzetben levS pont, akkor ¢', e¢'* egy a 2-dik képsikra az
¢’ pontban merélegesen all6 hatarozott egyenesnek két képe. Ha
ez a két lehetGség nem kovetkezik be, akkor az ¢, ¢'' nem képezi
egy téregyenesnek két képét.

E szerint : Két tctszés szerinti egycnes az (egyesitett) képsikokon,
melyek koziil cgyik sem merdleges a képtengelyre, egy tévegyenes
két képénck tekinthets, mely képek a téregyenest meghatavozzak. De
ha a felvett két egyenes a képtengely kiilonbozé pontjdban all mevi-
legesen a képtengelyre vagy ha csak az egyik inevdleges evve, akkor
azok nem lehetnek egy téregyencsnck képei. Ha végre a felvett két
egyenes a képtengely ugyanez pontjdban merolegesek a képtengelyve,
akkor azok a képtengelyre mervidleges egycnesnek képei, de ¢ képek
nem hatdrozzdk meg a iéregyenest.

Az egyenes reconstructibja az egyesitett képsikon felvett
képeibdl akkép torténik, hogy el6bb a két képsikot, a rajta fekvs
képekkel egylitt, az eredeti (egymasra merdleges) helyzetbe hozzuk,
és az igy nyert képekbsl a mondottak alapjan a téregyenest képze-
letiinkben construdljuk.

Minthogy a téregyenest annak képei altaldban meghatarozzak,
azért megadottnak tekintjlik a téregyenest, ha annak képei vannak
adva. Ennélfogva e kifejezéseknek: adva van egy e egyenes, vagy
adva van egy (¢',¢"’) egyencs, cgy és ugyanazon jelentésiik van, mert
az (¢',¢") symbolumon azt az e egyenest értjiik, melynek 1-s6
képe ¢', 2-dik képe e”. Ugyanigy jelentse symbolikusan a (P, P“)
pont azt a P pontot, melynek 1-s6 képe P', 2-dik képe P, s mely
képek a térpontot P-t meghatdrozzak.

E szolasokon : szerkesztend$ egy e egyenes vagy egy P pont,

KLUG : Abrizolé geometria. 2
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mindig az értendd, hogy szerkesztendd (¢/, e"), illetve (P, I”), azaz
az e egyenesnek és a P pontnak két képe ¢', e”, illetve P/, P

Megjegyzends, hogy két egyenes, pl.: a p és a g egyenes
metszOpontjanak jelolésére szintén a (p, g) symbolumot szokas
hasznalni, de a zardjelben itt kiilonboz6 betlik vannak, melyek tehat
nem képei egy téregyenesnek.

A kovetkez6 feladatoknal az adott vagy szerkesztendd egye-
nesek és pontok képei a rajzlappal egvesitett képsikon levSknek
veendsk, vagy azon szerkesztend6k. A rajzlapon mindig meg van
adva a képtengely és a megoldandé feladatokhoz sziikséges adatok.

Feladatok az egyenesrdl.

18. — 10. feladat. Adva van cgy cgyenes (€', e”) ; vegyiink fcl es
e egyenesen oly poutot, mely az 1-s6 képsiktol 2 cm tivolsdgra van,
azaz szerkeszsziik meg az e egyenes azon pontjainak képeit, melyek
az 1-s6 képsiktol 2 cm tavolsdgra vannak.

Megoldds, (13. abra). Az 1-s6 képsiktdl 2 cm tavolsagra levd
pontoknak 2-dik képei a képtengely-
t6] ugyanily tavolsagra vannak. Meg-
huzzuk tehat a képtengelylyel par-
huzamos és attél 2 cm tavolsagra
: lev6 két egyenest, mely e-taz A", B"
i pontokban metszi; e pontokbdl a kép-
tengelyre merblegesen bocsatott egye-
nesek az e'-t A', B' pontokban talaljak,
! és az A’, A" és B', B" pontok mar
a keresett 4, B pontoknak képei.

Mily egyenesen nem vehetd fel

13, dbra, (mert nincs rajta) oly pont, mely a fel-
adatnak eleget tesz?

11. feladat. Szerkesztendi az (e, e'*) egyenesnek.1-sé és 2-dik
nyoma E, E,.

Megoldas. (13. abra). Az E,-nek 2-dik képe az e" és x metsz6-
pontja (e, x) = E,*, tehat E, — E,’ az E,” pontban az x-re allitott
merélegesnek metszGpontja e'-el. Hasonlokép az E,-nek 1-sé kepe
az (e, ) — E,' és e pontban az x-re allitott merGleges e'-t az
E, = E;" pontban metszi.

12. feladat. Oldassék mega 11. feladat az ¢ egyenes kiilonboz3,
altalanos és kiilonds helyzeteinél; és allapittassék meg mindenkor,
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hogy az e mily térnegyedeken halad keresztiil, és mely térnegyed-
ben van véges része.

13. feladat. Vegyink fel olyan egyenest (azaz adjuk meg ké-
peit), a melynek a) 1-s6 nyoma, b) melynek 2-dik nyoma, ¢) mely-
nek mindkét nvoma végtelen tdvol van. Vegyiink fel tovabba olyan
egyenest, mely az 1-s6 képsikon, és olyant, mely a 2-dik képsikon
fekszik.

14. feladat. S:zevkesziendd egy (¢, e'') egyenesuck symmetvia- és
coincidentiapontja H,, H,, vagyvis az a két pont, mely mindkét kép-
sikto6] egyenld tavolsagra van.

14. dbra.

Megoldas. (14. abra). Az egyenes coincidentiapontjinak
H,-nek mindkét képe egybeesik, tehat H, = H,'’ az ¢, ¢ egyene-
seknek metsz&pontja.

A symmetriapontnak H,-nek mindkét képe egyenld tavol-
sagra léveén az x-t0l, egy az e"-vel az x-re vonatkozélag symmetri-
kus egyenes az ¢-t a H,‘-ben metszi, melyb6l H,'* szerkeszthetd.
A H, pont tengelyképe H|, mint kénnyen beldthatd, az E, E,' E,
trapez E. E, atlojan fekszik, melybdl a H‘, H,", ha az e-nek
E,, E, nyomai még a rajzlapon fekiisznek, egyszerlibben hataroz-
haték meg.

SzerkesztendSk kiilonos helyzeti egyeneseknek symmetria- és
coincidentiapontjai.

A 14. feladat megoldasa mutatja, hogy ha egy egyenes képei
a képtengelylyel egyenld szoget képeznek, akkor az egyenes vagy
symmetriasikkal H,-gyel vagy a coincidentiasikkal H,-vel parhuza-
mos. Eunnélfogva oly egyenes, melynck a képsikok egyesitése utdn,

o
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parhuzamos (parallel) képei vannak, a coincidentiasikkal parhu-
zamos, mig az oly egyemes, melynek a képlengely ivanyaban anti-
parallel képei vannak, (a képtengelyhez bar egyenl szégek alatt haj-
lanak, de nem pavhuzamosak) . a symmelriasikkal pavhuzamos.

15. feladat. Fektessiink az (4, A') ponton keresztdl egy e
egyenest, mely a H, sikkal, és egy f egyenest, mely a H, sikkal
parhuzamos, ha e-nek és f-nek 1.s6 képe ¢’ = f* ismeretes. — Mily
helyzetti legyen ¢', hogy e és f egybeessék ?

19. — 16. feladat. Adva van az (¢, ¢") egyenes és kiviile az
(A, A")pout; fektessiink c ponton keves:ztiil a) egy f egyenest, mely
az e-t nem melszi; b) egy g egyemest, mely az e-t metszi; c) egy h
egyenest, mely az e-t véglelen tdvol melszi.

Megoldas. (15, abra). a) Ha az A’ ponton egy tetszés szerinti
f' egyenest, az A'* ponton egy tetszés szerinti f*/ egyenest hizunk

15, dbra.

keresztiil, akkor (17, f*) az (¢, &”) iranydban dltaldnos helyzetsi,
azaz az e, f egymdst nem metsz6 (kitévd) cgyencs.

b) Ha az (4', A“) ponton és e-nek barmely pontjan, pl.: a
(B', B’) ponton keresztiil egy (g',g”) egyenest fektetiink, akkor
g az e egyenest a B pontban wmelszi,

¢) Ha végre a (B‘, B’*) pontot az ¢ egyenesen végtelen tavol
képzeljiik felvéve, Ugy hogy a B’ pontnak k' 6sszek6té egyenese az
A’-sel, ¢'-sel parhuzamos, és a B* pontnak k¢ OsszekdtS egyenese
az A”-sel, az ¢-vel parhuzamos, akkor a (h', h*) egyenes az
(¢, e")-6t végtelen tavol metszi, azaz h az e-vel parhuzamos.

Ennélfogva dlfaldban két egycnes egymdst metszi vagy nem
metszi a szevint, a minl egynevii képeinek (az 1-s6 képeknek és a
2-dik képeknek) metszépontjait (sszekolo egyenes a képlengelyre
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merdleges vagy mnem merdleges; tovdbbd két egvenes pdarhuzamos,
ha egynevii képei parhuzamosak.

E szabaly nem alkalmazhaté a képtengelyre merdleges egye-
nesekre, melyekrdl alabb fogunk szélani.

Az A ponton Keresztiil kétszerecsen végtelen sok (e<%) oly f
egyenest lehet fektetni, mely az e egyenest nem metszi, mert f~nek
1-s6 és 2-dik képét tetszés szerint fektethetjuk az A‘, illetve az A"
ponton keresztll. Ellenben az 4 ponton csak egyszeresen végtelen
sok (s<!) oly g egyenest képzelhetiink, mely az e-t metszi; mert
minden g'-hez csak egy ¢'* tartozik. Végre az 4 ponton keresztill
az e-vel parhuzamosan csak egy, azaz véges szamu egyenest lehet
hdznunk.

17. feladat. Fektessiink az (A, A*) ponton kereszt(il oly egye-
nest, mely az (¢', ¢*) egyenest metszi és az 1-s6 vagy a 2-dik kép-
sikkal parhuzamos,

18. feladat. Adva van két egyenes (¢, e*), (f*, f*) (mely nem
metsz6, vagy metszd, vagy parhuzamos), és egv harmadik egyenes-
nek g-nek 1-s6 képe g‘; szerkeszszitk meg g-nek 2-dik képét g“-et,
azon feltételbsl, hogy g metszi az e és f-et. — Mikor hatdrozatlan
a feladat, azaz mikor van végtelen sok és nem véges szamu meg-
oldasa?

19. feladat. Adva van két egyenes (¢, e*), (f*, f*), melynek
egynevii képei egymast a rajzlapon Kiviil metszik, megvizsgalandd,
hogy e két egyenes metszi-e egymast, anélkiil, hogy a képeknek
hozzaférhetlen metszépontjait felhasznalnok.

Megoldasi utasitds, Két egyenest szerkesztiink, melyek az
adottakat metszik ; a szerint, mint ez utébbiak egymast metszik vagy
nem metszik, az adottak is ekkép viselkednek. (Miért ?)

20. feladat. Adva van két egy-

mast nem metszd egyvenes (e e"),
(f, f*) szerkeszsziik meg az egyik-
nek azt a pontjat, melv a masik-
nak egy pontjat a) az 1-sé képsikra
nézve elfodi, ») a 2-dik képsikra
nézve elfédi.

Megoldds. (16, abra.) Megszer-
kesztjiik az ¢ és az f egyenes azon
pontjainak 2-dik képét, melyeknek
1-s6 képei (e,' f/) pontban vannak,
amennyiben e pontok az 1-s6 tér-
negyedben fekszenek, az a pont fodi 16. dbra.




22

a masikat az 1-s6 képsikra nézve, melynek 2-dik képe a képtengely-
t61 tavolabb van. Hasonlé eljaras kévetendd a ») kérdésnél.

A mellékelt 16. abraban az f egyenes B pontja fodi el az ¢
egyenes A pontjat az 1-s6 képsikra nézve, és az ¢ egyenes C pontja
fodi el az f egyenes D pontjat a 2-dik képsikra nézve.

21. feladat. Adva van az e egyenesnek mindkét képe, az f
egyenesnek csak az egyik képe ; vegylik fel az f-nek masik képét,
de ugy hogy : a) az f-nek egy pontja az ¢-nek egy pontjat az 1.s6
képsikra nézve és az f-nek egy masik pontja az e-nek egy pontjata
2-dik képsikra nézve elfédje ; b) az f-nek egy pontja az e-nek egy
pontjat az 1-s6 képsikra nézve és az e-nek egy pontja az f-nek egy
pontjat a 2-dik képsikra nézve elfddje.

Ha két egyenesnek kozos 1-s6 projicidldsikja, tehat kozos
1-s6 képe van, akkor az egyiknek tobb pontja fogja a masiknak
pontjait az 1-s6 kép-
sikra nézve elfodni.
A midén az egyene-
seknek 2-dik képei
parhuzamosak, ak-
kor (a mennyiben
azoknak az 1-s6
térnegyedben van
pontjuk), csak az
egyik  egyenesnek
pontjai fodik el a

17. abra. masiknak pontjait.

De ha az egyene-

sek nem parhuzamosak, tehat egymast az els6 térnegyedben

metszik, a metszOponttdl szamitva folvaltva fodik el egymast az
egyes egyeneseknek pontjai az 1-s6 képsikra nézve..(17. abra.)

Hasonl6akat kell megjegyezniink oly egyenesekrdl, melyeknek
kozos 2-dik képlik van.

20. Az oldalképsik. -— Az =z képtengelyre merbleges ¢
egyenesnek ¢’ e" Kképei nem hatarozzak meg az e egyenesnek
helyzetét a képsikok iranyaban, mert e-nek mindkét projicialésikja
egybeesik, tehat ezeknek a metszévonala hatarozatlan, A képten-
Zelyre merbleges egycnes meg van hatdrozva két benne fekvd poni-
nak képei dltal, mert a két pont képeibsl, a két térpont és igy az
azokat 6sszekot6 egyenes reconstrualhatd. Noha az ily egyenes két
pontjanak képei 4ltal meg van hatirozva.a vele kapcsolatos szer-
kesztések nem végezhetGk oly egyszeriien, mint barmily mas hely-
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zetll egyenessel, ¢és pedig azért, mert az egyenes egy pontjanak
egyik képébdl kozvetleniil nem taldlhaté meg annak masik képe.
Czélszerlinek mutatkozik e végb0l az ily egyenest egy az x kép-
tengelyre merGleges helyzet(i uj képsikra, oldal- vagy 3-dik kép-
sikra Ks-ra projicidlni és a K;-mat az ¢ egyenesnek rajta fekvs e'*
3-dik vagy oldalképével egviitt annak z = (K;, K;) metszévonala a
2-dik képsikkal, ebbe a képsikba, vagy y = (K;, K,) metsz3 vonala
kortl az 1-s6 képsikkal, az 1-s6 képsikba forgatni.

Az xr képtengely egy pontjan kereszt(il men6 és az 1-s6,
illetve a 2-dik képsikban az
x-re  merblegesen allé y,
illetve z egvenes — y-tengely,
z-tengelv — meghatarozza a
K; 3-dik képsikot. (18. abra).

Ha a 3-dik képsikot a
= tengely koriil a 2-dik kép-
sikba képzeljuk forgatva,
akkor az y tengely az a-be
kertl és az ¢ egyenes 3-dik
képét e kbénnyen megszer-
keszthetjiik. Tekintve, hogy
K; a K; iranyaban oly hely-
zetd, mint a K,, (t.i. K.-re
meroéleges) az egyenes A és B
pontjanak 3-dik képe A“/,
B, az A" B pontokbodl
a z tengelyre merdlegesen
bocsatott egyeneseken lesz.
Az A, B*" pontok tavol- 18. abra.
saga a z tengelyt6l egyenld
lesz az A, B pontok tavolsagaval a 2-dik képsiktol, s mely tavol-
sagok mint tudjuk egyenl6k A4’ A, B' B,-szel.

Ennélfogva (19. abra) az A' 4, B' B, vonaldarabokat az A",
B* pontokbdl a z tengelyre bocsatott merdlegesekre ezeknek a =z
tengelyen levd A. B. talppontjatdl mérve rearakjuk A', B’-ig. E
miveletnél pedig csak arra kell ligyelntink, hogy ha az A, B pontok
a 2-dik képsiktol, tehat azoknak 1-s6 képei A', B’ az x tengelytdl el
voltak valasztva, akkor az a A’”, B"*' képek a z tengelyt6l szintén
el legyenek valasztva. 4', B'" pontok 9sszekot6 egyenese e képezi
az e egyenesnek 3-ik képét, a 3-dik képsiknak a 2-dikkal tortént
egyesitése utan.
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Az e egyenesnek e, ¢’ képei és a z tengely pétolja az ¢, ¢
képeket és az x tengelyt, azaz alkalmas mindazon szerkesztésekre,
melyeket az e egyenesen végezni akarunk; annak megtorténte
utan a 3-dik képekbdl az 1-s6 képekre lehet kovetkeztetniink.,

Feladatok a képtengelyre meréleges egyenesre vonat-
kozdlag.

21. — 22. feladat. Adva van egy a kiptengelyre merdleges e
egyenesnek két:pontja (A, A", (B, B"), és egy rajia fekvé C pout-
nak 1-s6 képe C', egy D pontnak 2-dik képe D' ; szevkesziendd C-nek
2-dik és D-nek 1-s6 képe.

Megoldas. (19. abra). Az x képtengelyre z merSleges egyenest
allitunk ; ezt a 2-dik képsik és az x-re merSleges 3-dik képsik
metszdvonalanak, a z képtengelynek
tekintjiik, mely koriil a 3-dik képsik
a 2-dikra lett boritva. Meghataroz-
zuk az 4, B pontoknak és ezzel az
e egyenesnek 3-dik képeit, A*'', B,
e'"'-et. A C’, D' pontokbd6l megkap-
juk a C*' és D'’ pontokat e'’-on, s
ezekb6l C*' és D'-et. Minthogy a 2
tengely a D"/ pontotaz A', B"/, C**
pontoktdl elvalasztja, a 2-dik kép-
sik a D pontot elvalasztja A, B,
C-t6l, tehat D’ és A, B', C' pontok
az x tengely kiillonb6zd oldalan fek-

19. dbra. szenek.
23. feladat. Szerkesztendd a
képsikra merSleges e egyenesnek 1-s6 és 2-dik nyoma E, E,. A
megoldast a 19, abra mutatja.

24. feladat. A (C’, C") ponton keresztll egy a képtengelyre
merdleges és két pontjaval A, B-vel adott ¢ egyenessel parhuzamos
f egyenes fektetendd.

Megoldds. (20. abra). f-nek f,* f* képeia (', C" ponton
kereszt(il mend és az x képtengelyre merGleges egyenesek. Az f
egyenes még egy pontjanak D-nek Kkell tehat képeit D', D"-et
szerkesztiink. E végbdl az e egyenesnek és a C pontnak meghata-
rozzuk 3-dik képét ¢’, C'“-t;a C’’ ponton Keresztll mend és
¢”’-mal parhuzamos f* egyenes az f-nek 3-dik képe, végre az
tetszés szerinti 1’ pontjabol meghatarozhaté D', D",
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23. feladat, Két adott egyenes (¢, ), (f, f*), egyike a kép-
tengelyre merdleges (és két pontja altal van adva) ; megvizsgédlando,
hogy az ¢ és f metszi-e egymast, a) oldalképsik alkalmazasaval, b)
oldalképsik alkalmazasa nélkiil a 19. feladat alapjan,

A sik Abrazolasa és nevezetes vonalai.

22. A sik értelmezése és meghatarozasa. Harom pont, mely
nem fekszik ugyanegy egvenesen, sikot hataroz meg. E sik tartéja
azoknak a (o<!) egyeneseknek, melyek ama pontok barmelyikén ke-
resztiil menve a masik két pont 6sszek6td egyenesét metszik. S mert
minden egyenest olyannak tekintlink, mely egyszeresen végtelen
sok (e<!) pontnak a tart6ja, azért a sik pontjainak szdma kétszeresen
végtelen sok (oc2)

A siknak azonban nem csak a meghatarozasara szolgald
harom pontjan, hanem minden
pontjan o' egyenes (sugar) huz-
haté kereszt(il, mely a sikban fek-
szik ; ezek az egyenesek minden
egyenest, mely a sikban fekszik,
metszeni fognak és ezért jellemz6
a sikra nézve, (azaz a sikot e jel-
lemzd tulajdonsaggal felruhazott-
nak akarjuk képzelni): a) hogy ha
egy egyenesnek két pountja egy sik-
ban van, akkor ammak winden
pontja abban a sikban lesz, b) hogy
ha két egyemes egymdst wmetszi 20, dbra.

(véges, avagy végielen tdvolban),
akkor az ugyanegy sikban fekszik, és forditva, ha két egycnes egy
sikban fekszik, akkor egymdst mindig metszi.

Minthogy a sik barmely egyenesének e-nek minden pontjan
kereszt(il oo! egyenes huizhaté a sikban, és olyan egyenes nem ve-
hetd fel a sikban, mely ezek k6z6tt el6 nem fordulna, masrészt, mert
az e kivételével minden egyenes csak egyszer lett szamitva, azért a
sikban kétszeresen végtelen sok (s<?) egyenes van.

Azonban nemcsak hdrom pout, hanem egy egyenes és egy
kiviile fekvé pont, vagy két egymdst (véges avagy végtelen tdvol)
wmetsz6 egyenes is meghatiroz egy sikot, mely t.i. azokon keresz-
til megy.

Nem fektethet$ egy sik két egymast nem metsz8 egyenesen




keresztiil, mert akkor a sikban oly két egyenes volna, mely egymast
nem metszi, a mi a sik jellemz6 tulajdonsdgaval ellenkezik.

23. A sik abrazolasa. Két egymast egy A pontban metszé
egyenes ¢, f, melynek (21. abra.) képei (4’, 4), (¢!, ¢”), (f, f*), meg-
hataroz egy sikot § = /e, f/-et.
Minden egyenes g,mely azeés f
egvenest két kiilonb6z6 pont-
ban metszi, az S sikban fekszik.
Ha tehat g-nek egyik, pl. 1-s6
képét g’-t tetsz8legesen vesszik
fel és ez az ¢*, f,-et ' C" pon-
tokban metszi, akkor a I pont-
nak az e¢“-n, és a C pontnak
az f “-nfekvé B, (' képei meg-
hatarozzak a g egyenes 2-dik
képét g'-et. Ugyanigy lehetett
volna az § sik egy /: egyenesé-
nek 2-dik keépét h'-et, mely

21. dbra. e”, f“-et a D, E** pontokban

metszi, felvenni, és ezekbsl

D', E'-tés ' = D'E'-t meghatarozni. A g, h egyenesek egymast egy

F pontban metszik, melynek képei F* = (g', h’), F"'=(g", h"),

de ha az ¢, f egyenesek nem volnanak metsz6 egyenesek (az A’ A"

egyenes nem volna merdleges z-re), tehat e, f nem hatarozna meg

egy sikot, akkor a g, h egyenesek sem metszenék egymast (az
I"F“ egyenes sem allana merdlegesen az x-re).

Az S sik meghatdrozasira az ¢, f egyenesek helyett, az cegye-
nest és f-nek egy pontjat, pl. C-t, vagy e-nek két pontjat A, -tésa C
pontot lehetett volna felvenniink, mely felvételek az el6bbire kony-
nyen visszavezethetok,

Tudvan azt, hogy az $ sik meghatarozasara szolgalo e, f
egyenesek ko6zill pl. az f egyenes barmely mas az f-en fekvé és az
e-t metsz6 egyenessel pbtolhatd,. az S sikban oly egyeneseket is fel-
vehetlink, melyek az ¢, f metsz6pontjdin A-n mennek keresztil,
mert f helyett pl. a mar megszerkesztett ¢-t és az ¢ egyenest kell az
S sik meghatarozasara adottnak tekinteni, és ugy mint elébb eljarni.

24. A sik nyomai és reconstructi6ja. Minthogy egy siknak
barmily két egyenese alkalmas annak meghatarozasara, kérdezhet-
juk, melyek lesznek ama egyenesparak koézll a legalkalmasabbak?
A felelet altaldnosan mondva csak az lehet: a mely egyeneseknek
képei legegyszeriibb helyzet{iek, s ilyeneknek mutatkoznak a kép-
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sikokban fekvd egyenesek, mert ezeknek egyik képe mindig a kép-
tengelyben van. Minthogy két kiilonb6z6 sik egymadst mindig metszi
egy egyenes vonalban (mely végtelen tavol is lehet), azért barmily
helyzet(i legyen is a sik, melyet dbrazolni akarunk, az a két képsi-
kot két egyenes vonalban metszi.

A siknak azt az egyenesét, melybein az az 1-s6 képsikot metszi,
a sik 1-s6 vagy vizszintes nyomdnak, és melyben a 2-dik képsikot
metszi, 2-dik vagy fiiggoleges nyomdnak nevezziik.

Az eldrebocsatottaknak és a nyomoknak értelmezésébdl kovet-
kezik, hogy a sik nyomdnak két metszGpontja a képtengelyen van,
és ez a sik tengelypontja vagy tengelynyoma, tovabba amit az egye-
nes nyomair6l is mondtunk : @ sik 1-s6 nyomdnak 2-dik képe és a
2-dik nyomnak 1-s6 képe a képtengelyen van.

A sik 1-s6 és 2-dik nyomat ugyanolyan, de I-es, illetve 2-es
mutatdval ellatott kis
betlivel akarjuk jel6lni,
annak tengelypontjat
ugyanolyan nagybetd-
vel akarjuk jel6lni, mint
a sikot, melynek jelo- -_—
lésére a kovéren nyo-

matott nagybetiket
fogjuk hasznalni.E sze-
rint a 22, dbraegy S=
[s; sy] sikot abréazol,
melynek 1-s6 nyoma s,, 2-dik nyoma s,, tengelypontja S.

22. abra.

A sik nyomainak azon részét, mely az 1-s§ térnegyed hataran
van, teljes, a tobbit szaggatott vonallal rajzoljuk, tovabba rendesen
a sik tengelypontjat, és a nyomok képeit nem szokas kilon meg-
jeldlni, hanem a nyomokhoz azokat a betiiket irjuk, melyekkel azok
a térben jeldltetnek, tehat az 8§ sik 1-s6 nyomahoz s,-et, a 2-dik
s,-t. De anndl inkabb emlékezetbe vésendd, a mit mér elébb megem-
litettiink, hogy s,-nek 1-s6 képe s,, 2-dik képe a képtengely, €s s,-nek
2-dik képe s,, 1-s6 képe pedig a képtengely.

Az s,, s, nyommal megadott S siknak reconstructiéja a kdvet-
kezd: Miutan az 1-s6 képsik az x tengely korlil az s,-gyel egyiitt
a 2-dik képsikra merdleges helyzetbe lett forgatva, az s,-et és
az s,-t metsz8 egyeneseket képzeliink, melyeknek Osszesége egy
sikot tolt be, és az a sik lesz az, mely az s,, s, nyomokkal van
abrazolva.
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25. Egyenes felvétele egy sikban. Lassuk, mikép kell az
oly sikban egyenest felvenni, melynek nyomai adva vannak, vagy
mint mondani akarjuk, mely nyomaival van megadva?

Az § sikban felvendd e egyenesnek (23. abra.) egyik, pl. 1-s8
képét e'-et altalaban tetszés szerint lehet felvenni, ez az s;-et, E,-ben
az s's = x-et, E'y-ben metszi. Az &, pontnak 2-dik képe E," az
x=s",-en és az E';-nek 2-dik képe az s,-6n Ey-ben fekszik ; E, B,
lesz az e egyenesnek 2-dik képe e’.

E szerkesztésbdl lathato e jol megjegyzendd szabily : Ha egy
egyenes egy sikban fekszik, akkor az egyenesnek 1-s6 nyoma a sik
1-s6 nyomaban, 2-dik nyoma pedig a siknak 2-dik nyomdban van;
es forditva, ha egy sik egy egyenesen megy keves:tiil, akkor annak
a stknak 1-s6 és 2-dik nyoma az egyenesnek 1-s6, illetve 2-dik wnyo-
wmadn tavtozik kevesztiil menni,

26. A sik fovonalai. A siknak 1-s6 nyomaval parhuzamos
egyeneseket a sik 1-s6 févonalainak (nyompdrhuzamosainak) és a
2-dik nyomaval parhuzamos egyeneseit a sik 2-dik févonalainak
nevezziik. A siknak ool 1-s6, ugyanennyi 2-dik f6vonala van; a sik
minden pontjan egy 1-s6 és egy 2-dik f6vonal megy keresztiil. Ezen
értelmezés folytdn a sik minden 1-s6 fovonaldnak 1-s6 képe par-
huzamos az 1-s6 nyomaval, 2-dik képe pdrhuzamos a képtengely-
lyel, és a sik minden 2-dik févonaldnak 2-dik képe pavhuzamos a
2-dik nyomdval, 1-s6 képe pedig pdrhuzamos a képlengelylyel.
A mellékelt 24, dbraban az a 1-s6, a b pedig 2-dik févonala az 8
siknak,

Lehet azonban az oly sikban is felvenni févonalakat (a nélkiil,
hogy a nyomokat meghatarozndk), melyet két metszé egyenes ha-
taroz meg: Minden egyenes, mely a képtengelylyel parhuzamos,
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egy 1-s6 f6vonalnak 2-dik és egy 2-dik févonalnak 1-s6 képe
lehet, ebbdl az egy képbdl pedig a masik képet az altaldnos eljaras
szerint szerkeszthetjiik. A 25. dbraban ¢, f a sik meghatdrozasara
szolgalé két egyenes, a, b pedig egy 1-s6, illetve 2-dik févonala
annak a siknak. A mit még megjegyzeni akarunk az, hogy a nyert
1-s6 févonal 1-s6 képével a siknak 1-s6 nyoma és a 2-dik f6vonal
2-dik képével a siknak 2-dik nyoma parhuzamos lesz.

27. Altalanos és kiilonos helyzetii sikok. Akkép, mint a tér
egyenesei, a tér sikja is a képsikok irdnyaban altaldnos és kiilonos
helyzet{iek lehetnek. Lassuk elGszor a kiilonds helyzetii sikokat.

24, abra, 25, dbra,

Egy S sik az 1-s6 vagy a 2-dik, vagy az 1-s6 és a 2-dik kép-
sikra meréleges lehet. E sikokat rendre az 1-s6 képsikva projicialo,
vagy a 2-dik képsikva projicialo, vagy végre a képtengelyre projici-
alé (azaz merdlegesen allo) sikuwak nevezzilk, Mily helyzetliek e
sikoknak nyomai a képtengely iranyaban ?

Az 1-s6 ‘képsikva projicialo sikmak 2-dik nyoma és a 2-dik
képsikra projicialé sikmak 1-s6 wyoma, végre a képtengelyre projfi-
cialo siknak mindkét nyoma merdleges a képtengelyre. (26. abra).
Tovabba : Az 1-s6 (2-dik) képsikra projicidlo sikban fekvé minden
egyenesnek és pontnak 1-s6 (2-dik) képe a sik 1-s6 (2-dik) nyoma-~
ban van.

Minthogy a képsikok egyikére vagy mindkettGre projicidlé sik
nyomai a térben egymdasra merdlegesek, azért a fGvonalak rendszere:
szintén merdleges lesz egymasra.
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A mid6n két egyenesnek 1-s6, vagy 2-dik képe egybeesik, a
két egyenes egy az_1-sé, illetve egy a 2-dik képsikra projicialé sikot
hataroz meg, és ha a két egyenes kozos képei merélegesek a kép-
tengelyre, akkor azokon a képtengelyre projicialé sik megy kereszt(l.

A képsikokra projicidld sikoknak kulonts esetét képezik az
1-s6 vagy a 2-dik képsikkal parhuzamos sikok. (26. abra). Az els6-
nek a 2-dik nyoma parhuzamos a képtengelylyel, 1-s6 nyoma pedig
végtelen tavol van; az utébbinak 1-s6 nyoma parhuzamos a kép-
tengelylyel, a 2-dik nyom pedig végtelen tavol van. Itt a févo-
nalaknak csak egyik rendszerér8l szdlhatunk, a masik rendszer
hatarozatlan marad. A képsikokkal parhuzamos sikok csak Kkét
szomszédos térnegyedben terjednek el.

26. abra.

A képtengelylyel parhuzamos sikok nyomait az jellemzi, hogy
.azok parhuzamosak a képtengelyhez (26. Abra jobb); e sikok févo-
nalainak két rendszere egybe esik és e sikok legfeljebb harom tér-
negyeden vonulnak Keresztiil

A képtengelylyel parhuzamos sikok kiilongs esetét képezik a
képtengelyen kevesztiil mend sikok. Minthogy ezeknek mindkét nyoma
a képtengelyben van, a mely csak egy egyenes: a képtengelyen
keresztiil mend sikok meghatarozisara a nyomok nem elegenddk,
hanem még egy bennok fekvd egyenes vagy pont sziikséges.

Ha egy siknak két nyoma a képtengelylyel egyenld szoget
képez, akkor az a sik merdleges a symmetria- vagy a cotncidentia-
stkra a szerint, a mint a képsikok egyesitése utdn a nyomok nem
esnek egybe, vagy pedig egybeesnek.

Ugyanis minden az ily sikban fekvd és a képtengelyre merdle-
ges egyenes (és ilyen «! van barmily helyzet( sikban) merdleges a
symmetria-, illetve a coincidentiasikra H, vagy H,-re. Ugyanis ha
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a H,, vagy H,re meréleges egvenest elképzeliink, akkor ennek
képei a képtengelyre merSlegesen allnak és nyomai a képtengelytdl
egyenld tavolsagra vannak. De az ily egyenesen Keresztill mend
barmily siknak nyomai (mert a képtengelyben taldlkoznak) a kép-
tengelyhez egyenl6 szogek alatt hajlanak.

Ennek kiil6nts esetét képezik azok a sikok, melyeknek nyomai
a képtengelytdl cgyenl tdvolsdgra vannak, tehat vagy egybeesnek,
vagy pedig a képtengely felezi, a t6liikk hatarolt parhuzamos szala-
gokat. Az elsé esetben a sikok a symmetriasikkal, a masodikban a
coincidentiasikkal parhuzamosak.

Minden mas sik, melyrdl itt nem szdlottunk A&ltalanos hely-
zet( a képsikok iranyaban, .

De ezek kozott kétfélét lehet megkiilonboztetni.

Allitsunk ugyanis egy § = |s,, s,] sik S tengelypontjaban a
képtengelyre meréleges sikot U == [u,, #,]-t. Az U sik azaz 8 siknak
az 1-s6 térnegyedben levd
részét vagy nem metszi, vagy
metszi, a szerint, a mint (az
egyesitett képsikokra gon- ;
dolva) az n,=u, egyenes az °
s, Sg-nek az | s6 térnegyed
hataran levé részeit nem va-
lasztja el, vagy elvalasztja.
Az els6 esetben (27 a. abra)

a sikot diilt, a masodikban
(27 b, abra) feszitett siknak
akarjuk nevezni. A feszitett,
projicidlé, vagy d(lt sik nyomainak az 1-s6 térnegyed hataran levé -
részei megfelelfleg: tompa-, derék-, vagy hegyesszoget képeznek.

Hogy mi kiilénbség van még a feszitett és d(lt sik kozott és
hogy mikép lehet tudni egy sikrdl, melynek nyomai nem ismerete-
sek, hogy feszitett vagy ddlt sik-e, azt alabb (a 34. feladatnal) latni
fogjuk.

Ha egy S sikot egyik nyoma koriil forgatunk, akkor az a ddlt
helyzetbdl az egyik képsikra projicialé helyzeten keresztiil a feszi-
tett helyzetbe megy at s kozben egyszer a H, és egyszer a H, sikra
lesz mer6leges.

28. A stk symmetria- és coineidentia-vonalai. A siknak
azon egyeneseit, melyben az a symmetria-sikot H,-et és a coinci-
dentiasikot H,-t metszi, a sik symmetria-, illetve coincidentia-vona-
lanak nevezziik és h, h.-vel jeldljik,

i
|
27 a. abra. 27 b. abra.
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Ha a sik tetszés szerinti egyenesének symmetria- és coinciden-

tiapontjait,
juk a sik h,, ks vonalait.

H,, H,t a sik tengely pontjaval 6sszekétjilkk, megkap-

Igy ha az (s,, s;) sik (28. abra) egy a fGvonalanak symmetria-

és coincidentiapontja (H’,, H

28, dbra.

29 a. abra), a l.. illetve a I, a sik

illetve (H';, H'',), akkor e pontok
0sszekotd egyenese az S tengely-
ponttal a (&'y, b)), (B's, h"5) egye-
nesek. A szerkesztés mutatja, hogy
barmily a képtengelylyel parhuza-
mos egyenesnek a k,’, hy'-t6l és a
k', hy"-t6l hatérolt vonaldarabja
az s.. illetve az s,-tdl feleztetik,
melyet tekintetbe véve a i, Iy
egyikébdl a masik és mindkett6tdl
a sik nyomai egyszer(ien szer-
keszthetdk.

A midén az § sik a H,, vagy
a H, sikra meréleges (29 b. és
tengelypontjaban meréleges a kép-

tengelyre ; ennélfogva ez utdbbi esetben nemcsak a I,-nek, hanem

29 a. abra.

29 b. abra.

h,-nek képei is egybeesnek ; de megjegyezendd,hogy mig a /1, pont- \
jainak képei egybeesnek, a k, pontjainak képei a képtengely iranya-
ban symmetrikusok. Minthogy a sik coincidentia vonaldnak képei
egybeesnek : cgy sik barinely egyenesének kit képe egymast a sik
cotncidentia vonaldnak képében metszi.

29. A sfk oldalnyoma. Minden sik a képtengelyre merGleges
oldalképsikot K,-mat egy egyenes szerint metszi, mely a sik oldal-,
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vagy 3 dik nyomdnak neveztetik. A K, képsikon fekvé 3-dik nyo-
mot a (K,, K;) = 2z tengely koriill a K, képsikba akarjuk forgatni.
azaz a sik 1-s6 és 2-dik nyomabol annak oldalnyomat akarjuk meg-
hatarozni, a midén a K; sik a K,-vel egyesiilt. Az oldalképsik
(30.abra) az 1-s6 és 2-dikat a z és y egyenesben, az 8 = [s,, s,] sikot
egy S; egyenesben metszi; s;-nak 2-dik nyoma S, az s,-ben, 1-s6
nyoma Sy az s,-ben van.

Az S, pontnak 3-dik képe S,/ az x tengelyen ép oly tavol-
sagra van a z tengelyt6l, mint az S, pont az x-t6l; S- pedig 3-dik
képével esik egybe. Ennélfogva S; S,"' egyenes lesz az S siknak
3-dik nyoma s;.

30. abra. 31. abra,

A midén az S sik az x képtengelyen megy keresztiil és az
x-ben fekv6 nyomain Kiviil még az (4‘, A"*) ismeretes (31. abra)
az 8 siknak 3-dik nyomat s;-mat megkapjuk, ha az A-nak 3-dik
képét At a (2, x) = S, ponttal 6sszekétjik. E sik ugyanis a 3-dik
képsikra projicial6 1évén, minden pontjanak 3-dik képe a sik 3-dik
nyomaban fekszik. (Az dbrdban az A pont helyére A’ irandd.)

N

Feladatok a sikra vonatkozdlag, kapcsolatban a
ponttal és az egyenessel.

A kovetkez6 feladatoknal a sik rendesen nyomaival van meg-
adva, a hol pedig a sikot mas adatokkal akarjuk meghatarozni, ugy
ezen adatok miném{iségét meg kell mondanunk.

30. — 26 feladat. Adva van egy sik 8 = [s,, s;]; szerkesziends e
sikban oly egyenes e, mely az 1-s6 nyomra, és oly egyenes f, mely a
2-dik nyomra merdleges.

KLUG : Abrizolé geometria. 3
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Megoldads (32. abra). Minden az 8 sik s, nyomaéra mer6leges
egyenesnek 1-s6 projicial6 sikja merSleges 1évén az s,-re, a keresett ¢
egyenesnek 1-s6 képe ¢’ is merlleges s,-re; az ¢’-b6l az ¢ az Aalta-

lanos eljaras szerint szerkeszthet6.
Ugyanigy a sik s, nyoméara merd-
leges egyenesnek 2-dik képe f*'
merdleges s,-re, és f abbol meg-
hatarozhat6,
A sik 1-s6 (2-dik) nyo-
; mira és igy az 1-s6 (2-dik) f6vo-
H nalak rendszerére meréleges egye-
neseknek rendszerét 1-s6 (2-dik)
: esévonalaknak nevezzik.
Az 1-s6 esbvonal-rendszernek
1-56 képe a sik 1-s6 nyomara és
a 2-dik esévonal-rendszevuek 2-dik
képe a sik 2-dik nyomdrva mevo-
leges.

A sik esbvonalainak rend-
szere egymassal ugyanoly szdge-
ket képez, mint a fGvonalak rendszere, ennélfogva a mid6n a sik a
képtengelylyel parhuzamos, a két esévonal rendszere a képtengelyre
merdleges egyenesek rendszerében egyesiil.

27. feladat. Ve-

Syiink fel egy S sikban

egy A pontot, azaz
szerkeszsziik meg egy
oly A pontnak képeit, '
mely az adott 8 sikban .
fekszik. : :

Megoldds (33 a. | !
dbra). Az A pontnak i !
egyik, pl. 1-s6 képét ‘
A’-ttetszésszerintlehet
felvenni s ezzel a 2-dik
kép mar altalaban meg
van hatarozva. Egy az
A ponton keresztiil 33 a. dbra. 33 b. dbra.
mend és az 8 sikban
fekvG e egyenesnek 1-s6 képe ¢' az A' ponton megy Keresztiil ; e'-b6l
az e' és a rajta fekv6 A'* pont szerkeszthetd. Czélszerl (mert egy

32. abra,
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vonallal kevesebb jon hasznalatba) az altalanos helyzet(i e egyenes
helyett egy févonalat, pl. egy 1-s6 févonalat, a-t, vagy egy 2-dik févo-
nalat &-t alkalmazni a szerkesztésnél. (A kezd$ hajlandé egy sikban
felveendd pontnak képeit a sik nyomain felvenni, mint a hogy az
egyenesen fekvs pont képeit az egyenes képein veszi fel. Amde altala-
ban a sik 1-s6 nyomdn lev6 pontnak 2-dik képe a képtengelyen
van, mig a sik 2-dik nyomdn felvett pontnak 1-s§ képe a képten-
gelyen lesz!)

A midén a sik az 1-s6 (2-dik) képsikra projiciald, akkor a fel-
veend pontnak 1-s6 (2-dik) képe a siknak csak az 1-s6 (2-dik) nyo-
maban fekhetik, tehat csak itt vehetd fel; a pontnak 2-dik (1-s8)
képe pedig jelen esetben hatdrozatlan marad. (33 b, abra).

Ha a sik a képtengelyen megy kereszt(il és ezen kiviil fekvd
(8, B**) pont 4ltal van adva, akkor az "4 pont felvételét kozvetits
egyenest e-t a B ponton fektetjiik keresztiil; és ha végre az A pont-
nak tengelyképe a B tengelyképében van, Ugy egy oldalképsikot
alkalmazunk az A pont meghatérozasara.

28. feladat. Az elGbbi feladat hatarozatlan volt, mert % meg-
oldast szolgaltatott ; de hatarozott a kdvetkezd feladat: Vegyiink fel
egy sikban oly A pontot, mely az 1-s6 képsiktdl, K,-t6l, 2 cm, a 2-dik-
tol, K,-t61, 1'5 cm tavolsagra van.

Megoldas. A siknak egy olyan févonala a, mely a K;-t6l 2 cm
és olyan f6vonala b, mely K,-t6l 1'5 cm tavolsagra van, egymast a
keresett pontban metszi. Ennélfogva a képtengelytél 2 cm tavol-
sagra egy a ' és 1'5 cm tavolsagra egy &' egyenest huzunk, ezek-
bél a', b"'-t megszerkesztjik és A’ = (a', b’), A" = (a”, b").

A feladatnak, ha a sik négy térnegyeden megy kereszt{il, négy
megoldasa van, t. i. minden térnegyedben fekszik ily pont. De ha a
sik kevesebb mint négy térnegyeden megy kereszt{il, akkor a fel-
adatnak O, vagy o' megoldasa van. A siknak mily helyzeteinél
kovetkeznek be ezek az esetek és a négy pont az altalanos esetben
mily négyszognek képezi szogpontjait ?

29. feladat. Adva van egy siknak két myoma 1s.. s,| és egy
benne fekvé ABC, . .. sokszognek egyik képe ; szevkesztendd a sokszog-
nek mdsodik képe.

Megoldds (34. 4bra), Ha az ABC... sokszognek 1-s6 képe
A'B'(' ... ismeretes, akkor a 2-dik képnek az A“B"(" ... sokszig-
nek oldalait vagy szégpontjait megkapjuk, ha vagy az ABC. .. sok-
sz6g AB, BC . .. oldalainak, mint egyeneseknek, vagy a soksz0g
ABC...szégpontjainak, mint pontoknak, 1-s6 képébdl a 2-dik képet
meghatarozzuk.

3
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Czélszerli e szerkesztésnél a sik coincidentiavonalanak, %,-nek
képeit h, = h,"'-t f6lhasznalni. Ugyanis ha az A* pont a sokszog A
szogpontjanak barmily médon meghatarozott 2-dik képe és az A'B'
egyenes a hy’ (hy")-et az I (F") pontban metszi, akkor az 4" B
egyenes is e ponton megy keresztil, mely koriilménybél az
A" B" egyenes és ezen a B'* pont szerkeszthet6. Ugyanigy lehet
a (B', B”) hasznalatavala (C', C'') pontot, s ezzel a kovetkezd
pontot stb, meghatarozni. E szerint egy sik sokszog két képének
helyzetét a stk hy’ = hy" coincidentiavonalanak képe ira-
nyaban és az x képtengely iranyaban az jellemzi, hogy ugyanegy
sokszogoldalnak képei (a sokszdg képeinek megfeleld oldalai) egy-
mast a k,’-en metszik és
ugyanegy sokszog -— sz0g-
pontnak képei (a sokszog
képeinek megfeleld szogpont-
jai) az x-re merdleges egye-
nesen fekiisznek, Igy tehat:
egy stksokszog képeinek meg-
JSeleld oldalai egymadst egy
egyenesen (a sik coincidentia
vonalanak képén) metszik, és
wmegfelelé szogpontjai (a kép-
levigelyre merdleges ichat)
parhuzamos egyeneseken fe-
kiisznek,

Két sokszogrél azt mond-
juk, hogy egymadsra van vo-
natkoztatva, ha az egyik sok-
szbg minden szogpontjanak és az azon kereszt(il mené oldalaknak
és atloknak egy szogpont és az ezen keresztil mené oldalak és
atlok felelnek meg a masikban. Tovabba:

Két egymasra vonatkoztatott siksokszdget perspectiv helyzetti
affin sokszognek neveziink, ha a sokszogek megfelel6 oldalai. egy-
mast egy egyenesen, az affinitdsi tengelyen, metszik és megfeleld
szigpontjait 0sszekotd egyenesek, a projicialo sugarvak, parhuza-
mosak. Ezt az értelmezést alapul véve mondhatjuk :

Egy siksokszig két képe perspectiv helyzetti affin sokszég; a
stk coincidentiavonalanak képe az affinitds: tengely és a képten-
gelyre merbleges sugarak a projicidlo sugarak.

Egy siksokszdg és annak 1-s6 (vagy 2-dik) képe perspectiv
helyzet( affin ; a sik 1-s6 (2-dik) nyoma az affinitasi tengely, azok

R T

34. édbra.
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a sugarak pedig, melyek a sokszog szégpontjait az 1-s6 (2-dik) kép-
sikra projicialjak, a projicidlé sugarak.

30. feladat. Vegyiink fel az 1s.. s,] sikban az adott (4’, A")
ponton kereszt(l oly két egyenest, melynek 1-s6 képei és 2-dik képei
egymasra merdlegesek.

Megoldds (35. abra). Miutén a sik coincidentiavonaldnak képét
h,' = h," megszerkesztettiik, az
.1, A pontokon kereszt(il kort
fektetiink, melynek kézéppontja
a b, egyenesen van. E kor a
hy-etaz E'=E“, F' — F" pon-
tokban metszi és I'A’ = ¢,
E'Ar=e" az egyik, F'A'=f",
F'A" = f a masik kivant
egyenesnek két képe,

A szerkesztés mutatja,
hogy egy A&ltaldnos helyzetd
sik egy pontjan keresztiil csak
egy pdr egyenes fektethetd,
melynek Ugy az 1-s§, mint a
2-dik képe egymasra merdleges,
de haa sik a coincidentia- vagy a 35. dbra,
symmetriai-sikkal parhuzamos,
akkor minden egyenesparnak, melynek 1-s6 képe merdleges, annak
2-dik képe is az lesz. A két egyenes a térben éltaldban nem lesz
merdleges.

A 36 a. és 36 b, abra a symmetria-, illetve a coincidentia-sikkal
parhuzamos sikban fekv§ parallelogrammanak képeit 4brazolja. Az
elsének képei a h,' — h," egyenesre symmetrikusak, tehat ellen-
kez6 értelemben fekve congruensek; a mdasiknak képei, mert
hy' = hy' végtelen tavol van, ugyanegy értelmiileg congruensek.

3l. — 31. feladat. Adva van egy S [sy, S;] sik és egy az 1-s6
térnegyedben fekvs (A', A') pont, megallapitando, hogy az dtlat-
szatlannak képzelt 1s.. s,] sik az egyik vagy a mdsik, vagy mindkét
képsikra nézve elfodi-e az (A A'") pontot?

Megoldds. (37. a) b) c) abrak). Az 4 pontot az 1-s6 képsikra
nézve az S siknak csak az a B pontja fodheti el, melynek 1-s6
képe B' az A'-ban van; ellenben az 4-t a 2-dik képsikra nézve az
S-siknak az a C pontja fédheti el, melynek az A-val kdzos 2-dik
képe van.

A 37 a, abraban az .1 pontot az § siknak a B pontja 1-s6 kép-
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sikra nézve és a C pontja a 2-dik képsikra nézve elfédi; a B, C
pontok tehat az A-nak fodépontjai az 8 sikban. A 37 b, abrabdl
lathatd, hogy sem a B, sem a C nem fodépontja az A-nak ; itt a sik
egyik képsikra nézve sem fodi el az A pontot.

a) 36. dbra. b)
A 37 c. abraban a I’ fodGpontja az A-nak, C pedig nem; tehat
az . pont az 1-s6 képsikra nézve el van fodve, a 2-dikra nincsen

elféldve az S siktol,
a) b) ¢)

1
—mempe——
]

37. dbra.
Ebben kiillénbozik a dlt sik a feszitett siktol, t. i. a ddlt sik
egy az 1-s6 térnegyedben a sikon kiviil fekvé pontot, vagy mind a két
képsikra nézve clfod, vagy egyikre nézve sem ; mig a feszitett sik a
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pontot fekvése szevint vagy az egyik, vagy a mdsik, de minden esetre
csak egy képsikva nézve fodi el. A projicidlo sik pedig egy kiviile
fekvé pomtot avra a képsikva wnézve, melyve projicidl,egydltalin
nem fodheti el. Meg akarjuk még e helyen a kovetkezOket jegyezni :
ha egy siknak két oldalat két kiilonbdz6 szinlinek képzeljiikk, akkor
e szinek kozil, ha a sik ddlt, az 1-s6 és a 2-dik képsikra
nézve csak egyet latunk, mig ha a sik feszitett, akkor az els6é kép-
sikra nézve az egyik, a 2-dikra nézve a masik szint latjuk, végre a
projicialé sikndal arra a sikra nézve, melyre az projicial, sem az egyik,
sem a masik szinét nem latjuk. .

Ennélfogva: egy sik diilt, vagy feszitett, a szevint, a mint a (szo-
kott modon az elsé térnegyedet hatdrld) két képsikva nézve a sikok-
nak csak az egyik vagy mindkét oldaldt lathatjuk. Ha mi ugyanis a
sik egy pontjat (a képsikok egyesitése el6tt) az 1-s6 képsikra merd-
leges egyenesnek végtelen tavol fekvé O, pontjaval és a 2-dik kép-
sikra meréleges egyenesnek végtelen tavol fekvé O, pontjaval Osz-
szekotjiik, akkor ezek a sugarak, melyek az O,-b6l és az O,-bbl
nézének latosugarai, a ddlt siknal nincsenek elvalasztva, a feszitett-
nél el vannak valasztva az illet§ sikt6l, a projicidlénal pedig egyik
latésugar a sikban fekszik.

Egy a képtengelylyel parhuzamos sik egy kiilonds dilt vagy
feszitett siknak tekintendd s az emlitett tulajdonsagot alapul véve:
ha a siknak 2-dik nyoma a képtengely f6lott 1-s6 nyoma az alatt
van, akkor a sik dlt, ha pedig a siknak mindkét nyoma a kép-
tengely ugyanazon oldalan van, akkor a sik feszitett.

Oldassék meg a 31. feladat az esetben, ha a sik a képtengely-
lyel parhuzamos.

82. — 32. feladat, Fektessiink hdvom ponton, vagy egy ponton és
egy egyenescn, vagy végre két egymdst akdr véges, akdr végtelen td-
volban mels:6 egyenesen kevesztiil sikot. (Az a feladat sikot fekletni,
mint szerkesztési feladat az 4brazold6 geometridban rendszerint
annyit jelent, mint a sikuak nyomait meghatdrozni. Ha nem szer-
kesztésrél van szo, akkor a sik fektetés kifejezésén az értendd, hogy
az adatoktdl meghatdrozott sik egészére, tehat a benne fekvd pon-
tok és egyenesek Osszességére gondoljunk.)

Megoldds (38. abra). A harom ponton kereszt(il mend sik tar-
toja annak a két egyenesnek, mely a pontok egyikét a masik kettd-
vel Osszekoti. A ponton és az egyenesen keresztiil mend sikon pedig
rajta fekiisznek mindazon egyenesek, melyek a pontbél az egyenes-
hez metszlleg huzhatok. A két els6 feladat tehat egyszerii uton
visszavezethet5 a harmadikra, melyt6l 1ényegében alig kiildmbozik.
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Ha tehat az (e, e"), (%, f*) egyeneseken keresztlil mend sik
nyomait akarjuk meghatarozni, visszaemlékeziink arra, hogy ha
egy sik egy egyenesen megy keresztil, akkor a sik 1-s6 és 2-dik
nyoma keresztll megy az egyenesnek 1-s6, illetve 2-dik nyoman.
Ennélfogva az egyenesek 1-s6 nyomainak, E,, Fy-nek, Osszekotd
egyenese s. a sik 1-s6 nyoma, és az egyenesek 2-dik nyomanak,
E,, F,-nek, dsszekots egyenese s, a sik 2-ik nyoma. A két nyom
egymast (pontos szerkesztésnél), ha az ¢, f egyenesek metszdegye-
nesek voltak mindig a képtengelyen, a sik tengelypontjaban metszik :
ellenkezdleg, ha az ¢, f nem volna metszé egyenespar, akkor egy-
nevil nyomaiknak 6sszekoté egyenesei a képtengelyt két kiilonb6z6
pontban metszenék. E koriilmény felhasznalhat6 a szerkesztésre abban
az esetben, ha az egyenesek nyomai koziil egyik a képsikon kiviil van.

38. dbra.

A feladat szamos tanulsagos példaban gyakorlandé. E példak-
ban a sik meghatarozasara szolgald egyenesek a képsikok irdnyaban
kiilonb6z6 altalanos vagy kilonds helyzetben veendSk fel. Ime
néhany példa: legyen az e vagy az f, vagy az e és az f parhuzamos
a képsikok egyikével, avagy a képtengelylyel; legyen az e az egyik,
az f a masik képsikkal parhuzamos; legyen az e egy coincidalo
(e =¢"), fegy altalanos egyenes; fekiidjék ¢ az egyik képsikban;
messe egymast az e és f a képtengelyen; vagy essék az egyene-
sek nyomai kozll tébb vagy valamennyi a rajzlapon kiviil, stb.

E két utobbi esetben és egyikénél az el6bbieknek, mely kiilon-
ben ehez szamithat6, egy vagy két segédegyenest alkalmazunk,
melyek az adottakat metszik, és igy azokat a szerkesztésnél potoljak.
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33. feladat. Vegyink fel egy S sikban, mely két egymast
metsz6 egyenessel e, f-fel van adva a) egy 1-s6 rendszerbeli f6évo-
nalat és es6vonalat, b) egy 2-dik rendszerbeli févonalat és esévona-
lat, ¢) egy pontot, mely a képsikoktél adott tavolsagokra van a
nélkiil, hogy a sik nyomait felkeresndk.

34. Adva van négy pontnak 4, B, C, D-nek két képe; meg-
vizsgéland6 : a) hogy azok a pontok egy sikban fekiisznek-e ; &) hogy
a D pont az A, B, C pontokon keresztiil mené § siktél egész terje-
delmében, vagy csak az ABC haromszog oldalaitél hatarolt sikrész-
tél az egyik vagy a masik képsikra nézve el van-e fodve; ¢) hogy
az S sik ddlt vagy feszitett-e ?

Megoldas (39. a. és 39 b. abra). a) Ha az AD egyenes metszi
BC-t, akkor a négy pont egy sikban fekszik. A 39. abrakban

a) 39. abra,

az A“D", B"C" egyeneseknek E’‘ metsz6pontja és az A'D', B'C’
egyeneseknek G' metszdpontja nem fekszik egy a képtengelyre
merdleges egyenesen, tehat az AD, BC egyenesek nem metszik
egymast és igy a négy pont nem fekszik egy sikban,

b) Tekintstik a D’ pontot, mint egy az § sikban fekvs: H pont
1-s6 képének H'-nek és keressiik fel H-nak 2-dik képét. Az AH, BC
egyenesek metszGpontjanak képei G/, G*'; H” az A" G' egyenesen
fekszik, tehat a H pont az dbrdkban nem fédSpontja D-nek az 1-s6
képsikra nézve.
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Tekintsiik tovabba a D pontot, egy az S sikban fekvé F pont
2-dik képének és keressiik F-nek 1-s6 képét. Az AF, BC egyenesek
metszépontjanak képei E', E''; I' az E'F" egyenesen fekszik, tehat
F a 39 a. abraban szintén nem féd6pontja D-nek, a 39 b, abraban
pedig féd6pontja.

Ennélfogva a 39 a, dbraban D egyik képsikra nézve sincs elfodve
az $-t6l, a 39 b. abraban pedig az S sik (s6t annak ABC része is)
a 2-dik képsikra nézve elfédi, az 1-s6re nézve nem fodi ela D
pontot. Ebb8l mar kévetkeztetni lehet arra, hogy az ABC sik a
39 a. abraban dlt, a 39. b. abraban feszitett.

¢) A nélkiil, hogy az el6bbi szerkesztést végezndk, kénnyen
megallapithatjuk, hogy az A BC pontokon kereszt(il nem sik ddlt-e
vagy feszitett.

Jarjuk koriil az ABC haromszog képeinek keriileteit az A-t6l a
B-hez, a B-t6l a C-hez, a C-t61 A-hoz haladva. A 39 a. abraban a
koriiljaras (melyet a mellékelt nyil mutat), ugyanoly értelemben
torténik, a 39 b. abraban az ellenkezd értelemben. Ezért: az 1-s6
térnegyedben fekvs ABC haromszog diilt vagy feszitett sikot hatd-
roz meg, a szevint, a mint képeit koviiljdvva, a kovilljdrds értelme
a két képnél ugyanaz, vagy ellenkezd.

Mi ennek az oka ? A mar tobbszér emlitett O,, és O, pont (a kép-
sikokra meréleges egyeneseknek végtelen tavol fekv6 pontja) a ddlt
siknak ugyanegy, a feszitett siknak kiilsnboz6 oldalan van. Az O,
és az O, pontbdl nézd két egyén egy az ABC haromszog keriiletét
koruljaré pontot a dilt siknal ugyanegy értelemben, a feszitettnél
ellenkezé értelemben latja koriiljarva. De a mit az O, pontbdl 1at a
nézd, azt mutatja az 1-s6 kép, és a mit az O, pontbdl 1at, azt mutatja
a 2-dik kép.

33. — 35. feladat. Egy cgyenes és egy sik melszGpontjanak
szerkesziése, ha a sikuak nyomai ismeretesek.

Megoldas. (40 a., 40 b. és 40 c. abrak). Legyen S =[s;, s,] az
adott sik, e = (¢', ¢’) az adott egyenes. Tekintsilk az egyenesnek
egyik képét egy asikban fekvé f egyenes hasonnevi képének
és szerkeszsziik meg f-nek masik képét. Minthogy az e és f-nek
egyik képe kozos, azok egymast sziikségkép metszik egy pontban,
mely mar az [s,, s,] sik és az ¢ egyenes metsz6pontja. A metsz0-
pontnak pedig 2-dik vagy 1-s6 képét nyerjiik elé6bb a szerint, a mint
az f-et ugy vettiik fel, hogy annak 1-s6 vagv 2-dik képe van az
e-nek illet6 képében.

A 40. abrak a szerkesztést d(lt, feszitett és projicialé sikra
nézve mutatjak. A ddlt sik esetében a segédegyenesnek f-nek
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1-s6 képe az e 1-s6 képében lett felvéve, a feszitett siknal pl. e-nek
2-dik képét tekintettiik a sikban fekvé f egyenes masodik képé-
nek és megszerkesztettiik f-nek hidnyz6 képeit. A ddlt siknéal
(e, f*)= A" az § sik és az egyenes metsz6pontjanak 2-dik képe,
a feszitettnél (e', f') — A’ annak 1-s6 képe, melyb6l az A-nak
hianyzé képe azonnal kiadédik. A projicialé siknal a metszipont
egyik képe és ebbdl a masik kozvetlentil megkaphatd.

Az S sik az ¢ egyenest két részre osztja, melyek a sik kiilon-
bozd oldalain fekszenek; ezért az egyik rész az atldtszatlannak
képzelt siktdl egy a sikon kivill fekvd pontbol nézve el van fédve, a
masik nincs elfodve.

a) 40. b) dbra. c)

Ha tehat az egyenes egy tetszés szerinti pontja az 1-s6 vagy a
2-dik képsikra el van fodve a siktdl, akkor egyszersmind az a
része az egyenesnek, melyben ez a pont fekszik, szintén el lesz
fodve az illet6 képsikra nézve a siktdl,

De folhasznalhatjuk annak eldontésére a metsz6pont meg-
hatarozasara szolgald segédegyenest is, A 40 a, dbraban az 1-s6 kép-
sikra nézve ¢ elf6di f-nek azt a részét, melyben az r, pont van,
tehat e-nek a teljes vonallal rajzolt része latszik az 1-s6 képsikra
nézve, s mert a sik d(ilt, azért az e ugyanazon részének 2-dik képe
is latszo.

A 40 b. abraban a 2-dik képsikra nézve e elfodi az fegyenes-
nek azt a részét, melyben az r, pont van, tehat e-nek a teljes vo-
nallal rajzolt része latszik a 2-dik képsikra nézve. Minthogy azon-
ban a sik feszitett, az 1-s6 képsikra nézve nem azt a részét latjuk
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az e-nek, mint az 1-s6re nézve, tehat itt a masik rész 1-s6 képét
rajzoljuk teljes vonallal

A 2-dik képsikra projicialo siknal 40. c) dbra az e-nek 2-dik
képe egészen lathatd, az 1-s6 képbdl pedig a teljes vonallal raj-
zolt rész.

36. feladat. Szerkeszszik meg az e egyenes metszépontjat oly
sikkal, melynek harom pontja ABC van adva.

Megoldas. (41 a. és 41 b. abra). Tekintsiik e-nek 2-dik képét, egy
az § = ABC sikban fekvd f egyenes 2-dik képének f“'-nek és szer-

a) 41. dbra. b)

keszsziik meg f'-t. f metszi a BC, CA, AD egyenest az E, I, G
pontban, ezeknek 2-dik képébdl E, F, G'-bbl az L', F', G* 1-s6
képek, az f* egyenes, végre az § sik és ¢ egyenes D metsz8pontja-
nak (e', f)=D"', (¢, ") = D" képei megkaphatok.

A 41 a. abraban az f egyenes F pontja a 2-dik képsikra nézve
fodépontja az ¢ egyenes H pontjanak; az e'' egyenesnek tehat az a
része, a melyben a H pont fekszik a D metsz8ponttél mérve (az
ABC héaromszég oldalaitdl bekeritett sikrésztSl) el van fodve, a
masik rész ellenben lathato.




E haromszog sikja dilt, ezért az 1-s6 képsikra nézve ugyan-
ez a rész lesz lathaté.

A 41 b. abrdban az e egvenes H pontja fod6pontja F-nek
a 2-dik képsikra nézve; itt tehat a ) H rész lathatd, a masik nem, s
mert a sik feszitett, azért az 1-s6 képsikra nézve lathat6 lesz, a
2-dikra elf6dott rész.

Oldassék meg e feladat a sik és egyenes® kiilonb6z6 helyzeté-
nél a képsikok iranyaban, nevezetesen: ha az egyenes az egyik
képsikra merGleges, ha a képtengelyre meréleges (az oldalképsik
felhasznaldsaval); ha az egyenes a H, sikban van, a sik a képten-
gelylyel parhuzamos és az 1-s6, 2-dik és 3-dik térnegyeden megy
kereszt(il, stb,

34. — 37. feladat. Két sik metszévonalanak szerkesztése, ha a
stkoknak nyomai vannak adva.

42, abra.

Az alkalmazandd A4ltalanos eljaras abban all, hogy két egye-
nesnek, mely vagy ugyanabban az adott sikban van, vagy mely
koziil az egyik az egyik, a masik a masik adott sikban van, fel-
keressiik metsz&pontjat azzal a sikkal, melyben az illetd egyenes
nem fekszik; a két metszGpont Osszekoté egyenese, mint mind a
két adott sikban fekvs, a két siknak metszévonala. E szerint a fel-
adat az eldbbiekre van visszavezetve.

Legyen a 42 a. és 42 b. abraban a két sik 8={s,, s,],
U= [u,,n,]. Az 8 sik s.. s, egyeneseinek metsz&pontjait az U sikkal
legegyszeri(ibben szerkeszthetjiik; ezek ugyanis az (s;, #,)=E,,
(s #3) = E; pontok. Az £, pontnak 2-dik képe E*, és az E, pont-
nak 1-s6 képe E'; a képtengelyben fekszik, tehat E,E‘'; — e,
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E/E,=¢" lesz az §, U sikok ¢ metsz6vonalanak két képe. Uto-
lag is igazolhatd, hogy ¢ a két sikban fekszik, mert nyomai a sikok
egynev(i nyomaiban vannak. Minthogy e szerkesztés szamos feladat
megoldasanal alkalmazandd, annak begyakorlasa a sikok nyomai-
nak kiilonbo6z6 helyzeténél kivanatos és emlékezetbe tartando, hogy
a két sik 1-s6 (2-dik) nyomdnak metszépontja a sikok melszbévonald-
nak 1-s6 (2-dik) nyoma.

A middn az §, U sikok nyomai egymadst a rajziapon Kiviil
metszik, avagy a sikoknak koz0s tengelypontjuk van, a nyomok
metszdpontjai helyett az egyik sik egy (vagy két) oly f6vonalanak
metszépontjat szerkesztjlik a masik sikkal, melyet még a rajzlapon
megnyerhetiink,

a) 43. dbra. b)

A 43 a. dbrdban § sik 1-s6 févonala a, az U sikot az A pontban
és 2-dik févonala » azt a B pontban metszi; AB=-¢ lesz tehit az
8, U sikoknak metsz6vonala. A 43 b, abraban csak az 4 pont meg-
hatarozasa szlikséges, mert a sikoknak kozds tengelypontja a
metsz8vonalon fekszik.

38. feladat. Két sik wmeiszbvonalinak szevkesziése, a) ha az
egyik sik havom pontjdval van adva, b) ha mindkét siknak hdrom-
hdavom pontja van adva.

Megolddsat a 44. és 45, abrak mutatjak. Az ABC haromszég
AB, AC oldalai a 44 a. és 44 b. dbraban az 8§ = [s,, s,] sikot a 45 a.
és 45 b. abrakban az LMN haromszdg sikjat a D, E pontokban
metszik; DE=¢ lesz tehat ABC, § és az ABC, LMN sikoknak
metszéegyenese. Az ABC oldalainak az a része, mely az $ siktol
nincs elfodve, teljes, a masik szaggatott vonallal van rajzolva.



a) 44. dbra. b)

Ugyanigy tekintettel voltunk az ADBC, LMN haromszogek

rajzoldsanal arra, hogy az egyik vagy a masik képsikra nézve
elfodott részt szaggatott vonallal rajzoljuk.

45, dbra.
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Oldassék meg e feladat a sikok kulonbdzs helyzeténél, és
pedig: ha sikok koziil egyik vagy mindketté projicilo, ha azok a
képtengelylyel parhuzamosak, ha egyik H,, vagy H, sik stb.

39. feladat. Hdrom sik metszépontjanak szerkesziése vissza-
vethet$ az elSbbi két feladatra. Ugyanis, ha az adott sikok kettejé-
nek metszGvonalat és ennek metsz6pontjat a harmadik sikkal meg-
szerkesztjiik, megkapjuk a harom sik kdzds pontjat, azaz metsz6-
pontjit. Minthogy e metszéponton kereszt(il megy a harom adott
sik koziil barmely kettének metsz6vonala, azért a metsz§pontot Ugy
is megkapjuk, ha kétszer két siknak metsz6vonaldt megszerkeszt-
jik, — mert ezeknek metsz§pontja a kivant pont,

Harom siknak 4ltalaban egy ko6zOs pontja van, de lehet vég-
telen sok is, t. i. ha a harmadik sik az els6 kettének metszGvonalan
megy kereszt(il.

E metsz6vonal, valamint az el6bbi metszGpont végtelen tavol
is lehet és ezért iérképzeletiink fejlesziése végett kérdezhetjuk, hogy
hany részre osztja harom (esetleg négy) sik a tért, azoknak kiilon-
b6z6 kolesonds helyzeténél.

35.—40. feladat. Egy sikkal parhuzamos egyenes szerkesziése.

Megoldds. Az adott sikban egy egyenest vesziink fel ; minden
¢ felvett egyenessel parhuzamos egyenes a sikkal is parhuzamos.

A sik egy pontjan keresztil a sikban oo! szAmui egyenes htz-
haté ; ezen egyenesek mindenikével ~? szamu egyenes halad par-
huzamosan; ennélfogva oo oly egyenes képzelhet§, mely egy
sikkal parhuzamos.

Ha a siknak nyomai, vagy mas annak meghatarozasara szol-
gald adatok ismeretesek, akkor a szerkesztendd és a sikkal parhu-
zamos e egyenesnek egyik képét (ha a sik nem projiciald), egy
tetszés szerinti egyenesben lehet felvenni. A sikban van oly f egye-
nes, melynek illetd képe az e-nek felvett képében van; az e egye-
nesnek hianyzé képe az f-nek masik képével parhuzamos lesz.
E szerkesztés is mutatja, hogy a feladatnak o® megoldasa van.

Jol megjegyzendS még: Egy egyencs, melynek 1-s6 és 2-dik
képe egy sik 1-s6, illetve 2-dik myomdval pdrhuzamos, a sikkal
niem lesz pdrhuzamos (46. abra), kivéve ha a sik a képtengelylyel
parhuzamos vagy arra projicidlo.

Ha a sikkal parhuzamosan szerkesztendd egyenesnek egyik
pontjait A-t megadjuk, akkor a feladat még mindig hatarozatlan
marad (eo' megoldas), mert a kivant egyenesek egy sikban, a pon-
ton keresztiil mend és az adott sikkal parhuzamos sikban, fekiisz-
nek. E meggondolas a kovetkezd feladathoz vezet :
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41. feladai. Fekiessiink egy ponton kevesztiil sikot, mely egy
adott sikkal parhuzamos.

Megoldds. (47 a. és 47 b. dbra). Legyen § = [s,, s,) az adott sik,
(4’, A”) az adott pont, U a keresett
sik. Az 8 sik 1-s6 nyomaval s,-gyel és
2-dik nyomaval s,-vel parhuzamos a
illetve & egyenest fektetlink az 4 pon-
ton kereszt(il; ezek az U siknak egy
1-s6és 2-dik févonalai lesznek, melyek
mar az U sikot meghatarozzak. A
szerkesztés mutatja, hogy a pdrhu-
zamos U, 8§ sikoknak egynevii nyo-
mai pdrhuzamosak, és igy az U nyo-
mainak meghatarozasahoz az egyik
févonal (az a vagy b) is elegendd.

A midén az S sik a képtengely- 16, dbra.
lyel parhuzamos (47 b. abra), az U
meghatarozasara vagv az oldalképsikot, vagy az S sik egy 4ltala-
ncs helyzet( e egyenesét hasznaljuk fel. A kivant U sik nyomai
az e-vel parhuzamos és az .4 ponton keresztiil mend f egyenes
nyomait F,, Fy-t tartjak, és a képtengelylyel parhuzamosak. Ebb{

a) 47, abra, b)

lathatd, hogy a képtengelylyel parhuzamos sikok (és csakis ezek)
1-s6 és 2-dik nyomainak parhuzamos helyzetéb6l nem kovetkez-
tethetlink arra, hogy az illet6 sikok is parhuzamosak.

Minthogy egy adott ponton kereszt(il egy sikkal végtelen sok
parhuzamos egyenes htizhat6 :

42. feladatl. Szerkeszsziink egy ponuton keves:ztil oly egyenest,
wmely két sikkal pdrhuzamos.

KLUG : Abrazolé geometria. 4
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Megoldds. A ponton keresztiil mend és az adott sikokkal par-
huzamos két sik metsz6vonala a keresett egyenes. Még egyszer{ibb
a megoldas, ha a két adott sik metszdvonala megszerkeszthets a
rajzlapon, mert a kivant egyenes e metszévonallal paArhuzamos,

43. feladat. Fektessiink egy adott ponton keresztiil sikot, mely
két nem parhuzamos egyenessel parhuzamos.

Ha a pontot az adott egyenesek egyikén vessziik fel, akkor a
feladat ekkép modosul :

Feklessiink az e egyenesen keresztiil sikot, mely egy masik
egycnessel f-fel pavhuzamos. Ez utobbi feladatnak

megolddsa: Az ¢ egyenes egy pontjan keresztdl az f-fel par-
huzamos a egyenest huzunk; [a, ¢] sik lesz mar a keresett.

Egyenesek szerkesztése kiilomboz6 foltételek mellett.

36. Az egyenes meghatarozasira szolgdlé foltételek
szama. Egy sik pontjait egy masik sik pontjaival 6sszek6td egye-
nesek (a sikok metszdvonalatél eltekintve) mind kiilombozok egy-
mastél. Es minthogy tgy az egyik, mint a masik sikban oo? szamu
pont van és minden egyenes metszi a két sikot, azért a tér dsszes
egyeneseinek szama oof, oo == oot azaz mégyszeves végielen sokasdg.
Az egyenes meghatarozasahoz tehat négy foltétel szitkséges.

Az a foltétel, hogy az egyenes egy ponton menjen keresztiil,
vagy egy sikban fekiidjék, az egyenesre kétszeres foltétel, mert
mint mar emlitettiik : egy ponton keresztiil <% szamu egyenes huz-
hat6 és ugyanannyi egyenesnek tart6ja a sik.

Egyszerli foltétel egy egyenesre nézve, hogy adott egyenest
messen, mert egy egyenesnek oo3 szamit metszéje (transversalisa) van.

Egy egyenessel tehat oc? egy sikkal oo® szamu parhuzamos
egyenes huzhat6; amaz egyenesek egy végtelen tavol levS ponton
mennek Kkeresztiil, ezek pedig egy végtelen tavol levs egyenest
metszenek.

Nem jar nehézséggel ezen uton a tér pontjainak és sikjainak
sokasagat megdllapitani. Egy O ponton Kkeresztil megy o2
szamu egyenes, melyek mindegyikén (az O kivételével) ~o1 egy-
mastol kiillonb6z8 pont van és ezek a tér Gsszes pontjai. Ugyanigy
egy O sikban fekvd o? szamu egyenes mindenikén oo! egymastol
(az O kivételével) kiilonb6z6 sik helyezhetd keresztiil, és ezek a tér
Osszes sikjai. E szerint: A #ér oOsszes ponijai és dsszes egyemesei
harvomszoros sokasagot (o<%) képeznek.
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Az a foltétel, hogy egy sik egy ponton menjen Keresztiil a
sikra, egyszeres, az, hogy egy egyenesen menjen Keresztiil, kétsze-
res foltétel. A pontra nézve egyszeres foltétel, hogy egy sikon, két-
szeres foltétel, hogy egy egyenesen fekiidjék.

37. Az 4brazol6 geometria feladata elméleti szempontbol.
Elére bocsatva az imént mondottakat, k6nnyebyb és tisztabb attekin-
tést nyeriink a kovetkezd feladatok stereometria megolddsa folstt,
Egy feladatnak stereometria megoldasan, a férben végzends szer-
kesztések lduczolatdt akarjuk érteni, tekintet nélkiil arra, hogy e
szerkesztéseket rajzban keresztill viszsziik-e, azaz megrajzoljuk-e
vagy nem. Ezzel szemben 4llithaté az dbrdzolé (descriptiv) geome-
triai megoldas, mely a szerkesztés kivitelét rajzban kivanja.

Ha azt mondom: egy A ponton keresztiil egy U sikot akarok
szerkeszteni, mely az S sikkal parhuzamos, akkor a stereometriai
megoldas arra tanit: mikép szerzek magamnak fogalmat arrdl a
sikrél, mely a foltételeknek eleget tesz, a descriptiv megoldas pedig
a sikot megrogzitve, azaz a descriptiv geometria modszerével abra-
zolva kivanja.

Az eddigiekben targyalt mddszerek, melyekkel a téralakzatokat
két képsikra, azaz ,a két-képsikos rendszerre“ vonatkoztattuk, s
mely médszerek 6sszességét Monce-féle projectié tananak nevez-
hetjik, nem az egyediiliek, melyeket abrazolé geometriai szerkesz-
téseknél alkalmazunk, — de altalaban a legegyszerlibbek. S ha egy
feladat megoldasat mas modszerekkel kivanjuk, tehat olyanokkal,
melynél a téralakzatokat nem a két-képsikos rendszerre vonatkoz-
tatjuk, hanem mas allandé térelemekkel 4llapitjuk meg, akkor a
descriptiv megoldas is mas lesz, de a stereometriai megoldas altala-
ban ugyanaz marad, mert ez a kivitel médozatatdl fliggetlen.

A middn a feladat adatai és a télik meghatarozott keresett
alakzatok ugyanegy sikban vannak, akkor a feladatot planimetriainak
(egy sikban, planum-ban levének), annak megoldasat planimetriai
megoldasnak nevezik. A planimetriai megoldas tényleges keresztiil-
vitele rajzban, szintén descriptivnek nevezhetS, mert valéban, nem-
csak szavakkal elmondva kivanhatjuk a megoldast, hanem meg-
rajzolt pontokkal és vonalakkal. De a planimetriai feladatok rende-
sen specialisabbak, azaz a keresett alakzatbdl csak annyit kivannak,
a mennyi épen az adatok sikjaban talalhatd, vagy mar maga a fel-
adat ugy van fogalmazva, hogy a sikon kiviil nincs megoldasa.

Igy ha azt mondom: szerkesztend6 harom ponton keresztiil
mend kor kozéppontja, vagy harom ponttdl egyenld tavolra levd

pont a hdrom ponton keresztiil mend sikban, — akkor e két feladat
4*
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ugyanazt kivinja. De ha elhagyom a masodik fogalmazvanyban e
megszoritist: ,a harom ponton keresztil mend sikban“, akkor a
méasodik feladat mar mést fejez ki, mint az els§ és mas, amannadl
altalanosabb megoldéast kivan.

Feladatok.

38. — 44. feladat. Adva van egy 8 sik, ebben egy A pout és
kiviile egy e egyenes ; szevkesziendd az A ponton kevesztiil az S sikban
oly 1 egyenes, mely az e-t metszi.

Megoldds. Az egyenesre nézve az, hogy egy adott sikban
fekiidjék, két foltétel ; hogy egy adott ponton menjen keresztiil, szin-
tén két foltétel. De az egyenes ezen négy fo6ltételnek nem tehet
eleget, ha a pont a sikon kiviil van. Ennélfogva, hogy egy A ponton
keresztlil egy S sikban egyenest vezethessiink, kell hogy az 4 pont
az S sikban fekiidjék. De ezzel az egyenes meghatarozasara szolgild
foltételek szdma egygyel csokkent, és igy még annak a foltételnek
vethet$ al4, hogy az ¢ egyenest messe. Ha tehat az ¢ metsz&pontja
az S sikkal E, akkor az AE =1 a kivant egyenes.

A kivitel tehat a 35. vagy 36. feladat megoldasat és két pont
Osszekotését kivanja.

45. feladat. Feklessiink egy A ponton kevesztiil oly | egyenest,
mely két egyenest, e, fet metsz.

Megoldas. (48. 4bra). Az I négy feltételnek van aldvetve, tehat

az adatok altaldnos helyzeténél a
feladat hatarozott. Az a két sik
(4, ¢) és (4, /), mely az A ponton
és az e egyenesen, illetve az A
. ponton és az f egyenesen megy
i keresztiil, egymast az ! egyenes-
‘ ben metszi. Ez az [ keresztiil
megy az (A, e) sik és az f egye-
nesnek metsz8pontjan is, tehat ezt
véve, a feladat az el6bbire van
visszavezetve., Lassuk Kkivitelét
ezen alapon.
Az (A’, A") ponton keresz-
til (@ a’) péarhuzamos (vagy
48. dbra. metsz8) egyenest huzzuk az
(¢, e”")-hez (a'/le!, a'//e”); folke-
ressik az (f', f") egyenesnek (F‘, F*) metszGpontjat az
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&)= (a, ¢) sikkal (a 36.feladat alapjan a sik nyomainak félhasz-
nalasa nélkill); A'F'=1, A'F* 1" és (I',1") a kivant egyenes,
mely e, €)-t a (E’, E') pontban metszi.

Az adatoknak mily kolcsonés helyzeténél hatarozatlan a
feladat ? .

45. feladat. SzerkesztendG hdvom cgyenest, e, f, g-t, metszb
egyenes 1.

Megoldds. Minden egyenes, mely az adottak egyikének, pl. a
g-nek pontjaibdl, avagy a g-n keresztill fektetett sikokban, a masik
kettShez e, f~hez metsz8leg huzhatd (45. feladat), a kivant egyenesek
kozé tartozik. A feladat a szerkesztendS ! egyenesre nézve egy
hatarozatlansagot tartalmaz; ezért az ! egyenesek szama oo*. melyek
egy fellileten (egyagu hyperboloidon), az / egyenesek tartdjan fekiisz-
nek. Ez a fellilet az adott ¢, f, ¢ egyenesek kiilonds kdlcsonds hely-
zeténél egyszer(ibb feliiletekre oszlik, azaz elfajul. Lassuk az elfaju-
lasokat.

A mid6n két vagy tobb egyenesrdl szélunk, mindig egymads
iranyaban dltalanos helyzetli, azaz egymast nem metsz§ egyenese-
ket értiink ; ilyenek tehat a feladat ¢, f, ¢ egyenesei is.

De ha az ¢, f, g egyenesek kozlll az e, f egymast az (e, f)
pontban metszi, tehat egyszersmind az /e, f] sikban fekszik, akkor
azok az ! egyenesek, melyek az (e, f) pontbdl a ¢ egyeneshez met-
sz6leg huzhatdk és azok, melyek a g egyenes és [e, f] sik metsz6-
pontjan keresztiil fektethetdk az [e. /] sikban, az e, f, g-nek metsz6-
egyenesei. Ekkor tehat az / egyenesek tartéja két sik, t. i. az [e, f]
és az [(e, f), £] sik; az els6ben az ! egyenesek az ([e, f,] £&) pontbol,
a masodikban az (e, f) pontbdl sugéarzanak Kki.

A midén az f nemcsak az e-t,hanem a g-t is metszi, az / egye-
nesek tartdja az [e, f] és [ f, g] sik; amabban az / egyenesek az (f, g)
pontbdl, ebben pedig az (e, f) pontbdl sugarzanak Kki.

Ha az ¢, f, g egyenesek ugyanegy S sikban fekszenek, akkor
az | egyenesek tartja S; és az § sik minden egyenese (eo?) met-
sz6je az adottaknak. Az el6bbi két sik S-ben egyesiil, mely tehat
kettsen szamitandd.

Végre ha az e, f, g egyenesek egymadst egy S pontban metszik,
akkor minden az S pontbdl kisugarzo6 / egyenes (ismét %) metszdje
a harom adottnak. Az I egyenesek tart6ja akkor minden az S ponton
keresztll meng sik.

Visszatérve az eredeti feladathoz, azt latjuk, hogy az I egye-
nesek kozott van egy, mely az e-vel, egy, mely az f-fel és egy, mely
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a g-vel parhuzamos; szerkesszilk meg ezeket, azaz oldjuk meg a

kovetkezd ’
47. feladatot. Adva van hdvom egyenes, szevkesztendo mas

hdrom egyenes, mely egy-egy adottal parhuzamos, a mdsik kettit
pedig metszi. .

Megoldds (49. abra). Legyen e, f, £ a harom adott, ¢, // e,
fill f, & i/ & a harom keresett egyenes, mely szerkesztend6

mmmm e b e e

49, dbra.

Szerezziink el6bb fogalmat az WUj egyenesekr6l. E végbdl

(49 a. abra)

az e egyenesen keresztll E; E, sikot fektetlink parh. az f,illetve a g-vel
2] f ”» » Fg, Fe » » ” -3 ” > n
” g ” ) Ge. G_/‘ » » » n € » .f' ”

e hat sik egy ugynevezett parallelepipedont hatarol, melynek 12 éle
kozul harom az adott

ED=¢ = |E E. | ,AF—f —| FgF. |, 0. =¢ = 6. 6

harom a keresett

AB=¢,= |F. G, | ,CD=f=| 6, E; |, o0 =y,=|E.F,



— 355 —

a tébbi harom-harom pedig az (E; Fg, G.), (E¢ F.. G, szogpon-
tokbo6l sugarzik ki. A parallelepipedon négy par szemben fekvd
szogpontjat 6sszekotd egyenes, annak négy 4atléja:

(5’ fi) (61) f)’ (f7 gl) (.fl: g)' (g7 el) (gli 5); (Ef, Fg: GL’) (Eg Fe,- Gf)
egymast egy M pontban metszi, mely az atléknak metsz6pontja.
Ugyancsak az M pontban metszi egymaést az e, ¢;; f, f1, 8, S Par-
huzamos egyenesparakon keresztiilmend sik, mely kilon-kiilén
két-két atlét tartalmaz.

Térjunk a feladat descriptiv megolddsahoz. (49. dbra).

A (g, 8") egyenes tetszés szerinti (P, P"') pontjan keresztil
az (¢, e") és az (f, f*') egyenessel parhuzamos (a, a"), (¥, b"’)
egyeneseket hizunk ; felkeressiik f-nek A metszépontjat az |a, g]
sikkal, e-nek D metszGpontjat a [b, g] sikkal; az (4', 4*) ponton
kereszt(il mend és az (¢!, ¢")-vel parhuzamos (e,', ¢,"") egyenes, vala-
mint a (D, D'*) ponton kereszt{il mend és az (£, f*)-vel parhuza-
mos (f,', ;") egyenes (g', g')-t a (B, D"), illetve (¥, C'*) pont-
ban metszi.

Ha még az A D atlo6 M felezd pontjat, melynek M‘, M* képei
az A'D’, A"D" vonaldarabokat felezik a B, C pontokkal &ssze-
kotjik, akkor ez Osszekotd egyenesek az e, illetve f egyenest a
£,-nek £, F pontjaban metszik. Ezzel mind a harom egyenes e,, f,
&, képei ismeretesek.

Az ABCDEF térhatszognek 1-s6 és 2-dik képe oly tulaj-
donsagu, hogy a szemben fekvd szogpontokon keresztiilmend,
ugynevezett f6atléi egymast egy pontban, az M-nek képeiben met-
szik. Az ily hatszdget, avagy hatoldalt, Brian ch o n-félének neve-
ziik, mert BriancHON franczia mathematikus ismerte fel e hatszégnek
azt a tulajdonsagat, hogy oldalai egy kupszeletnek érint6i.

48. feladat. Oldjuk meg a 46. feladatot abban az esetben, ha
az egyik egyenes egy sik végtelen tidvol fekv3 egyenese, tehat:
szevkessziink két egyenest metszd és egy sikkal parhuzamos egyenest.

Megoldds. Az adott sikkal parhuzamos, de kiilénben tetszole-
ges sik a két adott egyenest két pontban metszi, melyeknek Ossze-
kot6 egyenese a kivant tulajdonsagu. A mint lathaté jelen feladat-
nak is eo! megoldasa van, és azok az egyenesek, melyek a kove-
telményeket kielégitik, egy elfajult egyagu hyperboloidon fekiisz-
nek, melyet hyperbolikus-paraboloidnak neveziink.

E feladat descriptiv megoldasa (a két-képsikos rendszerben)
igen egyszerti, ha az adott sik a képsikok egyikére projicialé. Ugyanis
a keresett egyeneseknek képei azon a képsikon, melyre az illetd sik
projiciald, a sik illetd nyoméval parhuzamos egyenesek lesznek;
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ezen képeib6l az egyeneseknek azoknak masik képeit egyszer(ien
szerkeszthetjik.

Oldjuk meg a 46. feladatot, ha aj az egyik egyenes az 1-s6
képsikra merSleges, a tobbi kettd altalanos helyzet(i, ») ha az
egyik egyenes az 1-s6, egy madsik a 2-dik képsikra merGleges, a
harmadik Aaltalanos helyzetli vagy parhuzamos a képtengelyhez.

Oldjuk meg a 48. feladatot, ha az adott sik a symmetria-, vagy
coincidentiasik (oldalképsik alkalmazésaval).

39. Visszapillantas az I. fejezet anyag4ira. Az eddigiekben
megismerkedtliink bizonyos stereometriai feladatok descriptiv meg-
oldasaval, Lattuk, hogy a stereometriai feladatok olyanok, melynél
vagy mar maguk az adatok, vagy a meghatarozand6 alakzatok nem
fekiisznek ugyanegy sikban, Sziikséges volt tehat, oly eszkozoket
talalni, melyek segélyével nem ugyanegy sikban fekvé geometriai
alakzatokat is lehet dbrazolni. Czélszer(inek mutatkozott erre nézve
két egymasra merGleges képsikot hasznalni, melyre a téralakzato-
kat merGleges sugarakkal projicialtuk és a két projectiét vagy mint
neveztik, képet, a képsikok metszGvonala korlil egy sikba for-
gatni. Az egyesitett képsikokon 1évs két képbdl a téralakzatot, ugy
szintén a szerkesztésnél felléps és a keresett alakzatokat mindig re-
construdlhattuk.

A pontot és egyenest képeivel, a sikot nyomaival vagy éltala-
nosabban két benne fekv6 egyenes képeivel abrazoltuk, melyek
mindig biztos fogalmat nyujtottak az dbrazolandé pontrdl, egyenes-
18l és sikrol.

A feladatok, melyekkel foglalkoztunk, olyanok voltak, hogy
legnagyobb részénél a mérést teljesen nélkiiloztiik, azaz a térelemek
(pont, egyenes és sik) kolesonds helyzetére vonatkoztak, tehat az
ugynevezett helyzct-geometriahoz tartoztak. A f6feladatok voltak:
pontot, egyenest sikban felvenni ; sikot pontokon, egyeneseken ke-
resztill fektetni; egyenes és sik, két vagy harom sik k6zos elemét
meghatarozni; egyenessel vagy sikkal parhuzamos egyenest és si-
kot, végre egyeneseket metsz6 egyenest szerkeszteni. E szerkeszté-
seknél vonaldarabokat vagy szogeket atvinni (kivévén kezdetben a
pontnak a képsikok irant adott helyzete felkeresésénél) nem
kellett ; a szerkesztések mindamellett nem nevezhet6k vonalasokunak,
mert a parhuzamosak huzasanal két vonalzét, a képtengelyre merd-
legesek rajzolasdnal derékszogii haromszoget alkalmaztunk, a mi
a korz6 és vonalzd hasznalatanak felel meg.

A targyalt feladatok nagy része (a diilt betiikkel szedettek)
alapfeladat, azaz olyan, mely més Osszetetteknél, mint segédfeladat
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szerepel. Az bsszetett feladatokat azonban csak akkor érthetjuk és
oldhatjuk meg, ha a segédfeladatok megoldasait mar konnyiiség-
gel végezhetjiik. E végbdl ajanlando, hogy az alapfeladatok jol elsa-
jatittassanak !

Il. FEJEZET.
Arnyekszerkesztések,

Altaldnos megjegyzések, E fejezetben oly pontokkal,
véges hosszusigu egyenesekkel, tehat vonaldarabokkal, a siknak
hatarolt részeivel, tehat egyenes, vagy gorbe vonaloktol bekeritett
idomokkal fogunk foglalkozni, melyek az 1-s6 térnegyedben fekiisz-
nek, Foltételezziik azonkiviil, hogy a téralakzatok a fénysugarakra
nézve athatlanok, igy hogy egy vilagité ponttdl hozzajuk érkezd
Sénysugarakat nem bocsatjik keresztiil.

E téralakzatokkal e fejezetben bemutatott szerkesztéseket
drnyékszerkesziéseknek vagy druyékoldsnak nevezzik.

40. A pont vetett drnyéka. Az 1-s6 térnegyedben fekvd
Sényld vagy vildgité pont L e térnegyed hatarlapjait képez6 képsi-
kokat megyvilagitja, mert az L pontbél kisugarzé fénysugarak ama
hatarlapok minden pontjahoz eljuthatnak, De ha a fénysugarra at-
hatlan A pont egy az L pontbdl kisugarzé fénysugarat utjaban
akadalyozza, akkor ez az LA fénysugar mar egy pontjat a képsi-
koknak nem vilagitja meg. A 1-s6 térnegyed hatarat képez6 képsikok
egyikén tehat egy pont sottét
marad, ha az L pontbdl az 4-n :
kereszt(il huzott félsugar az i
egyik képsikot metszi. Ez a meg '
nem vilagitott pont a képsikon :
az A pont velett drnyéka a kép-
sikra. Az A pont csak akkor
vet arnyékot a képsikra, ha az ‘.
L-t61 mért LA félsugar metszi
a képsik egyikét és pedig arra a
képsikra veti az arnyékot, me-
lyet az LA félsugar elGszor
metsz, tehat mely metsz6pont
.1-hoz kbézelebb van.

Igy, ha az 50. 4braban I a vilagité pont, akkor az A pont a
2-dik képsik A* pontjara a I3 pont az 1-s6 képsik B, pontjara veti

50. dbra,
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az arnyékot. Az A* pontnak 2-dik képe is A%, az 1-s6 képe x-en
van; a B, pontnak 1-s6 képe B,, és 2-dik képe van z-en.

41. Az egyenes vetett arnyéka. Egy vonal vetett arnyékat a
vonal pontjainak vetett &rnyékai képezik. Ha a vonal egyenes, akkor
az L vilagité pontbdl az egyenesek pontjaihoz huzott sugarak egv
sikban — az egyenes fénymenti sikjiban — fekiisznek, melynek
metszbvonalai a képsikokkal az egyenesnek a képsikokva velett dv-
nyéka. Hogy ezeket megkapjuk, az egyenes két pontjanak keressiik
vetett arnyékat és azokat egyenessel 6sszekotjiik. Erre nézve meg-
kiilonboztetiink két esetet ; a midén az egyenes csak egy képsikra
veti arnyékat (51 a. abra) és middn részben az egyikre, részben a
masikra (51 b, abra).

a) 51. dbra. b)

Az els§ eset az a) abrabol kénnyen megérthets: Az Al egye-
nesnek a 2-dik képsikra vetett arnyéka A*DB*.

A masodikban az A B egyenesnek A4 pontja az 1-s6, B pontja
a 2-dik képsikra veti arnyékat, az A* és B, pontra. E két
pontot nem kothetjiik ©ssze, mert a képsikok cgyesitése eltt
kiilonb6z6 képsikokon fekiisznek, és rajzunk mindig azt az allapo-
tot akarja feltlintetni, a mely a képsikok egyenesitése el6tt mutat-
kozik a képsikokon. E végbdl a B pontnak a 2-dik képsikra vetett
arnyékat a B* pontot, mint az LB egyenesnek 2-dik nyomat fel-
keressiik. Az A*B* egyenes az AB-nek vetett arnyéka volna a 2-dik
képsikra, ha az 1-s6 képsik elvétetnék : mig ez ott van,az AL egye-
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nesnek csak az AC része veti arnyékat a 2-dik képsikra és a
OB része az 1-sOre. Igy tehat az ADB egyenesnek vetettarnyéka
a képsikokra az A*C=B, kiszogells vonallal lesz abrazolva, mely
tulajdonképen az [L, AB] siknak, az AB fénymenti sikjanak két
nyoma.

Ezt tekintve az AB egyenesnek 2-dik nyoma az A* Cx-on és
1-s6 nyoma a Cx B,-on lesz, a mit pontosabb szerkesztésénél czél-
szeri felhaszndlni. — Ha az AB egyenes meghosszabitva az L
ponton megy keresztill, tehat az AB egyenes fénymentén van, akkor
annak vetett arnyéka a képsikra vagy barhova, egy pont.

42. Egy haromszog sajit- és vetett arnyéka. Az ABC
haromszdgnek vetettarnyékat az egyes képsikokra a haromszog ol-
dalainak vetett arnyé-
kai, az A* B* C¥*,
A, B, C, haromszo-
gek keritik be. Az ABC
haromszog vetett ar-
nyéka azonban az (52.
abray A* Dx B. C. Ex
sokszogt6l  bekeritett
képsikrészszel lesz ab-
razolva, mert a DE
egyenessel ketté osz- —_—
tott ABC haromszog-
nek ADE része a 2-ik,

DECB része az 1-s6

képsikra veti rnyékat,

Az AB és AC oldal-

nak D, K pontjai, me-

lyek a képtengelyre 52. dbra.

vetik 4rnyékukat, az

AB, AC oldalaknak megszerkesztett arnyékaibél A* Dx B,, A* E=x
C,-bdl lettek meghatarozva.

Az L vilagitd pont vagy benne fekszik az ABC haromszog
sikjAban, azaz a haromszdg fénymentén van és arnyéka egy egye-
nes; vagy pedig a vilagité pont annak sikjan kiviil fekszik és csak
egyik oldalat vildgithatja meg, mig a masik, mint mondani szokas, ar-
nyékban van. Ez az arnyék, minthogy magan a hiaromsz0gon mu-
tatkozik : a hdromszdg sajatarnyéka.

Ha az ABC haromszog sikja diilt, akkor annak, mint tudjuk,
csak egyv oldala latszé akar az 1-s6, akar a 2-dik képsikra nézve ;
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ha ellenben feszitett, akkor sziikségkép az egyik képsikra nézve a
megvilagitott, a masikra a sajatarnyékban levé oldala latszo.

Hogyan lehet azt az 52. 4braban megallapitani? Az LA fény-
sugar 1-s8 projiciald sikja az ABC haromszogetaz AG egyenesben
metszi. Az O,G latésugar és az LG vilagitésugar az AG egyenest
elvalasztja, mert a 2-dik képben az L' pont és G ponton keresztiil-
mend és az 1-s6 képsikra merbleges egyenesnek O, végtelen tavol
fekvé pontja az A G egyenestdl el van valasztva. Az 1-s6 kép-
sikra nézve az ABC haromszégnek sajatarnyékban levd oldalat 1at-
juk, a mit azzal tiintetlink ki, hogy az A’ B C' haromszdget, ugy
mint a vetett arnyékot sraffvonalakkal vonjuk be,

Az LA fénysugarnak 2-dik projicialo sikja a BC oldalt egy H
pontban metszi; az AH egyenes azonban nem valasztja el az L vi-
lagité pontot, a 2-dik képsikra néz6 O, szemétdl, mint az az 1-s6
képen lathat6, mert L', O, nincs elvalasztva A' H'-t6l. A 2-dik kép-
ben tehat az ABC haromszognek megvilagitott oldalat latjuk és
ezért az A" B C" haromszoget nem boritjuk be sraffvonalakkal.
Ezt azonban mar a 1-s6 vizsgalatbol is tudhattuk, mert az ABC
haromszodg képeib8l mar arra lehetett kovetkeztetni, hogy feszitett
sikban van.

Szolgaljon gyakorlati szabalyul a szerkesztének annak megal-
lapitasanal, hogy egy haromszog vagy barmely siksokszdgnek meg-
vilagitott oldalat latjuk-e az egyik képsikra nézve, vagy a sajatar-
nyékban levét, a kovetkezd :

Ha a sokszognek képét és vetett arnyékat az egyik képsikon
a szogpontoknak ugyanazon rendjében koriiljarjuk, akkor a
korlljaras értelme vagy megegyezl, vagy ellenkez6; az elsé
esetben a megvilagitott, a masodikban a sajitarnyékban lev$ olda-
lat latjuk az illet§ sokszognek, Igy az A’ B' ¢/, A, B, C, harom-
szogeknél a koriiljaras értelme kiilonbozs, A B C*, A* B* C*-nal
megegyezd!

A szerkesziés pontossdga kedvéért még csak egy koriilményre
akarunk figyelmeztetni, t. i. hogy az A* B* C*, 4, B, C, harom-
szogek A* A,, B* B.. C* C, szbgpontjait 6sszekotd egyenesek az
L" L' egyenesnek abban az O pontjaban taldlkoznak, mely az L,
L pontoktdl ép oly tavolsagra van, mint L-nek tengelyképe L, az
L", L’ pontoktol.

Ugyanis, ha az A*. A, pontoknak tengelyképe A*', A, akkor
LYLy: A%A% = LA : A¥A, = L'A  A*A, — OL': 4*4*,
a mi allitasunkat igazolja.
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43. A 45" vilagitas. Az arnyékszerkesztések sokkal egysze-
riibbé valnak, ha az L vilagité pontot, nem ugy mint az el6bbiek-
ben véges tavolsagban, hanem végtelen tavol levének képzeljiik. A
vilagité sugarak ekkor parhuzamosak és ezért a megvilagitast pdsr-
Kuzamos sugarviinak, mig az el6bbit kozpontinak nevezziik. Az
arnyékszerkesztések féként azért egyszerlisbbiilnek, mert pdarhuza-
mos sugarn vildgitdsndl parhuzaios és egyenld egyenes darabok-
nak velett arnyékai egy sikva, parhuzamasak és egyenlék, minthogy
fénymenti sikjaik pArhuzamosak.

A vilagité pont ugyan barmily helyzet I egyenesnek lehet
végtelen tavol fekvs pontja, Ugy hogy a fénysugarak I-lel parhuza-
mosan haladéknak veenddk, de részint a szerkesztések egyszer(si-
tése szempontjabol, részint azért, hogy az 1-sG, 2-dik és az oldal-
képsik egyenlSkép legyen megvilagitva, az / egyenesnek helyzetét
kovetkez6kép szokas megadni:

Az I egyenesnek 1-s6 térnegyedben levs részének mindkét
képe I'. I" az x képtengelyhez 45°
szog alatt hajoljék (53. abra) de
ugy, hogy I | " és azl"xl'x
sz0g szarai a csucstdl balra halad-
janak, Az legyenes e helyzeténél
annak oldalképe I''' az y és z ten-
gelylyel szintén 45%u szoget ké-
pez. Azl egyenes tehat parhuza-
mos a symmetriasikkal H,-gyel;
H, fénymenti sik és igy minden
pontjanak vetettarnyéka a képten- 53. dbra.
gelyen van. Az ily sugarakkal tor-
ténd megvilagitast : 45° vilagitasnak szokas nevezni.

A Kkovetkezd arnyékszerkesztéseknél mindig 45° vilagitast
tételezlink fel.

44. A pont-, az egyenes- és a haromszdg vetett arnyéka
45° vilagitasnal. Az 54. 4bra az A pontnak, az ADB egyenesnek és
az ABC hiaromszdgnek arnyékszerkesztését tiinteti el6.

Az A pont arnyékat a 2-dik sikra A* pontra veti. — Az AB
egyenes AC és CB részének arnyéka az 1-s6 illetve a 2-dik képsi-
kon van; C pont az egyenes symmetriapontja. — Az ABC harom-
szbg -1, B» C* vetett drnyékkal van abrazolva; a haromszdég DE
egyenese a symmetriasiknak metszése a haromszog sikjaval. A ha-
romszdg A, B, C, és A* B* C* vetett arnyékai a két képsikra,
perspektiv helyzet affin haromszogek ; a képtengely az affinitdsi
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tengely, a projicialoé sugarak ezzel parhuzamosak, tehat a haromszo-
gek teriiletei egyenlSk. Ennélfogva ; 45%u vildgitdsndl egy siksok-

54, 4bra,

szig vetett druyéka a két képsikva, két egyenlé teviiletii affin sok-
s20¢ ; a képtengely az affinitdsitengely,
a projicidlé sugarak pedig ezzel pdrv-
huzamosak.

45, Kiilonos helyzeti egyenesek-
nek vetett &rnyéka az elsd és a ma-
S sodik képsikra. Egy az 1-s6 kép-
f sikkal parhuzamos B egyenesnek
5 (55. 4bra) vetett arnyéka az 1-s§ kép-
, sikra keresztill megy az egyenesnek
; 1-s6 nyomadn, tehat pArhuzamos az egye-
nes 1-s6 képével A’D-vel, Ezért az AB
egyenesnek vetett arnyékat megkapjuk,
haa B pontjanak B, arnyékan keresztiil
A‘B-vel parhuzamos egyenest huzunk
x-1g és innen A pontnak A* arnyékaig.

Ugyanigy kiilonds helyzetii az 1-s6
képsik iranydban a red merGleges CD
egyenes. Ennek az 1-s6 képsikra vetett
arnyéka parhuzamos a fénysugarnak 1-s6 képével, s mert CDa 2-dik
képsikkal parhuzamos, az erre vetett arnyéka parhuzamos C“D".

55. abra.
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Egybefoglalva a két esetet altaldinosabban mondhatjuk: Ha
egy egyenes vonaldarab parhuzamos egy sikkal, akkor parhuzamos
vilagitasnal a sikva vetelt dvnyéka pavhuzamos és egyenld magaval
a vonaldarabbal, valamint annak e sikva vonatkoztatott ovthogoud-
lis projectiéjaval. Ha pedig az egyenes meréleges egy sikva, akkor e
sHfra vetett druyéka pdvhuzawmos a fénysugdirnak e sikva vonatkozo
orthogondlis projecticjdval, Pdrhuzamos egyeneseknek ugyanegy
sikra, vagy pavhuzamos sikokva vetett drnyékuk pdarhuzamos, mert
Sfénymenti sikjaik pavhuzamosak.

Az 56. dbra a H, symmetriasikkal parhuzamos AL és egy
arra merbleges CD egyenesnek vetettarnyékat az 1-s6 és 2-dik
képsikra abrazolja.

——

58, dbra,

Az D egyenes vetettairnyéka A,D,, A*B* e képsikokra az
x képtengelylyel parhuzamos egyenesen fekszik és egyenld.

A CD képeinek meghatdrozasanal azon egy oldalképsikot
fektettiink at. A fénysugaraknak oldalképei az » képtengelyhez szin-
tén 45° alatt hajlanak. A két képsikra vetett arnyék C, D,, C* D*
egyenl§ és az x képtengelyre az E pontban emelt mer6leges iranya-
ban symmetrikus és azonkiviil egyenls hajlasszogeinek x-hez, trigo-
nometriai tangense 2, Igv tehat: 45°u vilagitasndl a H, symmetria
sikkal parhuzamos, vagy arra merdleges hatarolt egyenesnek az
1-s6 és 2-dik képsikra vetett arnyéka egyenl6. Ha az egyenes a
H,-gyel parhuzamos, akkor az arnyékok ugyanegy, a képsikkal par-
huzamos egyenesen fekiisznek ; ha pedig az egyenes a H,-re merd-
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leges, akkor az arnyékok a képtengely irdnydban symmetrikusak és
hajlaszogiiknek trigon. tangense 2.

48. Pontoknak egymasra vetett arnyékai. Az 55. abra AL
és OD egyenesének az 1-s& képsikra vetett arnyékai egymast
metszik. E metszépont E, E, az AB és CD egyenes egy pontja-
nak E, illetve E-nek vetett arnyéka. Minthogy e két pontnak kozos
arnyéka van, az egyik pont a masikra veti arnyékat; és pedig az
E pont veti E-re, mert az F van ko6zelebb a fényforrashoz Leec-hez.
E szerint a CD egyenes FE pontja veti arnyékat az AD egyenes
E pontjara.

Ha két egyenes e, f egyike sem parhuzamos az ! fénysugarral,
akkor mindig van az egyikben oly pont, mely a masiknak egy pont-
jara veti arnyékat. Az e, f egyeneseknek az /-lel pArhuzamos £ trans-
versalisa e és f-et e két pontban metszi. Ha ellenben az ¢, f egye-
nesek véges hosszusiguak (vonaldarabok), ugy az ily pontok csak
akkor taldlhaték, ha a ¢ transversalis metszépontjai, még azon vonal-
darabokon vannak, Ez pedig a vonaldaraboknak egy sikra vetett
arnyékabdl is lathatd: ha ezek egymast (meghosszabbitas nélkiil)
metszik, akkor van az egyik vonaldarabon olyan pont, mely a ma-
sikra veti arnyékat.

47. Kiilonés helyzetii hiromszdgeknek arnyéka és egye-
neseknek haromszogre vetett arnyéka. Az 57. és 58. 4brak az

SAD haromszog arnyékszer-

kesztését tlintetik el6. Mindkét

dbrdban az >aAa oldal az 1-s6
képsikon, SB oldal a 2-dik kép-
sikon fekszik, mig az 4B oldal

‘az 57. dbraban a képtengelyre
: merdleges, az 58-ndl pedig egy
: altalanos helyzet( egyenes.

Az A pontnak a 2-dik kép-
sikra vetett arnyéka A%, tehat az

ADB egyenesnek ugyanarra a

képsikra vetett arnyéka A* I3

Ez a képtengelyt egy C, pont-

ban metszi, és az 4 C, B kiszo-

gelld vonal vetett arnyéka az

AD egyenesnek, Az SAB ha-
romszog vetett arnyékanak egy részét elfédik a hdromszdg képei,
s csak a sraffvonalakkal bevont rész lathat6. (S az E’ és G’ kozott
van!) Az ABS diilt siknal a megvilagitott oldalt latjuk mindkét kép-

57. abra.
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sikra nézve, mig a feszitett siknal a 2-dik képsikra latszo oldal drnyék-
ban van, mert az A" BS, A*BS haromszogek (koriiljardsi) értelme
ellenkez§. (58. 4bra.)
Mindkét harom-
szogre EF egyenes veti
arnyékat. Az 57. abra-
ban az EF-neka 2-dik
képsikra vetett drnyéka
EIH* mely BC, BC,-t
a G és I pontokban
metszi, jelélil annak,
hogy EF-nek G pontja
a BS-nek G pontjara,
és H pontja BA-nak H i
pontjara veti arnyékat, i
Ugyanigy az 58, '
abraban az EF egye-
nesnek az 1-s6 képsikra
vetett Aarnyéka EF,,
mely AS, AC,taG, I 58. dbra.
pontokban metszi, gy, hogy az EF-nek G, H pontja azAS, A B-nek G,
H pontjaira veti arnyé-
kat. (Sa G’, C kozott!)
Az 59. abraban
egy oldalképsikon fek-
TTrTrmmrmmeen s v6 ABC haromszog
vetett arnyékai vannak
szerkesztve; ezek:
A*B*C*, A B.C,. A
D, E pontok a BC és
AB oldalak 2-ik nyo-
mai; ezen mennek ke-
resztiil a B*C*, A*B*
vetett arnyékok ; s mert
a B, B* pontok
egyenld tavolsagra van-
nak a z tengelyt6l, azért
a B“ED, B,ED ha-
romszogek teriiletei
59. dbra. egyenlék. EbbSl mar
kovetkeztetni lehet, hogy az A“'B“(* A*B*C* haromszégek
KLUG : Abrazolo geometria. 5
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teriiletei is egyenlSk, azaz: Egy oldalképsikban fekvé sokszog terii-
lete egyenlé a sokszdg 1-s6 (és 2-dik) képsikva velett drnyékdnak
teritletével.

48. Két egymast metsz6 hAromszog Arnyékoldsa. Az adott
haromszogek (60. abra) ABC, DEF. MN metsz8vonaluk az ED oldal
és az ABC sik N metszGpontjan, valamint az ADB oldal és a DEF
sik M metsz6pontjan megy keresztiil,

60, dbra.

E metsz6vonalnak és a haromszogek latszé és elfodott részei-
nek meghatarozasa utin felkeressilk a két haromszég A*B,C,,
D E*F* vetett arnyékat a képsikokra, melyb6l mar megallapithato,
hogy az ABC( feszitett siknak az 1-s6 képsikra nézve a sajat arnyék-
ban levd oldala latszé, mig a haromszogek tobbi képeinek a meg-
vilagitott oldalai latszanak,

Minthogy a haromszégek vetett arnyékai egymast metszik, a
héromszogek. egymasra is vetnek arnyékot. Es pedig: a DE, DF ol-
dalak D F* D, E* kiszogell arnyékai az 4B, AC oldalak A*D,
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_1*C, kiszogells arnyékait a H,G.J,I, pontokban metszik. Ezen
pontokon Kkeresztiil mend fénysugarak az illet6 oldalakat a
H,H; G, G; J, J; I, I pontokban metszik s ezért az AB egye-
nesnek M@ darabja az EDF sik MG egyenesére veti arnyékat, mig
a DE egyenesnek HN darabja és a DF' egyenesnek JI darabja az
ABC sik NH, JI egyeneseire veti arnyékat. Ezeknek meghatéro-
zdsa utdn a haromszogek képeinek arnyékban levé részét sraffvo-
nalakkal vonjuk be.

61. abra.

49. Egy képsikkal paArhuzamos sfkban fekvo kérnek ve-
tett &rnyéka. Az » sugaru kor (61. abra) legyen az 1-s6 képsik-
kal parhuzamos, ennélfogva sugarainak az 1-s6 képsikra vetett
arnyékai egyenl6k, s ezért egy korunek (vagy bdrmily sokszignek)
vetett drnyéka a sikjdval pdrimzamos sikva egy vele congruens kv
(soksz6g). Ha tehat a k kor M kozéppontjanak vetett drnyéka az
1-s6 képsikra M,, akkor e pontbél a k kor » sugaraval leirt k. kor
k-nak az 1-s6 képsikra vetett arnyéka.



— 68

A k kornek a 2-dik képsikra vetett arnyéka &* (igacolds nélkiil
dllitjuk) egy ellipsis ; ennek kozéppontja M-nek vetett arnyéka ™.
A % kor parhuzamos hurjainak felez6 pontjai a redjok meréleges kor-
atmérdn fekiisznek ; ezért a parhuzamos huroknak és azok felezs-
pontjainak vetett Arnyéka, a k* ellipsisnek parhuzamos hurjai és azok-
nak felez&pontjai lesznek, mely felez&pontok egy ellipsisaitmérén
fekiisznek. Az egymadsra merSleges koratmérdk vetett arnyékai te-
hat oly ellipsisatmérék lesznek, melyeknek barmelyikével parhuza-
mos hurok a masiktol feleztetnek. Egy ellipsisnek ily tulajdonsagu
atmérik vetett avnyékai az ellipsisuek kapcsolt dtmérdi. llyenek pél-
daul a 2-ik képsikkal parhuzamos és arra merGleges A4, B3, at-
mérdk, vagy a fénysugar 1-s6 képével parhuzamos és arra merdleges
DD,, CC, atmérdk, melyeknek arnyékai A*4 *, B*I3 * D*D *, C*C,*.
A k kor érintSinek, mint a kor két igen kozel fekvS pontjan keresz-
tiil mend egyeneseknek vetett arnyékai, a k* ellipsisnek érint6i. Ezek
kozott figyelemre mélték a B, I3, A, A, és O, | pontok érintSinek,
mint megfelelSleg a képtengelylyel parhuzamos, a 2-dik képsikra
merdleges és a fénysugar 1-s6 képével parhuzamos érint6knek vetett
arnyékai a 2-dik keépsikra, melyek a képtengelylyel parhuzamos, a
fénysugar 2-dik képével parhuzamos és a képtengelyre merdleges
érint6i a &* ellipsisnek a B*, B*, ; A*, A* és a (™, C* pontokban.

Egy gorbe rajzolasanal czélszerii a pontokat lehetGleg arany-
lagosan szétosztva szerkeszteni, Fokozza a rajzolas pontossagat, ha
a pontoknak érint6it is ismerjiik. Az ellipsis rajzolasanal kiiléndsen
j6 szolgalatot tesznek annak tengelyei, mert az ember szeme az
orthogonalis symmetria hibai irant érzékeny és azt konnyen felis-
meri, illetve kikertili. Az ellipsis pedig tengelyeire, azaz derékszogi
kapcsolt atmérdire nézve derékszoglien symmetrikus (ez a szoka-
sos symmetrial), mig a tobbi kapcsolt 4tmérékre vonatkozolag ferdén
symmetrikus.

Ak ellipsis tengelyeit megszerkesztends, gondoljuk meg, hogy
annak atmérdi, a k£ kor atmérdinek 2-dik nyomait, melyek a & egye-
nesen fekiisznek, az M* kdzépponttal kitik Gssze.

Ha az N pont a 2 egyenes alatt az M‘M* egyenesen k"-t6l
M M tavolsagra van (M"N /] x), akkor az N ponton keresztiilmend
sugarak metsz6pontjai k-vel, a k kor oly atmérbinek 2-dik nyomai,
melyeknek 1-s6 képe eme sugarakkal parhuzamos. Igy tehat bar-
mely koratmérd vetett arnyékat a 2-dik képsikra megkapjuk, ha az
N-en Keresztiilmend és 1-s6 képével parhuzamos egyenesnek metszé
pontjat a k'-vel, az M* ponttal 6sszekotjuk. Ezt véve egy az N M*
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pontokon keresztiilmeng * K0T, melynek kdzeppontja a k" egyene-
sen fekszik, ezt az egyen¢St Ol ket pontban, U, V-ban metszi, me-
lyeknek sszekots egyensSel M*-gal k’-nak tengelyei, mert ezek az
UM* | VM* egyenesek 22 E By, F F, egymasra merbleges kor-
atméréknek vetett arnyékal Ezzel tehat Z*nak tengelyei meg
vannak hatdrozva és az /' v £ I vegpontoknak vetett arnyékai,
azoknak végpontjait adjif

459 vildgitdsnal as N pont hasznilatat kikeriilhetjiik, ha az
A" M pontokon keresztill €8Y *a KOrt fektetiink, melynek kozép-
pontja a B* pont érint§jéPen Van; €z az €rint6 a », kort az U,. 1,
pontokban metszi, melyek: mint k6nnyen lathato, szinten az 3* U,
M* V. tengelyeken fekiisz"eK-

Evvel a szerkesztéss€! 2z az eldnylink van, hogy a &* ellipsis
féltengelyeit is megkapjuk, mert az U.B". V,B* vonaldarabok a
V,, illetve az U, pontof keresztiil mené tengelyek felének hosz-
szusagai,

Ennek kimutatésa ##0nban egv kis meggondoldst igényel !

Az E és F pontokn“k I és F* vetett arnyékai a k* tenge-
lyeinek végpontjai.

Ezek a pontok az - F pontoknak az 1-s6 képsikra vetett E.,
Fx arnyékaival a képtengo‘lyhez parhuzamos egyeneseken fekiisznek.
Toljuk a kx kort a képtengelyhez parhuzamosan tova mindaddig,
mig az M« pont az A" pont,ba, tehat a k, kor és ennek E,, F, pontjai
a b, = E, B* F. M* korbe €S 32 L, F, pontokba nem jutnak.

Az A" E,, A" F, sugarak ekkor az 4" U,, A* V, egyenesekre
kerulnek, mert pl. az 4" U /[ NU|M'E U M, E, | A*E,;
s ezért az 4braban mutatk020 hasonlo hiaromszogek az

M J*—y =T 0 E VT = 1"8_*30

A e ”-—W "B,

kifejezéseket adjak. De tekintve, hogy
pJ=DbL*U, B*V,

kovetkezik -

M B = BV, és M*I* = b ©. a mi fénnebbi allitasun-
kat igazolja.

Megemlitést érdeme» NO8Y 40"-u vildgitdsndl az egyik kép-
sikkal pdrhuzamos sikban JERVO kT vetett drnvéka a masik
cgy olyan ellipsis, u elyn:'k‘ Sfeéltengelyci, a kir sugavanak (kiilso es
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belsd) folytonos osztdsdbdl szarmazé vonaldarabokkal egyenlék,
mert

(—14V'5),Vy B'= (1 +V 5)
mi a 61. abrabdl kénnyen igazolhato,

50. Egy oldalképsikban fekvé koér vetett Arnyéka. A %
kor 1-s8, 2-dik és oldalképe k', &', k', k6zéppontja M'; az 1-s6 és
2-dik képsikra merdleges atmér6i AA,, BB,. k-nak a 2-dik kép-
sikra vetett arnyéka 2* a k'’ és k' képekbd! lett meghatarozva. Az
M kozéppontnak és az AA,, BB, atméréknek vetett arnyékai
k*-nak M* kozéppontja és A*A,*, B*B,* kapcsolt atmérdi. (62. abra.)

62. dbra.

A B, pont érintGje parhuzamos a 2-dik képsikkal, tehat B*
pont érintGjét hasznalva, k-nak tengelyeit kvetkez6kép hatarozzuk
meg : Az M*, A,* pontokon kereszt(il mend », kér, melynek kozép-
pontja a B * érint6jén fekszik, ezt az érint6t az U,, V, pontokban
metszi; M* U,, M* V, lesz k*-nak két tengelye helyzetre nézve; az
E* E*; F* F* azoknak végpontja, ha E¥* M* = M* E*= B,*V,
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és F*M*= M*F*=D* U, Az EE,F  derékszégli Kkor-
atmér6k képei, melyek k* tengelyeit szolgaltatjak, azoknak 2-dik
nyomain (¢, E* E *), (k", F* F'*) mennek Keresztiil.

Lényeges pontjai k*-nak, azaz oly pontok, melyeknek ismerete
k* helyzetét tekintve a megrajzolas szempontjabdl kivanatos a C ¥,
C* legmagasabb és legalacsonyabb (tehat a culmindlé) pontok. A
k kornek H, symmetriasikra meréleges és azzal parhuzamos C C,,
D D, atmérSi szolgaltatjdk a culminalé pontokon keresztiilmend
C*C * és a képtengelyhez parhuzamos D*D * atmér§jét k*-nak.

A C C,, D D, egymasra merSleges atmér6knek, a H, irdnya-
ban jelzett helyzete folytan, az 1-s6 és a 2-dik képsikra vetett ar-
nyékai egyenlék : C* C*= C, C,,, D* D\* = D. D x; az el6bbiek
symmetrikusak, az utdbbiak ugyanegy egyenesen parhuzamosak
az x képtengelyhez, s mert ezek a &* k, vetett arnyékoknak kapcsolt
aAtmér6i, azért k*, &, ellipsisek congruensek és a képtengelyre merd-
leges u* ‘egyenesre vonatkozodlag symmetrikusak.

A k* ellipsis C* C *, D* D * kapcsolt atmérsibsl és E* E *,
F* F * tengelyeibdl tehat egyszerien meghatarozhatok k,-nak Cx
Cx,, Dx D * kapcsolt 4tméréi és G+ G*, Hx H * tengelyei, melyek
amazokkal az M* Mx pontparnak «* symmetriavonalara,
symmetrikusok. Ezek az utébbi tengelyek azonban nem az E E|,
F F, derékszogli koratmérdknek vetett arnyékai az 1-s& képsikra,
hanem az ezekkel a C C, atmérdre vonatkozolag symmetrikus G G,
H H, koératmérdknek,

Az 4bra tobbi része nem kivan magyarazatot, de mint emlitésre
méltét megjegyezzitk, hogy 45° vildgitasndl egy oldalképsikban
fekvd kornek az 1-s6 és 2-dik képsikva velett dvnyékai egy az x kép-
tengelyre merbleges egyenesre vonatkozdlag symmetvikus és a korvel
egyenld teriilethi cllipsisek, melyeknek fél tengelyei: a kovsugdvnak,
r-nek, a folytonos osztds szevint felosztott belsé nagyobb vésze
b, és b+

51, Visszapillantds a II. fejezetre. E fejezetben pontok,
egyenesek- és sikidomoknak vetett arnyékait a képsikokra tanultuk
szerkeszteni.

Az eljaras abban allott, hogy egy véges vagy végtelen tavol
lev§ vilagité pontbdl L-bdl a téralakzat pontjaihoz halad6 fénysuga-
raknak felkerestiik metszGpontjait pl. az 1-s6 képsikkal, mely metszs-
pontok a téralakzat pontjainak vetett arnyékai az 1-s6 képsikra.

A végzett szerkesztés a téralakzat pontjainak projicidlasi mu-
veletére emlékeztet. A téralakzatnak vetett Arnyékat tehat ugy fog-
hatjuk fel, hogy az a téralakzat projectidja (képe) egy véges, vagy
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végtelen tavol fekvé L pontbodl egy sikra. A midén L véges tavolsag-
ban van, akkor a nyert projectiot és a projicialds miiveletét centvad-
lisnak, a masik esetben, a midén L végtelen tavol van, tehat a proji-
ciald sugarak parhuzamosak, a szarmaz6 projectiét és a projicialas
miveletét parhuzamosnak nevezzik. Az orthogonalis projectiék a
parhuzamosaknak annyiban képezik kiilénos esetét, hogy ennél a
projicialé sugarak a képsikra merélegesek, mig az altalanos parhu-
zamos projicialasndl a projicialé sugaraknak a képsikhoz tetszés sze-
rinti hajlasszogiik lehet, Tekintve a projicialé sugaraknak hajlasat a
képsikhoz, a derékszogl projectié elnevezés mintajara, a parhuza-
mos sugarakkal eszk6zolt projicidlast ferdeszigid projicidldsnak is
szokas nevezni.

Ennélfogva egy téralakzat vetett Arnyéka egy sikra pdrhuza-
mos vilagitas mellett, annak ferdeszogti projectidja az illet6 sikra.

Ebb6l a mar tanultak alapjan tobb altalanos tételre lehetne
kovetkeztetni, melyek koziil csak e kettt emlitjiik :

Egy siksokszég orthogonalis és ferdeszogl projectidja egy
képsikra két perspectiv helyzet( affin sokszog ; a sokszog sikjanak
metszdvonala a képsikkal az affinitasi tengely, a ferdén projicialé su-
garak orthogonalis projectiéja, az affin sokszégek projicialé sugarai.

Ha egy siksokszog ferdeszogii projectiéjat két merSleges sikra
képezziik és e sikokat s metszGvonaluk koriil forgatva egyesitjiik,
akkor a sokszognek két ferde projectiéja perspectiv helyzetd affin
sokszogeket adnak; a sikok s metsz6vonala az affinitdsi tengely.
(E tétel még akkor is igaz marad, ha a képsikok nem mer&legesek !)

Ha e fejezet utols6 szerkesztésére gondolunk és tekintetbe
veszsziik, hogy egy koczkdnak harom egy szogpontba iitk6z6 lapja
oly helyzet(i, mint a hasznalt harom képsik, tovabba, hogy 45° vila-
gitasnal a fénysugarak helyzete e képsikok iranyaban olyan, mint a
koczka egy bizonyos atléjanak helyzete ama harom koczka-lap ira-
nyaban, akkor kovetkeztethetd :

Ha egy koczka egyik lapjan fekvd kort a koczka egyik atloja-
val parhuzamos sugarakkal a t6bbi lapokra projicidljuk, ugy a pro-
jectiék koziil egy kor, a tobbi négy kongruens ellipsis lesz ; ennek fél-
melléktengelve a korsugarnak a folytonos osztds szerint felosztott
nagyobb része és fél fétengelye a melléktengely és korsugar 0sszege.



n. FEJEZET.

Egymasra merdleges egyenesek és sikok
abrazolasa.

52. A merglegesekre vonatkozo stereometriai tételek és
értelmezések. Az el6bbiekben gyakran szoélottunk egy sikra merd-
leges egyenesrdl és sikrol. Noha még nem bocsatkoztunk annak
magyarazataba, hogy mit kell érteni efféle merélegeseken, mind a
mellett a roluk alkotott fogaiom helyes lehetett, mert a gyakorlati
életben lépten-nyomon lathatunk vizszintes sikra mer6leges sikot és
egyenest.

Ha egy G sikban két egymasra merGleges egyenest, e, f-et
képzeliink és az e egyenest az f koriil forgatjuk, akkor az e egyenes
egy F sikot irt le, mely a G-re merdleges. Ha ugyanigy az f-et az
e koriil forgatjuk, akkor az f egyenes ir le egy a G-re meréleges E
sikot. Az E és F sikok egymast egy g egyenesben metszik, mely a
G sikra merdlegesen all. Az e, f, g egyenesek koziil és az E, F, G
sikok koziil barmely ketté merdleges egymasra és ¢ . E, f | F,
g | G. Ily helyzetet foglal el az 1-s6, 2-dik és oldalképsik egymas
iranyaban.

A g egyenes koriil forgatott e vagy f egyenes a G sikot irja le;
£ tehat nemcsak az e, f egyenesekkel, hanem a G siknak minden az
(e, f) ponton keresztiil mend egyenesével derékszoget képez.

Ha egy tetszSleges helyzetli G siknak (pl. egy liveglapnak)
egy pontjaban e sikra merflegesen allé6 egyenesr6l akarunk fogal-
mat szerezni, akkor a rajzolasnal hasznalatban lev6 két haromszo-
get ugy helyezziik el, hogy mindegyik haromszognek egyik befogé-
janal levé éle a G sikban az 4 ponton keresztiil mend egy-egy
egyenesen feklidjék és azonkivill a masik két befogoénal levd éle
egybeessék. Az utobbi k6zos élnek helyzete fogalmat nyujt a G sik
A pontjaban a G-re merGlegesen allé6 egyenesrdl.

A tovabbiakra nézve felhasznaljuk a stereometria kovetkezd
tételeit és értelmezéseit :

»Két altalanos helyzetli egyenes hajlasszége egymashoz olyan-
nak értelmezhetd, mint a két egyenessel megfeleléleg parhuzamos,
de egymast metsz8 egyenes hajlasszoge.“

.Ha egy egyenes egy siknak két nem parhuzamos egyenesével
derékszoget képez, akkor az a sik minden egyenesével ily szoget



fog képezni; az ilyen egyenest a sikra merSleges egyenesnek és a
sikot az egyenesre merélegesnek nevezziik.“

»,Egy sikra merfleges egyenesek parhuzamosak egymassal“

»Egy egyenesre merlleges sikok parhuzamosak egyméssal.*

»Két sik, melyeknek egyike a masik sikra merfleges egyene-
sen megy keresztlll, egymasra merdlegesnek neveztetik. E sikok
koztil barmelyik o! egyenest tartalmaz, mely a masikra merdleges.*

»,Ha két sik egy harmadikra merdleges, akkor azoknak metszo-
vonala is meréleges a harmadikra.“

,Ha két sik merdleges egymasra, akkor az egyik sikra mer6-
leges egyenes a masikkal pArhuzamos.*“

»,Ha egy egyenes parhuzamos egy sikkal, akkor az egyenesre
merdleges sikok a sikra is merdlegesek.*“

»Ha két egyenes merfleges egymasra, akkor (és csak akkor)
barmelyikén keresztiil egy oly sik fektethetd, mely a masik egyenesre
merdleges. “

53. A merodlegesekre vonatkozé méas tételek, melyek
4brazold geometriai szerkesztéseknél figyelembe veendok.
Ha két egyenes merdleges egymdsra, akkor ezeknek derékszdgit pro-
Jectija egy oly sikva, mely az egyenesek barmelyikével pdrhuzamos,
szintén merdleges egymdsra.

Ugyanis, ha az f egyenes meréleges az e egyenesre (f | e),
és parhuzamos a K sikkal, akkor e-n keresztiil lehet az f-re merdle-
ges sikot, E-t, fektetni. Ez az E sik a K-ra is merdleges, tehat e-nek
derékszogtlileg projicialé sikja a K-ra, — s mint ilyen K-t az e-nek
derékszogl projectiéjaban e,-ben metszi. Az f-nek derékszogd pro-
jectidja f; a K sikra parhuzamos f-fel, tehat meréleges az E sikra,
valamint az E sikban fekvs e, egyenesre: ennélfogva e, f;.

A tétel forditva is igaz marad, t. i.

»Ha két egyenes derékszog(i projectidja egy sikra egymasra
merdSleges és az egyenesek koziil egyik parhuzamos a sikkal, akkor
a két egyenes egymadsra merdleges.“

Az el8bbi tétel kbvetkezménye :

Ha egy egyenes merileges egy sikva, akkor a sik metszé vonala
egy tetszés szevinti sikkal és az egyenes devékszigii projectiéja errve a
sikra — egymdsra merélegesek.

Ugyanis ha az e egyenes merdleges az S sikra és K a tetszés
szerinti sik, akkor ¢ merdleges a K és 8 sik metszGvonalara f-re.
Minthogy az e __ f egyenesek koziil ez utdbbi a K sikkal parhuza-
mosnak tekinthet, azért e-nek és f-nek ¢, és f derékszog(i projec-
tidja a K sikra, egymasra merGleges.
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De forditva mar unem kovetkezik ,ha két sik metsz6évonala
merdlegese egy egyenesnek az egyik sikra es6 derékszogli projec-
tidjaval, akkor az egyenes a masik sikra merdleges“, csupan az bi-
zonyos, hogy az egyenes projicialé sikja meréleges a két sikra.

A tétel kovetkezménye ,a két-képsikos rendszerben® :

Ha egy ¢ egycnes mevdleges ggy S sikva, akkov az egyemesnek
1-56 és 2-dik képe ¢', ", merileges a stknak 1-s6, illetve 2-dik nyo-
madra s,, Sy-ve (e | s, e | s5).

Ez forditva csak bizonyos megszoritassal alkalmazhato, t. i.:
ha egy egyenes 1-s6 és 2-dik képe egy sik 1-s6, illetve 2-dik nyomdra,
wmely nem ‘parhuzamos a képlengelylyel, meréleges, akkor az
egyenes is merdleges a sikra.

s Ugyanis az egyenesnek két projicialé sikja az illetd6 sikra me-
rbleges 1évén, azoknak metsz6vonala is merfleges a sikra. De ha a
sik nyomai parhuzamosak és igy az egyenesnek képei merdlegesek
a képtengelyre, akkor az egyenes két projicial6 sikja egyesiil, tehat
nem metszi egymast egy egyenesben. Ez utobbi esetben az egyenes
oldalképének és a sik oldalnyomanak mer6leges helyzetébdl kovet-
keztetiink arra, hogy az egyenes merdleges-e a sikra.

54. A meroélegesek szerkesztésére vonatkozdé két alap-
feladat. 1-s6 alapfeladat. Egy (A, A") pontbdl merdleges egyenes
bocsdtando egy S sikra.

Megoldas. (63. abra). Ha az S sik s;, s, nyomai ismeretesek,
akkor az A*' pontbdl az s,-re és az A"
pontbdl az s, bocsatott e, ¢'* merdleges
képei a kivant merbleges egyenesnek.

Ha az S siknak harom pontja
B, C, D van megadva, akkor e sik egy
els6 és egy 2-dik févonalanak képeit
(a', a"), (b, b'") szerkesztjilk; az A’
pontbdl az a’-ra, és az A’ pontbdl a
b''-re bocsatott ¢/, e" egyenesek képei
a kivant merSlegesnek. (64. abra).

Ha végre az S sik a képtengely-
lyel parhuzamos, tehat az 1-s6 esetben
a siknak nyomai a 2-dikban annak
févonalai a képtengelylyel parhuzamo-
sak, akkor folkeressiik a siknak oldalnyomat, illetve a sik megha-
tarozasara szolgdl6 pontoknak oldalképét, melyek ez utdbbi esetben
egy egyenesen fekiisznek ; az oldalnyomra, illetve erre az egyenesre

63. dbra.
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az A pontnak 4‘“ oldalképébdl e’ merdlegest bocsatunk, melynek
segélyével e-nek e, e* képei is megkaphatok. (65. abra).

2. alapfeladat. Meghatdrozando egy (A A') ponton kevesztiil
mend és egy (e', e'') egyenesve merélegesen dllo sik.

64, és 65. dbra.

Megoldas. (66 a, abra). Az A’ pontbdl a‘ merdlegest huzunk
c'-re és b’ parhuzamost a képtengelyhez. az A’ pontbol pedig &*

) 66. dbra. b)

merdlegest e''-re és a*' parhuzamost a képtengelyhez. Az (a', a”) és
(&', b') egyenesek a kivant siknak az (A', A") ponton keresztiil
mené 1-s6, illetve 2-dik févonalai, melyek a sikot és igy annak nyo-
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mait meghatarozzak. Ha azonban az (e, e'*) a képtengelyre merdéle-
ges, (66 b. abra) akkor egy oldalképsikot alkalmazunk (melyet ma-
gan az ¢ egyenesen is Keresztiil fektethetiink) és ezzel hatarozzuk
meg a kivant § sik s, s, nyomait.

55. A térelemek meghatiarozasara vonatkoz6 merdleges-
ségi foltételeknek sokasdgi értéke. MielGtt az alabbi feladatok
megolddsahoz fognank, az egésznek biztosabb és kénnyebb A4ttekin-
tése végett tartsuk szem elStt a kdvetkezdket :

Az egyenesre nézve egyszerii foliétel az, hogy egy egyemesve
mevilegesen dlljon, mert e foltétel azt kivanja, hogy az egyenesek
az illet6 egyenesre merdleges sikkal parhuzamosak legyenek, azaz e
siknak végtelen tavol fekvd egyenesét messék.

Az egyenesve nézve kettds foltétel, hogy egy sikva merbleges dll-
jon, mert az egyenestSl azt kivanjuk, hogy az illet6 sikra mer6le-
ges egyenesnek végtelen tavol fekvé pontjan menjen keresztiil.

Egy sikra nézve egyszerii foltétel, hogy egy sikva merdlegesen
dlljon és kettbs foltétel, hogy egy egyenesre legyen mervdleges. Az
els6 esetben a sikot az illet§ sikra merdleges egyenesnek végtelen
tavol fekvG pontjan (tehat egy pomfon), a masodik esetben pedig a
sikot az illetd egyenesre meréleges sikkal parhuzamosan (tehat
ennek végtelen tavol fekvs egyenesén), kell athelyezni.

Végre még emlékezetbe hivandd, hogy egy pontbdl kisugarzd
és egy egyenesre merGlegesen alld egyenesek tartéja az a sik, mely
a ponton keresztiil menve meréleges az illetd egyenesre. Tovabba:
mindazon sikok, melyeket egy pontbdl egy sikra merSlegesen allit-
hatunk, e pontbdl az illetd sikra bocsatott merSleges egyenesen men-
nek keresztiil.

Feladatok.

56. —49. feladat. Egy A ponton kevesztiil egy f egyenes fekle-
tendd, mely egy adott e egyenesve meréleges és

a) az adott e egyenest metszi, vagy

b) egy adolt g egyenest melsz, vagy

¢) egy adott U sikkal parhuzawmos, azaz annak végiclen tdvol
Jekvd egyenesét metszi.

Megoldas. A keresett (f*, f'*) egyenes abban az § sikban fek-
szik, mely az 4 pontbdl az e egyenesre merSlegesen bocsathat6. Ha
esiknak az 4 ponton keresztiil mend févonalait (2. alapfeladat) vagy
nyomait megszerkesztettilk, akkor még meg kell hatarozni e siknak
az a) feladatnal (67 a. abra) B metsz6pontjat az e egyenessel, a b)
feladatnal (67 b. 4bra) B metszpontjat a g egyenessel.
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A ¢) feladatnal (67 c. abra) vagy felkeressitk az 4-n
keresztiill mend és az adott U sikkal parhuzamos siknak metsz6-
vonalat az 8-sel, vagy barmily az (¢ ¢'‘)-re merbleges V siknak és
U-nak m metsz8vonaldhoz, az A ponton keresztiil hizunk f par-
huzamosat.

Oldjuk meg a feladatot az e egyenesnek kiilonboz8 helyzeté-
nél, nevezetesen, ha ¢ az egyik vagy mindkét képsikkal parhuza-
mos, ha az egyik képsikra vagy a képtengelyre mer6leges, ha e-nek
mindkét képe egybeesik, stb,

50. feladat, Fektessiink egy ponton kevesztiil oly egyenest,
mely két egyenesre merileges. .

a) 67. b) abra, c)

Megoldas. Ha a két egyenes ugyanegy sikban fekszik, akkor
erre a sikra, ha pedig nem fekszik egy sikban, akkor a két egye-
nessel parhuzamos sikra a pontbél mer6legesen huzott egyenes lesz
a keresett,

Lehet azonban kdvetkezOkép is eljarni a szerkesztésnél: az
adott pontbdl az egyes adott egyenesekre merdleges sikokat bocsa-
tunk: e két sik metszGvonala szintén kielégiti a feladat kovetel-
ményeit,

A feladat megoldasa igen egyszer(, ha az adott egyenesek
egyike valamelyik képsikra merdleges !

57. — 51. feladat. Egy adott U sikva merdleges sik szevkesz-
tends, wmely

a) két ponton és igy azokmak Osszekdts egyewesén megy ke-
vesztiil, vagy

b) egy ponton megy kevesztiil és egyegyenessel parhuzamos,vagy
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c)egy ponton megy kevesztiil és meég egy adott sikva me-
réleges.

Megolddsa az a) feladatnak. (68. abra). Az adott 4 és B pont
egyikén keresztil az
adott U sikra merdle-
ges f egyenest bocsa-
tunk ; e merdleges és a
masik pont meghata-
rozza a Keresett sikot.
De ha az U-ra merdle-
ges sik az adott ¢ egye-
nesen vezetendd Kke- !
resztll, akkor e-nek
egy A pontjabél az U-ra
bocsatott f merdleges
egyenes és ¢ megha-
tarozza mar a kivant
sikot.

A D) feladat az
el6bbire vezethetd visz-
sza, mert csak az A
adott ponton keresztiil az adott ;¢ egyeneshez parhuzamosan huzott
e egyenesen at kell a keresett sikot fektetni mer6legesen az U sikra.

A ¢) feladatnal (69. abra) vagy az adott 4 pontbél a két adott
sikra U-ra és V-re bocsatott merdlegeseken e és f-en fektetjiik at a

68. idbra.

69, abra.

keresett sikot, vagy pedig az U és V sik #z metsz6vonalara fektetjlik
az A pontbdl merblegesen az S sikot (2. alapfeladat.)

Oldjuk meg e feladatokat az adatok kiilénb6z6 helyzeténél a
képsikok és egymads iranyaban.
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52. feladat. Adva van két sik 1s.. s,). [u, 1], megvizsgalando,
liogy e két sik merbleges-e egymdsra.

Megoldds. (70. abra). Ha két sik egymasra merdleges, akkor
az egyik sikra merdleges ¢ egyenes parhuzamos a masikkal. E sze-
rint ha e’ | s, ¢“_] s, és az
(e, e**) egyenes metszépontja az
(n,, 1) sikkal végtelen tavol van,
akkor a két sik merGleges egy-
masra, kiilénben nem. A 70. 4bra-
ban [s,, s, [ |#,, #3], mert az
[s, si] sikra merdleges (e, ¢
egyenes |[#,, 12,] sikkal parhu-
Zamos.

Ha két dltalanos helyzetii sik
egynevii nyomai egymdsra me-
rolegesek, akkor a sikok egymadsra
nem merdlegesek, de ha az egyik

70. 4bra. sik valamelyik képsikva projicialo

és a sikoknak ezen képsikon levé

nyomai egymasra merolegesek, akkor a sikok is mevélegesek egy-
masra.

58. — 53. Szerkeszszitk meg két egyenesnek normalis traus-
versalisat, — tehdl azt az egyenest, mely a két adoltra merédleges és
azokat metszi.

Megoldas. Nevezzilk a két egyenest e-nek és f-nek. Az e egye-
nesre merdleges E sik, az f egyenesre merdleges F sikot egy az
e-re és az f-re merSleges & egyenes szerint metszi. Ha a & egyenes
mar megvan, akkor ezzel egy parhuzamos g egyenes szerkesztendd,
(a 47. feladat szerint), mely az ¢ és f egyenest metszi; g lesz a ki-
vant egyenes.

A I /] g egyenes, mely az e és f-re merdleges, egyszersmind
merdleges az e, fegyenesekkel parhuzamos sikra ; ha tehat az ¢ és f
egyenesekkel parhuzamos sikot (vagy egyszeriibben az e-n keresz-
tiil mend és az f-fel parhuzamos sikot) szerkesztiink, akkor e sikra
merdleges &, egyenes ugyanazt a szerepet viseli, mint az elébbi z. A
g egyenest pedig akkép kapjuk meg, hogy az ¢ és az f~en keresztiil
a hy-val parhuzamosan mené sikoknak metszdvonalat felkeressiik,
mely mar a g.

Ezzel tisztdban volnank a feladat stereometriai megoldasa-
val, de azon Kkell lenniink, hogy a descriptiv megoldasnal a lehetd
legkevesebb miiveletet végezziik, tehat mennél kevesebb vonalat
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rajzoljunk, mert minden vonal, ugy az eszkbz8k tokéletlensége, mint
a rajzolénak kisebb nagyobb mértéki hidnyos megfigyelési vagy
rajzolasi képessége folytan hibaval nyeretik, mely hiba minden uj
és uj vonalnal fokozddvan az eredményvonal biztos helyzetére ked-
vez6tlen befolyast gyakorol.

Descriptiv megoldds. (71. abra). Az ¢ egyenesen felvesziink egy
A pontot, pl. azt, melynek 1-s6 képe 4'= (e’ f*); ezen keresztill az
f-fel parhuzamosan mend egyenes I (I =, I'//f"'). Az [¢,]] sik-
ban (a',a") egy 1-s6 (b b")’egy 2-dik fGvonal, melyek az ! egye-
nes (I3, B'") pontjan mennek keresztiil (a’‘//x, b'//x). Az f egyenes
egy C pontjabdl k, merdlegest bocsatunk az [e, I] sikra hy' L a’,
B, | b" a C'és C" ponton at);k, metszi az [e, I] = [a, b] sikot

71. ébra.

egy D pontban, melyen at l//f-fel parhuzamosan mené m egyenes az
e-t az E pontban metszi. Végre az EF//h, egyenes, mely f-et az F
pontban metszi a kivant normalis transversalis g. — A 71.4brabana
[e, I] sikra merGleges egyenes i, mint az e-re és f-re merGleges E =
(e, &s]. F =] f1, f] sikok metsz&vonala is meg van rajzolva. E sikok
hasznalata f6l6slegessé teszi az a, b, f6vonalak rajzolasat, melyek a
h,//h iranyanak meghatarozasara szolgaltak.

A 71. a) abra a feladat megoldasanal kévetendd miiveleteket
jobb attekintése végett egy képben mutatja be.

A feladat megoldasa joval egyszer(ibb, ha az egyik egyenes
pl. ¢ a képsikok valamelyikére, mondjuk az 1-s6re merGleges
(72 a. abra), de legegyszeriibb, ha a két egyenes ugyanegy képsikkal

KLUG : Abrizolo geometria. 6
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parhuzamos (72 b. abra), mely két esetben azonban a kétegyenes
kolcsonds helvzete még mindig altalanos. Ugyanis az 1-s6 esetben
a g egyenesnek képe g’ az e'-nek 1-s6 képén megy keresztiil és
merdleges f'-re- a masik kép g, mely a (g', /') = F'-nek megfe-
lelé 2-dik képen F*-en megy Keresztiil, pArhuzamos a képtengely-
hez. A mint lathaté ¢ metszi az e-t és az f-et, de azonkiviil e-re me-
réleges, mert az 1-s6 képsikkal parhuzamos; de f-re is merdleges,
mert f és g-nek 1-s6 képei merdlegesek.

54. feladat. Oldjuk meg az 53. feladatot, ha a) az e egyenes az
1-s6 képsikban fekszik; b) ha az ¢ egyenes az egyik, az f egye-
nes a masik képsikban fekszik; ¢) ha az e egyenes a képtengely ; d)
ha az e egyenes a képtenge!yre merbleges és f A4ltaldnos helyzetii.

71 a. abra. a. 72. abra. b.

59. — 55. feladat. Adva van egy e egyenesnek mindkét képe
(e’, e''), egy rea merbleges és azt metsz6 f egyenesnek csak egyik
képe pl. f*; szerkesztendd ez utdbbi egyenesnek hianyzé képe.

Megoldds. Az e egyenesre merdleges sikot allitunk abban a
pontban, melynek 1-s6 képe (e’, /') = A'; ebben a sikban fekszik
az f, tehat f*' konnyen szerkeszthetd.

Az e’, e, f* egyenesek mily helyzeténél hatarozatlan a fel-
adat?

50. feladat. E feladat altalanositasa : Adva van egy egyenes és
egy sik ; szerkesztendS az az egyenes a sikban, mely az adott egye-
nest merdlegesen metszi. Az adatok mily kolcsonds helyzeténél ha-
tarozatlan a feladat ?

57, feladat, Egy siknak ismeretes mindkét nyoma; egy erre
merdleges siknak csak az egyik nyoma; szerkesztend6 ez ut6bbi
siknak hianyzé nyoma.
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Megoldds. A hianyosan megadott siknak ismert nyoman mint
egyenesen keresztiil sikot fektetlink a masik adott sikra merélege-
sen (31. a) feladat ; e sik lesz a keresett, Az adatok mily helyzeténél
hatérozatlan a feladat?

60. — 58. feladat. Adva van az AB(C haromsziognek két képe ;
szerkesztendGk az 4 BC haromszdg M magassagpontjanak keépei.

Megoldds. (73. abra). A haromszdg két szogpontjabél a szem-
ben fekv§ oldalakra merSleges és azo-
kat metsz6 egyeneseket bocsatunk ;
ezeknek metsz6pontja a kivant pont,

Az A pontbdl a BC-re bocséatott
merd(leges siknak az A ponton ke-
resztiil men6é févonalai a, b, (a’ |
B, a"fx, bz, b L B'C"); és a
I3 pontbdl az AC-re bocsatott meréle-
ges siknak a B ponton kereszt(il
mené fgvonalaic,d (¢’ | A'C’, ¢*//[x,
d'/lx, d* ] A"E"), BC az (a,b)
sikot az E pontban, AC a (c, d) sikot
F pontban metszi; AE=¢ és BF = f
az ABC haromszégnek két magas-
saga, azoknak M metszépontja a
kivant magassagpont. = 00——o--—--

Tanulsagosabb azonban a ko- 73. dbra.
vetkezd altalanos tétel felhasznalasa,
mely nemcsak orthogonalis, hanem ferdeszog{i projicialasbol szar-
mazé képekre is érvényes.

Egy sik két par kiilonbozs ivanyii deyékszogii egyenesének képei
meghativozzak a sik minden derékszogii egyenes parvjanak a képeit;
azaz: haaz e_| e, f | f, egyeneseknek képei ¢/, e';, f*, f'1 és £ a
sik tetszés szerinti g egyenesének képe, akkor a g-re merGleges
egyeneseknek képeit az ¢', ¢, f*, f,' egyenesek meghatarozzak.

Ugyanis ha (74 a. dbra) a g==MN-nek egy M pontjan kereszt(il
az ¢, f-fel és egy N pontjan kereszt(il az ¢,, f,-gyel parhuzamosakat
huzunk (MP/le, MQ//f, NP//f;, NQ/Je,), akkor a PO pontoknak
osszekots egyenese merdleges a g-re ; mert az MNP haromszdgnek .
magassagpontja a Q pont.

Ha tehat a g' egy M’ pontjan kereszt(il az e', f'-fel és barmely
N’ pontjan kereszt(il az e, f,'-gyel parhuzamost huzunk (M'P'//¢’,
MQY[f', N'P'/[f',, N'Q'//le akkor a P'Q’ egyenes a g-re meré-

6*
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leges PQ egyenesnek képe. Minden a P* Q'-vel parhuzamos egyenes
szintén a g-re merdlegesnek képe.

Tekintve, hogy egy a két képsikos rendszerben abrazolt sik-
nak févonalai az illeté esGvonalakra mer6legesek: minden sik két
derékszogll egyenesének képeit egyszerlien szerkeszthetjiik.

Igy a 74 b, abraban e és faz A-n atmend 1-s6 és 2-dik févo-
nala, e, és f; a C-n atmend 1-s6 és 2-dik es6vonala az ABC siknak.

Az A' ponton kereszt(il mené e', f/, a C* ponton Keresztiil
mend £/, e,'-et a Q' = (¢', fi'), P' = (f', ¢') pontban metszi;
P Q| A C,tehata P’ Q’-val parhuzamos B' M'F" szintén az A C-re
mer6leges B M-nek 1-s6 képe. Hasonlokép A’ M E' 1-s6 képe a
B C-re merdlegesnek, és (4' M' F*; A* M’ E') = M.

a. 74. abra. b.

Az altalanos haromszog magassagpontjanak képei, nem magas-
sagpontjai a haromszog képeinek, mert egy derékszdgnek két képe
csak akkor derékszog, ha ennek egyik szara a képtengelylyel par-
huzamos. Es ha ez az egyik oldalra vagy magassagra be is kdvet-
keznék, egy masik oldalra vagy magassagra nem fog bekdvetkezni.

61. Visszapillantés a III. fejezet anyagéra. Mig az I. feje-
zetben nagy részt helyzet-geometriai feladatokat targyaltunk, e III.
fejezetben a merlegesek szerkesztése, tehat a derékszoggel kap-
csolatos feladatok szerepeltek.

Lattuk, hogy az erre vonatkoz6 Osszetettebb feladatok mind
arra a két alapfeladatra voltak visszavihet6k : mikép kell sikra merg-
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leges egyenest és egyenesre meréleges sikot egy ponton keresztiil
szerkeszteni. A , két-képsikos rendszerben“ azt, hogy két egyenes,
melynek képei, vagy két sik, melynek nyomai ismeretesek, merdle-
ges-e egymadsra, csak szerkesztés utjan allapithatjuk meg. Ellenben
- altalaban sikrél és egyenesrdl, ha annak nyomai vagy févonalai,
ennek képei advak, uj vonalak szerkesztése nélkiil lathatjuk, hogy
merdlegesek-e egymasra, t. i. az egynevii nyomok és képek merd-
leges helyzetébdl altalaban kovetkeztetni enged arra, hogy a sik és
egyenes merdleges egymasra,

A mi még e fejezetnél Kkillondsen emlékezetben tartandd, az:
hogy egy derékszdgnek orthogonalis képe egy sikva wmindig devékszog
lesz, ha annak egyik (vagy mindkét) szdra az illeté képsikkal parhu-
zamos. Mas szégnek, mint a derékszognek orth. képe egy sikra nem
lesz oly nagy, mint a térsz6g, ha csak egyik szara parhuzamos a
képsikkal, hanem nagyobb vagy Kisebb, a szerint a mint a szdg
tompa vagy hegyes.

IV. FEJEZET.

Tavolsagok szerkesztése és ezekkel kapcso-
latos feladatok.

62. Két pont tavolsiga. Minden feladat, mely tavolsagok
meghatarozéasara vonatkozik, visszavehet egy egyenes vonaldarab,
vagy roviden egy vomaldarab hosszusaganak, azaz a vonaldarabot
hatérolé két végpont idvolsigdinak szerkesztésére. Ennélfogva ta-
volsagok szerkesztésénél ismerni kell a kévetkezé :

1. alapfeladatot . Adva van az A, B pountnak két képe (A‘, A"),
(B', B"), szerkesztendé az AB vonaldarab hossziisdga.

Megoldds (75 a. abra). Ha az 1-s6 térnegyed 4, B pontjait re-
construaljuk, azt latjuk, hogy az AA'B'D négyszig sikja az 1-s6
képsikra, annak 4 4’, BB' oldalai az A'B’-re mer6legesek; AA'B'B
tehat trapez. Ezzel egy congruens trapezt (4)A4‘B‘(B) rajzolunk az
A'B' oldal f61é, mely az A A'B' B leboritasanak tekinthets az 1-s8 kép-
sikba; (A)A‘ | A’'B’,(B)B'| A'B, (A)A'== A"Ax, (B)B'== B"Bxy,
végre kiadodik, hogy (4)(B) = AB.

Az AA'B'B trapezzel congruens trapezt A" AxB..B'.et lehet
az 414’ oldallal egyenls A" Ax oldal f6lé is rajzolni; AxBuw==A'F’,
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BBy, = BBy = BB, végre A"DBy'=AB, Az A" A, B D" trapez
olyannak tekinthet§, mintha az AA'B’B az AA’ oldal koriil a 2-dik
képsikhoz parhuzamos helyzetbe lett volna forgatva és az ekkép
forgatott trapez AA‘ Bi'Bia 2-dik képsikra A“Ax BB '-be proji-
cialva.

Ugyanigy megkapjuk az AD pontok tavolsagat, ha azzal a
trapezzel AA"' B B-vel rajzolunk (75 b. abra), akar a A“DB", akar
B'B; = BB' oldal f6lé congruens trapezt [A]A”B*[B], illetve
A’z AuxBx B'-et, melynek sikja a 2-dik képsikra merd&leges.

A midén a két pont az 1-s6 képsiktdl el van valasztva, pl. A az
1-s6, B a 4-dik térnegyedben fekszik, AA‘, B'B trapeznek AA‘, BD!
oldalai és igy az azokkal egyenl6 A‘‘Ax, BB‘*x vonaldarabok az
A‘DB’ két killombozd oldalara viend6k A‘’B’-re mer6legesen, mint
azt a 75 c. éabra mutatja. Itt AA'B'B. ~ (A)A'B'(DB) tehat
(4)(B)=AB.

a. 75 b. dbra. c.

Az ADB-vonaldarabot egy haromszog atfogojanak is tekinthet-
jlik, melynek egyik befogdja A’ B masik befogdja pedig az 4, B
pontok az 1-s6 képsiktdl mért tavolainak 4 Ay, B” Bx-nek killdmb-
sége vagy osszege, a szerint, a mint A, B az 1-s6 képsikt6l nincsen
elvalasztva, vagy el van valasztva. Igy ha az (4) A’ egyenesen (4)C
= (B B' = BBy, akkor B’C szintén = AB. (75 a. 4bra.)

Ko6nnyen beldthatd, hogy ha az AB pontot 6sszek6td egyenes
parhuzamos a képsikok egyikével, akkor az AB vonaldarabnak
képe ezen a képsikon egyenl6 ADB-vel, azaz: egy sikkal pdrhuza-
mos vonaldarab egyenld orthogonalis képével az illeto sikon.
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Tavolsagok meghatarozasara vonatkozé forditott feladat a
kovetkezd :

2. alapfeladat. Egy adott egycnesve, annak egy pountjatol mérve
egy adott vonaldarvabot felvakni.

Megoldas (76. abra). Legyen (e' =
A'P’, e =A"P") az adott egyenes;
(4', A"") egy rajta fekvé pont; » az
adott vonaldarab,

Boritsuk az 1-s6 képsikra az {¢’, ¢"")
1-s6 projicialoé sikjat a benne fekvé e
egyenessel, Ha (P, P") az ¢ egyenesnek
tetszés szerinti pontja,akkor (4) (P)=(e)
adja a leboritott ¢ egyenest (4‘ (4)=
A" Ay, P'(P)=P" Py, (A) A’ és (P) P
AP,

Az (é) egyenesre az (A) ponttél
mérve az (4) (B)=(C) (4) = » vonal-
darabot rea rakjuk (B), (C)-ig; (B) B’
és (C) C* | A' B, B'B" és C'C" 1| x,
végre (B, B") és (C', C") a keresett 76. dbra
két pont.

63. Parhuzamos egyeneseken fekvo vonaldarabok képei.
Képzeljiink egy e egyenesen két kiilémbdz6 hosszusagu vonaldara-
bot AB, CD-t. Minthogy az 4, I, C, D pontoknak projicialé sugarai
az 1-s6 vagy a 2-dik képsikra parhuzamosak, azért az e, ¢ vagy
¢, e’ egyeneseket tekintve: AB: CD = A'B’: C'D'= A"DB": C"D".

Ha tovabba AB, CD két egyenl6 és parhuzamos vonaldarab
(AB 1t CD), akkor az A BCD négyszog egy parallelogramma, mely-
nek ugy az 1-s6 képe A‘B‘C’'D’, mint a 2-dik képe A" DB"C"”D" szin-
tén az lesz. Ebbdl kdvetkezik : ugyanazon egyenesen vagy pavhuza-
mos egyenescken fekvd vomaldaraboknak ovthogomalis képei (tehdt
1-s6 képei és 2-dik képei) oly viszonyban dllanak egymdshoz, mint a
vonaldarabok a térben.

Tovabba : ha egy vonaldarabot egyenld részekre osztunk, akkor
az osztopontoknak orthogonalis képei, a vonaldarab képének oszto-
pontjai,

64. Tavolsagok értelmezése. A pont, egyenes és sik koleso -
nos tavolsagaira vonatkozolag kovetkezd (egyszer(i) feladatok kép-
zelhetOk :

a) két pontnak, b) pont és egyenesnek, ¢) pont és siknak, d) két
parhuzamos egyenesnek, ¢) két nem metsz6 egyenesnek, f} egyenes




— 88 —

és vele parhuzamos siknak, g) két parhuzamos siknak tavolsiga
egymastol, Az utdbbi hat feladat az a) feladatra vezethet$ vissza,
csak tudni kell, mikép van az utébbi hat feladatban a tivolsdg
értelmezve.

A b) és d) feladat magyardzata. Ha egy e egyenes egy vél-
tozé C pontjat az egyenesen kiviil fekvl A ponttal dsszekdtjiik, ak-
kor az AC vonaldarab hosszusiga C-nek helyzete szerintaz e egye-
nesen valtozik. Jeloljik az a pontbdl az e-re merblegesen bocsatott
siknak metszépontjat az e egyenessel, B-vel. A B-nél derékszogi
haromszog AD befogdja kisebb 1évén az AC atfogénal : az e egye-
nes 6sszes pontjai kozott annak B pontja van legkisebb tavolsagra
az A-t6l. Ezt az AD legkisebb tavolsagot (az Osszes tavolsagok ha-
tarértékét) nevezzik »az A pont tavolsiginak az e egyenestél.«

Két-két a B pont irdnyaban symmetricus pont az e egyenesen
az A ponttol egyenld tavolsagra van. Az egyenes végtelen tavol
fekv6 pontjanak tavolsaga az A ponttdl szintén hatarértéke az 6sz-
szes tavolsagoknak, t. i. az, mely a legnagyobb.

Huzzuk meg az A ponton keresztlil az e-hez a parhuzamos
egyenest, f-et. Minthogy az AD egyenes az f-re is mer6leges, azért
e és'f barmely pontjanak tavola nem kisebb, mint A, hanem vagy
nagyobb vagy azzal egyenld (ha t.i. a két pontot sszekoté egyenes
| e-re). E szerint az e pontjait az f pontjaival 6sszekité (o) vonal-
darabok kozott azok a (o) vonaldarabok, melyek az e és f-re me-
rOlegesek, a legkisebbek; e vonaldarabok tehat ismét hatarértéket
adnak, mely a két egyenes, »az ¢//f tavolsaganak« neveztetik.

A c), f) és g) feladat magyardzata. Ha egy A pontbdl egy S
sikra bocsatott merdleges e sikot a B pontban metszi, akkor a sik
Osszes pontjai kozott a B pontnak tavolsiga az A-t6l a legkisebb,
Ezt az AD vonaldarabot értelmezziik tehat »az 4 pont tavolsiganak
az S siktol.«

Mindazon pontok a sikban, melyek az A4-t6l egyenld tavol-
sagra vannak, a B ponttdl is egyenl6 tavolsagra lesznek, mint ez az
ADBC, ABD congruens derékszog(i haromszogb6l kvetkezik, mely-
nek C, D szogpontjai az S sikban fekiisznek. Az § sikban a B pont-
bol, mint kdzéppontbdl leirt barmely kérnek pontjai, a B pontban
a sikra emelt merdlegesnek 4 (vagy mas egy tetszés szerinti) pont-
jatdl egyenld tavolsagra lesznek.

Ha az A ponton kereszt(il az S sikhoz egy parhuzamos egye-
nest vagy a parhuzamos sikot fektetiink, akkor az egyenes vagy
a sik barmely pontjanak 6sszekots egyenese az S sik pontjaival
nem kisebb, mint az 4B vonaldarab, hanem nagyobb vagy azzal
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egyenld. E szerint egy egyenesnek, vagy egy siknak tavolsidgat egy
vele parhuzamos 8 siktdl akkép értelmezhetjiik, mint »az egyenes
vagy sik barmely pontjanak tavolsigat az 8 siktdl.«

Aze) feladat magyardzata
(77. 4bra). Legyen e és f két
nem metsz6 egyenes, d és B
ezen egyenesek normalis trans-
versalisinak metszOpontja az
egyenesekkel, végre E az e-nek,
F az fnek tetszés szerinti
pontja. Allithatjuk, hogy EF vo-
naldarab nagyobb mint az AB.

Ugyanis, ha az 4 ponton
kereszt(il az EF-fel parhuzamos AC egyenest és az f egyenesen
kereszt(il az ¢ egyenessel parhuzamos FBC sikot fektetiink, melyek
egymast a C pontban metszik, akkor az AEF( parallelogramma
AC oldala egyenlé EF-fel. A B-nél derékszogi A BC haromszognek
AC oldala atfogd 1évén, nagyobb mint AB, tehat EF > AB, Ertel-
mezzilk tehat két nem metsz6 egyenes tavolsagat, mint »azt a
vonaldarabot, melyet az egyenesek azoknak normalis transversa-
lisarél lemetszenek« s mely mindazon teo“) vonaldarabok kozott
legkisebb, melyet az egyenesek mas transversalisairdl lemetszenek.

Minthogy az e egyenes az FBC sikhoz pdrhuzamos, azért az
e-nek, vagy az e-n kereszt(il mené és az FBC sikkal parhuzamos
siknak barmely pontja 4B tavolsigra van az FBC siktdl. E szerint
két nem metsz6 egyenes tavolsidga egyenls : a két egyenesen keresz-
tiil fektethet6 parhuzamos sikpar tavolsidgaval, mely egyszer(ibben
szerkeszthetS, mint maga az AB.

Két sik, vagy egy egyenes és sik tdvolsdgardl nem szolhatunk,
ha azok egymast végesben metszik. Ugyanis ebben az esetben nem
lehet ama sikokban, vagy az egyenes és sikban oly pontpart talalni,
melynek tavolsdga egy hatarérték volna. A két sik metsz6vonala-
nak pontjai a két siktdl, illetve az egyenes és sik metszGpontja az
egyenes és siktol ugyan 0 tavolsagra van, de ez nem hatarérték, Mert
ha pl. az egyenes pontjainak tavolsagat a sikt6l pozitiv és negativ
jegygyel latjuk el a szerint, a mint azok a sik egyik vagy maésik ol-
dalan vannak, akkor ama 0 érték a tavolsagok sorozatiban egy spe-
cialis érték, de nem hatarérték. De lehet ezen alakzatoknak hajlas-
szogeérdl szolni, mint azt a kovetkezd fejezetben latni fogjuk.

77. ébra,
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Feladatok.

65. — 59. feladat. Szerkesztessék az (A', A") pont tdvolsdga
az [s,. s,] siktol.

Megoldds. (78. abra). Az (4’, A*) pontbél az [s,, s,] sikra bo-
csatott merdleges e sikot a (B, B’) pontban metszi; az (4’,4")
(B, B) pontok tavolsaga A'n B’.

Oldjuk meg a feladatot, ha sik a képtengelylyel parhuzamos
(az A ponton kereszt(il mend, vagy egy tetszés szerinti oldalképsik
alkalmazasaval). Ha a sik az egyik képsikra projiciald, akkor a kere-
sett tavolsag kozvetlentil nyeretik ezen képsikon.

78. dbra. 79. dbra,

60. feladat. Két parhuzamos sik tdvolsaganak szerkesztése,

Megoldas. (79. abra). Az [s,, s, / sik egy pontjanak pl. az S ten-
gelypontnak meghatarozzuk tavolsagat a vele parhuzamos [u, 2.,]
siktol. Az S pontbdl az [u,, u,] sikra bocsatott merSleges e sikot a
(B, B") pontban metszi; S(B) a két sik tavolsaga (B“(B) | SB*,
B(B)= B,DB’).

Ugyancsak az 59. feladatra vezetend$ vissza a

61. feladat. Egy egyenes és egy vele parhuzamos sik tdvolsdga.

Megoldds. Az egyenes barmely pontjanak tavolsaga a siktol,
a keresett tavolsag.

62. feladat. Szevkesztessék az (A, A”) ponttdvolsiga az (¢/, e
egyenestol.

Megoldas. (80, abra). Az (¢, ¢'')-re merbleges és az (4’, A”)
kereszt(il mené siknak, e ponton kereszt(il halad6 f6vonalai (a’, a”)
&', b, (hol a’_| ¢, a”//x, b'//x, b _€"). Az (¢, ') egyenes a sikot
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a (B D) pontban metszi; B“A1” az (4’, A"), (I, B") pontok-
nak, tehat egyszersmind az (4, 4”) pont és az (¢ ¢’) egyenesnek
tavolsaga egymastol.

A 81. dbra az (4’, A”) pont tavolsidgat mutatja a képtengelyre
merdleges (E'F,E"“F"’) egyenestdl. Az oldalképsik magén az egye-
nesen lett kereszt(il fektetve ; A’ B1’’ a keresett tavolsag.

80. abra. 81, abra.

A feladat megoldasa joval egyszerilibb, ha az e egyenes a
képsikok egyikével parhuzamos, tovabba a Kkeresett tavolsiag koz-
vetlenil kiadodik, ha az egyenes az egyik képsikra mer6leges.

E specialis feladatokhoz tartozik: egy pont tavolsiga a kép-
tengelyt6l; a sik egyik pontjanak tavolsdga f6évonalainak valame-
lyikétSl, vagy a sik nyomaitol.

63. feladat. Két parvhuzamos egyenes tdvolsaganak szevkesztése.

Megoldas. Az el6bbi két abraban az (f’, f*), (¢, ¢") két parhu-
zamos egyenes; az (f*, f*) egy (4, A”) pontjanak tavolsiga az
(¢', ¢)-t61 a kivant tavolsag.

64. feladat. Két nem metszé egyenes tavolsdaga.

Megoldas. (82. abra). Az egyik egyenesen (¢’ e’)-on keresztiil a
mésik egyenessel (f*, f*/)-rel parhuzamos sikot fektetiink, melynek
vagy s;, S, nyomait vagv egy par f6vonalat meghatarozzuk, Az
(', ") egyenes tetszés szerinti (A A*) pontjabdl az [s,, s; ] sikra
bocsatott meréleges e sikot a (B’, B’) pontban metszi. 4'By’ az
(4, A) pontnak, valamint az (f’, f) egyenesnek tavolsiga az
[si, s,] siktol és egyszersmind az (f*, f*) (¢, ¢'’) egyenesek tavol-
saga egymastol.
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E feladat megolddsa egyszeriisbiil, ha az egyenesek egyike a
képtengelylyel parhuzamos (oldalképsik alkalmazisa!); még egy-
szer(ibb, ha az egyik egyenes valamelyik képsikra meréleges, vagy
mindkettének 1-s6 (vagy 2-dik) képei parhuzamosak.

Szerkeszsziik meg egy altalanos helyzetd egyenes két képének
tavolsigat egymastol (a képsikok egyesitése el6tt) ; tovabba egy egye-
nes tavolsagat a képtengelytdl.

82. dbra.

66. — 05. feladatl, Szerkesztendék az S sikiol adott tdvol-
sagra levd sikok.

Megoldas. Az § sik tetszés szerinti .1 pontjdban merdlegest 4l-
litunk az S-re ; e merGlegesre
az A ponttol rea rakjuk az
adott tdvolsagot képviseld
vonaldarabot, »-et, I és C
pontig; végre e pontokon
keresztlil az S-sel parhuza-

mos sikot fektetiink.

A 83. dbrdban A az §
sik tengelypontjaban lett fel-
véve; a merdleges egyene-
sen csak a B pont (B, B")

83. abra. lett meghatarozva és ezen
keresztlll az U = [u,, #,] sik S-sel pArhuzamosan fektetve. Az U sik
tengelypontjabol U-bdl a masik sik tengelypontja V, (US=SV) és
ebbdl a V sik nyomai v,, v, meghatarozhatdk.
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A szerkesztett U és V sik tartéja mindazon pontoknak és mind-
azon egyeneseknek, melyek az S siktdl » tdvolsigra vannak. E sikok
segélyével egy adott egyenesen pontokat, egy adott sikon egye-
neseket lehet szerkeszteni, melyek az § siktol » tivolsigra vannak.
Haromszor alkalmazva a szerkesztést, oly pontokat (8-at) talilha-
tupk, melyek harom adott siktél adott tivolsagnyira vannak.

Mikép alkalmazzuk a szerkesztést a kovetkez6 feladatnal : egy
adott siktdl, adott tavolsagra levd pontnak ismeretes az egyik képe ;
meghatarozandd a masik képe!

66. feladat. Szerkesztendd azom poutoknak tavidja, melyek két
ponitol A és B-t6l egyenld tdvolsigra vannak.

Megoldds, (84. abra.) Az AB vonaldarab C felezGpontjan ke-
resztil mend és az AB egyenesre merGleges sik — az AB vonal-
davab felez6 wmerdleges sikja — a
pontok tartdja. Ugyanis a sik barmely
pontja P, a P.AC, PBC congruens
derékszogli haromszégek kovetkez-
tében az A és I3 ponttdl egyenld tivol-
sagra van,

Az dbraban az [s;, s,/ sika C
ponton megy kereszt(l, melynek
C’, C" képei az A'B, illetve A“D"
vonaldarabot felezik.

Az A, B pontok az § sik ira-
nyaban symmetrikusak, és ezért az
A, B pontok koziil barmelyik a ma-
siknak ugynevezett tikirképe az S
sikra, mint tlikr6z6 sikra vonatko-
zblag; az S sik pedig az A, B pontpar symmetriasikja.

Az A és I pontnak 8sszekotd egyenesei az S sik tetszésszerinti
pontjaval, egymasnak tlikorképei S-et illet6leg. Ezt felhasznalva:

Szerkesztendd egy ABC haromszdgnek tiikorképe 4,B,C,
egy altalanos helyzet(i sikot, vagy H, symmetriasikot, vagy végre a
H, coincidentiasikot illet6leg. Ez utobbi két esetben az ABC harom-
sz0g képeibdl a tiikorképnek képei egyszerlien szerkeszthet6k.

Ha a 66, feladatndl kivant szerkesztést Kkétszer végezziik,
megkapjuk azon pontnak tartdjat (egyenes vonal), melyek két pont-
partt6l, vagy harom ponttdl egyenld tavolsigra vannak; ha pedig a
szerkesztést haromszor végezziik, akkor a nyert sikok metszépontja
a harom pontpartdl, vagy négy ponttol egyenld tavolsigra levd

84. dbra.
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pontot szolgaltatja. Ez utolsé feladatot megoldjuk a pontoknak a
kovetkezd specialis helyzeténél :

67. felada!, Adva van hiarom pont az 1-s6 képsikban, egy
negyedik azonkiviil; szerkesztend§ a négy ponttdl egyenl§ tavol-
sagra levd pont.

Megoldas. (85. dbra). Az 1-s6 képsikon fekv$ 4, B, C pontnak
1-s6 képei 4, B, C; 2-dik képei 4, B”, C" a képtengelyen vannak;
D', D" a negyedik pontnak D-nek
két képe. Az ABC haromszog
korilithaté korének k-nak M’
kozéppontja a keresett M pont-
nak 1-s6 képe. Az AD vonaldarab
EfelezGpontjaban az AD-re mers-
legesen all6 /sy, s, ] sik tartalmazza
az M pontot; e koriilménybsl M*
i ‘ szerkeszthet6. De egyszer(ibb az
: : M’ szerkesztése, ha a D ponton
kereszt(il mend és a 2-dik képsik-
kal pdrhuzamos és a & kort F pont-
ban metsz8 FD egyenesre a felezG-
pontban merd&leges sikot allitunk,
mert ennek 2-dik nyoman fekszik
az M" pont.

) Minthogy az M ponta felvett

85. abra. négy ponttol, ABCD-t5l egyenld
tdvolsagra van, kézépponija a négy ponton keresztlil mend gémb-
nek vagy, mint mondani szokas: az ABCD fctraeder koriil ivhato
gombnek.

67. — 68. feladat. Szerkesztend$ egy ABC haromszog stly-
pontja, tovabba a haromszog koriil irhatd kor kézéppontja.,

Megoldds. A feladat elsé részét illetGleg konnyen belathato,
hogy a hdromszog silypontjdnak képei, a hdrvomsz6g képeinek
stilypoutjai. (Miért ?)

Az ABC haromszog koriilirhaté koreinek kozéppontjat O-t
megkapjuk, ha az Ab, AC vonaldarabot felez6 merSleges sikok
metsz§vonalanak felkeressiik metsz&pontjat az 4 BC haromszog sik-
javal. (Az O pontnak képei altalaban nem lesznek a haromszog képei
koriilirhaté korok kozéppontjai ; miért nem?).

68. Visszapillantés a IV. fejezetre. E fejezet targyat, méré-
sen alapuld, tehat az ugynevezett mérégeometridhoz tartozé felada-
tok képezték. A megmért, vagy felosztott alakzatok, vonaldarabok
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voltak ; a szerkesztett pontok, egyenesek és sikok pedig abbdl a
szempontbol lettek meghatarozva, hogy mas pontok-, egyenesek-
vagy sikoktol bizonyos megmérheté és megadott tavolsagra legye-
nek. A geometriai helyek koziil, melyeknek a geometriai feladatok
megoldasanal fészereplik van, csak az egyeneseket és sikokat szer-
kesztettiik, — fentartvan azoknak kiegészitését késGbbi fejezetekben.

V. FEJEZET.

Egyenesek és sikok hajlasszogei a kép-
sikokhoz.

69. Az egyenes és a sik hajlasszoge. Lattuk az elébbi feje-
zetben, egy sik pontjai egy a sikon kiviil fekv6 ponttdl altalaban
kiilombozd tavolsagra vannak és egy oly pont taldlhat6 a sikban,
melynek tavolsiga a kiviil fekvé ponttdl a legkisebb, Ez utdbbi
tavolsaggal értelmeztiik a pont tavolsagit a sikt6l. Hasonlokép
jarunk el az egyenes és a sik hajlasszigének értclmezésénél.

Egy e egyenes és egy S sik E metszGpontjan keresztiil egye-
neseket hizunk a sikban. Ezen egyenesek altalaban az ¢ egyenessel
Rilomboz6 szogeket képeznek
és csak egy egyenes van sikban,

t. i, az e egyenes derékszogi

projectioja a sikra, mely az e

egyenessel a legkisebb, valamint ;

a legnagyobb szoget képezi. !
Ugyanis, ha (86. abra) e, az e
egyenes derékszogli projectioja
az S sikra, f pedig e siknak
tetszés szerinti az E metsz6- 8G. dbra.

ponton kereszt(il menG egye-

nese, akkor az e egyenes egy A pontjanak dA4, tavolsiga az
¢,-t6], tehat egyszersmind az S siktdl kisebb, mint az AD tavolsidga
az f egyenestSl. Minthogy az A4, E, ABE derékszogl harom-
szogeknek AE atfogdja egyenls az AA,, AB befogok pedig
kiilombozok, az e befogdkkal szemben fekvd szogek koziil az a
kisebb, mely a kisebb befogbval AA,-gyel fekszik szemben, azaz
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AEA, J < AEDB <. Ez egyszersmind mutatja, hogy az AEA, szog
mellékszoge nagyobb az AEDL sz6g mellékszogénél, Ennélfogva egy
egyenes, egy stk Osszes egyenesei koziil devékszogii projectidjaval a
sikva (valamint az ezzel pdvhuzamos egyenesekkel) képezi a legki-
sebb és a legnagyobb sziget.

Ha még megjegyezziik, hogy a midén az egyenes a sikra me-
réleges, tehat annak derékszogi projectiéja egy pont, minden egye-
nes a sikban derékszog alatt hajlik az egyeneshez, az egyenes haj-
lasszdgét a sikhoz ekkép évtelmezhelfiik : egy egyenes hajlisszige egy
sikhoz azon szigek legkisebbike, melyet az egyenes a sikban fekvé
egyenesckkel képez, mert ebben a merblegesség esete is benn foglal-
tatik. A mid6n az egyenes nem merdleges a sikra, akkor azoknak
hajlasszige az a hegyes szig, melyer az egyenes devékszogii proje-
ctiéjdval a sikva képez.

Ha az egyenes a sikkal pdrhuzamos, akkor az derékszoégd
projecti¢javal is parhuzamos, s hajlasszoge a sikkal 0°.

A hajlasszog fogalmanak értelmezése utan még néhany figye-
lemre mélt6 kovetkeztetést akarunk ide irni, melyeknek a késGb-
biekben hasznat vessziik, Ezek :

Egy egyenes és annak tiikérképe egy sikra vonatkozélag a
tukor sikjaval egyenld szoget képez.

Parhuzamos egyenesek ugyanazzal a sikkal vagy parhuzamos
sikokkal egyenl6 szoget képeznek.

Egy egyenes hajlassziogei egy sikhoz és egy a sikra merdle-
ges egyeneshez egymasnak potlészogei. (Ez a 86. dbra AAE de-
rékszogli haromszogébdl konnyen kjvetkeztethets.)

70. Két sik hajlasszoge. Lassuk, mikép lehet két sik hajls-
szoOgét értelmezni. Legyen
(87. 4bra) U, 8 a két sik,
¢ azoknak metsz6vonala,
Az U sik egy A pontjan
kereszt(l két egyenest hu-
zunk az U sikban; az
egyiket f-et tetszés sze-
rint, a masikat e-t a ¢
metszévonalra merdlege-
sen. Haaz e és f-egyenes
at-taz E és F pontban
metszi és a A pontnak 87. abra.
derékszogli projectidja az 8 sikra A,, akkor az A4, E, A4, F derék-
sz0gl haromszogbdl kovetkezik, hogy az AEA, < > AFA, <.
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Minthogy az els6 sz0g az e egyenesnek, a masodik szdg az f egye-
nesnek hajlasszoge az S sikhoz, azért a két sik metszévonalara
merdleges e egyenes az U sikban nagyobb sziget képez az S
sikkal, mint barmily mas amabban a sikban fekv$ egyenes. Az
AE, A, FE egyenesek kozill egyik a masiknak projectidja, tehat az
S sikban a ¢ egyenesre merdleges A, F egyenes ugyanoly szoget
képez U-val, mint AF az $-sel. E szerint kéf sik hajlasszigét akkép
értelmezhetjitk, mint a két sik metszbvonalava wmervdlegesen allo és
az egyes sikokban fekvd egyeneseknek hajldsszogét.

Két egyenes négy szbget képez egymassal, ezek koziil kettd
egyenlé hegyes, a masik kett6 tompa és amazoknak kiegészit§
szige, vagy mind a négy derékszog.

Ugyanigy két siknal is négy hajlasszoget képzelink, melyet
az egyes sikokban a metsz6vonalra mer6legesen allé egyenesek
zarnak be. Ugyanily szogeket képez oly két egyenes, melyek koziil
egyik az 1-s0 sikra, a masik a 2-dik sikra mer6leges. Mert ha egy
A pontbdl az 1-s6 sikra bocsatott merdleges talpa U, a 2-dik sikra
bocsatott merSleges talpa S, és az U és az S pontokbdl a két sik
metszévonalara bocsatott meréleges talpa FE,akkor az A UES négy-
szbgnek U és S-nél 1évs szogel derékszogek, tehat az A és E-nél
lev6k kiegészits szogek lesznek.

E szerint két sik hajlasszogeit akkép is értelmezhetjlik, mint
azon egyenesek hajldsszigeit, mely szevint a két sik metszévonaldra
merdleges stk a két sikot metszi, vagy mint oly két egyenes hajlds-
szogeit, melyek az egyes sikokva merilegesek.

Ezzel kapcsolatban ide irunk néhany a sikok hajlasszogére
vonatkozé kévetkeztetést :

Egy sik tiikorképe egy sikra vonatkozolag a tiikér sikjaval
ugyanoly széget képez, mint az eredeti sik.

Parhuzamos sikoknak hajlasszogei parhuzamos sikokkal
egyenldk.

Ha két sik hajlasszogei kozul csak a hegyessziget tekintjlk,
akkor : egy sik hajlasszogei egy masik sikhoz és egy erre merdleges
egyeneshez egymasnak potloszogei.

71. Az egyenes Kképsikszogei. Szevkeszszitk meg az (e, ¢')
egyenes hajldsszogeit az 1-s6 és a 2-dik képsikhoz.

Megoldds. (88. abra.) Ha az egyenes nyomai E,, E,, akkor az
E,E\ E', derékszogli haromszognek E;-nél levé szoge « az e egye-
nes hajlasszige az 1-s6 képsikhoz (1-s6 képsik sz0g), és az E\ E, I, "
deréksz0gl haromszognek E,-nél levé B szoge e-nek hajlasszége
a 2-dik keépsikhoz (2-dik képsikszog).

KLUG : Abrézol6 geometria,

~1
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Az 1-s6 képsikszoget o-t megkapjuk, ha az I, E, E’, harom-
szbget vagy az I, E’, befog6 koriil az 1-s6 képsikra, vagy az E,E',
befogod koriil a 2-dik képsikra boritjuk (E,) E\F',, illetve F,E,.I¢,
helyzetbe. A { 2-dik képsikszdg pedig kiadddik, ha az E E,E,*
derékszogl haromszoget az F,E"; befogd koril a 2-dik képsikba,
vagy az E, I/, befogd koriil az 1-s6 képsikra boritjuk [E,] E,E",,
illetve E.FE.. ", helyzetbe.

A midén az e egyenes nyomai a rajzlapon Kkiviil vannak
(89. abra), akkor az egyenesen két pontot A, B-t vesziink fel és
megszerkesztjik az AA'B’B-vel, valamint az AA“B"B-vel con-
gruens trapezeket; az AB oldal hajlasszdge a szemben fekvé A'B’,
illetve A“B‘ oldallal, vagy az ezekkel parhuzamos egyenesekkel
lesz az z, illetve a {3 szog.

88, dbra. 89. abra.

A 89. abraban A"Ax BuwB!' az AA‘B’'B-vel congruens trapez
és « az 1-s6 képsikszog; A'AxBuybB1 az AA" B’ B-vel congruens
trapez és $ a 2-dik képsikszog.

Mindkét abra (88. és 89.) egy d vonaldarab, annak d', d* képei
és a vonaldarabot tartd egyenes «, & képsikszogei kozott fonforgd

d'—dcosa,d'=dcos b
b )

Osszefliggést mutatja, mig a 88. 4brabol lathatd, hogy
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L FEy=FUI, cos 2, E,E', = E F, cos 8
(E)E'y = EE'y= LI E, sin o, (E)E", &= E E“, = E F, sin &.
Az E,E"\E’; haromszogb6l kovetkezik, hogy E,E", > E, I,
és az el6bbi egyenletekbdl az értékeket helyettesitve

cos % >sin =,
vagy mert hegyesszogekrdl 1évén sz6
90° — B > =, azaz 90° >~ 4.

Ennélfogva: az egyencs 1-s6 és 2-dik képsikszogénck dsszege
kisebb vagy egyenls egy devékszoggel a szervimt, a mint az egyenes
nem merdleges, vagy meréleges a képtengelyre.

Ha az egyenes a képsikok egyikével, ide szamitva az oldal-
képsikot is, parhuzamos, akkor az egyenes 1-s6, 2-dik és oldalkép-
sikszoge kozvetleniil a képekbll adédik ki. Ha pl. az egyenes az
1-s6 képsikkal parhuzamos, akkor 1-s6 képsikszdge = 0, 2-dik kép-
sikszdge egyenl6 1-s6 képének hajlasszogével az x képtengelyhez,
oldalképsik szoge pedig ez utdbbinak poétloszége. Es ha az egyenes
az oldalképsikkal parhuzamos, tehat 1-sé és 2-dik képe az x kép-
tengelyre merGleges, akkor oldalképsikszoge 0, 1-s6 és 2-dik kép-
sikszbge pedig az oldalképnek az y és z tengelylyel képezett
hajlasszoge.

72. A sfk képsikszogei. Szerkeszsziik meg az 1s.. s,] sik hajlds-
szogeit az 1-s6 és a 2-dik képsikhoz.

A sik egy 1-s6 esdvonalanak e-nek 1-s6 képsikszoge, a siknak
hajlasszége ¢ az 1-s6 képsikhoz (1-s6 képsiksz6g), és a sik egy 2-dik
esGvonalanak f-nek 2-dik képsikszdge, a siknak 2-dik képsikszoge V.

Ha (90. és 90 a. abra) (A4’, A”) az [s,, s,/ sik tetszés szerinti
pontja, akkor ¢ | s, és f“ . s, az es6vonalaknak egy-egy képe;
ezekbdl a hidnyzé e”, f’ képek és a o, L szogek szerkeszthetk.
A szerkesztésnél az e”, f* képeknek ismerete nem sziikséges,
mert az A'L (A) és A”F,[A] derékszogl haromszogek azok nélkiil
is szerkeszthetdk.

Valamivel egyszer(ibb a szerkesztés, ha az e, f es6vonalaknak
mindkét nyomat felhasznaljuk. Vegyiik fel ezeket akképen, hogy az
e 2-dik nyomanak F,-nek és az f 1-s6 nyomanak I'|-nek kozos
tengelyképe Iy = F"', legyen. E szerint (91. 4bra) a képtengelyre
merdleges I,F, egyenes az s;, s, nyomokat F|, I\;-ben, a kép-
tengelyt Iv'y=F" -ben metszi; ez utobbi pontbdl az s,-re huzott
meréleges talpa F, és ', E, —e¢’; az s,-re huzott merdleges talpa
F, és F"\F,= f". Az E,FE',, E',E, befogokbdl rajzolt (E,) L', I,
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vagy E,E';E,, haromszogeknek o szoge az 1-s6 képsikszog, és az
I\, F"F, befogokbodl alkotott [F,]F" F, vagy F\F"', Far derék-
szogl haromszognek y szoge a 2-dik képsikszog.

Az e, f esGvonalak egymast egy .1 pontban metszik, mely a
képtengely E’', — F"'| pontjabdl az [s,, s,] sikra bocsatott mersle-
gesnek, mint az e 1-s6 projicialé sikja és az f 2-dik projicialé sikja
metsz6évonaldnak talpa. Ennélfogva az E‘, = F", pontbdl az (E,)
ES E,\, E, E's E,, [F,] F", F,, F, F", F., derékszog(i haromszogek
atfogoira bocsatott E’; (A), E'y A1, E', [4], E'y A’x merlegesek

90. abra. 90 a, dbra.

mind egyenlSk az Iv', = F*| pont y tavolsagaval az [s,, s,/ siktdl,
azaz az A ponttol.
Az E, E, I, és F, F”| F,y derékszogl haromszogekbdl ko-

vetkezik, hogy

v =FE, I'ycoso=E,; Iy sino = I, IV, sin ¢

r=F, F',cosy=F, F' siny= F, F’ siny
és az E, ', F, derékszogli hAromszogbdl

F,I'y=F, F\“"<E, 1,

Ebbe a kifejezésbe az el6bbi sorokbdl vett értékeket helyet-
tesitvén



— 101 —

—

¥ 7 .
<l azazcoso< sind
sin ¢ =cos @ i

szarmazik, ami tekintve hogy ¢ és ¢ hegyesszog
90° — ¢ <_ {§, vagy a mi ugyanaz, 90° < ¢ + ¢

relatiét adja. Ennélfogva egy sik képsikszigeinck Osszege nagyobb
vagy egyenlo egy devékszoggel a szevint, a mint a sik nem pdarvhuza-
wmos vagy pdvhuzamos a képtengelylyel.

A képsikokra projicial6 sikok képsik szdgei a nyomok és az »
képtengely hajlasszdgeiben mutatkoznak. Es pedig: az 1-s6 kép-
sikra projicialé siknak els6é nyoma és x a 2-dik képsikszoget, a 2-dik
képsikra projicidlé siknak 2-dik nyoma és x az 1-s6 képsikszoget
képezi.

91, dbra.

Igyekezziink az egyenes és a sik képsikszogeinek Osszegére
vonatkozo relatidkat szemléletileg is igazolni.

Képzeljiunk egy a képtengelyre merfleges e egyenest; ezen
egyenes képsikszdgeinek Osszege egy derékszog.

Ha e-t az 1-s6 képsikra merdleges ¢ tengely koriil forgatjuk,
akkor 1-s§ képsikszoge o valtozatlan marad, a 2-dik képsikszog §
pedig kisebbedik, mignem 0 lesz, a midén ugyanis e a 2-dik képsik-
kal parhuzamos. Ezért « + 8 = 90°.

Ha pedig egy a képtengelylyel parhuzamos S sikot forgatunk
az 1-s6 képsikra merSleges £ tengely koril, akkor az 1-s6 képsik-
szbg ¢ szintén nem valtozik, de a 2-dik képsikszdge ¢ mindig na-
gyobbodik egész a derékszogig. Az els6 helyzetnél ¢ + ¢ = 90°,
tehat minden mas helyzetnél ¢ - ¢ > 90°.
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Feladatok,

73. Els6 dolgunk legyen az imént targyalt két alapfeladat for-
ditott feladatat megoldani ; tehat

69. feladat. Szevkcsztessék egy oly egyenes, melynck képsikszigei
, B adva vannak.

Megoldds. (92. abra). A képtengely egy A pontjan keresztll a
képtengelyhez « és P szodg alatt hajlo AC, AD egyeneseket hizunk
és a képtengely egy B pontjabol, mely A4-t6] tetszGleges » tavolsagra
van, ezekre BC, BD merSlegeseket bocsatunk, azaz megszerkeszt-
jik az » cosxa=AC,rsin x — BC, v cos p = AD, rsinf= BD
vonaldarabokat.

Ezutan a képtengelyre egy E’; pontban merélegest emeliink
és ezen az I, pontot akkép hatarozzuk meg, hogy E', I, = #sin

92. dbra,

Az Ii; pontbol az AD — » cos P sugarral leirt kor a képtengelyt
egy E', pontban metszi, melyen keresztll men$ és a képtengelyre
merGleges egyenesre BD — # sin  vonaldarabot E,-t8] redrakjuk
E\-ig (BD = E“| E,). Az E, E', ekkor = » cos z és E, E'y,=¢’,
L3 B = ¢ képei a keresett egyenesnek.

Minthogy az E,-66l leirhato kor a képtengelyt két pontban
1.",-ben és F“,-ben metszheti és a BD vonaldarab e pontokban a
képtengelyre emelt merélegesekre a képtengely ald és f6lé rakhatd
E, F,, G,, H,-ig, azért még az
I“IElg‘;f/,E:;I"Hl :f”; GlElgzgl,EgEll,_:g“; HlElg‘:h,, Ezl"“l Rt
egyenesek is képei az K, ponton keresztll mend és a képsikokhoz
az adott szdgek alatt hajlo ¢, £, g,  egyeneseknek,

Az ¢, g, valamint az f, h egyenesek egymdsnak tiikorképei a
2-dik képsikra ; az ¢, f és a g, h egyenesek egymasnak tiikorképei az
Iiy ponton keresztlil mend és a képtengelyre merdleges sikra; végre
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az e, I, és f g egyenesparak tiikorképek az E, ponton keresztiil
mend és az 1-s8 képsikkal parhuzamos sikra.

Ezt még altalanosabban fogjuk Kkifejezni ha azt mondjuk: ka
egy e egycnes letszleges pontjan kevesztiil az 1-s6, 2-dik és az oldal-
képsikhoz pavhuzamos sikokat fekietiink, akkor az e-nek h, g, f tikor-
képei e sikokva, mint tiikvokve vomatkozdlag a hdvom képsikhoz
ugyanazon szogek alatt hajlanak mint e,

Ha egy adott (P, P’) ponton kereszt(il akarunk egyenest fek-
tetni, melynek képsikszogei «, 3, akkor vagy az el6bbi eljaras sze-
rint talalt egyenesekhez (P, P”) ponton keresztlil parhuzamosakat
huzunk, vagy pedig kozvetleniil, amazokt6l fliggetleniil szerkesztjiik
az egyeneseket, mely szerkesztés azonban lényegileg nem Kkiilom-
bozik az el6bbitdl.

A (93. abra) (P, P) pontokon kereszt(il a képtengelyhez par-
huzamos P’ Q' P’ Q“n egyeneseket, és B, « szog alatt hajlo P
O'n, P’ Q"x egyeneseket huzunk; ez utébbiakon P Q'n, P” Q,
egy tetszés szerinti » vonaldarabbal egyenls. A Q“; és Qw-bdl a
képtengelyre merdlegesen bocsatott egyenes P’ Q'i-et Q'i-ben, illetve
a P"” Q"ut Q' u-ben metszi.

A P’ Q': sugarral P’ pontbdl leirt kor a Qs ponton Kkereszt(il
mend és a képtengelylyel parhuzamos egyenest a Q, R’ pontokban
metszi, mig a P Q“x sugarral a P pontbdl leirt kér a Q"y ponton
kereszt(l a képtengelylyel parhuzamosan fektetett egyenest a Q°,
R’ pontban talalja. A keresett egyeneseknek képei:

(PIQI’ P/IQII); (PIRI’ P/IRII); PIQI’ P/IRII); (P/RI’ PIIQII)'

Az el6bbi és a jelen szerkesztés azért tekintheté lényegileg
ugyanegynek, mert P'Q't = » cos z, P“Q"n=1v cos B, és a Q’'R’,
egyenes a P’ ponttdl » sin B, végre a Q’R’ egyenes a P” pont-
tdl » sin « tavolsagra van.

A szerkesztések mutatjak: hogy ha két egyemcsnek egynevu
képei a képtengelyhcz egyemld szogek alatt hajlanak, akkor az
egyeneseknek egynevii képsikszigei cgycnlik.

70. feladat. Egy ponton kereszt(il fektesslink oly egyenest,
melynek képsikszogei adott po6tloszogek x,90% 2 Legegyszer(ibben
a ponton keresztlil mend oldalképsik alkalmazasaval,

71. feladat. Adva van egy pontnak mindkét képe, egy rajta
keresztll mend egyenesnek egyik képe és az 1-s6 vagy 2-dik kép-
sikszoge ; szerkesztend$ az egyenesnek hidnyzo6 képe.

74. — 72. feladat. Szevkesztendé egy siknak két myoma a sik
képsiksz08cibél o és L-bol.
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Megoldds. A 91. abrat a ¢, ¥-bél és a tetszés szerint valasztott
» vonaldarabbdl fogjuk szerkeszteni. E végbdl az » képtengelyhez
¢ szog alatt hajlé E, E,: egvenest huzunk; ennek E, pontjabol x-re
E, E', merdlegest, E, -b6l E, E,.re E’; At merélegest bocsatunk.

Az E';-b8l E' A = r-rel kort irunk le, melynek a képtengely-
hez { szog alatt hajlé Fu F, érintSje a képtengely Fin-ben, az E,
E'; egyenest az F, pontban metszi.

Az E'; pontbdl az E’; E,: sugarral leirt korhez F,-b6l és az
E‘y F,n sugdrral leirt korhez E,-b6l vont érint6k, melyek egymast
x-ben metszik, a keresett siknak s.. s; nyomai.

A szerkesztés mutatja, hogy négy oly sikot lehet talalni

(ha o 4 v > 90°), melynek
2-dik nyoma az E, ponton
R megy keresztl.

Ugyanis az £’ r.u su-
garral leirt korhez F,-b6l két
érinté6 s,, #, huzhatd, és
F;-b6l, valamint ennek a
képtengelyre vonatkozé G,
tiikorképébdl az B’y E: su-
garral leirt korhez s,, #,, v,,
w; érint6 huzhato.
- E szerint az E, ponton
keresztil mend és a képsi-
kokhoz o, ¢ szogek alatt
hajlé sikoknak nyomai: s,
Sy My, M, Say Uy Hy Wy A
harom utébbi sik tiikdrképe
az elsGnek az E, ponton ke-
resztlil mend oldalképsikra,
a 2-dik képsikra, illetve az
I, ponton atfektetett és az 1-s8 képsikhoz parhuzamos sikra vonat-
kozélag. A négy sik koziil kettd dilt, kett§ feszitett. Altalaban a
dilt sikoknak ugyanegy oldala képez hegyes, a masik tompa
sziget a két képsikkal; a feszitett siknak az az oldala, mely az
egyik képsikkal hegyes sziget képez, a masikkal tompa szoget fog
képezni,

Ha a feladat azt kivanja, hogy a sikok egy (P, P") ponton
menjenek keresztll, akkor a négy talalt sikkal parhuzamos sikokat
fektetiink a (P’, P”) ponton kereszt(il. Ezen sikok kiilémben, ha
csak az [s,, s, / ismeretes, mar kdnnyen szerkeszthetdk.

93. abra.
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Megjegyzends : hogy oly sikoknak egyneuvri képsikszogei, melyck-
nek egy'neun nyomai a képtengelyhez egyenlss szigek alatt hajlanak,
egyenlok.

73. feladat. Egy ponton kereszt(il fektessiink két sikot, melynek
képsikszdgei adott
potidszigek o és
= 90%0. (Legegy- !
szer(ibb az oldalkép-
sik hasznalataval).

74. feladat. Adva
van egy siknak
egyik nyoma, szer-
kesztend6 a masik
nyom, ha az 1-s6
vagy a 2-dik képsik-
sz0g ismeretes. .‘

Ennél altalano- :
sabb a kovetkezd

75. — 75, fel-
adat. Egy (¢, ¢
egyenesen kevesztiil sik  fektetendl, melynek 1-s6 képsikszige o
adva van.

Megoldds. (94. a. abra.) Az (¢, ¢"’) egyenes 2-dik nyoman #.-n
kereszt(il a képtengelyhez o szog alatt hajlé egyenest hizunk, mely
azt D-ben metszi. Az E,-
nek 1-s§ képébsl E',-bol
a D ponton keresztil %
kort irunk le, melyhez az
¢ egyenes i, nyomabdl
huzott s,, #,, érint6k a
keresett sikoknak 1-s6
nyomai.

Ha az I, E, vonal-
darabot az FE’, ponttol
a képtengelyre vissziik
FE,--ig, akkor az F, FE;1
E’; & az e egyenesnek
1-s6 képsikszoge «. EbbSl
lathat6, hogy a Kkitlizott

94, a, abra.

94. b. abra.

feladatnak 2, /1, 0 szamu megoldasa van, a szerint a mint = — g,
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mert ezekben az esetekben az E| pontbél a % korhez 2, 1, 0 szdmu
érint6k huzhatok.

Tehat »nem lehet egy egyenesen keresztl oly sikot fektetni,
mely kisebb szog alatt hajlik valamely sikhoz, mint az egyenes,«

A 94, b, 4bra a feladat megoldasat mutatja abban az esetben,
amidén az ¢ egyenes a képtengelyt egy .S pontban metszi, Az ¢-nek
tetszés szerinti (4 A“) pontjan kereszt(il a 2-dik képsikkal parhu-
zamos és az 1-sdhoz o szog alatt hajlé (4‘Cl, A“C'1) egyenest fekte-
tiink, melynek 1-s6 nyoma Ci. Az A‘Cisugirral, azaz A Ax cotge-vel
az A’-bol leirt korhez az S pontbél huzott s, #, érint6k a kivant
sikoknak 1-s6 nyomai, mely nyomokbdl az A és B pont segélyével
a 2-dik nyomok szerkeszthetok.

e i e iee e

94. c. dbra,

76. feladat. Fektessiink az (¢/, ") egyenesen kereszt(l sikokat,
melyeknek oldalkeépsikszoge ¥.

Megoldas. (94. c. abra.) Megkeressiik az e egyenes oldalképét
¢'’-at, annak 2-dik nyoman E,-n kereszt(il mené oldalképsikra. Az
e egyenes E, 1-s6 nyomanak E"/; oldalképébsl K, E’; cotg y su-
gérral kort irunk le, s ehhez az F, pontbdl s;, 7, érintéket huzunk,
melyek a kivant sikok oldalnyomai. Az oldalképsik visszaallitisa
utn az u,, s, egyeneseknek 1-s6 nyomai az U, S, pontok lesznek ;
ennélfogva U E, = u,, >,1.,, =S5, a szerkesztendd sikoknak 1-s6
nyoma, mig a 2-dik nyomok #.. s, az E, ponton mennek kereszt{il.
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A 75, feladattal szemben allithaté a kovetkez6 :

76. — 77. feladat. Egy adott sikban [s,, sq]-ben, adott (A’ A)
ponton kevesztiil egyemes fektetendd, melynck 1-s6 képsikszige =
ismcvreles,

Mcgoldas. (95. abra) Az A ponton kereszt(l a képtengelyhez
2 sz0g alatt hajl6 egyenes ezt a D pontban metszi. Az A+ D vonal-
darabbal az A’ pontbdl leirhat6 & koér s,-et E,, I'\-ben taldlja, mely
mar a keresett egyeneseknek ¢, f-nek 1-s6 nyoma lesz, és melybél
(, &), (f', f) szerkeszthet?,

A feladatnak 2, 1, 0 megoldasa szerint a mint az « Kkisebb,

95. abra. 96. abra.

egyenl6 vagy nagyobb mint a siknak 1-s6 képsikszége 9. A maso-
dik esetben az egvenes a sik 1-s6 es6vonala. Egy sikban tehat nem
lehet oly egyenest felvenni, mely kisebb szoget képez egy masik
sikkal, mint a sik maga.

77. — 78. feladat. Szerkesztendd egy sikmak 1-s6 képsikszige,
ha a siknak harom pountja A, B, C van adva.

Megoldas. (96. abra) A feladat megoldasa gy értendd, hogy
a sik nyomait nem akarjuk felhasznalni, E végbél egy 1-s6 f6vona-
lat a-t fektetlink pl. a BB ponton kereszt(il és ennek segélyével meg-
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kereshetjiikk az A ponton Keresztil mend (¢, ¢) 1-s6 esévonalat
(¢ | a’), mely a-t az E pontban metszi. Az e egyenes 1-s6 képsik-
szoge o = (4) I A', egyszersmind 1-s6 képsikszoge az ABC(
siknak.

Hogyan oldhaté meg a 77. feladat ezen adatok mellett ?

79. feladat. Szerkesztendd egy egyenesnek és egy siknak
hajlasszége az oldalképsikhoz.

Megolddsi wutasitds. Felkeressiik az egyenesnek oldalképét,
illetve a siknak oldalnyomat. Az egyenes 2-dik és oldalképébdl vala-
mint a siknak 2-dik nyoma és oldalnyomabél a hajlasszog mar az
elébbiek szerint kénnyen szerkeszthetd.

78. Visszapillantas az V. fejezetre. E fejezetben az egyenes
és a sik, valamint két sik hajlassz6gét értelmeztiik és az egyenes és
siknak hajlasszégeit a képsikokhoz, tehat a képsikok iranyaban leg-
kiilénosebb helyzetli sikokhoz, tanultuk szerkeszteni.

A szerkesztés mindig két egyenes hajlasszogére volt vissza-
vezetve, melyeknek k6zos 1-s6, vagy 2-dik projiciald sikjuk volt és
egyike vagy az illet6 képsikban fekiidt, vagy azzal parhuzamosan
haladt.

A kovetkez6 fejezetben megismerkediink két egyenes, sik és
egyenes, valamint két sik hajlasszogének szerkesztésével, ha azok a
képsikok iranyaban altalanos helyzetliek. De itt még attekintést
akarunk nyujtani a hajldsszignek, mint meghatdrozd foltételeknck
éritekevol.

Ha egy A pontbdl egy S sikra bocsatott meréleges e sikot egy
4, pontban metszi, és az A, pontbol egy k kort irunk le az § sikban,
akkor e kor 0sszes pontjainak T-nek 6sszekot egyenesei és osszes
érintSinek f-nek osszekotd sikjai az A-val, az S sikhoz egyenl szégek
alatt hajlanak. E szogek egyenl6k 4, TA-val, mert az AT egyenesnek
derékszogli projectiéja az S-re A, T, és a sikokat tekintve AT _| t-re.
E szerint egy ponton kereszt(il mend és egy sikhoz vagy egyeneshez
adott szOg alatt hajlo egyenesek és sikok szama oo!,

Az egyenesre nézve egy foltétel, hogy egy sikhoz vagy egye-
neshez adott « szog alatt hajoljék. Noha minden ponton (tehat oo
szamon) eo! egyenes huzhaté kereszt(il egy sikhoz = szdg alatt haj-
16lag, mégis a foltételnek megfeleld egyenesek szama nem oo®, ool =

hanem <% mert minden egyenesen o! pont van. E szerint a kép-
sikokhoz «, £ sz6g alatt hajlé egyenesek szama oo?, tehat csak annyi,
mint a parhuzamos egyenesek szdma. Igy tehat az egyenest a mellett,
hogy képsikokhoz «, { sz6gek alatt hajoljék, még altalaban két fol-
tételnek vethetjiik ala, pl. hogy egy ponton menjen kereszt(il (70. fel-
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adat), vagy két egyenest messen (46. feladat), de e foltételeknek ama-
zoktol fiiggetlennek Kell lennie.

Igy nem adhaté még foltételll, hogy az egyenes egy masikra
merdleges, vagy egy sikkal parhuzamos legyen vagy az oldalkép-
sikhoz egy vy szbg alatt hajoljék, mert ezek mellett nem elégithetGk ki
az »  hajlasszégekre vonatkozd foltételek.

Egy sikra nézve egy foltétel, hogy egy adott § sikhoz (vagy
egyeneshez) ¢ szg alatt hajoljék, mert S-nek minden egyenesén
csak véges szamu (két) sik fektethets, mely hozza 9 sz0g alatt haj-
lik. Ezért a képsikokhoz o, { szog alatt hajlo sikok szdma ol. A sik
tehat adott képsikszogek mellett még egy azoktdl figgetlen foltétel-
nek tehet eleget, pl. hogy egy ponton menjen kereszt(il, de nem an-
nak, hogy az oldalképsikhoz egy y szog alatt hajoljék,

Mert egy siknak hajlasszogei ¢, ¢, ¥, harom paronként egy-
masra mer6leges sikhoz, milyen a harom képsik, ala vannak vetve e
foltételnek : cos?p - cos?y - cos?y = 1, és egy egyenes o, 8, y hajlas-
szbgei ama képsikhoz a sin %z - sin 2§ -}- sin 2y — 1 relatiénak tartoz-
nak eleget tenni. Kisértse meg az olvasé e relatiok egyikének igazo-
lasat, melylyel egy el6bbi tételre tdmaszkodva, a masik is iga-
zolva van !

VI. FEJEZET.

A sik forgatdsa nyoma vagy févonala koriil
és erre vezetd feladatok.

79. Altaldnos észrevételek e fejezet targyara. Az &bra-
zolé6 geometria modszerei arra tanitanak, hogy olyan sikokban is
végezhessiink szerkesztéseket, melyek nem esnek egybe a rajzlap-
pal. A szerkesztések lényegiikben Ugynevezett planimetriai, azaz
sikban fekvd alakzatokra vonatkozé szerkesztések; de mert a sik
maga nem egyszersmind a rajzlap, azért a szerkesztések nem végez-
het6k kozvetleniil az alakzatok sikjaban.

Egy haromszég magassagpontjanak, vagy a Kkorilirt kor
kozéppontjanak szerkesztése planimetriai feladat; de ha a harom-
sz6g sikja nem a rajzlap maga, akkor e szerkesztést a planimetria
moédszereivel kézvetleniil nem végezhetjiilk a rajzlapon, hanem
elobb a stkot a vajzlappal egycsiteni, ezutdn a planimcetriai szerkesz-
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1éseket a rajzlappal egyesiilt sikban véghezvinui, s végre a nyert tér-
elemeket az eredeti sikba visszahelyezni kell. Egy sikidom sikjanak
egyesitése a rajzlappal, és a rajzlap egyes pontjainak vagy egyesei-
nek visszahelyezése a sikba, végre az ehhez f(iz6d6 feladatok meg-
oldasa képezi tehat f6targyat e fejezetnek ; a planimetriai szerkesztést
azonban, melyet az egyes feladatok megoldasai kivannak, mint
ismertet kell tekinteniink.

80. A sik leboritasa az egyik képsikba. Az |s,, s,] sikban
(97. abra) egy ADC haromszoget vesziink fel, és a sikot a benne

97, dbra,

fekvé haromszoggel egyiitt a siknak 1-s6 nyoma koril forgatjuk,
mig az 1-s6 képsikba nem jut, azaz a sikot az 1-s6 képsikva lc-
boritjuk.

Ha csak arrdl volna sz6, hogy az [s;, s;] sikot boritsuk le az
1-s6 képsikra, azt képzeletben is tehetjilk; de nekiink az ABC
haromszdg helyzetét kell megszerkeszteniink akkor, a midén sikja
az s, koril forgatva, az 1-s6 képsikkal egyesiil. Es ha eredetileg az
sy, s3] siknak 1-s6 képsikszdge ¢ és 180%o volt, gy a forgatas
alkalmaval az egyik sz6g mindig kisebbedik, a masik nagyobbodik,
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mignem akkor, amid6n a sik az 1-s6 képsikkal egyesiilt. a kisebbed§
sz6g 0% a nagyobbodé 180° lett. A leboritott haromszdget tehat két
helyzetben fogjuk nyerni a szerint, a mint a p vagy a 180%0 szog
lett a forgatas végeztével egyenl$ zérussal.

Szerkeszszilk meg az [s;, S;] siknak 1-s6 képsikszogét o-t,
pl. mint az 4 ponton Keresztil mend e es6vonal (4)FE. A’ 1-s6
képsikszogét.

Az A ponton Kkeresztll mend e esOvonal a siknak s, koriil
torténd forgatasa el6tt és utan meréleges s,-re az E, pontban;
ennélfogva leboritott helyzete e, egybeesik 1-s6 képével ¢’-vel, Ezen
lesz a leboritott A pont 4, és pedig oly tavolsagra FE,-t6l, mint a
milyen a forgatas el6tt volt, t. i. E (4).

Eunnélfogva az 1-s6 képsikra leboritott S sik A pontjdnak lebo-
ritott helyzetét A,-et megkapjuk, ha A-nak 1-s6 képébsl A'-bol a sik
1-s6 nyomara s,-re bocsatott e’ merdlegesve annak E. talppontjatol
mérve az E\(A) vonaldarabot, mint az A pontnak tdvolsdgat s,-16l,
reavakjuk egyik és masik oldalra.

Az AB egyenes s,-et a D pontban metszi, mely pont nem val-
toztatja helyzetét a forgatas alkalmaval; A, B, D lesz tehat a lebo-
ritott ABD egyenes, melyen B,, a B-n kereszt(il men6 1-s6 es6-
vonal 1-s6 képének metszépontja A4, D-vel.

Ugyanigy, ha az (AC, s,) =F pontot A,-gyel dsszekostjuk, és
C’-b6l merblegeset bocsatunk s;, ugy ezeknek metszépontja C, a
leboritott C pont. Végre a BC egyenes s,-et egy G pontban metszi,
melyen a .U, egyenesnek is keresztiil kell menni.,

Az § sik ABC haromszége s, nyoma koril az 1-s6 képsikra
leboritva a két A, B, C, haromszog egyikére keriil a szerint, a mint a
sik pontjaitol leirt iveknek centriszége ¢ vagy 180°%o.

Az A'B'CY, A;B,C, haromszogek perspectiv helyzetii affin
alakzatok, mert a megfelel6 pontoknak A’ 4,; B',B,, C', C;-nek
Osszekoté egyenesei parhuzamosak, és a megfelel6 egyeneseknek
A'B‘, A, B, ; .. .-nek metsz6pontjai egy egyenesen, az s,-en fekiisz-
nek, Ezt altalanosabban ekkép fejezziik ki: egy siksokszog ortho-
gonalis projectioja egy K sikva pevspectiv helyzetii affin azzal a
sokszoggel, melyet nyeviink, ha az eredeti sokszoget sikjanak és a K
siknak s metszévonala koviil a K sikva vedboriljuk; s az affinitds
tengely, az crve merbleges sugarak a projiciald sugavak.

Az § sikban fekvl A BC sikszog leboritasanal a sik s. nyoma
koril az 1-s6 képsikba, csak egy pontnak (legczélszeribben annak,
melynek 1-s6 képe s,-t6l legtavolabb), pl. 4-nak, kell leboritott hely-
zetét, A,-et a pont 2-dik képének A‘’-nek felhasznalasival meg-
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hatarozni, — mert az 4, pont, a siksokszog 1-s6 képe és a sik nyoma,
mint lattuk, elégséges a leboritott sokszog tébbi alkotd részének
megszerkesztésére. A mi pedig az 4, pont felkeresését illeti, nem
sziilkséges az A'F,(A) haromszég megrajzoldsa, hanem csak az
I.,(4) atfogénak hosszisaga. Ezt pedig, mint az A“A4x, A'E, befo-
gokbol alakithatd derékszogl haromszognek atfog6jat a haromszog
megrajzolasa nélkiil is korz6be foghatjuk, pl. ha vagy az A'E,
vonaldarabot az Ax ponttdl a képtengelyre rakjuk l-ig, ekkor 14"
a keresett atfogé ; vagy pedig az 4"’ Ax vonaldarabot az FE, ponttol
sy-re rakjuk H-ig, ekkor HA’ a keresett atfogd.

8l. A sik visszadllitasa. Egy a sik nyoma kériil az illeté kép-
sikra leboritott soksz0g leboritott helyzetébdl a sokszog képeit, azaz
a sokszoget megszerkeszteni a sik visszadllitasanak nevezziik.

Tekintsiitk a 97. dbrdban az A, B, C, haromszdgek egyikét
adottnak, a melyrdl azonban tudnunk kell, hogy a siknak mely sz6g
alatt (¢ vagy 180°%-) képzelt forgatasabdl szarmazott, és hatarozzuk
meg az A'B‘C', A”BC" képeket. Az A, ponttdl az s,-re bocsatott
A, E, merGleges, a sik egy e 1-s6 esGvonaldnak leboritott helyzete
e, és 1-s6 képe ¢’. Ennek és igy a siknak is megszerkesztjiik 1-s6
képsikszogét ¢-t; ezutan egy derékszogd haromszoget, pl. I, A'(A)-et
rajzolunk, melynek atfogéja A4, I, és egyik szége 9. E haromszog-
nek a ¢ sz6g mellett levé befogodja az A pont 1-s6 képének A’-nek
tavolsaga az 4, E, egyenesnek I, pontjatdl. Annak megallapitasara,
hogy ama szerkesztett befogét az A, FE, egyenesre az I/, ponttl
mely oldalra vigylik megjegyezziik, hogy a szerint a mint az 4,
pontot a siknak a hegyes vagy a tompaszog(i 1-s6 képsikszoge
alatt eszkozolt forgatdsabdl tekintjiik szarmazottnak, az FE, pont
az A’ pontot az A,-t0] nem valasztja el, illetve elvalasztja,

A megallapitott 4’ pontbdl az s, és 4, B,C, segélyével a per-
spectiv helyzetU affin soksz0gek meghatarozasi maédja szerint 4°B‘C’
haromszog és ebbél az A”B“C"” a mar ismert eljaras szerint szer-
keszthetd.

82. A sik forgatasa és visszadllitasa egyik fovonala kériil.
Legyen egy ABC haromszognek és S sikja egyik 1-s6 févonaldnak,
a-nak két képe adva (98. dbra) ; forgassuk az S sikot a benne fekvé
ABC haromszoggel az a koril mindaddig, mig sikja az 1-s6 kép-
sikkal nem parhuzamos, és hatdrozzuk meg az ABC haromszog
4j helyzetének képeit. A végzendS szerkesztés: a sik forgatasa
Sfoévonala koriil.

Iényegileg a szerkesztés ugyanaz, mint az el6bbi volt, csak-
hogy most a forgatandé S sikot nem az 1-s§ képsikra, hanem az
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1-s6 képsikkal parhuzamos és az a-n keresztlil mené K sikra kel]
leboritani és ebben a helyzetben a vele congruens 1-s6 képet meg-
hatarozni. Az a févonalnak tehat ugyanaz a szerepe van jelenleg,
mint elébb az s,-nek.

Az A ponton Keresztlil mené es6vonalnak AE-nek, mely a-t
az E pontban metszi, 1-s6 képsikszoge ¢ az A’E’'(4) haromszognek
E'-nél lev6 hegyesszoge, s mely haromszognek A'(4) befogdja az
A pont tavolsaga K-t6l, vagy a mi evvel egyenls: az A* tavolsaga
a-t81, Az A‘(4) vonaldarab adja tehat az 4 pontnak és igy a for-

gatott 4 pontnak, 4;- .
nek tavolsagat az F-t8l, /‘\<
mely az 1-s6 képében / L
F'A’,-ben valodi nagy- e\
sagaban projicialodik. —B—a* i

Hatehataz E'(4) P ; \
vonaldarabot az A'E’ T~
egyenesre £'-t61 mérve ~_ \
egyik és masik oldalra
rea rakjuk A',-ig, meg- R
kapjuk az g kortl a K &——- Sty
sikba forgatott A pont- BN e O \\g Y
nak 1-s6 képét. AT T N 7

Az Al és AU N

egyenes a-t a D és F
pontban metszi, me-
lyek a forgatas alkal-
maval nem valtoznak ; .
ezért A’ D', A\ " ama \'\ \ e
forgatott egyeneseknek }
1-s6 képe, mig a forga-
tott I3 és C pontnak 1-s6
képe B',, (V,, a rajtuk keresztil mend és az a’ merdleges egyene-
seken fekiisznek, Minthogy a B(C és a metszépontjanak G-nek
helyzete sem valtozik: o/, B¢, B‘,(", egyenesek a G’ pontban
talalkoznak. A forgatott ABC haromszognek A’ B (", képébdl,
annak az a“ egyenesen fekvd 2-dik képe szerkeszthets. —

A K'sik 4, B, C, haromszogének az a f6vonal koril torténd visz-
SZ?forgaté.sa az § sik .1 BC haromszogébe, tehat az ABC harom-
s,zog képeinek szerkesztése, az A, 3, C, haromszog, az a’, a’ f6vonal
¢s a o képsikszogbdl, képezi a stk visszadllitdsat.

Az adatokbdl képezhets A’E'(A) haromszog az A’ pontot

KLUG : Abrdzolé geometria. 8
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98. abra
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szolgaltatja, mely ismét az 4’B’C’ meghatirozasahoz vezet. Az A
pont 2-dik képe A“, az a”-t6l A’ (4) tavolsagira van az a” f5l6tt
vagy alatt a szerint, a mint az A4, pontot az 1-s6 képsiktol eltavo-
litjuk vagy ahhoz kozelitjiik, a mid6n azt A-ba forgatva képzel-
jik. A D, F, G pontoknak 2-dik képe a’-6n, a B, C pontoknak
2-dik képe pedig az A“D", A”F" fekszik és B”C" egyenes a G*
ponton megy keresztiil. — Természetes, hogy a sik nemcsak 1-s6
nyoma ko&riil borithaté az 1-sé képsikra, vagy egy 1-s6 f6vonala
koril az els§ képsikhoz parhuzamos sikra, hanem egyszersmind a
2-dik nyom koriil vagy egy 2-dik févonal koriil forgatva a 2-dik, il-
letve az ehhez parhuzamos sikra. A végzendé szerkesztést, mint jo
gyakorlatot, az olvaséra, vagy helyesebben a rajzolé olvaséra akar-
juk bizni,

Miel6tt ujabb feladatokhoz térnénk, emlékezetbe kivanjuk
hozni azt, hogy mar el6bb is raboritottunk sikokat az egyes képsi-
kokra, Igy a mid6n egy vonaldarab val6di hosszusagat, vagy az egye-
nesnek képsikszogét szerkesztettiik, ama vonaldarabnak és ezen
egyenesnek az 1-s§ vagy 2-dik projicialé sikjat az illet6 képsikra
boritottuk. Amde ezek a szerkesztések valamivel egyszeriibbek vol-
tak, mert a sik projicidlé volt. Egy az 1-s6 képsikra projiciald
[S1, S3 ] sikndl ugyanis a leboritandd pontnak tidvolsaga az s, nyom-
tol kozvetleniil adodik ki, mint a pont 2-dik képének tavolsaga a kép-
tengelytSl ; mig mas siknal e tdvolsagot a jelzett derékszogi harom-
szbg atfogojaban nyerjiik meg, melyet tehat még szerkeszteniink kell.
Ennyiben kiilonbozik egy dilt vagy feszitett sik leboritdsa egy pro-
jicialo sik beboritasatol.

Feladatok.

83. — &80. feladat. Szevkesztends az A pont tavolsaga az e egye-
nestdl és az A-bol az e-ve bocsatott merdleges metszéegyenes m.

Megoldas. (99. dbra). Az A ponton és az ¢ egyenesen Kereszt(il
fektetett sikot annak, pl. 1-s6 nyoma koriil az 1-s6 képsikra boritjuk ;
a leboritott 4 pont tavolsiga a leboritott e-t8] a keresett tivolsag, és
a leboritdsban meghtzott merfleges visszaallitisa a kivant me-
réleges.

A kivitel ezek szerint kivetkezd: Az A ponton keresztll az
e-vel parhuzamosan haladé f egyenesnek és e-nek F,, E, 1-s§ nyo-
mat Osszekotjiik, és A-t valamint fés e-t az s, Osszek6td egyenes
koriil mint az f4, e] sik elsé nyoma koriil az 1-s6 képsikra boritjuk.

Ha A'GA, | s,; A'(4) | GA’, A'(4)= AxA”, (4)G=GA,,
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akkor A,F,—f, a leboritott f, melylyel E,B; =e¢, parhuzamos és
A, B, | e, a keresett tavolsig. 4,B,=m, a leboritott merdleges,
B,B’ | s, az ¢’-et B'-ben metszi és (A'B’, A" B”) a keresett m egye-
nesnek két képe.

Ugyane szerkesztés az ¢, f pAirhuzamos egyenesek tavolsa-
ginak, A, B,-nek, meghatarozasat is jelentheti.

84. — 80. feladat. Két metszbegyenes hajlasszigeinek és szdg-
felezbinek szerkesziése.

Megoldads. (100. abra). Az e és f egyenest [e, f] sikjanak egyik
nyoma koriil az illet6 képsikra, vagy egy {6vonala koriil a képsik-

99. abra

kal parhuzamos sikra boritjuk; a leboritott egyenesek szogei a ke-
resett sz0gek, azoknak szogfelezdi a visszaallitott sikban a keresett
egyenesek.

A Kkivitelnél az [e, f] sikban egy 1-s6 fGvonalat a-t vesziink fel.
A'G'A, | a', A(4) | A'G', A'(A)= A" tavolsaga a'-16], A',G' =
A)G'; A E' — ¢, A' F' = f',, ezeknek hajlasszogei a keresett sz0-
gek. Az ¢, f*, egyenesekt6l képezett szogek felezdi m'y, n'y ; ezek
a’t M'. N’ pontokban metszik; A'‘M'—=m’', A'N'=un', M'M" és
N'N“|_ a" A"M" =m", A"N"=n" - (m', m"), (n’, n"') a keresett
szogfelez6k képei. —

Szerkesztend6 egy sik két nyomanak, valamint a symmetria-
és coincidentia-egyenesének hajlasszogei, valamint azoknak szog-
felez&i. —

8“
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A 80. feladatra vezethet$ vissza a kovetkez6 ketts :

81. feladat. Egy egyenes és egy stk hajlasszogének szevkesziése.

Megoldds. (100. abra). Az adott e egyenes egy .1 pontjabodl az
adott § = [s,, sy} sikra f merélegest bocsatunk ; aze, f egyenesek he-
gyesszogl hajlasszogének potlészoge a keresett,

A kivitelnél az A‘A” pontoktdl az s,, s bocsatott £, f* me-
rélegesek f-nek képei. A t6bbi, mint az el6bbi feladatnal, csak a
hegyesszog e’, 1, potlando egy derékszogre.

A midén a sik harom pontjaval van megadva a szerkesztés Ko-
vetkezOképen is végezhet§: Ha példaul az / fénysugarnak akarjuk
hajlasszogét az ABC haromszog sikjahoz meghatarozni (101. abra),
akkor a képtengelyt az L pontban metsz6 / fénysugarnak egy P

100. dbra.

pontjabdl az ABC haromszog sikjara s merGlegest bocsatunk és
az ml hajlasszoget 90°-ra pétoljuk.

A kivitelnél: m’ | b, m’ ! a’'; a, b, az ADB(' siknak f6vona-
lai. m-nek 1-s6 nyoma M, ; a P pont az M, L —v nyom kériil az
1-s6 képsik P, pontjaba lesz forgatva (P,P'P; | v, P L= PL) és
M,P, P, <) 90%-ra pétolva.

Ha tobb sikhoz kell meghatarozni az /-nek hajlasszogét, akkor
a valtozd m merdlegeseket valamennyit I-nek ugyanazon P pontja-
bél bocsatjuk. M, LP, egyenes az L koriil forog, a P, pont egy =
korén marad, melynek atméréje P'L, a P, pedig egy % korén ma-
rad, melynek koézéppontja L és sugara PIL. E két kor segélyével a
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valtozé sikra merSleges e egyeneseknek hajlasszogét az I fénysu-
garhoz egyszeri uton megkapjuk, mihelyt m-nek 1-s6 nyoma M,
ismeretes.

82. feladat. Szerkesztend$ a képtengelynek, vagy a harom
képsik egyikével parhuzamos egyenesnek hajlasszoge egy adott al-
talanos. vagy kiilongs helyzetii sikhoz.

85. — 83. feladat. Két sik hajldsszogeinek szerkesziése.

Megoldas. (102. abra). A két adott 8, U sik ¢ metsz8vonalara
merdSlegesen allo V sik azokat e, f egyenesek szerint metszi; ez
utébbiak hajlasszogei egyszersmind az adott sikoknak hajlasszogei.

A kivitelnél tobb egyenes huzasa f6loslegessé valik, ha a ko-
vetkezOkép jarunk el: Az SU sikok g metszGvonaldnak 1-s6 nyo-
matol Gr-t6l aranylag nem nagy tavolsagra egy A pontot vesziink
fel; e ponton kereszt(il mend és a g-re merdSleges V siknak meg-
szerkesztjiik 1-s6 nyomat v;-et, pl. az A ponton kereszti{il mend
a b fGvonal segélyével (¥'//x, b |_g").

A V=/[v,, A] sikot a v. nyoma koriil az 1-s6 képsikra borit-
juk és A4-nak leboritott helyzetét A,-et felkeressiik ((g’, v;)=H.
AYAx=(A)A" | g', A H=(A)H); végre az A,-nek 0sszekotd
egvenesei az (s, v,)=E,, (n,, v,)=F, pontokkal képezik a v,
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koriil az 1-s6 képsikba beboritott ¢,, f, egyeneseket, melyeknek
hajlasszogei a keresett szogek.

A mint lathato a V siknak 2-dik nyomat és az e, f egyenesek-
nek képeit nem Kkellett megrajzolnunk. A v, nyom a (v,, 8)=V
tengelypontbdl a g’-re bocsatott meréleges; s ha az E,, F,-nek
tengelyképei E“,, F",, akkor E A’, E“ A", F,A', F' A" az ¢, f
egyeneseknek képei.

A V sik v, nyomat és az A, pontot az el6bbi eljarastol eltérd-
leg is lehet szerkeszteni. Ugyanis az 4‘(A)G, hiromszég G, szoge

102. abra.

és az A(4) H haromszdg H szoge a g egyenesnek, illetve a V sik-
nak 1-s6 képsikszoge; s mert az egyenes a sikra merdleges, azért
H(A)G, derékszog. Ha tehat a g-nek 1-s6 képsikszogét akkép szer-
kesztjiik, hogy 1-s6 projicialo sikjataz 1-s6 képsikra boritjuk (g-nek
2-dik nyoma Gy; G's(Gh) | g, Gy(G) = G'sGy, (Go)G, = (8),
akkor a leboritott (¢) barmely (A4) pontjaban (g)-re emelt mer6-
leges g’-et a v,-nek egy H pontjaban metszi. Ezzel meg van egyszer-
smind v, @ G Hés A, a g'-on (HA, = H(A)), tehat az A, E, —
és A, I''— f, egyenes, mely a sikok hajlasszogeit képezi, —
Szerkesztessenek hajlasszogei két siknak, melyek: a) az egyik
képsikra projicialok ; &) a képtengelylyel parhuzamosak, tehat az
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oldalképsikra projicialok; ¢) melyeknek 1-s6 nyomai parhuzamo-
sak; d) melyeknek metszGvonala a képtengelyre merdleges, pl. a
symmetria- vagy coincidentia-sikra mer&leges sikoknak.

Szerkesztessenek két sik hajlasszogei, melyek harom-harom
pontjukkal vannak adva (legegyszer(ibben, mint a sikokra bocsatott
merdlegeseknek hajlasszogei).

84. feladat. Szerkeszlendbk két metszd egyemes-nek, e, f-nek,
s2dgfelezd sikjai, azaz a két egyenes szogfelezS egyenesein keresztil
mend és azoknak sikjidra merdleges sikok.

Megoldas. Miutan az e, fegyenesek hajlasszogeit felez6 m, n
egyeneseket megszerkesztettiik, az (¢, f) = A ponton kereszt(il az
le, f] sikra d merSlegest emeliink ; az [m, d] =R, [u,d] =T sikok
a kivant szogfelez6 sikok. (103. 4bra.)

A Kkivitelnél czélszer( ekkép eljarni: Az ¢, f egyenesek 4
metsz&pontjat az [e, f] egyik nyoma pl. az ¢ f 1-s6 nyomait

F-et 8sszekots v, egyenes koriil az 1-s6 képsikra boritjuk A,-be,
(A'H | E\F,, A(A) . A'H, A'(d)= A“Ax, HA)=HA,, 4, a
HA' egyenesen); az I'|A,E, sz0g és mellékszégének 1, n, felezbi
az EF, egyenest az M,, N,, pontokban, az m, n egyenesek 1-s6
nyomaiban metszik. Az [e, f] sikra az 4 pontban merdlege-
sen all6 d egyenesnek 1-s6 képe d'= A'HD,, és 1-s6 nyoma
(A)D, | (A)6). D,-nek tengelyképe D, tehat d-nek 2-dik képe
d’=A"D",, és 2-dik nyoma D, Végre az [m, d}, [», d] sikoknak
1-s6 nyomai D, M,, D N és 2-dik nyomai a 1, ponton mennek
keresztil.

Két metsz4 egyenes szogfelezd sikjai irdnyaban oly helyzetd,
hogy az egyenesek egymasnak tiikorképei e sikokat illetSleg. Ebbdl
kovetkezik : két egyemes szdgfelezé sikjai taridi azon pontoknak és
egyeneseknek, melyek a két egyemnestdl egyenlé tavolsigra vannak:
a szogfelezd sikokva meréleges, valamint e sikokhoz pavhuzamos
és igy egyszevsmind e sikokban fekvd, sikok és egyenesek a két egye-
neshez egyenlé szogek alatt hajlanak.

Mert ha az e, f egyenesek szogfelez$ sikjaira egy P pontbo6l
merdlegeseket bocsatunk, akkor az egyes merGlegeseken Kkeresztil
mend sikok az e és f-el, valamint az ezekkel parhuzamos egyene-
sekkel egyenl szogeket képeznek.

85. feladat. Két sik szigfelezd sikjainak szevkesziése.

Két sik szogfelez6 sikjai a két sik metszGvonalan mennek ke-
resztil és a két sikkal egyenld szogeket képeznek.

Megoldds. Tekintsiik az el6bbi 103. 4braban az [e, dJ, [f, 4]
sikokat az adott sikoknak. Ezeknek metszGvonala a d és hajlasszogei
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az ¢, | egyeneseknek hajlasszogeivel méretnek, mert ezek az
cgyes sikokban fekiisznek és a d metsz&vonalra merélegesek. Az
ef szogek felez8it m és n-et a d-vel 0sszekotd [m, d], [n, d] sikok a
keresettek, mert a d metsz6vonalon mennek Kkeresztiil és az
adottakkal egyenlé szdgeket képeznek.

Két sik mindegyik
P szogfelez sikja iranya-
VAEN ban egymasnak tiikor-
VAN képe. Ennélfogva: két
/ N stk sz0g felezd sikjai tav-
’ PN 161 mindazon pomtok-
/N nak, melyek a két sik-

S TNk
s 10l egyenld tavolsagrva
ST P 4 vannak: minden a sz0¢-
/ / e Ly felexd sikokkal parhu-

zamos vagy azokva me-
réleges sik és egyemes
a két sikhoz egyenld
szdgek alatt hajlik.

86. — 86. feladat.
Egy 4 ponton Keresz-
tdl oly egyenesek fek-
tetend6k, melyek egy
adott e egyenest met-

103, dbra. szenek és ahhoz ¢ sz6g
alatt hajlanak.

Megoldas. Az [A, e] sikot egyik nyoma koril az illeté képsikra
vagy egyik f6vonala koril az illet6 képsikkal parhuzamos sikra bo-
ritjuk ; ott elvégezziik a kivant planimetriai szerkesztést és a nvert
egyeneseket visszaallitjuk,

A 104. abraban az | 4, ¢] siknak A ponton keresztl mend &
févonalat valasztottuk forgastengelynek, mely e-t a B pontban
metszi. Ha a [b, e] sikot a 2-dik képsikkal parhuzamos és a b-n ke-
resztl mend sikra boritjuk, akkor e-nek leboritott 2-dik képe e”,.
(P, P") tetszés szerinti pontja (¢, ¢’/)-nek; (P Q" | &, P"[P] .
rQY, P" [P]==P tavola a b-t6l, Q" Py = Q" |P) és P", a
P“Q" egyenesen van: P, B = ¢",). Ezutan a b forgasten-
gelyen fekvd valtozatlan .4 pontnak 2-dik képébsl A”“-bél az
¢y-hdz ¢ szog alatt hajlo 4”C",, A”D",, egyeneseket huzunk,
melyek e”,-6t a C”;, D”, pontokban metszik; e pontok vissza-
allitva az (e”, ¢)-on (C”, (*), (D", D') képeket adnak (C” C”,
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és D" D", | b"); és (A'C, A"("), (A'D', A”D") a keresett
egyeneseknek képei.

Az AC, AD vonaldarabok az ACD egyenszaru haromszog
kovetkeztében egyenlék, ezért az abra e feladat megoldasanak is
tekinthetd : egy e egyene-
sen oly pontot szerkesz-
teni, mely az A4 ponttol
adott » tavolsagra van,

A helyett ugyanis, hogy e ST
az A" ponton Kkereszt{il

az ¢",-hoz ¢ szogek alatt

hajlé egyeneseket A“C",,

A"D”, hiiznank, ¢,-6t az

A" ponttol » sugarral leirt

kérrel metsziik pl. a C”,, _

D*, pontokban és azokat i —
visszaallitjuk. Attekinthe-

tébben kifejezve ez utdbbi

feladat ,,az e egyenes met-

szbpontjat egy az 4 kozép-

pontbol » sugarral leirhato

gbmbbel* kivanja.

87. feladat. Fektes- 104. dibra.
stink a g egyenesen kevesz-
tiil sikokat, melyek egy adott 8 sikkal adott sziget képeznek. (A 75.
feladatnak altalanositasa).

Megoldas. (105. abra), A g egyenes egy 4 pontjabdl az adott
S sikra bocsatott merdleges a sikot egy B pontban metszi. Ha az §
sikban a I} pontb6l AB cotg ¢ sugarral leirt 2 kbrnek barmely érin-
tGjén és az A ponton kereszt(il sikot fektetiink, akkor e sik az 8-hez
¢ szog alatt hajlik.

A kivant siknak a g egyenesen kell kereszt(il mennie, tehat a
kor érintGjének a g egyenest metszeni kell. Ezért g és 8 metsz§pont-
iabol C-bdl a k korhez vonhaté e, f érint6k g egyenessel egylitt oly
(e, g1, [ f. 8] sikokat hataroznak meg, melyek az § sikhoz ¢ szig
alatt hajlanak és g-n keresztil mennek. Ezzel tisztaban vagyunk a
feladat stereometriai megoldasaval és attérhetiink a descriptiv meg-
oldashoz.

A (g', g”) egyenes (4’, A") pontjabol az [s,, s,|sikra bocsatott
merdleges a sikot a (B, B“) pontban az (g’, g”) pedig (¢V, C"') pont-
ban metszi, 4 B valédi hosszusaga A [B}; [B] D == AB cotg =. A
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B és C pontoknak az s, nyom koril az 1-s6 képsikba leboritott
helyzete B, C,; a B, pontbél [B] D sugarral leirt #, korhez C,-bdl
két érintbt ¢, f,-et huzunk; ezeknek E. F, metsz8pontja s,-el, az
e, f érintGknek 1-s6 nyomai, K, G, F,,G, az [e, g], [f, &] sikok-
nak 1-s6 nyoma, a 2-dik nyomok pedig g-nek 2-dik nyoman G,-n
mennek keresztul.

A feladat descriptiv megoldasa nem valtozik, ha a g egyenes
parhuzamos az S sikkal, azaz a C pont a B ponton kereszt{il mené
és g-vel parhuzamos egyenesen végtelen tavol van, ellenben egy-
szer(isbbiil, ha a g az § sikban van, Ekkor ugyanis két sik hajlas-

105. abra.

szogeinek szerkesztésénél kovetett eljarast alkalmazzuk, mert g
metszfvonala az adott § és a keresett siknak és ezeknek hajlas-
szoge az adott € sz0g.

E szerkesztésre vezethet$ vissza a kovetkezé feladat:

Egy g egyenesen keresztiil mend és egy s egyenessel ¢ szoget
képezd sikok szerkesztése. Ugyanis egy oly sik, mely az s-re mer6-
leges sikhoz 90%& szog alatt hajlik, az az s egyenessel = szoget fog
képezni.

88. feladat. Adva van két sik U, 8. fektessiink az U sik A ponl-
Jan kevesztiil e sikban oly egyenest, mely az 8 sikhoz ¢ sz0¢ alatt haj-
lik. (A 77. feladat altalanositdsa).

Megoldas. Az A pontbdl az § sikra bocsatott AB merdlegesnek
B talpabdl k kort irunk le az S sikban A B cotg & sugarral ; ha 2 kor
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az 8, U sikok g metszdvonalat az E, F pontokban metszi, akkor az
AE, AF egyenesek a kivant tulajdonsaguak.

A descriptiv megolddsnél az § sikban fekvl g egyenes és a %
kor S-nek egyik nyoma korill az illetd képsikra lesz boritva; ott
lesznek az E, F pontok leboritdsai meghatarozva és g-re vissza-
allitva.

E feladatra vezethet$ vissza a kovetkez6 : Egy U sik 4 pontjan
kereszt(il az U sikban oly egyenes hiizandé, mely egy adott s egye-
neshez ¢ sz6g alatt hajlik. Ugyanis minden egyenes, mely az s egye-
nesre merdleges 8§ sikhoz 90%¢ szog alatt hajlik, az az s egyenes-
hez ¢ szog alatt fog hajlani. —

Oldjuk meg, mint e feladatnak specialis esetét a kovetkez6t:
Egy U sikban, annak 4 pontjan keresztil fektessiink egyenest, mely
a képtengelylyel ¢ szoget képez.

87. — A két utolsé feladatnal el6forduld & koroket leboritott
helyzetiikben hasznaliuk a megoldasra, de kérdezhetjiik, hogyan
lehet egy kov képeit szevkeszteni? Erre nézve éltalanosabban aka-
runk felelni.

Ha egy |s,, s;] sikban egy k gorbe vonalat, vagy roviden
mondva gorbét képzeliink, akkor gorbe %/, ” képei altalaban szintén
gorbék lesznek. A gorbe A4, B, .. pontjainak 4°, I, ...; 4", B”,...
képei, pontjai a &', ¥ gérbéknek, és ha az 4, B pontok k-nak igen
kozel fekvd pontjai, tehat 6sszekots egyenesiik a k-nak egy ¢ érin-
toje, akkor az A DB’ és A", B" képek is igen kézel jutnak egymads-
hoz s ezért 6sszekot6 egyenesiik a k', k& gorbéknek #, #/ érintdi.
Mas szoval Kifejezve : egy sikgovbe pountjainak és évintdinek képei
a govbe képeinck pontjai és érintéi. E pontok és érint6k meghataro-
zasa végett a k gorbe, sikjanak egyik nyoma koriil az illetd kép-
sikra lesz reaboritva, azaz k, leboritott helyzetben megrajzolva, és k,
pontjai és érint6ib8l annyit lehet a sikba visszaallitani, a mennyi
a k', " képek megrajzolasahoz czélszerlinek mutatkozik.

Ha a &’ és k" természete a kL gorbe ismert tulajdonsagaibol
elére megallapithatd, a mi geometriai gorbéknél (ellentétben a gra-
fikus, azaz tetszésiink szerint rajzolt gorbéknél) rendesen lehetséges,
akkor k,-b6l csak annyi és oly pontot és érint6t allitunk vissza, a
mennyi és a milyen a %/, ' gbrbék meghatarozasara elégséges, és
e gbrbéknek Uj pontjait és érint6it mds, rendszerint egyszer{ibb mad-
szerek alkalmazasaval szerkesztjiik. Igy ha el6re tudjuk, hogy &-nak
1-s6 képe k', kor lesz, akkor k’-nek csak harom pontjat hatarozzuk
meg a leboritott 2, gorbe segélyével és a nyert harom ponton keresz-
tdl kort irunk le.



— 124 —

Jelenleg mar elég elemi uton kimutathatd, hogy cgy kor-
uek derékszigtt profectiofa a kor sikjaval nem pdvhuzamos sikva
egy ellipsis.

Bizonyitds :

A 2-dik képsikra projicidlé [s,, ;] sikban (106. dbra) annak
(M, M) pontjabdl mint k6zéppontbdl » sugarral egy & kort képze-
liink leirva.

A kornek az 1-s6 képsikkal, ill. a 2-dik képsikkal parhuzamos
és jelenleg merdleges atméréi AB, CD; ezeknek A'B’ és C“D"

[

g

106. abra,

képei egyenlék 2r-rel, A" = DB = M" és C D-nek 1-s6 képe mers-
leges s,-re.

Az s, koriil az 1-s6 képsikra leboritott & kor és AL, D atmé-
ték:. k. A, D, C,D, Ak kér egy P pontjanak leboritott helyzetébgl
P,-b06l annak képei P, P”, mint az abra mutatja, egyszer(ien szer-
keszthetdk.

A kor kozéppontjan keresztiil az 1-s6 képsikkal parhuzamos
sikot U-t képzeliink. A P és D pontbdl e sikra bocsatott merélegesek
talpai By, D,; 2-dik képei P";, D"y, ha M"P" D" //x, P"P", és
D//l)//0 _L x.

Az AB atmérén M-t8l D”D"| tavolsagra két pontok F, G-t
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szerkesztiink ; ezeknek 2-dik képei M*, 1-s0 képei A‘B‘-6n és lebo-
ritott helyzetei 4, B,-en akkép fekiisznek, hogy

MF =GM=MIF =GJM=D"D,

Kozvetlen belathaté, hogy az M"“P“P”,, M“D“D", harom-
szbgek hasonlék éshaa P, L, | A, B, F\ I | P, M, (L, pont
az A,B,-en, I pont a P, M-en) akkor az M ,P,L,, M F,I harom-
szogek is hasonlék ; tehat

MprPY, ~ MD“D“ és M,P,L, ~ M,F,I-b6|
‘11111)11 : JI{IIP//= ])//])//0 . P//P /IO
M,P, : P, = MF, : I',I.

Minthogy e proportiék harom 1-sé tagjai egyezék, azért a 4-dik
is az lesz, tehat
-‘F‘1 1 j— -E)IIP//0

A k. kor P, pontjanak érintGjére az F, és G, pontokb6l merd-
legeseket bocsatunk, melyeknek H, K talpai a P,-t6l F,I tavol-
sagra vannak, ugy hogy KP, = P H = P"P", = PP,.

Es most jol megfigyelend6k a

P, ¥, H ~ PFP, és P,G,K ~ PGP,

derékszogl haromszogek (P, H == PP,, r,r, = PF, P HF, < =
PP F J =909 stb.), melyekbél

F\H—=FP,— F'P'és 4K == GP,= G'P".
Minthogy az F, G, K H trapez kovetkeztében

FH4+GK=2M,P=A0L =40
azért
I''P' 4-G'P = A'DB.

A taldlt egyenlet azt fejezi, hogy a % kor &’ képe tetszésszerinti
P’ pontjanak az I, G’ pontokt6l mért tavolsagai allandé és az
A'D’-sel egyenld Osszeget adnak. A P’ pontok tehat oly ellipsisen
fekiisznek, melynek gyujtépontjai F¥, G’ és f6tengelye A'L".

(A bizonyitas kevés valtozassal ScHMIED Theodortdl szarmazik,
ki azt a , Zeitschrift fiir das Realschulwesen“ czim@ folydirat XVIL.
kotetében (589. oldal) 1892-ben kozolte. A tételnek bizonyitdsa
mas uton a ,Kozépiskolai Mathematikai Lapok* VII. kotetében a

65. oldalon is -olvashatd.)
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Bar a & kor sikjanak helyzete a képsik iranyaban kiilonés, a
tétel altalanos siknal is igaz marad, mert a sik csak a 2-dik képsik
irAnyaban kiilonds, de az 1-s6 képsik irdnyaban altalanos helyzet(i.
88. feladat. Egy [s,, s, ] diilt sikban fekvs kov képeinek szer-
kesztése,
Megoldas. (107. 4bra.) A kort az 1s.. s3] sik s; nyoma koriil
leboritott %, helyzetében veszsziik fel és megszerkesztjiik M kozép-
pontjan keresztlil mené
1-s6 es6vonalnak 1-s6
képsikszogét M'I (M)-et;
ezutdn az s;-nyommal
parhuzamos ADB atmér6-
nek és az elGbbi esGvona-
lon fekvé CD Atmérdnek
képeit AL, A“D” és
C'D', C“D"-t. Ezek a &

x 1-s6 képének k'-nek ten-
gelyei, a 2-dik képének
k’-nek kapcsolt atmérsi
lesznek.

k'-nek tengelyei szin-
tén a 2-dik f6- és esGvona-
lakon fekiisznek.

Az LEMF 2-dik
f6vonalnak 1-s6 képe
L'E'M'F'  parhuzamos
x-szel: L 1-s6 nyomat
M,-gyel osszekotd egye-
nes annak leboritott hely-
zete; a rea merdleges
G,M,H N 4atmér§ egy

2-dik es6vonalnak leboritott helyzete,

Az EF és GH atméréknek leboritott helyzeteibfl az E'F,
E“F", G'H', G"H" képek meghatarozhatok és E'F", G'H" mar a
k“-nek f6- és melléktengelye.

A k', k" ellipsiseknek az x képtengelyre meréleges érintdit és
érintGpontjait megkapjuk, ha a & kérnek az oldalképsikkal parhuza-
mos KM atmérGjét és a X M-mel parhuzamos kérérintSk P, Q érint6-
pontjat el6bb a leboritott helyzetben (KM,, P,, Q,) aztin ez utdb-
biakat az 1-s6 és 2-dik képben (P, P”), (Q’, Q") megrajzoljuk, mint
ezt az dbra mutatja. —
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Szerkesztenddk egy feszitett, vagy egy a képtengelylyel parhu-
zamos sikban fekvs kérnek képei.

88. Visszapillantas a VI. fejezetre. E fejezetben kétféle fel-
adatokkal talalkozunk: el6szor olyanokkal, melyek tisztin plani-
metriai feladatoknak nevezhetdk, csakhogy a sik, mely az adatokat
tartotta és a szerkesztend§ térelemek nem fekiidtek a rajzlapban;
masodszor stereometriai feladatokkal, melynél sem az adatok,sem a
kivant térelemek nem fekiidtek ugyanegy sikban, Az elsGkre nézve
példaul szolgaltak a 79., 80. és 86. feladatok, a masodikra a 81., 82.
stb. feladatok.

Mindkét faju feladatok, mint lattuk, oly planimetriai felada-
tokra lettek visszavezetve, melynél a szerkesztési mezd a képsik
volt. Ez pedig akkép tortént, hogy a tisztan planimetriai feladatoknal
az adatok sikjat a képsikkal egyenesitettiik, vagy a képsikkal par-
huzamos helyzetbe forgattuk, a stereometriaiaknal pedig elébb egy
sikot kerestiink a térben, mely alkalmas volt arra, hogy az ebben
végzend$ szerkesztések a feladat megoldasdhoz vezessenek és e
sikkal akkép bantunk, mint a planimetriai feladatoknal az adatok
sikjaval.

Minden stereometriai feladat megoldasanal fel kell ismerni,
hogy mily sikban végzends (planimetriai) szerkesztésre vezethetd
vissza, mely utébbinak megoldasaval egyszersmind a stereometriai
feladat is meg van oldva. Igy, ha egy e egyenesen kereszt(il oly sikot
akarok fektetni, mely egy s egyeneshez ¢ szog alatt hajlik, akkor az
s-re merSleges F sikban kell egy szerkesztést végeznem, mely a fel-
adat megoldasahoz vezet. (87. feladat).

Vagy pedig, ha egy g egyenesen kereszt(il oly sikot akarok
fektetni, mely egy 4 ponttdl adott » tavolsagra van, akkor kdénnyen
belathatd, hogy az A pontbdl a ¢ egyenesre bocsatott merdleges S
sikban az 4 pontbdl az » sugarral kort kell leirni; a g-n Kkereszt(l
mend oly sik, mely e kornek egy érint§jét tartalmazza, mar a kivant
tulajdonséga. Jelen feladatnal az S sik az, melyben a planimetriai
szerkesztést végezziik; bar nem kozvetleniil, hanem a képsikok
egyikére leboritott sikban.

E példak eléggé igazolhattik, hogy e fejezet targya az A4bra-
zold geometrianak legfontosabb részét képezi.
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VI.L. FEJEZET.

Forgatas a képsikra merdleges tengely
koriil.

89. A forgatds mibenléte, feladata és czélja. Az el6bbi fe-
jezetben sikalakzatokat a sik egyes f6vonala vagy nyoma koriil for-
gattunk. A forgéasszog, azaz a sik pontjaitdl leirt ivek Kkdzépponti
szbge a siknak mindig egyik képsikszoge (a hegyes vagy a tompa)
volt, ugy hogy a sik bevégzett forgatdsa utan az egyik képsikkal
vagy egy azzal parhuzamos sikkal egyesiilt, tehat egy ily sikra lett
redboritva.

Egy sikot azonban nemcsak egy abban fekv6 egyenes koriil,
hanem barmily helyzet(i egyenes — forgdstengely — koriil barmily
forgasszog alatt forgathatunk. A siknak minden pontja, és hogyha
egy a képsikon kiviil fekvS alakzat is részt vesz a forgasban, ugyv
ennek is minden pontja, a forgas alkalmaval korivet irt le, melvnek
sikja a forgastengelyre meréleges, melynek kozéppontja a forgas-
tengelyen van, és mely ivnek kdzépponti szoge a forgdsszog.

A forgatasnak, mint segédeszkoznek egy geometriai feladat
megoldasanal az lehet a czélja, hogy a forgatand6 alakzat egy vagy
tobb téreleme a végzett forgatds utian egy allandé térelem iranyaban
egy bizonyos, a feladat megoldasat elémozditd helyzetet foglaljon
el. Vagy lehet a forgatds maga onczél, azaz a forgatandd alakzat-
nak abrazolasa a képzeletben végzett forgatas utin lehet maga a ki-
tlzott feladat.

A forgatés legegyszer(ibben eszk6zolhet6 (a mi az abrazolast
illeti), ha a forgastengely a képsikok egyikére merGleges. Ekkor
ugyanis a forgatandd alakzat pontjaitdl leirt koroknek képei azon
képsikon, melyre a tengely merGleges, kozoskozéppontd és ama-
zokkal congruens korok, a masik képsikon a képtengelylyel parhu-
zamos egyenesek. — E fejezetben végzends forgatdsnal oly forgas-
tengelyt hasznalunk, mely a képsikok egyikére merdleges.

90. A pont forgatasa. Legyen adva az 1-s6 képsikva mevo-
leges t egyenes és egy A pomt; forgassuk az A pouniot at tengely
koriil

a) adott ¢ s20¢ alalt,

b) mig nem jut egy adott 8 sikba,

c) mig egy adolt U siktdl v tavolsdgra nem lesz,
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Megoldds. a) (108. dbra.) Két helyzetét kapjuk az 4 pontnak, a
szerint a mint a forgatds az 1-s6 képsikra nézve az dramutatdval
ellenkez6, vagy ugyanegy értelemben torténik. Ezen esetekben az
A pont uj helyzetét 4, illetve .4-gyel akarjuk jeldlni.- Az A
ponttdl leirt teljes & kérnek képei &, &”; ezen fekszik 4: és :4; még
pedig ha az AYA" J — A'Y A’ <] =e¢, akkor A%, A’ a Keresett
pontoknak 1-s6 képe, melybdl-a 2-dik képek %“-6n megtalalhatok.

b) (109. abra). A forgatott A pontnak uj helyzete az A-tol leirt
k kornek metszépontja az S sikkal. k kor az S sikot sikjanak és az §
siknak d metsz6vonaldban taldlja. Ezért a 4 metszGvonal és &

kor-B, C metszépontjai (2, 1, vagy O) a forgatott pontoknak keresett
helyzetei.

¢) Ha az S, S8* sikok az U siktdl # tavolsagra vannak, akkor az
A pontot az S, 8* sikokba kell ) szerint forgatni; a nyert pontok
az U siktol  tavolsagra lesznek. (4, 3, 2,.1 vagy 0szamu megoldas).

91. Az egyenes forgatasa. Két egyenesnél megkiillomboztet-
1k a parhuzamos, a metsz6 és a nem .metsz8 helyzetet. Ha az e és ¢
egyenes egymadast metszi, akkor az e a ¢ koriil forgatva egy Sforgds-
kitpot ir le, melynek csiicsa az e, ¢ egyenesek metszSpontja,. Ha pe-
dig e a ¢-vel parhuzamos, akkor a ¢ koril forgd e egy kulonds
kapot ir le, melyet forgashenger-nek neveznek. Ha végre az e és ¢
nem metszdegyenes, ugy a ¢ koriil forgatott e szintén leir egy feli-
letet, mely forg.ishyperboloid nevet- kapott. Ez utdbbinak alakja

KLUG : Abrazol6 geometria. 9
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ugyanaz, mint egy melléktengelye koriil forgd hyperbolatdl leirt
felillet, (Ezzel csak fogalmat akarunk nyujtani ez utobbi feliilet
alakjardl, de allitasunkat nem igazoljuk),

A mid6én e és { egymast metszi, vagy parhuzamos, akkor az
e-nek a ¢ koril torténé forgatasa alkalmaval e-nek a forgédstengelyen
levé pontja nem valtozik,s ezért ha barmely mas pontjanak megha-
tarozzuk forgatott helyzetét, akkor ezt a valtozatlan ponttal Ossze-
kotve egyszersmind a forgatott ¢ egyenesnek is megkaptuk helyze-
tét a forgatas végeztével. Ha ellenben e és £ nem metsz6 egyenesek,
akkor e-nek Kkét pontjat kell a forgatas utan 6sszekotni, hogy -t a
forgatott helyzetében abrazolhassuk. Jellemz8, hogy az a szbg,
melyet e és f képez, valamint e barmely pontjanak tavolsaga {16l a
forgatas alkalmaval nem valtozik.

Az egyenes forgatasa tehat a pont forgatasara van visszave-
zetve. Metsz6egyenesek forgatasat mar két feladatnal alkalmaztuk :
a mid6n egy vonaldarab valédi hosszusagat és a mid6n az egyenes
képsikszbgeit meghataroztuk. Az egyenest mindkét esetben annak
valamely pontjan keresztiil mené és a képsikok egyikére mersleges
tengely koril forgattuk mindaddig, mig nem lett parhuzamos a ma-
sik képsikkal, mely utébbi sikon levs képnek hosszusaga a vonal-
darab valodi hosszusagat és képtengely-hajlasa az egyik Kképsik-
szbget adta. De még nem forgattunk oly egyenest, mely a forgas-
tengelyt nem metszi. Ezért: forgassuk az c egyenest egy az 1-s6
képsikva wmerbleges és az e-t nemn meltsz0 t tengely kiriil

a) egy adolt € sz6¢ alait,

b) a 2-dik képsikkal pivhuzamos helyzetbe.

Megoldds. a) (110. abra), Az e-nek a ¢-hez legkdzelebbi pontja
B egy k kort ir le, melynek &’ 1-s6 képét a forgatott e egyenes 1-s6
képe ¢ minden helyzetben érinteni fog. Ha tehat .B'B'<f =
D't'Bs — ¢, akkora B’, B'. pontoknak .¢’, ¢'; érint6i a keresett ., &
egyeneseknek 1-s6 képei. Ezeknek 2-dik képei az ¢ egyenes egy
masik pontjanak, pl. 4 1-s6 nyomanak 4, A: forgatott helyzetei-
bdl egyszerlien meghatarozhatok,

b) (111. abra.) Ebben az esetben az ¢, ¢’ egyenesek k kérnek
a képtengelyhez x-hez parhuzamos érintéi lesznek ; a 2-dik képek
meghatarozasara akkép torténik, mint az el6bbi esetben.

92. A sik forgatdsa. Ha egy siknak harom, nem ugyanegy
egyenesen fekvS pontjat egy ¢ tengely koriil € szog alatt forgatunk,
akkor a forgatott pontokon kereszt(il mend sik az e szbg alatt for-
gatott siknak uj helyzete. A midén a siknak harom pontja van adva,
Ugy ezeket a pontokat forgaijuk, ha pedig a siknak nyomai vannak
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adva, akkor annak egy forgastengelyre merdleges fGvonalat vagy
nyomat forgatjuk és ezen valamint a sik és forgistengely metszG-
pontjan, mint véltozatlan ponton kereszt(l, sikot fektetlink.

Forgassuk az [s,. s;] sikot a 2-dik képsikra merdleges t ten-

Megoldas. (112. abra,) Asik a # tengelyt az A pontban metszi,
mely forgds kozben nem valtozik, (A =1t"). Az A" pontbél az
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sy nyomra bocsatott merSleges B talpa a Bu és «B helyzetbe jut
az A"”DB sugarral az A" pontbdl leirt 2 kéron («BA”B < =
BA"By < = ¢); e kornek s.u uS; érintdi a Ba, «B pontokban: a
forgatott siknak 2 dik nyomai, melybdl az 1-s6 nyomok az 4 pont
segélyeivel meghatarozhatok. —

Egy siknak 1-s6 és 2-dik képsikszogét akkép lehet meghata-
rozni, hogy a sikot az 1-s6, illetve a 2-dik képsikra merGleges tengely
koriil addig forgatjuk, mig a 2-dik, illetve az 1-s8 képsikra projicialé
sikk4a nem lesz.

Igy a 91. dbraban E,E,, 2-dik nyoma az E;-n keresztil mend
és az 1-s6 képsikra merbleges tengely koriil forgatott [s,, s,] siknak,
mig F,F, 1-s6 nyoma az F, ponton keresztil mend és a 2-dik
képsikra meréGleges tengely koriil forgatott [s,, s,] siknak.

Feladatok.

93. — 89. feladat. Forgassuk az e egyenest az S sikba az e
és S metszépontjan kevesztitl mend és az 1-s6 képsikva meréleges t
tengely koviil.

Megoldds. Az e egyenesnek egy B pontjat ¢ koriil az § sikba
forgatjuk és a forgatott B pontot az A= (e, §) metszponttal dssze-
kotjik. (2, 1 vagy O megoldas.)

90. feladat. Adva van az e egyenes és az S sik; forgassuk az e
egyenest az A — (e, S) ‘ponton kevesztit]l mené és az 1-s6 képsikra
merdleges t tengely koviil mindaddig, mig az S sikkal (vagy az 8-sel
parhuzamos sikkal) adott < szoget nem képez.

Megoldas. (113. abra), Az e egyenesen egy B pontot vesziink
fel és ezt a ¢ tengely koriil addig forgatjuk, mig az S siktol nem lesz
AB sin ¢ tavolsagra ; a B-vel egyidejiileg forgatott AB — ¢ egyenes
ekkor az S sikkal ¢ szbget képez. Ugyanis ha a forgatott B-bdl,
azaz a B. pontbol az S-re bocsatott merbleges talpa C, akkor
BiC — AB sine, tehat a B.AC < =z,

A descriptiv. megoldasndl megszerkesztjiik A —[e, S]-et;
azutdn ADB-nek valddi hosszusagat, A/(B)-et és AB sine vonalda-
rabot (B)D-t. Ezutan megszerkesztjiik az 1s.. s,]-t8l (B)D tavol-
sagra - levd [u,, u,), [v,, v;] sikokat; (SQ" | s, SQ'1s,;0(0)
SO, 0(Q)=0"Qx; S(P) = (B/D, (P/P'| _8Q'. [, uy) sika P
ponton megy keresztlil US = SV azx-en; U és V tengelypontja az
[u,, n,] és [v,, v,y] siknak).
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A B pontot ¢ korill az [#,, 155], [v,, v,] sikokba forgatjuk B,
Bu, B, Biv helyzetbe; végre az A pontot ezekkel a pontokkal
osszekttd egyenesek a keresettek. A megoldasok szama lehet
4) 3’ 2’ 1’ O'

Ha a ¢ forgastengelyt nem metszd f egyenest kellene addig
forgatni, mig egy S sikkal adott = szdget nem képez, akkor elébb
egy az f-fel parhuzamos és a ¢ tengelyt metsz6 e egyenest forgat-
nank S-hez = szog alatt hajlolag, s amily szdg alatt tortént e-nek
forgatasa, mig ezt a helyzetet elérte, ugyanoly szog alatt kell az f-et
is forgatni.

91, feladat, Forgassuk az U sikot az 1-s6 képsikra mer&leges
¢t tengely koriil mindaddig, mig egy adott 8 sikkal ¢ szoget nem
képez.

Megoldds. Az S és ¢
metsz6pontjatél A-bdl az
U sikra merdleges ¢ egye-
nest bocsatunk. Az e
egyenest a ¢ kortl addig :
forgatjuk, mig az 8 sikkal i
(90°——¢)szbgetnem képez
(90. feladat) ; a forgatott e
egyenesekre az (U, )
pontbdl meréleges sikokat
bocsatunk, melyek - mar
U-nak forgatott helyzetei
lesznek. (Altaldban 4—0
megoldas.)

Oldjuk meg a fel-
adatot az S és U siknak
kilonds helyzeteinél.

92. feladat. Forgas-
suk az e egyenest az egyik képsikra meréleges és az e-t metszé ¢
tengely koriil, mig egy adott f egyenessel ¢ szoget nem képez.

Megoldds. Fektessiilk az (e, ) metszGponton kereszt(il az f
egyenesre merdleges S sikot; forgassuk az e-t a ¢ k6riil mindaddig,
mig az § sikkal (90%¢) szoget nem képez (90. feladat); a forgatott ¢
egyenes ekkor az S-re mer6leges f egyenessel ¢ szoget fog képezni.

Oldjuk meg e feladatot, ha f a képtengely.

93. feladat. Forgassuk az U sikot az egyik képsikra mer6le-
ges ¢ tengely korll mindaddig, mig egy f egyenessel ¢ szoget nem
képez.

113. abra.
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Megoldds. A t egyenes egy A pontjan kereszti(il az U sikra az
¢ merbleges egyenest és az f egyenesre az S merdleges sikot bocsat-
juk. Ezutan az e egyenest ¢ koriil addig forgatjuk, mig a valtozatlan
S sikkal = szoget nem képez. Ha e; egyik forgatott helyzete e-nek,
akkor az (U, ) — D ponttol az e-re bocsitott merdleges sik U, a
kivant helyzet(.

Ugyanis a f tengelyt A és I3 pontban metsz6 ¢ egyenes és a
rea merGleges U sik azoknak egyiittes forgatasa alkalmaval a ¢
tengely koriil mindig merélegesek maradnak és az 4, I ponton
mennek kereszt(il, igy hogy ha a BB pontbél az e-nek barmely forga-
tott helyzetére ¢; re merdleges sikot Ur-et bocsatunk, ezt az U sik
forgatott helyzetének tekinthetjiik, Minthogy e: az S-hez ¢ szig alatt
hajlik, azért U, az S-hez (90%-c) szog alatt, az S-re meréleges f
egyeneshez pedig ¢ szdg alatt fog hajlani.

A feladat tehat szintén vissza van vezetve a 90. feladatra.

94. — 94. feladat. Bocsdssuk az ¢ egyenesve az A pontbdl a
merdleges és melsz0 egyenest m ef.

Megoldds. (114. abra). Ha az
e egyenes a 2-dik képsikkal par-
huzamos, akkor az A 2-dik képé-
bél az e 2-dik képére bocsatott
merdleges m-nek 2-dik képe. De
ha ¢ nem parhuzamos a 2-dik kép-
sikkal, akkor az egy ¢ tengely
koriil forgatva ily helyzetbe hoz-
hat6; és ha az A ugyanazt a for-
gast végzi, ugy a forgatott .l és
e-vel mar akkép banhatunk, mint
az els6 esetben.

Ennélfogva az ¢ egyenes
egy D' = ' pontjabol A’-6n ke-
reszt(il & kort irunk le, mely ¢-t B3’
pontban metszi; ha ezen kérnek a
képtengelylyel parhuzamos sugara
113, akkor ez az ¢’-nek B't' B
alatt forgatott helyzete ¢'; azon ¢ tengely koriil, melynek 1-s6 képe
D', lly szoggel forgatjuk az 4 és B pontot az (A4’ Ay, (B4, DB’)
helyzetbe a ¢ koriil, és B*, pontot §sszekotjiik (1, ¢’) = D’ ponttal.
A B D" =¢", egyenesre az 4% pontbdl bocsatott A4C*; merdle-
ges m'  (C"+-b6él meghatarozhato C'r és ', C”,Ugy hogy m' = A'(*,
m' = A" C" a keresett m egyenesnek két képe. —

114, dbra.
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Egy altalanos helyzet(i egyenes a képsikok egyikére merdle-
ges tengely korll nem forgathatd valamelyik képsikra merdleges
helyzetbe ; mert ha eredetileg a két képsikszog =, 8, akkor az 1.s6
vagy a 2-dik képsikra merGleges tengely koriil forgatva az «, illetve a
 valtozatlan marad, tehat az egyenesnek masik képsikszége nem
lehet derékszog. Ha ellenben az egyenes az egyik képsikkal parhu-
zamos, azaz hajlasszoge e képsikhoz 07 akkor e képsikra meréleges
tengely koriil forgaiva a masikra merdleges helyzetbe hozhatd,
mert a szogek Osszege nem 1épi tul a derékszoget.

Ha tehat egy egyenest pl. az 1-s6 képsikra meréleges hely-
zetbe akarjuk oly tengelyek koriil forgatni, melyek a képsikokra
merdlegesek, akkor az egyenest elészér az 1-s6 képsikra merdleges
tengely kérill a 2-dik képsikkal parhuzamos helyzetbe, s innen a
2-dik képsikra meréleges tengely koriil az 1-s6 képsikra merGlege-
sen 4all6 helyzetbe forgatjuk. Egy ily forgatassal egybekétjitk a
kovetkez6 feladat megoldasat :

95. feladat. Két egyenes tdvolsdganak és novinalis transversa-
lisduak szerkesziése.
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Megoldds. (115, abra). Lattuk (82.1ap) hogy két egyenes tavolsa-
ganak és normalis transversalisinak meghatdrozisa abban az eset-.
ben, a midén az egyik egyenes a képsikok egyikére merfleges, igen:
kevés miivelettel végezhet8, Juttassuk tehat az altaldnosan adott
egyenesnek valamelyikét forgatasok utjan az egyik képsikra.
merdleges helyzetbe és hogy az egyeneseknek kélcsénds helyze-
tiilk ne valtozzék, a masodik egyenessel is végezziik ugyanazon
forgatdsokat. A forgatott egyenesekre oldjuk meg a Kkitiizott fel-
adatot és a taldlt normalis transversalist az eredeti egyenesekhez
forgassuk vissza.

Legyen tehat (¢, &), (', f") a két adott egyenes, melyek
koézill (¢, e")-et az 1-s6 képsikra meréleges helyzetbe akarjuk for-
gatni. Els6é forgasi tengelyiil valasztjuk a két egyenest az A, I
pontokban metszd és az 1-s6 képsikra meréleges egyenest. E Kkoriil
forgatjuk egyenld sz6g alatt az ¢ és f-et addig, mig e nem parhuza-
mos a 2-dik képsikkal. Az egyenesek képei lesznek (¢, e"v), (f'y, f").
(Az A’ =: 1 pontbol leirt &’ kor e/, f*-et a C, D pontoknak (', D’
képeiben metszi; ezen k’-6n fekszik C', D1 és pedig C’t az x-szel
parhuzamos és az A’ ponton keresztiil mend e'1 egyenesen). A méso-
dik forgastengelyt ismét Ugy vessziik fel, hogy messe az (€4, '),
(f4, f*1) egyeneseket (az Ei F, pontban) és a 2-dik képsikra merd-
leges legyen. E koriil forgatjuk egyenlé szog alatt az e és fi-et
addig, mig e; nem mergleges az 1-s6 képsikra. Az egyenesek képei
lesznek (e¢'n, €'n), (f'n, f''n). (Az E";= F": pontbdl leirt »" kor
ey, f'ret a G, Hi pontoknak G"; H": képeiben metszi; »"-on
fekszik G'"n, H"x és pedig G'n az x-re merdleges és az E'; ponton
kereszt(il meno e v egyenesen).

Az (e'v, e"v), (f'v, f'"u) egyeneseknek normalis transversa-
lisa az (m'y, m"y, mely azokat az (M‘w, M'"x) (N’ N"x) pontok-
ban metszi. Ez az els6 visszaforgatasnal az E.F\ tengely korlil az
(m", m";) helyzetbe, a masodik visszaforgatasnal, tehat az AD
tengely koriil, ez utébbi egyenes az (m', m") helyzetbe jut, mely
mar a keresett normalis transversalis. A két adott egyenes tavolsaga
pedig az M',N'x vonaldarab.

Ezzel a feladatot az adott egyenesekre megoldottuk és azt
a tanulsagot vonhatjuk, hogy ha egy feladat megoldasa azért egy-
szer(ibb, mert az adatok a képsik iranyaban (nem egymas iranya-
ban) kiilonds helyzetet foglalnak el, akkor az Aaltalanos helyzeti
adatok forgatds utjan a képsikok irAnyaba abba a kiilénos hely~
zetbe hozandok, melynél a megoldas egyszerlien végezhets6, Ha
most a feladatot az adatoknak e kiilon6s helyzeténél megoldjuk és
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az eredd vonalakat, pontokat, stb. az eredeti vonalokhoz visszafor-
gatjuk, ugy a feladatot ezekre nézve is megoldottuk. A forgatas tehat,
mint mddszer alkalmazhaté bizonyos (kiilonsen tavolsagok és
szogek meghatarozasara vonatkozo) feladatok megoldasanal

VIII. FEJEZET.,

U; képsikok alkalmazissa.

95. Az uj képsikok helyzete és hasznilatinak czélja. Az
eddigiekben a téralakzatokat két, kivételesen harom képsikra vonat-
koztattuk akképen, hogy derékszégli projectidjukat vagy mint elne-
veztiik, derékszogl képeiket e képsikokon abrazoltuk. A két képsi-
kot egymasra merGleges helyzetben levének tekintettiik és metsz6-
vonaluk (képtengely) koriil forgatva egymadssal egyesitettiik, A kép-
sikoknak. derékszg(i helyzete és azutan azoknak egyesitése azért
mutatkozott czélszerlinek a téralakzatok abrazolasandl, mert egy-
részt az alakzat pontjainak két képe mindig a képtengelyre merd&le-
gesen 4all6 egyenesen volt, masrészt mert a pontok képeinek a kép-
tengelyt6l mért tdvolsagai a pontok tavolsagat adtak a képsikoktol, s
végre mert a pontok képeib&l azoknak helyzete a képsikok irdnya-
ban, vagyis az, a mit reconstructiéonak neveztiink, egyszeriien volt
megallapithatd,

A két képsikon s a mar hasznalt oldalképsikon kiviil még uj
képsikokat is alkalmazhatunk. Es ha azt akarjuk, hogy egy uj képsi-
kon levé kép egy régi képet potoljon, tehat a szerkesztéseknél
ép oly konnyliséggel legyen kezelhetd, mint a régi, akkor az uf
képsikot a régick egyikére mevdlegesen, azaz, mint projicidlé sikot
kell felvenniink. Az uj képsikok hasznalatanak pedig az a czélja,
hogy az adott és a régi képsikok iranyaban éltaldnos helyzetd tér-
alakzatokat oly képsikokra vonatkoztassuk, melyek irdnyaban azok
kiilonds helyzetliek ; mert altalaban mondhatjuk : egy feladat meg-
olddsa egyszeriibbé vdlik, ha az adatok, melyekkel szevkesztiink, a
képsikok ivdwydban a megoldds keveszitilvitelének szempontjdbol
kiilonds helyzetiiek.

96. A pontok Gj képei. Egy az 1-s6 vagy a 2-dik képsikra
projicialé sik meg van hatarozva, ha 1-s6, illetve 2-dik nyoma isme-
retes, mert a hidnyzé nyom az x képtengelyre merdleges a tengely-
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pontban, Ha tehat (116. abra) x;; 1-s6 nyoma egy az 1-s8 képsikra
merdleges harmadik képsiknak, K,-nak, melyre az (4‘, A") pontot
derékszog alatt projicialjuk és mely képsikot a rajta fekvé A*‘ kép-
pel egyiitt x;, koriil egyik vagy masik értelemben forgatva az 1-sd
8 képsikkal egyesiteni akarjuk,

akkoraz A’’képaz A pontbdl

az x,4-ra bocsatott 4’4 me-

rélegesen lesz. A’ tavolsaga

az x,,-t6l egyenl6é az A pont

tavolsagaval az 1-s6 Kkép-

! siktol, tehat A" A4,-el. Az x,,

( nyomot, ha a téle meghata-

! rozott sik képsiknak vétetik,
x5 képtengelynek vagy csak
%3 lengelynek  nevezzik,
melynek 1, 3 mutat6i arra
figyelmeztetnek,hogy a 3-dik
képsik az 1-sGre merdleges,
Ezt véve az x tengelyt akkor,
midén tobb képsikot hasz-

116, dbra.

nalunk x, tengelynek nevezhetjiik,

[Az x5 tengelyt a 2-dik képsikon fekvl egyenesnek, a rajta
keresztiil mené és a 2-dik képsikra merdleges sikot szintén 0j kép-
siknak tekinthetjiik, melyen az A pont Uj képe, az A" pontbdl az
x5 bocsatott merdlegesen x,-t0l A' A4, tavolsagra fekszik. Ekkor
azonban az x4 tengelyt nem x3-mal, hanem x,,-mal kellene jelol-
niink, melybdl azonnal latnok, hogy az 0j képsik a 2-dikra vétetett
merélegesnek. )

Ugyanigy kell a B, C és D pontoknak (B‘,B"), (C’, (") és
(D', D") képeibdl azoknak B, (' és D"’ harmadik képeit is meg-
hatarozni: B‘B", C'C"" és D'D"' | x4 és B, C*' és D"* tavol-
saga x,;-t0] egyenl§ B", C" és I)'" tavolsagaval x = x,,-t6l. S mert
az A, D pontokat az 1-s6 képsik a C, D pontoktol elvalasztja, azért
az A", B’ képeket a C'", D" képektll az x,; tengely szintén el
fogja valasztani, —

Tekintsiik most az 4, £3, C, D pontoknak (A’, A”*), (B’, B*),
(I3, C'), (D', D) képeit adottaknak, allitsunk a K, képsikra merg-
legesen az x5, egyenesen Keresztll egy Uj képsikot K,-et és hata-
rozzuk meg ama pontoknak A!V, CIV, BV, DIV képeit a K,-en,
miutdn K, az %, korul forgatva a K;-ra rea lett boritva. Minthogy az
AV, BV, CIV, DIV képek a K,-re mer$leges sugarakkal torténd pro-
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jicidlasbdl szarmaznak és a Kj, K, képsikok egymasra merdlegesek :
az A"AV, BBV, C'ClV, D' DIV egyenesek merélegesek x,,-ra
és A1V, BV, OV, D'V pontoknak tavolsaga x;,-t61 egyenls az 4, B,
C, D pontoknak tavolsagaval Ks-t6l, azaz az A', B, ', D’ pontok-
nak tavolsagaval az x,;-tol.

97 Az egyenes Uj képei. Az egyenes képét egy Uj képsikon
megkapjuk, ha két pontjanak uj képét egy egyenessel osszekotjiik.,
Ezzel az egyenes Uj képeinek szerkesztése az el0bbi esetre van
visszavezetve,

Az egyenes uj képeinek szerkesztése abbdl a czélbél térténik,
hogy az egyenes egy képsikkal vagy parhuzamos vagy arra mer§-
leges helyzeti legyen. Az elsS helyzetet elérjiik egy képsik alkal-
mazasaval, mert a régi képsikok
egyikére merdlegesen és az egye-
nessel parhuzamosan mindig lehet .
sikot fektetni. Ellenben, haazegye- ;
nes nem parhuzamos egy régi kép-
sikkal, akkor az egyenesre meré-
leges sik nem lehet egyszersmind
merdleges ama régi képsikra.
Ezért, ha azt akarjuk elérni, hogy
a régi képsikok K, K, irdnydban
altalanos helyzet(i egyenes merd-
leges legyen egy alkalmazandé Uj
képsikra, akkor eldszdr az egye-
nessel parhuzamosanegy K, 0j kép-
sikot vesziink fel (tehat merGlege-
sen egy régire) és aztan az egye-
nesre merdSleges K, képsikot, mely 117.. dbra.
sziikségkép merGleges a K,-ra.

Kossiik egybe az egyenes 1j képének szerkesztésével a ko-
vetkezd mar tobbfélekép megoldott feladatot.

Az A poutbol az e egyenesve bocsatott mevileges és e-t metszs
egyenesnek szerkesziésc.

Megoldas. (117. abra). Hasznalhatunk egy az 1-s6 képsikra
merGleges és az ¢ egyenessel parhuzamos képsikot; az uj tengely
ekkor ¢’-sel parhuzamos. De lehet az 1j képsikot K.-mat mindjart az
egyenesen kereszt(l fektetni, mely esetben ¢’ lesz egyszersmind ;.

Az egyenes ¢’ képét szerkesztendd, az E,, E, nyomoknak
keressiik fel 3-dik képeit E“,, E'“, mely alkalommal azt
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tapasztaljuk, hogy E,, F',, E'| egybeesik. Az 4 pont 3-dik képe
A’’; e pontbdl az e'“-ra bocsatott merSleges talppontja B,
melyb6l a B talppontnak 1-s6 és 2-dik képe B‘, B’ meghataroz-
haté. Az AB és e egyenes azért merlleges egymasra, mert ¢/ a
3-dik képsikban fekszik és (4 B’ ¢'"’) sz6g -derékszog. —

A kovetkez6 ismert feladat megoldasahoz mar két 4j képsikot
fogunk hasznalni.

Két egyenes normalis transversalisdnak szevkesziése,

Megoldas. A normalis transversalist akkép akarjuk megszer-
keszteni, hogy az egyik egyenest e-t egy Uj képsikra meréleges hely-
zetben abrazoljuk és ezzel egyiitt Abrazoljuk a masik egyenest f-et
is, Az egyenesek ily helyzeténél a képsik irAnyaban a szerkesztést

egyszerlien elvégez-

hetjiik és a transver-

i salisnak nyert uj ké-

pébdl visszatérhetiink
annak régi képeihez.

Ennélfogva (118.
abra), mint el6bb, az uj
képsikot K,-mat az e-n
fektetjilk kereszt(il az
1-s6 képsikramerdlege-
sen, ugy hogy ¢’ = x,,.
Felkeressiik az f egye-
nes 4, B és az ¢ egye-
nes E, I, pontjainak
és ezzel az f, cegyene-
seknek f*, e’ képeit.
Az z,, tengelyt e’“-ra
merQlegesen vessziik
fel és az A, B, I, E, pontoknak AIV BIV EIV, EIV, 4-dik képeit
és ezzel az egyeneseknek AIV BIV — fIV EIV, E,IV=¢!V képeit
(mely utébbi egy pont) meghatarozzuk.

A feladatot most az (&', eIV) (', f1V) képekre nézve megold-
juk; (tehat MIVNIV | fIV. M1V az IV pont, NV az fIV-en; M’/
N [] x4,) és a talalt M"“N*‘/, MIVNIV transversalisnak M'N’ 1-s6
és M"N" 2-dik képét az eredeti képsikra atvissziik,

98. A sik nyomai @j képsikokon. Egy 8 siknak nyoma egy
ujonnan alkalmazott képsikon, az § sik és az 4j képsik metszvona-
lanak képe e képsikon.

LTI I I T e - -

118. &bra.
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Ha tehat az S = [s,, 5,] siknak s; nyomat a 2-dik képsikra me-
réleges és az m,; tengelylyel adott képsikon akarjuk meghatarozni
(119. abra), felkeressiik S-nek (s’,; s;) metsz6vonalat azzal a 2-dik
képsikra projicialé sikkal, melynek 2-dik nyoma x,, ; ennek 3-dik képe
a keresett s, 3-dik nyom,

Ez a 3-dik nyom mindig Keresztll megy az (s, %;,) vagy
(s,, #13) ponton a szerini, a mint az \j képsik a 2-dik, vagy az 1-sére
merdleges.

Ha tovabba az § siknak nyomat a 3-dik képsikra merfleges
4-dik képsikon akarjuk felkeresni, akkor a sikot s, s, nyomokkal
adottnak tekintjiik és mint el6bb meghatarozzuk az Uj nyomot. —

teni; az 0] képsikot meghatarozo tengely $-nek vagy 1-s6 vagy 2- dik
nyoméra merdleges, a szerint, a mint az Uj képsikot az 1-s6 vagy a
2-dik képsikra allitjuk merdlegesen,

Ha pedig azt akarjuk, hogy egy adott S sik maga #j képsik
legyen, akkor el6bb az §-re merdleges K, képsikot vessziik fel; K
és 8 =K, mar akét egymasra merleges képsik. A (119 a. dbrdban)
s, | x,, az egyik tengely, mig az s, nyom képezi az #,, tengelyt.

Egy [s,, s,] sikban fekvé sokszognek valddi alakjat megkaphat-
juk, ha a sikot 4j képsiknak valasztjuk ; a sokszog képe ezen ujkép-
sikon egyszersmind valédi alakja a sokszdgnek.

A 119a, abra az 8 sik s,, s, nyomainak, a #, symmetria- és h,
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coincidentia-vonaldnak kolcsonds helyzetét mutatja. az sV, sV,
WV, W1V, 4. dik képekben.

99. Uj képsikok hasznilata eldbbi feladatoknal. Mar az
eldbbi fejezetekben is tobb feladat megoldasanal alkalmaztunk uj
képsikokat. Nem neveztiik ugyan azokat 0j képsikoknak, kivanatos
lévén, hogy az olvasd elStt ez Uj fogalom mindaddig ismeretlen
maradjon, mig teljesen el nem sajatitotta a szerkesztéseket két kép-
sikon. Az Uj képsikokon végzend$ szerkesztések ugyanis szin-
ténkét képsikra vonatkoz6 szerkesztések, melyek végeredményében
a téralakzatok két képével vald banasmodnak alapos ismeretét
kivanjak.

Lassuk ezt a kovetkezd példakban:

A midén az A4, I pontok tavolsagat, tehat az ADB vonaldarab
valédi hosszusagat, vagy az ADB egyenes képsikszogeit szerkesz-
tettiik (75. és 89. abra) az A1) egyenes 1-s6 vagy a 2-dik proji-
cialo sikjat leboritottuk az illet6 képsikra.

Ha a projicialé sikot uj képsiknak tekintjik, akkor A’[3’, vagy
A"B" az 1j tengely, és a leboritott AL az uj kép (4 (B, illetve
|A]{ |, mely 4B-nek valodi hosszisagat szolgaltatja. Ugyancsak
(4) (B) nek hajlasszoge az A'DB’ tengelyhez és [ ] [ -nek hajlas-
szoge az A" D" tengelyhez az A egyenes képsikszige.

Az [s,, s,] sik képsik szogeit (91. abra) az e és f 1-s6 és 2-dik
esOvonalnak 1-s6 és 2-dik képsikszogével szerkesztettiik. De ugy is
felfoghatjuk e szerkesztést, mintha az e és f 1-s06, illetve 2-dik proji-
cialo sikja egy-egy uj képsik volna; ezeknek Uj képe (e), illetve [ 1]
az adott siknak 1j nyoma volna. Az Uj képtengely ekkor &, illetve f*
és az Uj nyomok hajlasszoge az illet6 képtengelyhez, t. i. (¢, {¢))
és (f',[f] < a képsikszogeket szolgaltatja.

A midén az (s, s,], [, #t;] sikok hajlasszgét szcrkesztettiik
(102. abra), a sikok (g’, g") metsz8vonalara mer&leges [v,, v,] sikot
kellett &llitanunk, melynek metsz§vonalai az adott sikokkal bezartak
a két sik hajlasszdgét. Ha a (g’, g") projicialé sikjataz 1-s6 képsikra
3-dik képsiknak vesszlk, akkor g ek 3-dik képe = (g); az erre
merdleges [v,, v,] siknak 3-dik nyoma pl. H (4), 1-s6 nyoma E HF,
és az AE,, AF, metsz6vonalak AE,, A F, leboritasai az E,HF,
nyom koriil adjak a hajlasszoget.

100. A képtengely nélkiilozhetGsége. MielStt néhany példat
bemutatnank, melyeknél 0j képsikok alkalmazasa czélszer(inek
mutatkozik, felhasznaljuk ez alkalmat arra, hogy a régi, tehat az
1-s6 és 2-dik képsikon vagy altalaban a két képsikos rendszeren levd
képeknek altalanosabb felfogasarol szoljunk.
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Legyenek az A, B, C, D, ... pontoknak 1-s6 és 2-dik képei
A B, D, .. A", BY, ¢, D", ... és x a képtengely.

A pontoknak kolcsonos helyzete nem valtozik, ha miaz x kép-
tengelyt Onmagaval pathuzamosan foljebb vagy lejebb toljuk,
ezzel csak a képsikok tavolsaga a pontoktdl fog az eltolas hosszusa-
gaval novekedni, illetve fogyni.

Ha az A, B, C, D, .. pontok az 1-s6 térnegyedben voltak, akkor
az x eltolasaval elérhetjiik, hogy azok a 2.-dik, illetve a negyedik
térnegyedbe kerliljenek, csak az x et az dsszes képek alatt vagy folott
kell felvenniink,

Tegyiik fel, hogy az adott 4, BB, C, D, . .. pontrendszerrel bizo-
nyos szerkesztést végeztiink, melynél az x képtengely nem lett fel-
hasznalva, akkor e szerkesztés érvényben marad, barhova helyezziik
is onmagaval parhuzamosan az x-et.

Ha pl. az ABCharomszog valodi alakjat ¢, DY, C’;-et akkép
hataroztuk meg, hogy azt egy 1-s6 f6vonala koril az 1-s6 képsikkal
parhuzamos helyzetbe forgattuk (98, abra), akkor x nek barmely az
A’A" re merbleges helyzeténél A’ B‘, (', nemcsak valddi alakja
ABC-nek, de minden szerkesztési vonalnak is ugyanazon értelme
van, mint az eredeti x-nél

Hasonlokép, ha az ABC sikjara a D pontbdl 1# mer6legest
bocsatottunk, vagy az ABCD pontokon keresztiil mené gdmbnek A
kozéppontjat meghatarozzuk, akkor az m’, m" és M‘, M" képek,
szintén minden x-szel parhuzamos képtengelynél m-nek és M-nek
képei lesznek.

De nem csak az x-képtengelyt tolhatjuk a képtengelyre merG-
leges irdny szerint {6ljebb vagy lejebb, hanem a pontrendszer egyik,
masik vagy mindkét képét, mert végeredményében ez csak annyit
jelent, hogy a képsikok egyike vagy mindketté kozeledik a pontrend-
szerhez vagy tavolodik attol.

Mar a mondottakbol kénnyli megallapitani, hogy mily szer-
kesztésekrve mincs befolydsa az x képlengely helyzelének ? Azokra,
melyeknél az egyeneseknek és a sikoknak nyomait nem hasznaljuk!
Ezt pedig minden oly feladat megoldasanal (hacsak épen nem a
nyomok meghatarozasa) kikertilhetjiik, melynél az adatok nincsenek
nyomaival megadva és mely feladatokban nincs vonatkozéas a kép-
sikok kelyzetére.

Pl, az ABC pontoktdl meghatarozott sikban egy pontot felve-
hetek a képtengelvnek barmely az A’A"-re merGleges helyzeténél;
a sik févonalainak képei is ugyanazok maradnak még, ha az 4'B'C’,
A" B"(0" képeket a jelzett modon el is tolom,
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Ellenben migaz 4’B'C‘, A" B"(C" kélcsonss helyzete nem val-
tozik, a sik coincidentia-vonalanak %’y — ', képe sem valtozik, de
megvaltoznak a sik a symmetria-vonalanak %, -nek (%‘,, h';) képei,
ha az x helyzetét valtoztatja.

Noha a sik nyomainak hasznalataval a feladatok megoldasai
altalanossagukbol veszitenek, mindamellett a nyomok haszna-
lata czélszerd, mert a feladatok megolddsait legtobb esetben egy-
szertsiti,

Feladatok.

101, — 96. feladat. Adva van az A, B pont és az e egyencs ;
szerkesztenddk az [A, €], | B, ¢} sikok hajldssziget.

Megoldas. (120, abra). Az e egyenes 1-s6 projiciald sikjat 3-dik

képsiknak, (e' — x,;) és

. egy az ere merdéleges

! sikot 4-dik  képsiknak

(%44 | €'') valasztjuk és

: az A, B, e-nek A", B" '

és A1V, BV, oIV képeit az

Uj képsikon meghataroz-

zuk. Az eV akkor egy

! pont és az AIVelV, BIVelV

egyeneseknek, mint a

4-dik képsikra projiciald

[4, e], [B, el. sikoknak

nyomai, a sikoknak ke-

resett hajlasszogeit zar-

120. dbra. jak be,

97. feladat. A g egyenesen kevesztiil fektessiink oly két sikot,

wmelyek az A ponttdl r tavolsagra vannak és hatarozzuk meg ezek-
nek hajlasszogeit.

Megoldas. (121. abra). A g-nek 1-s6 projicialé sikjat 3-dik kép-
siknak (g'==x,3), az A-n keresztll mend és a g-re merdleges sikot
4-dik képsiknak valasztjuk (x5, | g'* és az A’ ponton megy
keresztiil). A Kkeresett sikok a 4-dik képsikra projicialok; 3-dik
nyomai s;, #; a g”/-ban vannak ; 4-ik nyomai pedig az AV pontbdl
» sugarral leirhaté kornek a g7V ponton keresztiil mend s,, #, érintdi,
melyek mar a keresett hajlasszogeket képezik. A 4-dik képsik az
1-s6t.egy v, egyenesben metszi, melynek v / képe az (x5, ¥3,) — H
pont; ezen megy keresztill v,-nek 1-s6 képe v, |_#4 es 4-dik képe
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0,1V | % Az (s, /V)=E", (u,, v!V)= F'V pontoknak 3-dik
képe H - 1-s6 képe pedig v,’-en van (HE"Y = HE',, HF'V — HF",),
A keresett sikoknak 1-s6 sy, #, nyomai g-nek G, 1-s6 nyomat
az E‘|, F', pontokkal kotik 0ssze, 2-dik nyomai s,, #, pedig g-nek
2-dik nyoman G,-n mennek Keresztil.
Ugyanez az abra az [s, s,], [#,, #;) sikok hajlasszégeinek
megoldasat a 102. abratol kevéssé eltérdleg is mutatja. A két abra

121. ébra.

Osszehasonlitdsanal lathatd, hogy E A4, F, haromszog ott, azt a sze-
repet viszi, mint az EIVg IVFIV haromsz6g a jelen abraban,

102. — 98. feladat. Forgassuk az ABC harvomsziget (egy
letszés szevinti, vagy) az A szogpontjan kevesztiil mend és a képsikok
irdanyaban dltalanos hetyzetii t tengely koviil ¢ szog alatt.

Megoldas. (122. abra.) A {tengely 1-s6 projicialé sikjat 3-dik
képsiknak és egy a f-re merdleges sikot 4-ik képsiknak valasztjuk
(xis=1t, 23, | ") és az ABC haromszognek 1-s6 és 2-dik képei-
bél a 3-dik és 4-dik képeket megszerkesztjiik.

Ez ut6bbi képsikokon levé képekbdl meghatarozzuk a forga-
tott hdromszognek 4,B:Cr nek 4-dik és 3-dik képeit (B/VHVBIY J =
CIVIVCIV f =), és ezekbll az 1-s6 és 2-dik képeket.

KLUG : Abrazol§ geometria. 10
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108, — 99. feladat. Adva van harom, paronként egymasra
meréleges és az A pontban metsz6 ¢, f, ¢ egyenesnek 2-dik képe
e, f“, g”, és az A pontnak 1-s6 képe A’; szerkesztend§ e, f,
g-nek 1-s6 képe.

Megolddgs. (123, abra.) Egy a 2-dik képsikkal parhuzamos
K sik, vagy ha az x tengely nincs megadva, maga a 2-dik képsik
az (e, f1, [f;s) Lg, €] sikokat egy EFG haromszdg oldalaiban
metszi, melyek a harom siknak 2-dik fvonalai, s melyek E, F, G

szogpontjai az e, f, g egyeneseken fekiisznek. Az ¢, 1, g egyenesek
barmelyike meréleges lévén a masik kett6n keresztiil mend sikra,
az e, f, g" megfelel6leg merbleges az E“F"G' haromszég F'G*,
G"E", E'F" oldalara. Ha tehat az e” tetszés szerinti E“ pontjabol
az f és g'-re merGlegest bocsatunk, akkor ezek a g, illetve f-t
a G, F" pontban metszik.

Tekintsiik a g egyenesnek 2-dik projicidld sikjat 3-dik kép-
siknak K;-nak és hatarozzuk meg az e, f, ¢ egyeneseknek 3-dik
képét, K-t véve 2-dik képsiknak. Az Je, f] sik K,-ra projicialé sik
levén f“, ¢ | g'“ra, és f', ¢ az (E“F g")= G", ponton
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megy keresztiil. Ennélfogva a G“G", atméré f6lé irt k kornek az
A” ponton Kkeresztill men8 és ig“-re merdleges hurja K-t az 4/
pontban metSZi és AIIG/IO J— elll =flll, AIIIGIII =gll/. AZ AI/AI//
vonaldarab az A pont tavolsaga lévén a K siktdl, ha az A‘-t61 4“4
tavolsagra az A‘A’-re merSlegeseket Aallitunk, Ugy ezek lesznek az
EFG haromszognek 1-s6 képei, melyen a szdgpontoknak 1-s§
képei fekiisznek.

100. feladat. Hatarozzuk meg az ABC haromszognek
2-dik képét, ha adva van 1-s6 képe A’'B‘(’, az A szbgpontjanak
2-dik képe A, ha tudjuk,
hogy az ABC haromszdg egy
adott A*B*C* haromszoghez
hasonlé.

Megoldas, (124. abra.) Az
A’'B'C’ haromszog B‘C’ oldala
folé az A*B*C*-gal hasonlo
A°B‘C’ haromszoget rajzolunk;
az A%A’ pontokon keresztiil oly
kort fektetlink, melynek kdzép-
pontja a B‘C’ egyenesen van
s mely kor a B'C’-t az E', F'
pontokban metszi.

Ezutdn az E'A’F’ derék-
sz6gld haromszdg egyik befo-
gbja folé az E'A°F’-sel hasonld
de nagyobb haromszoget rajzo-
lunk, tehat E‘A’ vagy F'A’ folé
a szerint, a mint E‘A’>E’A°
vagy F'A' > F'A°

Ha azabraban E‘A’' > E'A?,
tehat E‘A'F', ~ E'A°F, és a B’, C’ pontokon keresztiil mens és az
A’F'-sel parhuzamosak az E‘F’, atfogét a B’;, €', pontokban met-
szik, akkor az A’B’,C’, haromszog az EA f6vonal koril az 1-s6
képsikkal parhuzamos helyzetbe forgatott ABC haromszog 1-s6
képének tekinthets,

Ugyanis A'E‘B',(',\F' az A°E‘B‘C’'F' idomnak nagyobbitisa
az A°E’: A'E’ viszony szerint, mert E‘A°F' ~ E‘A'F'; és
E'B': B'C': C'F' = E'B';: B',C’,: C',F',.

Ezt tudvan az A‘DB’,C’; haromszoget az AE fGvonal koril az
(F)A'F' szbg alatt (F(F)_| A'F', A/(F)= A‘F';) addig forgatjuk,
mig az E'F', egyenesnek 1-s6 képe E‘F’, tehat a B';, C’; pontok-

10*




nak 1-s6 képe B‘C’ nem lesz. Ha B(B) és C/(C)_| A'F ésa
(B), (C) pontok az A‘(X") egyenesen vannak, akkor ezeknek tavol-
saga az A'F’' egyenestél a
B, C pontok 2-dik képének

C’-nek tavolsagai az
A”E" f6vonaltél, Az ABC
haromszoég B, C szogpont-
jainak B, C" 2-dik képe
tehat az A“ E” folott és
alatt lehet. —

Az ABC haromszog A
szogpontjan keresztiil mend
és a BC oldallal parhuzamos
. AG egyenesnek 1-s6 képe
i ! az A'B‘C’ haromszog A’
szégpontjan keresztiil B‘C'-
vel parhuzamosan huzott

O

ST o

N A‘G’ egyenes. Ezt tudvan
{ az elGbbi feladatra van visz-
1 ,

% szavezetve a kovetkez§ :

Adva van harom az A
ponton Keresztiil mend és
ugyanegy (még meg nem
hatérozott) sikban fekvé AD,
AC, AG egyenesnek kolcso-
nds helyzete, ezen egyene-
seknek 1-s6 képe A‘DB’,
A'C, A'G’, végre az A
pontnak 2-dik képe A*; szerkesztendGk az AB, AC, AG egyene-
seknek 2-dik képei.

124, abra,
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IX. FEJEZET.

Siklapa testek dbrazolasa, arnyékolasa és
ezekkel kapcsolatos feladatok.

104. A siklaph testek Abrdzolasa. — A siklapi testek, azaz
oly térrészek, melyeknek hatarait sokszogek, ezeknek oldalai és
szbgpontjai, tehat a siklapu testnek lapjai, élei és szogpontjai vagy
csucsai képezik, — a test éleinek képeivel lesznek abrazolva. A
test lapjait atlatszatlanoknak tekintjiik; ennek kovetkeztében az
élek és lapok koziil némelyek az 1-s6, mdsok a 2-dik képsikra nézve
a test mas lapjaitdl el lesznek fodve.

A testnek az egyik képsikra nézve latszé és elfodott lapjait a
iest bizonyos éleibdl 4ll6 tér- vagy siksokszog valasztja el. Az ilyen
sokszdget, valamint annak képét az illet6 képsikra nézve szegélyzd
sokszobgnek vagy szegélynek (contur) nevezzilk ; még pedig magan a
testen lev$ a valddi szegély, ennek képe a ldtszélagos vagy kép-
szegély vagy csak roviden szegély.

Ha a siklapu test éleinek képeit, tekintettel arra, hogy latszok-e
vagy elfodottek, a test meghatarozasara szolgalé adatokbdl megraj-
zoljuk, akkor ezzel a testet abrazoljuk.

Hasab és gula,

105. — 101. feladat. Egy |s,,s;| sikon nyugvé koczka dbrd-
zoldsa.

Megoldds. (125, abra). A koczka ABCD lapjat az s, nyom
korll az 1-s6 képsikra leboritott A.B.C.D. helyzetében veszsziik
fel, és ebbdl meghatarozzuk annak képeit. D\LK' | s,, K'K" | =z,
K(K) | LK, K'(K) = K'K; K'L(K) < az 1-s6 képsikszog,
LD, = L(D), (D)D' | LK'. A D pont 1-s6 képének D’nek fel-
haszndlasaval az A,B,C,D, négyzethez affin parallelogrammat
A'B'C'D'-et szerkesztiink, melyb8l mar az A”B“C“D" paralle-
logramma konnyen meghatarozhaté.

Az ABCD négyzet szidgpontjaiban merSlegeseket allitunk az
{8y, 53] sikra és ezekre red rakjuk a koczka élhosszat. (D)(H) | L'D),
(D)H)= A,B,, (H)H' | LH', (H)H'= H"H,; D'H' és D"H"
a koczka DH, AE, BF, CG élei 1-s6 és 2-dik képének hosszuisiga.
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A mi a latszé és elfodott éleket és a szegélyz6 sokszOgeket
illeti, kbnnyen megérthetS, hogy a G ponton Keresztiil mené lapok
az A ponton keresztil menfeket az 1-s6 képsikra nézve elfodik,
mert a G pont tavolabb van az 1-s6 képsiktél, mint az A; és az
F-en keresztiil men§ lapok a D-n keresztiil mendket a 2-dik kép-
sikra nézve elfédik, mert F pont tavolabb van a 2.dik képsiktél,

mint D. E szerint a koczka 1-s§ szegélye az E'I"B'C'D’'H’ hatszog,
a 2-dik szegélye pedig az E“A"B"C"G"H" hatszig.

102. feladat. Abrazoljunk egy hatoldalii hasdbot, melynek alap-
lapja az 1-s6 képsikon fekvé ABCDE sokszig, melynek oldalélei
egy adolt e egyenessel parhuzamosak, és magassiga egy h vonal-
darab.
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Megoldds. (126. abra.) Az ABCDE 06tsz6g egybeesik 1-s6
képével ; 2-dik képe pedig a képtengelyen van. Az 6tszdg szogpont-
jain keresztiil mené és az e egyenessel parhuzamosak a hasib
oldalélei. Egy az 1-s6 képsiktdl h tavolsidgra levd sik (pl. az 1-s6
képsik fol6tt) az oldaléleket az FGHIJ pontokban metszi, melyek a
hasab f6ls6 lapjanak szégpontjai.

Ezutan megallapi-
tandék az egyes képsi-
kokra nézve latszé és el-
fodott oldalélek és a sze-
gélyz8 sokszogek.

A hasab a CH és
EJ oldaléleknek 1-s6 pro-
jicialoé sikjai kozott van;
ezek az oldalélek valaszt-
jak tehat el az 1-s6 kép- T
sikra nézve latszé és el-
fodott oldallapokat egy-
mastol. E képsikra nézve
latszok lesznek a CB, BA,

AE oldalakon keresztiil
mend oldallapok, melyek
a tobbi kettSt elfodik.

Ugyanigy a hasdb a
CH és AF oldaléleknek
2-dik  projiciald  sikja 126. dbra.
kozott van, mely oldalélek tehat a 2-dik képsikra latsz6 CHDI,
DIEJ, EJAF lapokat az FABG, BGCH elf6détt lapoktol elva-
lasztjak.

A hasab 1-s§ szegélye az ABCH'I'J'E sokszog, 2-dik szegélye
pedig az A'C"“H"F" parallelogramma.

106. — 103. feladat. Szevkeszienddk egy oly szabdlyos hatoldali
Sitldnak képei, melynek v alapéle és h magassag ismeretes :

a) ha alapja az 1-s6 képsikon fekszik,

b) ha alapjinak egyik fédtldja a 2-dik képsikkal parhuza-
mos (b, b") egyemesen vanm és sikjanak, wmely feszitett, 2-dik
képsikszoge az adolt § sz0g.

Megoldds. Az a) feladat megoldasat 127a. dbra mutatja.
Az ABCDEF hatszog cs atléi az alapsokszignek és az oldalélek-
nek 1-s6 képei; az A”D* egyenes és az M" pont az alapsokszog-
nek és az M csucsnak 2-dik képe.
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b) Tekintsiik a 127 b. dbraban a (¥, b’’) egyenes tetszésszerinti
(G', G") pontjat az alaplap kdzéppontjanak, és vigyiik G“-t6l a b/
egyenesre az alapélet 4”, D"-ig (A“G" = G"D" = »).

Ha el6bb az alaplapot (¥, ") koriil a 2-dik képsikhoz par-
huzamos U sikba képzeljiik forgatva ugy, hogy annak 2-dik képe
valédi alakjaban mutatkozzék, tehat A“B“,C,D” a fél hatszog
2-dik képe e forgatott helyzetben, és aztan az AB,C,D-t AD koriil
addig forgatjuk, mig sikja az U sikkal ¢ szdget nem képez, akkor

ABCD-nek 2-dik képe ebben a helyzetben mar a kivant 2-dik
kép lesz. C“,H_ | A"“D", C*H[C]< =4, [C1H=HC",, [C]C"_|_
C“.H,C'B“/|A"D", B“.B" | A“D"; F"E"” symmetrikus B"(C"-vel
az A”D"-re vonatkozdlag, végre A”“B“C“D"E"F" az alaphatszig
2-dik képe. Ebb8l meghatarozhaté az 1-s6 kép. 4’, B’ a b’ egyene-
sen fekszik, a tobbi szégpontok 1-s6 képei b'-t6l [C] C” tavolsagra
vannak. E képek meghatarozasanal arra kell igyelniink, hogy az
A'B'C'... és A“B"(C" ... sokszdgeknél a Kkoriiljaras ellenkez6
értelemben torténjék, mert a feladat kovetelménye szerint a sik
feszitett.

A gila M csicsanak 2-dik képét meghatarozandd, a G*
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ponton keresztl mend és a H [C]-re merSlegesen all6 G" [M]
egyenesre reavisszilk a gulanak adott magassagat k-t [M)ig;
(MM 167, G*M" |_b" és M pont mar M-nek 2-dik képe, mert
MG-nek 2-dik képe az alaplap b f6vonalara mer6leges és
[M]|G"“M" < =90° — &. M-nek 1-s6 képe a b’-t61 M"/[M] tavolsagra
van; és mert az alaplap feszitett sik, azért M’ Ggy hatarozand6
meg, hogy M“G", M'G’ egy feszitett sikra legyen mer&leges.

Az M pont képeinek 0Osszekdtd egyenesei az alaplap szog-
pontjaival a gula oldaléleinek képei lesznek. Ezek koziil meg kell
hatarozni a latszo6 és az elfodott éleket.

Az A'F', M (' élek metszbpontjanak két 2-dik kép felel meg,
egy az A"F"-6n, egy az M'C"-0n; ezek kozil az M"(C"-6n levd

—_—

128. dbra,

van tavolabb a képtengelytdl, tehat MC, MD latszé él az 1-s6 kép-
sikra nézve, MA, MF el van fédve. Ugyanigy kovetkezik, hogy az
MB, MC élek a 2-dik képsikra nézve latszék és az MF, ME élek
el vannak fodve, Ennélfogva a gulanak 1-s6 és 2-dik szegélyzd
sokszioge B'C'D'E'M*, A“F"E" D" M".

107. — 104. feladat. Szerkesztendd a 126. dbrdban dbrdzolt
hasabnak sajai- és vetett drnyéka.

Megoldas. (128, abra,) A hasab oldaléleinek fénymenti sikjai
parhuzamosak. Az a két oldalél, melynek fénymenti sikja koz&tt a
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hasab van, elvalasztja a megvilagitott oldallapokat a sajatirnyékban
levEktol.

A hasab egyik élének, pl. az AF-nek fénymenti sikja a kép-
sikokat az AF-nek a képsikokra vetett AKF* arnyékaban metszi;
e kiszégell6 vonallal haladnak parhuzamosan a t&bbi oldaléleknek
vetett arnyékai. A BG és DI oldalélek fénymenti sikjai kozott
vannak tehat a tobbi oldalélek fénymenti sikjai; a BG és DI oldal-
élek képezik az oldallapok sajatdrnyékhatdirat. Az AF (valamint EJ)
oldalél fénymenti sikja ez élb6l kiindulva a fénysugarral elére hala-
dblag metszi a hasabot; ezért az AF két megvilagitott oldallaphoz
tartozik.

A megrajzolt hasabnak sajat-arnyék hatara, mely tehadt a meg-
vilagitott lapokat az drnyékban levSktdl elvalasztja: BGHIDEA.

E sokszégnek vetett drnyéka a képsikokra BG*H*I DEA
képezi a hasabnak vetelt drnyékadt.

A haséb lapjai koziil tehat négy meg van vilagitva és harom
adrnyékban van. Az arnyékban levSk kozil a BCHG az 1-s6 kép-
sikra, CDIH a 2-dik képsikra nézve latsz6 és sraff vonalakkal van
bevonva., —

Minden siklapu testnél, melyet arnyékolni akarunk, el6bb a
sajatarnyékhatart, vagy mint még nevezni akarjuk, az druyékvets-
soksziget kell megallapitanunk. Az Aarnyékvetd-sokszég a siklapu
test felliletét két részre osztja, melyeknek egyike meg van vilagitva,
a masik pedig sajat arnyékban van. A megvilagitott rész barmely
pontjan keresztlil mend fénysugar a fénynyel haladélag még a test-
ben marad, mig a sajatarnyékban levd rész tetszés szerinti pontjan
atmené fénysugar a fénynyel haladva a testt6]l azonnal tavolodik.
Ha az arnyékvet6-soksz0g meg van hatarozva, akkor ennek megszer-
kesztjik vetett arnyékat és megallapitjuk, hogy a sajatarnyékban
levé lapok koziil, melyek latszok az egyes képsikokra nézve, és
ezeket, valamint a vetett Arnyéktol bekeritett részt sraffvonalakkal
vonjuk be,

108. — 105. feladat. A 127 a. és 127 b. dbrdkban bemutatolt
guldknak drnyékoldsa. — Miel6tt ehhez fognank, altalanosan
akarunk szélani a gula arnyékolasardl.

Egy M. ABCDEF gula (129. dbra) oldaléleinek fénymenti
sikjai egymast a guila M csucsan keresztiil MM mend fénysugarban
metszik. Az oldalélek fénymenti sikjai kozill egyesek (MMA,
MMB) az éIb6l kiindulva a fénysugarral ugyanegy értelemben hala-
dolag, maéasok (MMD, MME) ellenkezG értelemben haladélag
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metszik a gulat; végre némelyek (MMC, MMF') a gulat egyaltalan
nem metszik.

Az elsé csoportban levs oldalélek meg vannak vilagitva, a
masik csoportban levék a sajat arnyékban vannak, végre a har-
madik csoporthoz tartozok a gula oldalfeliiletének sajatarnyék-
hatarat képezik.

Hogy ezeket a képeivel abrazolt gulanidl meghatarozzuk,
megkeressitk a gula csucsan Kkeresztiil men$ fénysugdrnak és a
glla alapsikjanak M metszGpontjat, tehat a gila csucsanak vetett
arnyékat az alaplap sikjara. E metsz8pontnak Osszekotd egyenesei
a gula alapjanak szdgpontjaival, az oldalélek fénymenti sikjainak
metsz6vonalai a gula alaplapjanak sikjaval. Ezek kozll a leg-

129. abra.

széls6k MF, MC a sajatarnyékhatart képez6 MF, M(C oldalélek-
nek fénymenti sikjaibdl szarmaznak.

A gula oldallapjai kozil tehat vagy az MFA, MAB, MAC
lapok vannak megvilagitva és a tébbiek MCD, MDE. MEF sajat-
arnyékban, vagy pedig ellenkezbleg az els6k vannak sajatarnyék-
ban, az utdébbiak pedig megvilagitva a szerint, a mint az M
csucson keresztiil mend fénysugéar haladasi iranya MM vagy
evvel ellenkezd értelm(, t, i. MM

Az els6 esetben (és ezt mutatja a 129. dbra!) a gula arnyék-
vetd sokszoge MFABC, a masikban MFEDC.

Térjink ezek utidn a kitizott feladat

Megoldasdahoz. (130 a. abra.) Alaplapjaval az 1-s6 képsikon
nyugv6 guldnak M csucsa az 1-s6 képsik M, pontjaba veti ar-
nyékat. M,-b6l az ABCDEF alapsokszbg szbégpontjaihoz hizott
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egyenesek kozott M,.D, MF a legszéls6. Ennélfogva a gulanak
arnyékvetd sokszoge MFABCD, és az MI'E, MED oldallapok
vannak sajatarnyékban.

A 130 b. abrdban az M csucson keresztiilmend fénysugar
a gula alaplapjat, az M pontban metszi. E pontbdl az alapsok-
szbg szogpontjaihoz huizott sugarak kézil MA, MD a legszélss
(mint az az 1-s6 vagy a 2-dik képben lathat6). Ennélfogva az

130 a. abra.

MA, MD oldalélek képezik a sajatarnyékhatart a gula oldalfelii-
letén és MABCD a gila arnyékvetd sokszége. A guldnak tehat
alaplapja szintén arnyékban van.

106. feladat. Egy iives giila belsé és kiilsé feliiletének dvnyé-
kolasa.

Megoldas (131. abra). A gula M csucsat az 1-s6 képsikon,
annak alaplapjat az ABCDEFGH sokszoget az 1-s6 képsikkal
parhuzamos sikban vessziik fel.

A gudla csticsan keresztiil mené és a fénysugarakkal par-
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huzamos LM egyenes, az alapsikot az L pontban metszi. Az
oldaléleknek fénymenti sikjai az alaplapot, az L ponton Keresztiil
mend egyenesek szerint metszik; az MA, MD élek képezik tehat
a kiils6 oldalfeliilet sajat arnyékhatarat és a kiils6 feliiletnek arnyék-
vet6 sokszoge MAHGFED.

A gula oldallapjai kéztl MAB, MBC, MCD kiviilr6l, a tobbi
ot pedig beliilr6l van megvilagitva. Amde ez utébbiak nem lesz-
nek teljesen megvilagitva, mert az MAC, MBC, MCD lapok

130 b. dbra.

amazokra vetik arnyékukat. Ezt megallapitandd, csak az ABCD
tortvonalnak kell vetett arnyékataz MAHGFED gula bels6 feliiletére
keresni.

Az LH egyenes AB-t egy I pontban metszi, mely az MH
él I pontjéra veti arnyékat, mert az MI, MH egyeneseknek kzos
fénymenti sikjuk van,

Ugyanigy a BC egyenes J és K pontja, az MG, MF élnek
J és K pontjara és a CD egyenes N pontja az ME élnek N
pontjara veti arnyékat.
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Ha még az LD egyenes a HG-t O-ban, és az LC egyenes
az FE-t P-ben metszi, akkor a B pont az MO-nak B pontjara,
és a C pont az MP-nek C pontjara veti arnyékat.
E szerint az AI, IB, BJ, JK, KC, CN, ND vonaldarabok-
nak vetett arnyékai az AI BJK CN D sokszégnek oldalai.

S

p
# 131. dbra,

Minthogy némelyike ez utébbi oldalaknak igen rovid, azért
végpontjainak Osszekotd egyenese nem adja meg elég biztosan
az oldalt. Czélszerlinek mutatkozik e végb6l az ily oldalaknak
tavolabb fekvl pontjait is felhasznalni,

Ez pedig kovetkezGképen torténik: Az AB egyenes HMG
lapot az (AB, HG@)— Q pontban metszi; ennélfogva AIB-nek a
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HMG lapra vetett arnyéka QIB a () ponton megy keresztll.
Hasonlokép a BJ oldal a (BJC, HG) ponton, KC a (KC, FE),
ponton, CN a (CN, FE) ponton megy keresztiil és JK//JK//GF.

109. — 107. feladat. A 132. dbraban képeivel dbrdzolt nyolcz-
oldalit hasabnak és rajta nyugvé nagyobb alapii hasdbnak drunyé-
koldsa.

132, dbra.

Megoldds. (132. abra.) A két hasab 1-s6 képe a két egy-
koOzepl szabalyos nyolczoldal OKLNP ..., ABCDEFGHI.

Az els6 hasabnak P és Q ponton keresztiil mens oldaléle,
a masodiknak a DE, IJ oldal éle képezi a sajat arnyékhatart az
oldalfeliilet részérdl.

Ez ut6bbi hasab alsé alaplapjanak JABCI keriilete JQ és
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PCD részekkel az 1-s6 képsikra QABP részszel az alatta levd
hasabra veti arnyékat. Es pedig: a Q, K, L, N, P pont az also
hasabnak élein fekvé Q, K, L, N, P pontjaira, az A, B pont
pedig a lepokon fekvd A, B pontjaira.

Minthogy a fels6 hasab alapsoksztgének AO, KL, BN
oldalrészei parhuzamosak az alsé hasab azon oldallapjaival, melyre
arnyékukat vetik, azért ezek az arnyékok az illet6 oldalrészekkel
parhuzamosak. Masrészt az AK, LB, NP oldalrészek metszik az
als6 hasdbnak azon oldallapjait, melyre arnyékukat vetik; ezért
a vetett arnyék a megfelel6 metsz6pontokon megy keresztiil.

E koriilményt czélszer( felhasznalni, hogy rovid vonaldara-
bokat is nagyobb pontossdggal rajzolhassunk meg.

A szabidlyos testek.

110. A szabdlyos testek, t. i, oly siklapu testek, melyek-
nek hatarl6 lapjait congruens szabalyos sokszdgek képezik, az
olvasé el6tt a stereometriabdl ismeretesek. lly test 6t van, t. i. a
tetraeder, oktaeder, hexaeder, ikosaeder és dodekaeder; ezeknek
halézatai a 133. abrdban a T, O, H, I, D betiikkel jeloltek.

E testek lapjai-, csucsai- és éleinek szamat, tovabba a lapok
és csticsok miféleségét a kovetkezs tablazatban irjuk fel:

l ‘ lapjait cstlicsain
lapja | cstcsa | éle hatéarlé keresztiil-

A test neve ’ élek mend élek

| S Z a m a
tetraeder 4 4 6 ‘ 3 3
oktaeder 8 6 12 3 4
hexaeder 6 8 12 4 3
ikosaeder 20 12 30 3 5
dodekaeder “12 20 30 5 3

?
| I

A tetraeder kivételével a tobbi szabalyos test minden lapja-
val egy masik lap parhuzamos, A szabalyos test parhuzamos
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lapjait szemben fekvo lapokmnak, oly két élet és két csucsot, me-
lyeken keresztiil mené lapok szemben fekvOk, szemben fekvo
eleknek és csiucsoknak nevezzik.

Azon egyenesek, melyek a szemben fekvd lapoknak kozép-
pontjait, a szemben fekvS éleknek felez6pontjait, végre a szemben

fekvG csiicsokat Osszekotik, megfelelSleg a test lapiengelyei, élten-
gelyei és csucstengelyei.
A lapok és élek merflegesek a kozép-, illetve felezGpontju-
kon keresztlil mend lap- és éltengelyekre ; a csicstengelyek pedig
KLUG : Abrazolé geometria. 11
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a csucsban taldlkozd Osszes lapokkal, valamint az Osszes élekkel
egyenlé szogeket képeznek.

E szabalyos testek lap-, él- és csucstengelyeinek szima a
lapok, élek és cstcsok szamanak felével egyezik.

A tetraeder oly élparja, mely nem metsz8, és oly lap és
cslics, mely nem coincidél, szemben fekvOnek neveztetik. A tetrae-
der szemben fekvd éleinek felezGpontjait Osszekotd (és igy az
élekre merdleges) egyenesek, éltengelyek; a csticsoktol a lapok
kozéppontjaihoz huzott (és igy a lapokra meréleges) egyenesek
— a tetraeder magassagvonalai, vagy magassagai — a tetraeder
lap- és egyszersmind csucstengelyei.

A tetraeder éleinek felezGpontjain Kkeresztill mené és a szem-
ben fekvd élekkel parhuzamos egyenesek egy uj tetraedernek élei.
A Kkét tetraeder élei a metsz6pontokban felezik egymast ; lapjai par-
huzamosak ; éltengelyei, valamint lap- és csucstengelyei kozosek.
Ily két (kiegészitd) tetraeder csucsai egy hexaedernek képezik
csUcsait, élei e hexaeder lapjainak atléi; a t6litkk hatarolt tér egy
oktaeder, melynek csucstengelyei a tetraederek éltengelyeivel egybe~
esnek.

A szabdlyos testek Osszes tengelyei egymast a test kdzép-
pontjaban metszik, mely a tengelyek felezGpontja, tehat a csicsok-
tél, a lapoktdl és az élektsl egyenld tavolsagra van.

A kiegészit§ tetraedereknek, valamint a tobbi négy szabalyos
testnek éltengelyeire, azonkiviil az oktaeder csucstengelyeire és a
hexaeder laptengelyeire a kozéppontban merélegesen 4llé sik a
testet két symmetrikus részre osztja, azaz az egyik rész a masik-
nak tiilkorképe ama sikra vonatkozolag.

Az oktaeder és ikosaeder egy laptengelyére, a hexaeder és
dodekaeder egy csucstengelyére a kozéppontban merélegesen allé
sik a testet két részre osztja; barmelyik résznek tiikorképe e sikra
vonatkozélag az illetd tengely koriil 60°kal forgatva egybeesik a
masik részszel.

Hasonldkép a dodekaeder egy laptengelyére és az ikosaeder
egy csucstengelyére merblegesen all6 sik azt két részre osztja;
barmelyik résznek tiikdrképe e sikra vonatkozodlag az illet§ tengely
kortl 36%kal forgatva egybeesik a masik részszel,

111. A szabalyos testek tengelyeinek helyzete. — Ha egy
hexaederbe egy oktaedert, egy dodekaederbe pedig egy ikosaedert
irunk be akképen, hogy a beirt test csticsai a koriilirt test lapjainak
kézéppontjai legyenek (vagy forditva, egy oktaederbe egy hexae-
dert, egy ikosaederbe pedig egy dodekaedert irunk be, ugyanily
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korilmények mellett), akkor kénnyen lathatd, hogy az oktaeder
és hexaeder, valamint az ikosaeder és dodekaeder éltengelyei
megegyez0k, a lap- és csucstengelyek pedig felvaltva megegyezOk.
Az oktaeder és hexaeder 0sszes tengelyeinek kolcsonds helyzete
megegyezl, hasonlokép az ikosaederé és dodekaederé.

Ugyancsak, ha egy hexaederbe egy tetraedert irunk, melynek
élei a hexaeder lapjainak atléi, és ha a tetraeder kozéppontjan
keresztiil annak éleivel parhuzamosakat huzunk, azt latjuk, hogy
e hat parhuzamos, valamint a tetraeder négy laptengelye és harom
éltengelye megfelelleg a hexaeder él-, csucs- és laptengelyével
megegyezd.

A tetraeder éltengelyei, az oktaeder csucstengelyei és a hexaeder
laptengelyei oly hdarom egy ponton kevesztiil mend egyenes, me-
lyeknek birmelyike a mdsik keitével egyenlé (és pedig 90°-u) sziget
képez.

A tetraeder lap- és csicstengelyei, az oktaeder laptengelyei
és a hexader cstcstengelyei oly mnégy egy ponton keresztitl mend
egyenes, melyeknek bdrmelyike a madsik hdrommal egyenls sziget
képez.

lly négy egyenes helyzetér6l fogalmat szerezhetiink magunk-
nak a kovetkez6képen: 1, egy hexaeder egyik lapjanak csucspont-
jait osszekotjiik a hexaeder k6zéppontjaval; vagy 2. egy tetraeder
csucsaibél a szemben fekvé lapokra merSlegeseket bocsatunk.
Minthogy ekkor a négy merSlegest azoknak metszépontja 1: 3
viszony szerint osztja, azért a tGliikk képzett hegyes szog cosinusa '/,.

A hexaeder és az oktaeder éltengelyeinek helyzete egyez6 egy
ponton keresztill mend és a tetraeder éleivel parhuzamos egyene-
sekkel. Ha tehat a tetraeder egyik csucsan keresztill, melyben
annak a, b, ¢ élei talalkoznak az ezekkel szemben fekvs élekkel
a, by, ¢, parhuzamosakat huzunk, akkor az abca,bic, egyenesek
fogalmat nyujtanak a hexaeder és oktaeder éltengelyeirdl.

Ezen hat tengely koziil egyik sem hajlik, mint az el6bbi két
esetben, a tobbihez egyenl6 szég alatt, hanem mindegyik négyhez
60° alatt és egyhez, melyet véle szemben fekvének nevezhetiink,
90° alatt hajlik.

A hat tengely harmasaval négy sikban

[abey), [abyc], [asbe) [aibi64]
fekszik ; ezek koziil barmely ketts, és a masik kett6 egy szemben
fekv6 tengelyben metszi egymast, s ezeknek
[aa,], [68,], [cci]
sikjai paronként egvmasra merdlegesek,
i
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E harom sik xyz metsz6vonalai, melyek szintén merGlegesek
egymasra, az egyes sikokban felezik a szemben fekvd tengelyeket
ugy, hogy a hat tengelyrdl kovetkezGképen is fogalmat szerez-
hetlink.

Képzeliink harom sikot, melyek paronként egymasra merdle-
gesek és egymast az x, y, 2z egyenesekben metszik ; az (y2), (2x), (¥y)
szogek €s mellékszogeinek felez6i aa,, bb,, cc, a kivant tengelyek.

Az ikosaeder csiicsiengelyei és a dodekaeder laptengelyei oly
hat egyenes, melycknek barmelyike a t6bbi 6thdz egyenld szig alatt
hajlik. Ha egy ABCDE szabalyos otszog F kozéppontjaban
annak sikjara mer6legest emeliink, és erre az F talpponttdl mérve
az Otszog kortil irhatd kor félsugarat rearakjuk az O pontig, akkor az
OA, OB, OC, OD, OE, OF egyenesek helyzete megegyezd az
ikosaeder csucstengelyének, valamint a dodekaeder laptengelyeinek
kolcsénos helyzetével.

Ugyanis a szerkesztésb6l kovetkezik, hogy az OF egyenes a
tobbi Ottel egyenld szdget képez és pedig olyant, melynek trigon-
tangense — 2.

Masrészt, ha az F ponttdél az AB... E 0tszdg koriil irhatd
korbe egy szabalyos oOtsziget akarunk beirni, akkor az AF sugar
felét az A F'-re merGleges sugarra visszik G-ig(FG | AF,FG— AF),
és AG-t a GF-re rakjuk F felé H-ig; végre AH a korbe irhatd
szabalyos 6tsz6g oldala. Az AHG egyenszari haromszég azonban
congruens az ABO-val, mert az AFG, AFO derékszdgii harom-
szbgek congruensek, tehat AB = AH, AG = HG = AO = BO.

A dodekaeder egy szemben fekvé élparjanak négy végpontjan,
még nyolcz él megy keresztill ; ezeknek végpontjai egy hexaedernek
csucspontjai. A dodekaederbe tehat oly hexaedert irhatunk be,
melynek cstcsai a dodekaeder csucsaiban vannak.

Minden ily beirt hexaeder lapjai a dodekaeder harom élparja-
val parhuzamosak, igy hogy az &sszes beirhatd hexaederek szama
ot. Ezeknek 5.12 = 60 éle a dodekaeder lapjainak atléi 12.5 = 60.
Minden dodekaeder-cstcs két hexaedernek csucsa 5.8 = 2.20.

Ebbél folydlag a dodekaeder tiz csucstengelye kévetkezd
Osszefiiggésbe hozhatd a hexaeder csucstengelyeivel : A dodekaeder
minden csucstengelye hat csucstengelylyel ép oly szoget képez,
mint a hexaeder két csucstengelye; a tobbi harom cstcstengelylyel
pedig szintén egyenld, de ettdl kiilombozb szoget képez ama csucs-
tengelylyel.

A dodekaeder és ikosaeder minden éltengelyére két éltengely



— 165 —

merdleges, a tobbi tizenketté pedig négyesével egyenls szdget képez
a tekintetbe vett éltengelylyel.

112. — 108. feladat. Egytetva-
eder képeinek szevkesziése, melynek
egyvik lapjaaz1-s6 képsikon fekszik,
egy mdsik lapja a 2-dik képsikva
nerdleges.

Megoldads.(134. abra.) A tet-
raederéleinek 1-s6 képei egy egyen-
oldalt haromszognek ABC-nek
oldalai, és e haromszdg magassag-
vonalainak, a szogpontok és a D
magassagpont kozott levl részei.
Minthogy a tetraeder egyik lapja
a 2-dik képsikra merdleges, agért
az egyenoldall haromszég egyik
oldalat, pl. BC-t a képtengelyre
mer6legesen kell felvenni. Az ABC
haromszog 2-dik képe a képtenge-
lyen van, az AD él 2-dik képe pe-
dig, minthogy a 2-dik képsikkal
parhuzamos, valodi nagysagaban 134, dbra.
mutatkozik, tehat egyenls A B-vel.

E koriilménybdl meghatarozhaté a tetraeder D szégpontjanak tavol-
saga a szemben fekvd laptol, azaz a tetracder magassdaga; tovabba
a D pontnak és ezzel a tetraeder 6sszes éleinek 2-dik képe.

Megakarjuk még jegyezni, hogy ha egy tetraeder él1ébsl annak
magassagat akarjuk szerkeszteni, akkor az €l f6lé egy egyenoldald
haromszoget rajzolunk és magassagpontjanak a szégponttdl mért
tavolsagabodl, mint befogdbdl, és az élbsl, mint atfogdbdl egy derék-
szbg(i haromszoget képeziink. E haromszognek masik befogdja a
tetraeder magassaga. E szerkesztést végeztiik az el6bbi 4dbraban is.

109. feladat. Szerkesztends egy tetracdernek 1-s6 és 2-ik képe,
valamint sajdi- és vetettdrnyéka, ha éllengelyei az 1-s6, a 2-dik
és az oldal-képsikva merdleges,

Megoldds. (135. abra.) A tetraeder képei négyzetek és azoknak
atléi, mint az abra mutatja; az atlok képezik a tetraederéleknek
valddi hosszusagat.

A tetraedernek csak az ABC lapja van megvilagitva, a tobbi
arnyékban van; az ABC haromszog képezi az arnyékvetd sokszoget,
melynek arnyéka A"BC




— 166 —

118. — 110. feladat. Szevkeszlendl az egyik csucstengelyével
az 1-s6 képsikva merdleges oktacdernek két képe, valamint sajdt- és

vetett arnyéka.
Megoldds. (136.

abra.) Az oktaeder 1-s6
képe egy négyzet B'C"
D'E’ a két atlojaval;
a négyzet oldala az ok-
taeder éle, annak atloja
a csucstengely valodi
hosszusaga. Ez utdbbi
korulményb6l megha-
tarozhat6é az 1-s6 kép-
sikra meréleges csucs-
tengelynek AF-nek 2-
dikképe A“F“=D'D,

ésa BCDE négyzetnek
2-dik képe.
Az F. BCDE

négyoldald guilanak F
csUcsankeresztiilmend
fénysugar az alaplapot egy F pontban metszi; ez oly helyzetd,
hogy a nevezett négyoldalu gulinak FBE oldallapja van arnyékban,
a tobbi harom pedig meg van vilagitva, mert az F B', F*( egyene-
sek a B'C'D'E' alapnégyszoget maguk kozé zarjak.

Az A. BCDE gulanak lapjai az elGbbivel parhuzamosak,
lapjai k6ziil az a harom, mely az el6bbi gulanak megvilagitott lap-
jaival parhuzamos, arnyékban lesz.

Ennélfogva az oktaeder arnyékvetl sokszoge ADEFBC és az
1-s6, illetve a 2-dik képsikra nézve latsz6 lapok kozill FBE, illetve
ADE van sajatarnyékban,

111. feladat. Szerkesztendd az egyik laptengelyével az 1-s6
képsikva merdleges oktacdernek két képe, valamint sajit- és velett-
drnyéka.

Megoldds. (137. dbra) Az oktaeder 12 élének 1-s6 képe egy
szabalyos hatszig oldala és annak a két egyenoldald haromszog-
nek oldala, mely a hatszdg sztgpontjait felvaltva Gsszekéti. E harom-
sz0g oldalai az oktaeder éleivel egyenlék; az egyiknek ADE-nek
2-dik képe pl. a képtengelyen van, a masiknak BCF-nek 2-dik
képe pedig a képtengelytsl oly tavolsagra fekv6 parhuzamos egye-
nesen van, mint az oktaeder laptengelyének hosszusaga. Ezt pedig

135. 4bra.
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az €lb6l és a mar megrajzolt AC'DF'E B' szabalyos hatszog oldala-
bdl konnyen szerkesztjiik. Ugyanis a DF él val6di hosszusaga C'F,
1-s6 képének hosszisaga DF'; ennélfogva a GDF" derékszog(
haromszognek DG befogédja (ha atfogdja F*G = C'F') megadja az
F pont tavolsagat az 1-s6 képsiktol, azaz a laptengely hosszusagat.

136, abra.

Minthogy DF" egyenl6 a B'C:F* haromszog M’ magassagpontjanak
tavolsagaval a haromszog szogpontjatol, azért az oktaedernek lap-
tengely hosszisaga DG egyszersmind egy oly tetraedernek magas-
sagaval egyenl6, melynek élhosszusaga ugyanaz, mint az oktaederé.

Ebbdl, de mar az el6z8kbél is kovetkezik, hogy ha az oktaeder
BCF lapja egy oly tetraedernek lapja, melynek e lappal szemben
fekvé csucsa e lap folott van, akkor a tetraedernek tobbi harom
lapja az oktaeder BCA, CFD, FBE lapjaival egy-egy sikban van.
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Mas széval: e harom lap meghosszabbitva és a BCF oktaederlap
egy tetraedert zar be.

Ezt folhasznalhatjuk annak megallapitdsdra, hogy a harom
oktaeder lap kozill melyek vannak sajatarnyékban. Ugyanis a
tetraeder csticsan keresztiil mené fénysugar a BCF alaplapot egy
pontban metszi, melynek 1-s6 képe M, Minthogy a B‘C'F" harom-
sz6g az MB', MF' egyenesek kozott van, azért a BF élb6l kiinduld

137. abra.

tetraederlap, tehat egyszersmind a BFE oktaederlap sajatarnyékban
lesz, mig a masik kett6 BCA, BF'D meg van vilagitva. E két utdbbi
lappal parhuzamos DEF, BAE lap tehat szintén sajatarnyékban
vannak Ugy, hogy az oktaeder arnyékvetd sokszoge az ABFD
négyszdog.

Megakarjuk még jegyezni, hogy az arnyékvet6 sokszog meg-
hatarozasanal a szdban forg6 tetraeder hasznélata kikeriilhet6, mert
a BCF lap M kozéppontjan keresztiil mené fénysugar metszGpont-
janak az ADE lappal, ugyancsak az M pontban van 1-s8 képe.

114, — 112. feladat. Szevkesztendd az egyik csiicstengelyével az
1-56 képsikra merilegesen dllé hexaedevnek két képe, és sajdt- és velett-
drnyéka.

Megoldas. (138. abra). A hexaeder Osszes élei a csucsten-
gelylyel és igy az arra merdleges 1-s6 képsikkal egyenls szoget
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képeznek. Ennek kovetkeztében a hexaeder Osszes éleinek 1-s8
képei egyenldk, s mint ilyenek, egy szabalyos hatszognek oldalai és e
hatszog kozéppontjat a szogpontokkal 0Osszekotd egyenesek. AB,
AD, AE tehat az als6 csucson, GC, GF, GH a felss csicson keresz-
tiil mend harom-hirom él; a BDE pontok és a CFH pontok az
1-s8 képsikkal parhuzamos sikokban fekiisznek, melyek az AG
csucstengelyt hiarom egyenl6 részre osztjdk. Az ABCD négyzet
AC atldjanak valédi hosszisdga BD — B‘D', ennélfogva ha az
A'C' felével, mint befogéval és B'D’ felével, mint &atfogdval egy
AILJ derékszog( haromszoget szerkesztlink, akkor annak méasodik
befogéja IJ az AG csucstengelynek harmadrésze.

138. 4bra. 138 a, abra.

Konnyen meglehet az AG csucstengely egész hosszat is szer-
keszteniink. Ezt kiilon a 138a. abra mutatja. Vagy kapcsolatban a
138. dbraval az ABOD négyzetet, vagy annak a B atléval felezett ré-
szét a BD 4tl6 koriil az 1-s6 képsikkal parhuzamos sikba forgatjuk a
B'KD' helyzetbe. KD’ a hexaeder éle, B'D' egyik lapjanak 4tldja,
tehat e vonaldarabokbél, mint befogékbdl képezett B‘D‘L derék-
szogl haromszog B‘L atfogdja a csucstengely valodi hosszusaga.

A hexaeder G csucsan keresztiil mené fénysugar a CFH lapot
egy pontban metszi, melynek 1-s6 képe G. A GF', GH' egyenesek
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a C'F'H' haromszoget, melyet a GCHF gula alapjanak tekintiink,
maguk kozé zarjak.

Ennélfogva a gulanak FGH és a hexaedernek FGHE lapja
sajat arnyékban van, a masik kett6 GFBC, GCDH pedig meg van
vilagitva. Ugyancsak ez utébbi két lappal parhuzamos lapjai a
hexadernek sajat arnyékban lesznek s ezért az arnyékvetd sokszog :
GHDABF.,

115. — 113. feladat. Egy tkosacder 1-56, 2-dik és oldalképének
szevkesziése, ha egyik csiicstengelye az 1-s6 képsikra, egyik éltengelye
pedig az oldalképsikva meréleges.

Megoldds. (139. abra.) Az ikosaeder éleinek 1-s6 képei egy
szabalyos tizszdg oldalai, tovabba az a tiz egyenes, mely ennek
kozéppontjat a szogpontokkal ©sszekoti, végre annak a két szaba-
lyos 6tszognek oldalai, melyek a tizsz6g minden 2-dik szog-
pontjat Osszekdtik s melyek egyenlSk az ikosaeder élhosszaval. *
Minthogy a feladat azt kivanja, hogy az egyik éltengely az oldal-
képsikra merGleges legyen, azért a szabalyos tizszégnek két oldalat
az x;, képtengelyre merdlegesen veszsziik fel.
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Az ikosaeder tudvalevéleg két szabalyos &toldald gulara
A. GHIJK, L. BCDEF-re és egy ezekkel koz6s alaplapu tizoldalt
prismatoidra bonthatd. E gulak és a prismatoid magassagait, tehat
az ikosaeder csucstengelyét meghatarozandéd, a kovetkezd tételre
tamaszkodunk :

~Ha két egymdasra meréleges és egyenlé vonaldarab képei
egy képsikon parhuzamosak, akkor ezek barmelyikének képhosszu-
saga egyenlé a masik vonaldarab végpontjainak a képsiktél mért
tavolsagai killombségével.*

Ugyanis ha az AB, CD egymasra mer§leges vonaldarabok-
nak derékszogd projectiéi az § sikra (140. dbra) A’'B’, C'D’ és a
CD-vel parhuzamos és egyenld BE-nek projectiéja B'E’, akkor az
ABF, BEG congruens derékszog{i haromszdgekbdl kovetkezik,

hogy
AF — EG = E'B'= D'C
CH=BG — FB = A'B

Ennélfogva az AB vonaldarabnak A'B' derékszogU projectidja
az § sikra, egyenls a -
CD vonaldarab C, D
végpontjainak az § sik- y 3 S
tél mért tavolsagai kii-
16mbségével CH-val.
Ugyanigy a CD vonal-
darabnak C'D' derék-
szogd projectidja az 8§ ST
sikra egyenld az AB /
vonaldarab A4, B vég- /
pontjainak az $§ siktél /
mért tavolsagai ku- /
16mbségével AF-fel. / —_—

Visszatérve az /$§
ikosaederhez:annakpl. 140. 4bra
FG éle | AH élére
és ezeknek 1-sG képei parhuzamosak. Ezért az AH és FG él vég-
pontjainak az 1-s§ képsiktél mért tavolsagi kiildmbsége egyenlé F'G',
illetve A'H’, Ha tehat az A csicspontnak 2-dik képe a képtengelyen
%,3-6n van, akkor a G csucspont és igy a HIJK csicspontok is az
1-s6 képsiktél G'F" tavolsagra és az F csucspont, valamint BCDE
is G'F' -+ A’H’ tavolsagra, végre az L pont G'F* + A'H' 4 G'F
tavolsagra van.
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Ezzel meghatarozhatjuk az ikosaedernek 2-dik képét 4“B’. ..
L'-et. Az abraban az oldalképsik az 1-s6 nyoma z,, koriil lett az
1-s6 képsikba forgatva ; azonkiviil az oldalképsikra meréleges 4-dik
képsikra vonatkozélag, mely az oldalképsikot az x;, képtengelyen
metszi, megszerkesztettiik az ikosaedernek képét AVBIV, & LV_et.

114. feladat. Szerkesztendé egy a laplengelvével az 1-s8 kép-
sikva merélegesen dlle tkosaedernek két képe, valamint sajit- és
velell drnyéka.

Megoldds. (141. abra), Két egyenoldali haromszoéget ABC,
J'K‘L’-et rajzolunk, melyeknek oldalai az ikosaeder éleivel egyenlék,
és szigpontjai egy szabalyos hatszég szogpontjai. Ezutan két uj
szabalyos haromszéget D'E'F', G'H'I'-t rajzolunk, melyek ama-
zokkal a kozos kozéppontra U'-re vonatkozdlag hasonldk, és

N
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oldalai oly nagyok, mint az ikosaeder élébdl képezett szabalyos
otszognek atléja, E két par szabalyos haromszognek szdgpontjai az
ikosaeder csucsainak 1-s6 képei.

Az ABC haromszognek 2-dik képét a képtengelyben vessziik
fel. Az egymasra merbleges AG és DH éleknek els képei par-
huzamosak 1évén, a G (és a H, I) pontok tavolsiga az 1-s6 képsik-
tol egyenlé D'H'; tovabba a D (és az E, F) pont tavolsaga a GHI
siktél egyenlé AG‘; végre a JKL pontok tavolsiga a DEF sikt6l
ismét D'H'. Ebb6l az Osszes csdcsoknak és éleknek 2-dik képei
meghatarozhaték.

Vagy: az AJ és DC az ikosaeder élébdl képezett szabalyos
OtszOgnek atl6javal egyenlS; azoknak 1-s6 képei AJ’, D’C parhu-
zamosak ; ennélfogva a J pont D’C tavolsagra és a D pont AJ*
tivolsagra van az ABC laptdl. A D“F“E* és a K'J"L" egyene-
seknek tehat tavolsaga az A“*B“C"“-t61 AJ és D'C; végre a G*H"I"
tavolsdga K"/ J* L6l szintén AJ".

Az ikosaeder DK, LE és JF élei egymast egy T pontban
metszik, mely az LKDBE szabalyos 06tsz6g miatt oly helyzetd,
hogy KT = T'L — KB, azaz az ikosaeder éleibdl alakithaté szaba-
lyos 6tszdg atldjaval. Tekintve, hogy az ADKJF szabdlyos 6tszog-
ben az AJ atl6 parhuzamos a DK oldallal és AJ = KT, a KT és
az AJ vonaldarabok végpontjainak tavolsagi kiilombsége az 1-s6
képsiktdl egyenlé. Tehat a 7' pont tavolsaga a K“J" L’ egyenestdl
ugyanaz, mint a K“J* 'L/, A"B“C" egyenesek tavolsaga egymastol.

Az ikosaeder KHL, LIJ, JGK lapjai egymast egy U pontban
metszik és e ponton keresztiil mené fénysugar metsz8pontjanak az
LJK sikkal, 1-s6 képe U’. Minthogy az L'J K* haromszdg az U'J',
U'L' egyenesek kozott van: az U. LJK gulanak UJL lapja és igy
az ikosaedernek LIJ lapja arnyékban van, a KHL és JGK pedig
meg van vilagitva.,

Az el6bb emlitett T ponton keresztiil men6 fénysugar a GHI
lapot egy pontban metszi, melynek 1-s6 képe T" az U’'T" fénysu-
garon a 45° vilagitas kovetkeztében az 1-s6 képsikra mer6leges
laptengelytl D'C -+ AJ', tavolsagra azaz ép oly tavolsagra van,
mint a T pont a GHI lap folott.

A T pont egy hatoldalu gulanak szdgpontja, melynek oldal-
lapjai az ikosaeder JGF, JFI, ILE, LEH, HKD, KDG lapjaia T
pontig meghosszabbitva. Ha a T ponttdl e gulanak a GHI sikban
fekv6 alapsokszdge szdgpontjaihoz sugarakat huzunk, akkor azt
tapasztaljuk, hogy az els6 harom oldallapja arnyékban van, az
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utdbbi harom pedig meg van viladgitva. Mindezekbdl lathats, hogy
az ikosaeder arnyékvet6 sokszoge : AGJLEB,
116. — 115. feladat. Szerkesztenddk egy dodekacdernck képei, ha
egy laptengelye az 1-s6 és egy éltengelye a 2-dik képsikra merileges.
Megoldds, (142, abra). A dodekaeder élhosszabdl, mint oldal-
bdl két szabalyos otszoget ABCDE, P/'¢Q)’ RS’ T’-t rajzolunk, melynek
sz0gpontjai egy szabalyos tizsz0g szOgpontjait képezik; ennek

Ezutdn mas két az el6bbiekkel hasonl6 szabalyos &tszdg szogpont-
jait F'G'H'I'J', K'L'M'N’O'-t szerkesztjiik meg, melynek oldalai az
el6bbi 6tszogek atldival egyenldk. A két par szabalyos dtszdg szog-
pontjai a dodekaeder csucsainak 1-s6 képei.

A dodekaedernek CNPJ szogpontjai egy az 1-s6 képsikra
merSleges sikban fekvS négyzetnek szdgpontjai, mert oldalai a,
dodekaeder lapjainak atléi. E négyzet J, N és P szbgpontjainak

N
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tavolsagai az ABCDE laptdl, mely pl. az 1-s6 képsik: N'C, J'C és
N'C + CJ'. Ugyanily tavolsigra vannak az FGHI, OKLM, illetve
a QRST pontok is az 1-s6 képsiktél. Ezzel a dodekaeder &sszes
csucsainak 2-dik képei megszerkeszthetok,

Az dbrdban még a dodekaedernek 3-dik képe az 1-s6 képsikra
mer6leges oldalképsikon és egy erre merSleges 4-dik képsikon van
meghatarozva.

143, 4bra.

116. feladat. Szerkesztends egy a csucstengelyével az 1-s6
képsikra merdlegesen dll6 dodekaeder két képe, valamint sajat- és
vetett drnyéka.

Megoldds. (143. abra.) Az 1-s6 képsikon két szabalyosharomszo-
get B'C'D', @'R'S -trajzolunk, melyeknek oldalai a dodekaeder egyik
lapjanak atlojaval egyenlk és szogpontjai egy szabalyos hatszognek
szogpontjai. A haromszdgek kozos kozéppontjat A = TV-t a sz0g-
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pontokkal Osszekot6 AB', AC’, ...egyenesek a dodekaeder hat
élének képei.

A B'R'C’S D'Q hatszég B'R’, R'(Y, . ., @B’ oldalain fekiisz-
nek a dodekaeder hatra levé hat par szogpontjanak K'F’, E‘N',
M'H', G'P, 0'J:, I'L' képei, melyek egy tizenkétszognek szdg-
pontjai. E tizenkétszog nem szabalyos, hanem minden masodik
oldala E'FY, M N, G'H', O'P', .. a dodekaeder élével egyenld és
parhuzamos a B'C’'D', @'R‘S* haromszégek oldalaival. A mondot-
takbol a dodekaeder 1-s6 képe szerkeszthetd.

A dodekaeder AB és TS parhuzamos éle meréleges F'M-re és
azoknak 1-s6 képei ennek 1-s6 képével parhuzamosak. Ennélfogva
ha az A csics az 1-s6 képsikon van, akkor a B és egyszersmind a
C, D cslics az 1-s6 képsiktol, a T cstcs pedig a QRS siktdl F'M
tavolsagra van.

A dodekaeder RKBF csucsai egy négyzetnek szégpontjai,
melynek sikja az 1-s6 képsikra merGleges. Ezért az F', K és R pont
tavolsiaga a BCD siktol egyenlé K'B', B'F' és K'B' + B'F'-sel. Az
F, K és R cslcscsal egyenld tavolsagra vannak az 1-s6 képsikt6l
az EGHIJ, LMNPO, illetve a @S cstcsok. Ezt tekintve a dodekae-
der 2-ik képe szerkeszthetd.

Hogy a dodekaeder arnyékvet6 sokszogét meghatarozzuk,
felkeressiik a 7' ponton Kkeresztiil mend fénysugarnak U metszé-
pontjat a QRS sikkal. Minthogy U a QRS haromszogén beliil van :
a TQKLR, TRMNS, TSOPQ lapok meg vannak vilagitva és az
ezekkel parkuzamos lapok arnyékban vannak.

Ezutan az NSGHO, PQ1JK, LERMFE lapoknak az AT csics-
tengelyen fekv6 metsz6pontjan, mint egy gula csucsan keresztiil
fénysugarat hizunk és metszGpontjanak helyzetéb6l a gula alap-
sikjaval megallapithat6, hogy mely gula lapok vannak arnyékban.
De lehet kozvetlenill is e lapok megvilagitasi tiineményeit vizsgalni.

lgy a GHO haromszog 1-s6 képsikra vetett arnyékanak,
GH,O,-nak,korliljarasi értelme ugyanaz, mint a G* H'O'haromszogé,
tehata GHO lapnak az 1-s6 képsikra latszé oldala meg van vilagitva.

A KQP haromszognek a 2-dik képsikra vetett arnyéka K*@Q* P*,
Ennek és a K"Q"P* haromszognek korlljarasi értelme egyezd,
tehat a K@QP haromszognek a 2-dik képsikra latszé oldala meg
van vilagitva. Amde ez a dodekaeder belsé része felé fordi-
tott oldal; ezért a masik Aarnyékban van. Ugyanezt az eljarast
kovetve lathatd, hogy az FEL haromsz6g meg van vilagitva,
A dodekaeder arnyékvet6 sokszoge tehat: QKLEFCGHOP. Meg-
jegyezziik még ez alkalommal, hogy az Aarnyékvet6 sokszdgnek
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vetett arnyéka a képsikokra magédban zArja a test minden csucsa-
nak vetett arnyékat, igy hogy a csicsok vetett arnyékabol is meg-
allapithat6 a test drnyékvet6 sokszoge.

A szabadlyos rendszer Kristdlyalakjai.

117. Aszabélyosrendszer teljes alakjai. Egy Opontonkeresz-
til (144 4bra.) harom paronként egymasra merdleges félsugarat
hizunk és ezeket egy sikkal az A;, B,, C; pontokban metszsziik. Még
ot sikot lehet akkép elhelyezni, hogy azok ama félsugarakrél ugyan-
oly vonaldarabokat messenek le az O pontbdl mérve, mint az elsd
sik. Ha ugyanis az OA, =a, OB,=25, 0C,= ¢ vonaldarabokat
mind a harom félsugarra rakjuk, tehat a = OA, = OA, — OA,;
b= OB, = OB, = 0By, ¢c= 00, =00, = 0C; az egyes félsuga-
rakon, akkor az 4,B,C;, 4,B;C,, A;,B,C,, 4,B,C;, A,B,C,, A,B,C,
sikok ama félsugarakrdl szintén az a, b, ¢ vonaldarabokat metszik
le kiilonbodzd rendpen.

E hat sik ama harom félsugar iranyaban egyenl6kép viselkedik,
vagyis barmelyik sik a masikba forgathaté ama félsugarak egyike
vagy masika koril (90%Kkal); ezért a hat sik egymast ugyanegy
pontban G-ben metszi. Ama hat sik és a félsugarakat 6sszekots
hirom sik OA4,4,, OA,4;, OA;A, egy siklapu testet hatarol, mely-
nek ez utdbbi harom sikban fekvé hatirlé lapjai congruens négy-
szogek (deltoid), mig a hat sikban fekvé hatarlé lapjai congruens,
de altalaban szabalytalan haromszdgek.

Ha a hat sik metsz&vonalai kozlll azokat, melyek ama siklapu
test élei, ¢ és f betlikkel jeloljik, és pedighaa < b < ¢:

=(A13203» AxBacz), f1 =(A2B301, AsBzcx)
€y =(A-2B3011 4,B,GCy), fo=(4,B,C,, Ast;Cz),
e;=(4;,B,C,, 4,B,C,), f;=(A4,D8,C;, 4,B,Cy),

és a felvett harom félsugaron kereszt(il mené sikot az 1-s6, a 2-dik
és az oldalképsikba helyezziik, ugy hogy az 0A4,B,C,, 0A,B,C,,
04, B, C; félsugarak v, z, z tengelyek, akkor e siklapu test 1-s6, 2-dik
képét a 144, abra mutatja.

Egészitsiik ki ezutdn a felvett harom félsugarat teljes sugarra.
Ekkép még hét, tehat 6sszesen nyolcz ilyen derékszogi, ugynevezett
triédert kapunk, mint az eredeti harom félsugartdl és az Sket Ossze-
kot sikoktol hatérolt végtelen tér, mely az egész térnek egy nyol-
czada — octansa — volt. E szerint még hét ily siklapu testet
nyeriink, mint az elsé volt, melyet képeztiink, ha ezen uj félsugarak

KLUG : Abrazolo geometria. 12
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iranyaban is ugy helyezziik el a sikokat, hogy azok réluk a, b, ¢ vo-
naldarabokat messenek el. Osszesen tehat48sikotbirunkharom paron-
ként egymasra mer&leges és egymast egy O pontban metsz6 egyenes
— tengely — iranyban akkép elhelyezni, hogy e sikok a hdrom
tengelyrdl ugyanoly hosszusagu vonaldarabokat (a. b, ¢) messenek
le és igy a tengelyek iranyaban egyfélekép viselkedjenek.

E 48 sik egy siklapu
testet hatarol, melyakristaly-
tan ugynevezett szabalyos
rendszerének alapalakja és
hexakisoktaeder-nek  vagy
tetrakontaoktaedernek(negy-
vennyolczasnak) neveztetik
ésmelyneka szerkesztett sik-
lapu test egy nyolczada. E
kristaly-alakot az (abc) sym-
bolummal szokas jelSlni,
melvnek betiii a tengelyekr6l
lemetszett részeknek mérs-
szémai.

A szerint,a mint e sza-
mok kozil : 1. a két nagyobb
egyenld, 2. a két kisebb
egyenld, 3.egy végtelennagy,
a masik kett6 killomboz6, 4.
egv végtelen nagy, kett6 pe-
dig egyenld, 5. ketté végte-
len nagy, végre 6, mind a
harom egyenlS, szarmazik
megfelelleg : az ikositetra-
eder (abb), a trviakisoktaeder
(aab), a [letrakishexaeder
fab>j, a vombdodekaeder

144. dbra. faa=), a hexaeder (<aos), az
oktaeder (aaa), mely utdbbi
kettd a mar ismert szabalyos testekkel megegyezd.

Mind a hét kristalyalaknak harom femngelye és harom symme-
triasikja van, mely sikok két-két tengelyen mennek kereszt(l és igy
egymasra szintén ép Ugy, mint a tengelyek paronként merGlegesek.
Mindegyik symmetriasik a kristaly-alakot oly Kkét részre osztja,
melyek egymasnak tiikdrképei a symmetriasikra vonatkozdlag.
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118. — 117. feladat. Szevkeszsziik meg egy hexakisoktaeder (1 1'/,
2) képeil, ha egyik tengelye ¢ az 1-s6 képsikra merileges, a mdsik
kelté, a, b, pedig a 2-dik képsik iranydban dltaldnos helyzetdi,
Szerkesziends a test hdloja annak képeibdl.

Megoldds. (145. abra). E test mindegyik fels6 octansanak 1-sc¢
képe ugyanolyan, mint az el6bbi abraban szerkesztett octansé, az
alséknak 1-s6 képeit pedig a fels6k teljesen elfédik,

145, abra

Hogy a test masodik képét megkapjuk, ismerni kell az egyes
csucsoknak tavolsagat az a, b tengelyeken keresztil mend siktdl.
Ez azonban az el6bbi abraban bemutatott octans csticsainak tavol-
sagaval az 1-s6 képsiktdl, vagy a 2-dik képek tavolsagaval az ¥ kép-
tengelytél megegyez6. De legczélszeriibb ezt a mar megrajzolt 1-s&
képhdl meghatarozni.

12*
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Ugyanis, ha a [b, ¢/ sikot 4j képsiknak, 3-diknak, tekintjiik, és
e sikot nem 1-s6 nyoma koriil, hanem a b tengelyek kortil forgatjuk
az 1-s6 képsikkal parhuzamos helyzetbe, mig tehat a ¢ tengely az
a-val nem egyestil, akkor a forgatott 3-dik képnek 1-s6 képe, melyet
e szempontbdl 3-dik képnek nevezhetiink, a meglévé 1-s6 képben
lesz. A mily tavolsagra vannak tehat a test csucsainak 3-dik képei
b’ tengelytdl, annyira lesznek e cstcsok 2-dik képei a b"-t8l. E sze-

146. abra.

rint az 1-s6 képbdl a csucsok 2-dik képei egyszerlien szerkeszt-
hetdk.

A test egyik octansanak csucsai az A BCDEF G, betiikkel van-
nak jelolve. Ezek koziil G, az octans fGcsticsanak nevezhet3, A tobbi
octansnak f6csucsai Gy G; . . . Gy,

Ha a test egyik lapjanak, pl. az AG,F haromszdgnek valodi
alakjat meghataroztuk, akkor hat ezzel congruens haromszoget akkép
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kell egymas mellé rajzolni, hogy kett6-kettGnek egy k6zos oldala és
valamennyinek . k6z0s szbgpontja legyen. Ezzel megkapjuk egy
octansnak haléjat. A testet nyolcz ily octans hatarolja. Ezeket akkép
kell egy sikban egymassal az éleken osszefiiggbleg rajzolni, a mint
azok a testen egymasra kovetkeznek,

119. — 118. SzerkesztendSk az ikositetvaeder (1 2 2) képei,
ha tengelyei ugyanoly helyzetiiek, mint az elébbi testuek.

147. dbra.

Megoldas. (146. abra.) Ha egy hexakisoktaeder minden octan-
sanak oly két-két szomszéd lapja egyesiil egy sikban, melynek
koz0s éle a rovidebb tengely végpontjan megy kereszt(l, ugy hogy
egy octanst hatarlé hat congruens haromszog helyett, hArom symme-
trikus négyszog (deltoid) keletkezik, akkor a hexakisoktaeder atmegy
az ikositetraederbe, melynek tehat 24 lapja van,

A test képeinek szerkesztése az abrabél kdnnyen felismerhetd,
egyik octansinak cstcsai: ABCDEFG,; a tébbieknek fGcsticsa
Gy, Gy, . .. Gy
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120. — 119. feladat. Szerkesztenddk atriakisoktaeder (112) képei
ha tengelyei ugyanoly helyzetitek, mint az el0bbi lesteké.

Megoldas. (147. abra). Ha hexakisoktaeder minden octansanak
oly két-két szomszéd lapja egyesiil egy sikban, melynek kozos éle
egy tengelyrdl hosszabb vonaldarabot metsz le, mint a tobbi élek,
ugy hogy egy octanst hatarld hat congruens haromszog helyett
harom egyszari haromszog keletkezik, akkor a hexakisoktaeder
atmegy a triakisoktaederbe, melynek tehat szintén 24 lapja van.

148. abra.

A test alakjara olyan, mint egy oktaeder, melynek lapjaira
szabalyos haromoldalu gulak vannak helyezve. A képek szerkesz-
tése az abrabdl lathaté ; egyik octansanak csucsai: ABCG, ; a tob-
bieknek fécsicsai Gy, Gy . . . Gy

121. — 120. feladat. Szerkesztenddk a ftetvakishexaedey (13
képei,melynek tengelyei az OA, OB, OC egyenesck (148, abra).
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Megoldds. Ha ismét a hexakisoktaederbdl indulunk ki és két
szomszéd octansnak szomszéd lapjai egyesiilnek egy-egy sikban
egyenszaru haromszoggé, akkor a hexakisoktaeder a tetrakishexa-
ederbe megy at. Ennél ugyan minden octansnak megmarad a hat
hatarl6 lapja, de minden ily lap két octanshoz tartozik és ezért lap-
jainak szama szintén 24.

A test alakjara olyan, mint a hexaeder, melynek lapjaira sza-
balyos négyoldalu gulak vannak helyezve. A képek szerkesztése az

149. dbra.

abrabdl lathat6 ; egy octans csucsai A BCG,-vel vannak jelolve; a
tobbiek fécsucsai G, G5 . . . Gy.
122. — 121. feladat. Szevkesztendok a vombdodekaeder (1 1
képei és dvnyéka, ha egyik tengelye az 1-s6 képsikva mevéleges.
Megoldds. (149. dbra). Ha a triakisoktaeder két szomszéd octan-
sanak szomszédlapjai egy sikban egyesiilnek ugy, hogy e két con-
gruens haromszdg egy rombusba megy 4t, akkor a triakisoktaeder a
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rombdodekaederbe megy at. Ez az 4tvitel azonban csak ugy lehet-
séges, ha oly sik, melyben két lap egyestil, egy tengelylyel parhu-
Zamos.

E testnek lapjai (12) a tengelyek barmily hosszusaganal rom-
busok, melyeknek atléi oly
viszonyban vannak egy-
mashoz, mint egy négyzet
atléjaannak oldalahoz. Ha
egy oktaeder minden élére
sikokat fektetiink, melyek
az élben talalkoz6 lapok-
hoz egyenl6 szdgek alatt
hajlanak, akkor e 12 siktél
hatarolt tér egy rombode-
kaeder.

A test 1-s6 képe egy
négyzet, melyet a kozép-
ponton kereszt@il mend és
az oldalokkal parhuzamos
egyenesek négy részre
oo T osztanak.

A 2-dik képen a csu-
csok a képtengelylyel par-
huzamosan és egymastol
az el6bbi négyzet atloja-
nak egy-egy negyed tavol-
sagnyira lev8 egyenese-
ken fekiisznek,

A test sajat- és ve-
tett arnyékanak szerkesz-
tése a szabalyos testek
arnyékolasanal mutatott

eljarasok alapjan torténik és az abraban tisztan lathaté.

128. A szabalyos rendszer két feles alakja. Vegyiik ismét a
hexakisoktaeder egyik octansat, pl. a 144. abraban levét figyelembe,
melynek egymasra kovetkezS lapjai: A,B,0,, 4,B5,(;, 4,B;C,,
AyB,Cy. 43B5C,, 4;B,C,,. E hat lap két harmasra oszthat6é; a nem
egymasra kovetkez0 lapok: A4,B;C,, 4.B,C;, 43B,C; és A,B,C;,
4:B,C,, 4,1,C, képezik ezeket a harmasakat. Egy ily harmas h,,
hs, by metsz&vonalainak szerkesztését a 150, abra mutatja, hol
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by = (4;B,C;, 4,B,0,)
hy = (43 B,0,, A,B;C;)

A hexakisoktaeder minden octansidbol csak egy ily harmast
akarunk megtartani gy, hogy a 48 lap kozul csak 24 maradjon
meg. Ha ezen eljarasnal szabalyszerliséget akarunk koévetni, akkor
vagy azokat a harmasokat tartjuk meg az egyes octansokban, melyek
kozlll a szomszédok egymésnak tiilkdrképei a hatarlé symmetria-
sikra vonatkozolag, vagy pedig oly harmasokat, melyek koziil a
szomszédok a hatarld symmetria-sikban lev6 egyik vagy maésik
tengely koriil egymasba forgathatok, tehat congruensek.

Igy ha a 150 a., 150 b. 4brak, a hexakisoktaedernek egy ten-
gelyre merdleges sikra vonatkozé képei, akkor a fels§ (latsz6) 24 lap
kozilll megtarthatjuk az els6 esetben (151. a abra) a nem sraffozott

g e
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150 a. abra. 150b. abra.

12 lapot, és az also lapok koziil az ezek alattlevd 12 lapot, a masodik
esetben a (152. b. abra) a nem sraffozott 12 lapot és a sraffozottak
alatt levg 12 lapot.

Az ekkép szarmazott 24 lapu testet, vagy kristalyalakot, az
els6 esetben dyakis-dodekaedernek, a masodikban pentagon-ikositet-
raedernek nevezik. Az elsének lapjai trapesoidok, a masodiké 6tszo-
gek. Az els§ a symmetria-sikoktdl symmetrikus részekre oszthato,
de a tengelyek koriil nem forgathat6é 90°%kal 6nmagaba ; a masodik
ellenben barmely tengelye koriil 90%kal 6nmagaba forgathato, de
két tengelyén keresztil mend sik nem symmetria-sikja. Mindkét
testnek lapjai a tengelyekrdl szintén ugyanoly nagysagu vonalda-
rabot metszenek le, mint a hexakisoktaedernek lapjai, s mert azoknak
félannyi lapjuk van, mint emennek, azért e kristalyalakok a hexa-
kisoktaeder feles alakjainak neveztetnek.
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Azels6 kristélyalakotl %’i] -vel,a masodikat! 7.2 —-)-vel szokas

jelolni, hol abc annak a hexakisoktaedernek jelolése, melybsl ama
feles alakok leszarmaztattak.
A Kkét test képeit a fGszerkesztési vonalakkal egyiitt a 151, és

[

(71002)

151, dbra.

A dyakisdodekaeder lapjai congruens trapesoidok. A pentagon-
ikositetraeder lapjai congruens otszogek, melyeknek kétszer két
oldaluk egyenlék; t. i a tengelyek végpontjaban és az octansok
cstcsaiban Osszefutok. Pl. a 152. dbraban a CEG,DH 06tszog
oldalai koziil CE= CH, G,E= G,D.

124. A szabdlyos rendszer tetraedrikus feles alakjai. —
A hexakisoktaederb6l még masképen is lehet feles alakot leszarmaz-
tatni, mint az elbbi §-ban tortént, Ugyanis a hexakisoktaeder nyolcz
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octansat két négyesre bonthatjuk akképen, hogy egy-egy négyesben
nincsenek szomszéd-octansok. Ha az octansokat a f6csticsoknal levs
GG, ... Ggbetlivel jeldljiik (145. dbra), akkor a két négyes G, G, GG,
és G,G,G,G,.

Ha egy ily négyesnek lapjait megtartjuk, a tobbieket pedig elta-
volitjuk, akkor a megmaradt lapok meghosszabbitva egy kristalyala-
kot hatarolnak, mely a hexakisoktaeder tetraedrikus feles alakja.

152. 4bra.

A szabalyos rendszer tobbi alakjaibol a hexaeder és 'rombdo-
dekaeder kivételével ez titon leszarmaztathatok feles alakok. Es pedig :
a hexakisoktaeder feles alakja a hexakistetraeder ; az ikosaeder feles
alakja a friakistetvaeder; a triakisoktaeder feles alakja a deltoiddo-
dekaeder ; a tetrakishexaeder feles alakja a pentagondodekaeder,
végre az oktaeder feles alakja a fefraeder. A hexaeder- és rombdo-
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dekaedernek azért nincs feles alakja, mert anégy nem szomszéd-
octansnak harom-harom lapja egyszersmind a tobbi négy nem szom-
széd-octansnak is lapja. Bar ugyanazt latjuk a tetrakishexaedernél
is, t. i,, hogy négy nem szomszéd-octansnak hat-hat lapja egyszer-
smind a t6bbi négy nem szomszéd octansnak lapja; amde ily hat-
hat lap koziil hairom nem szomszédlapot az egyik octanshoz tartozo-

153. abra.

nak, a masik harmat pedig a szomszéd-octanshoz tartozonak
tekinthetjiik és bel6le egy uj testet, a feles alakot szarmaztathatjuk le,

E feles alakoknak legaltalanosabbika tehat a hexakistetraeder,
ennek 24 lapja a harom paronként egymasra mer6leges tengely
iranyaban szintén oly helyzet(i, hogy mindegyik lap a tengelyekr 61
a, b, ¢ vonaldarabot metsz le ép Ugy, mint a teljes alak lapjai. A feles
alakokat itt is ugyanazon symbolummal jeloljiik, mint a teljeset, a
melybélleszarmaztathat6k, csakhogy a symbolumot, még 2-vel osztjuk.
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125. — 122, feladat. Srerkesztendbk a hexakistetvacdernek

L 17,72,2) .
( 5 kepei,

Megoldds. (153, abra). Rajzoljuk meg a test teljes alakjanak
képeit (145. Abra) és tartsuk meg a fels6 négy octans kozil a
G,ABCDEF-et és azt az egyet (G;), mely véle nem szomszédos,
ugyszintén az alsé négy kozil azt a kettét (G, Gy), mely ezekkel
nem szomszédos.

Hosszabbitsuk meg G, A BOCDEF octansban a G, D, G, E, G, F
éleket. mig a tobbi harom megtartott octansban az ezeknek megfe-
lels éleket a H, I, .J pontban nem metszik. Ezzel a testet hatarlo

154. abra.
lapok egy negyed része mar meg van hatarozva és ebbél a hatra levo
lapok és élek konnyen meghatarozhatok.

2.2 .
126.— 123. Szerkesztenddk a triakistelmedernek(1—7.;7—- ] képet.

Megoldds (154 abra) Induljunk ki az ikositetraederbdl
(146. abra), melynek G;ABCDEF octansat és az ezzel nem szom-
szédos octansokat (Gj, G, Gg-at) megtartvan lapjait egymassal
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metszéshez hozzuk. A G,D, G4 E, G, I’ élek és az ezeknek megfels
élek egyméast a H, I, J pontban metszik, ugy hogy G,HIJ egy
quadransa a testnek, Ugyanigy szarmaznak a tobbiek is.

127. —— 124. feladat. Szerkeszszitk a deltoiddodekaederynck

( L 2—~) képeit.
Megoldds. (155. abra). E test atriakisoktaederbsl (147, abra)szar-

maztathat6 le, ha a nem szomszédos octansainak lapjait metszéshez
hozzuk.

155, dbra.

A @G, ABCoctans G4, G B élei a felsé nem szomszédos octans-
nak (Gg-nak) megfelel$ éleit az U, V pontban metszik; ezeknek
a B, illelve 4 pontokkal §sszekidt egyenesei egy J pontban talal-
koznak, és G ABJ egy lapja a testnek. A J pont képeib6la H, I, K
pontoknak képei meghatarozhatok, mert az 1-s6 képek H'I'J'K'
egy négyzet szogpontjai; a 2-dik képek H", I, E" pedig a tenge-
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lyek O metsz6pontjanak 2-dik képén, 0“-n, kereszt(il mend és a
képtengelylyel pairhuzamos egyenestdl époly tdvolra vannak, mint J“.
128: — 125. feladat. Szerkesztendlk a pewtagondodekacder

( I—lyf) képei.

Megoldas. (156. abra.) A tetrakishexaeder (148. dbra) G,.EAC
octansanak hat lapja koziil harom nem szomszédlapot, tehat az
AGy, BG,, CGy élen keresztlil menét és megfelelleg az OC, 04, 0B
tengelvlyel parhuzamosat metszéshez hozzuk egymadssal; ezzel a

1566. abra.

testnek @, csicsabdl kiindulé G, I, G, H, G, K éleit kapjuk, Ugyan-
ezt teszsziik a tobbi nem szomszéd-octanssal (G, G, Gg-czal). A tet-
rakishexaeder minden oly cstcsparjan, mely egy tengelynek vég-
pontja, egy masik tengelylyel parhuzamos élpar megy kereszt(l. Igy
jelenesetbenaz 4, B, O csicsokon az 0C, 04, OB tengelylyel parhu-
zamos élek mennek kereszt(l, melyek az el6bbi élekhez csatlakoznak.

A test lapjai symmetrikus Stszégek, melyek, ha szabalyos 0tszo-
gekbe mennek at, Ugy a test a rombdodekaeder néven ismert szaba-
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lyos test lesz. Ezért van meg a hasonlatossag ezen dbra 1-s6 és a
142. abra 4 képei k6z6tt,

A pentagondodekaeder mind a nyolcz octansanak megmarad-
nak fGcstcsai és ezért azt a tetrakishexaeder oly leszarmazasanak
tekintjliik, mint a mikép a dyakisdodekaeder szarmazik a hexakisok-
taederbdsl.

129. Aszabalyos rendszer negyedesalakja. A fetraedrikuspen-
tagondodckaeder a dyakisdodekaeder, vagy a pentagonikositetraeder
tetraedrikus feles alakjanak tekinthetd, mert ezekbdl akkép szarma-
zik, hogy négy nem szomszédos octans lapjait elhagyjuk és a masik
négy szintén nem szomszédos octansnak lapjait metszéshez hozzuk
egymassal.

Ez a test természetesen még a hexakistetraederbs! is leszar-
maztathat6, ha minden quadransanak hat lapja koziil oly harom
nem egymadasra kovetkezé lapjat tartjuk meg, melyeknek nincs
kozos éliik.

E test képeit a 157. 4bra mutatja. A G,D, G, E, G, F élek a
dyakisdodekaeder (151. abra) ugyane nevd éleinek meghosszabbita-
sai. Az AF, BD élek t-s6 képei merGlegesek az A0, BO tengelyekre ;
a CE él 1-s6 képe parhuzamos a CEG,D lapnak 1-s6 nyoméval,
vagy nyomaval az AOB sikon. Ha a tobbi harom quadransra (G, Gy,
Gg-ra) is elvégezziik e szerkesztést, Uigy megkapjuk a test 1-s6
képét és ebbdl a 2-dik képet.

A test 12 0tszogl lapjai congruensek, de nem egészen szabaly-
talanok, a mennyiben kétszer két oldaluk egyenls. A 157. 4bra
EG, DHI 6tsz6gének oldalai k6zil HD = HI, G,D= G, E. —

Emlékezetbe akarjuk hozni még ez alkalommal, hogy a tar-
gyalt kristadlyalakok mindegyikének lapjai a tengelyekrdl egyenld
vonaldarabokat metszenek le, ése lapok a tengelyeken fekvd pont-
jaival is kifejezhet6k. Ha pl. az utolsé kristalyalaknak lapjait a ten-
gelyeken fekvd pontokkal akarjuk kifejezni, jeldljik mint el6bb a
7, quadrans egyik lapjanak metszGpontjait az O ponton kereszt(il
mend tengelyekkel 4,, C;, B,-mal. Rakjuk az 04,, 0C,, OB, ten-
gelyekre az O pontbdl mérve ugyanazon részére, melyen az A4,,0,,
B, pontok fekiisznek, az 04, =a, OC, — ¢, OB, = b vonaldarabo-
kat akképen, hogy az 04,, OB,, OC, vonaldarabok az 1-s6 tenge-
lyen, az 04,, 0B,, OC, vonaldarabok a 2-dik tengelyen és az 0A,,
OB,, OC, vonaldarabok a 3-dik tengelyen egyenl6k legyenek
megfelelbleg az a, b, ¢ vonaldarabokkal.

Hatdrozzunk meg a tengelyek masik részén szintén Kkilencz
pontot, U, By, . . . €4t akképen, hogy az O%,, OB,, 0C, és az 0%,
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végre O%,, 0B,. OC, vonaldarabok az 1-s6, 2-dik, 3-dik
tengelyen egyenl6k legyenek az a, b, ¢ vonaldarabokkal.
Ezt véve a tetraedrikus pentagonaeder

G, quadransanak lapjai 4,B;C. A,B,C;, 4;B;C,

Gs ERE v' QIJB:)(S"Z) g[ﬂéBl@::x;' Asg
Gu » » '9[1%3@;{ Aﬂsx@a’ QI3232@1
GSM o e 1

KLUG : Abrdzolé geometria. 13
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X. FEJEZET.

Siklapu testek metszésel sikkal és egyenessel.

130. Az 4ltaldnos eljards. Egy siklapu test metszését egy S
sikkal akkép hatdrozzuk meg, hogy a test éleinek vagy lapjainak
felkeressiik metsz&pontjait, illetve metszévonalait az S sikkal: a
metszépontok és metszGvonalak a metszésidomnak, mely sokszog,
szbgpontjai, illetve oldalai, A test élei és lapjai véges hosszisaguak
1évén, nem minden él és lap, mint véges hosszisagi egyenes és
sik, fogja a metsz8 sikot metszeni. Ennélfogva csak azoknak az
éleknek és lapoknak metszésel szolgaltatjdAk a metszés-idomnak
szbgpontjait és oldalait, melyek meghosszabbitas nélkiil metszik a
sikot. Azt azonban, hogy melyek a metsz6 élek vagy lapok, csak
kisérlet utjan tudhatjuk meg, ha tényleg megszerkesztjiik a metszést.

Hasonlékép egy egyenes metszOpontjai egy siklapu testtel oly
pontok, melyekben az egyenes a testnek lapjait vagy éleit azoknak
meghosszabbitasa nélkiil metszi. Ezt szintén kisérlet utjan tudhat-
juk, bar czélszerd a kiovetkezg altalanos eljarast, mely a szerkesz-
tést egyszerdsitheti, figyelembe venniink.

Az egyenes metszGpontjai a siklapu testtel, azon metszésidom
kerliletén fekiisznek, mely szerint metszb egyenesen keresztiil fek-
tetett tetszGleges. sik a siklapu testet metszi, Ennélfogva ha egy
egyenesnek és egy siklapu testnek metszpontjait akarjuk megha-
tarozni, a testet az egyenesen keresztll mend oly sikkal metsziik,
melynek metszésidomat a testtel lehetd legegyszeriibben szerkeszt-
hetjiik ; az egyenes metszSpontjai a metszésidom Kkertiletével képe-
zik egyszersmind a siklapu test €s az egyenes metszGpontjait.

Ezen altalanos észrevételek utdn mar attérhetiink az egyes
kiilonds feladatokhoz.

131, — 126. feladat. Szerkeszlendd egy otoldalii guldnak met-
szésidoma egy sikkal,

Megoldds. (158. abra) A gula alapsokszége ABCDE az 1-s6
képsikon fekszik; a sik nyomai s, S;. Minthogy s, nem metszi az
alapsokszdget, azért a sik sem metszi azt, hanem csak az oldallapo-
kat. Ha tehat az MA, MB, MC oldalélek metszSpontjait 4, B, C . . .-t
felkeressiik az § sikkal és azokat abban a rendben, a mint az oldal-
¢lek a testen egymadsra kovetkeznek AB, BC, . .. egyenes vonalak-
kal osszekétjiik, igy megkapjuk az ABC . .. metszésidomot.
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De nem épen sziikséges minden egyes élnek metszGpontjat az
S sikkal az altaldnos eljards szerint meghatarozni. Mert ha pl. az
MC élnek C metszOpontjat az 8§ sikkal az 4ltaldnos eljaras szerint
megszerkesztjiik, akkor ebbdl a tobbi éleknek metszdpontjai kovet-
kez8kép hatarozhaték meg:

Az MBC lapnak 1-s6 nyoma BC. Az s, és BC-nek metszs-

s

158. abra.

pontjan, I-n, megy keresztiil'az 8, MBC sikok metszévonala CB;
ebbdl az MB metszépontja az $§ sikkal, t. i. a B = (MB, CI) pont,
meghatéarozhato.

‘Hasonlokép az (AB, s,) = F metsz6ponton megy keresztiil
az MAB lapnak FB metszdvonala-az S sikkal; ennélfogva (MA,
BF) = A az MA metsz6pontja az S sikkal, stb.

E szerkesztés mutatja, hogy a metszésidom 1-s6 képének

13
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A'B'C' D E*-nek és azalapsokszognek 4 BODE-nek megfelel oldalai-
A'B',AB; B'C', BC,...egymast az s. egyenesben metszik, és a meg-
feleld szogpontokat OsszekotG6 egyenesek: M'A'A, M'B'B, ...
mint az éleknek 1-s6 képei, a gula csucsanak [-s§ képében talal-
koznak. Ily helyzetd sokszogek, mint A'B‘'C' ..., ABC... per-
spectiv helyzet( collinear sokszogek; s, a collineatiéo-tengely, M a
collineati6-kozéppont.

Az A'B'C’... sokszig tehat egyik szogpontjanak, pl. a ¢’
pontnak, pontos meghatarozasatdl fligg, mert C’-bél kell a tobbi
szogpontokat szerkeszteni.

Egy mds eljdrvds vagy moédszer az volna, hogy kozvetlen a
glla lapoknak keressiik metszGvonalait az S sikkal.

Egy a gula M csuicsan keresztiil mené és az 1-s§ képsik-
kal K,-gyel parhuzamos R sik az S-et egy » egyenes szerint metszi,
melynek 7', '/ képei konnyen szerkeszthetdk.

A guldnak egyik, pl. MDE lapja a parhuzamos K, és R
sikokat parhuzamos egyenesek szerint metszi; K,-gyel a metsz6-
egyenes KED, R-rel pedig egy ezzel parhuzamos és az M ponton
keresztiil mend egyenes MN. Minthogy az 8§ sik a KED, MN
egyeneseket a K — (s.. ED) és az N = (MN, ») pontokban
metszi, azért KN az 8 siknak metszdvonala az MDE gulalappal.

Az s. nyom és az r egyenes segélyével tehat a gula oldal-
lapjainak metszévonalait az [s,#] = 8 sikkal kovetkezGkép talal-
juk: az alapsokszog egy oldalaval a gula cstcsan keresztiil parhu-
zamost huzunk, melynek metszépontjat »-rel Osszekotjik az alap-
sokszog illetd oldaldnak és s,-nek metszOpontjaval; az Gsszekotd
egyenes metszévonala az S siknak azzal az oldallappal, mely az
alapsokszog illetd oldalan megy keresztiil.

Igy lett pl. az MAD oldallap metszGvonala az § sikkal
szerkesztve.

Minden ily metsz6vonalnak végtelen tavol fekvd pontjat,
tehat a pontos szerkesztésre igen alkalmast, egy uj egyenesnek
g-nek hasznalataval is megkaphatjuk. E g egyenes a gula M csicsan
keresztiil mend és az § sikkal parhuzamos Q siknak metszGvonala
az alapsokszog sikjaval s mint ilyen az s,-t61 ép oly tavolsagra
van, mint M az »-t6l (gs, tavolsig = M'r' tavolsag).

Az MED lap metszdvonala a Q sikkal az M ponton és az
L = (g, ED)ponton megy keresztiil ; az ML-lel lesz tehat a KEDN
egyenes, mint az 8 sik és az MED gulalap metszGvonala par-
huzamos. Ha tehat a gula alapsokszogének oldalait, az s,-gyel és
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a g-val metszéshez hozzuk; és az s,-en nyert metsz&pontokon
keresztiil pArhuzamosakat huzunk azokhoz az egyenesekhez, melyek
a g-n nyert metsz6pontokat az M csicscsal 6sszekétik, akkor a
gula oldallapjainak metszdvonalait az § sikkal, azaz a metszés-
idom oldalait fogjuk nyerni.

Igy az AB metszi s;-et és gt az F és a G pontban;
I'ABH//GM, az MAB lap metszévonala $-sel.

Mindezekbdl lathat6, ha a gula alapsokszdge az 1-s6 (2-dik)
képsikon van:

‘A metszésidom 1-s6 (2-dik) képe a gitla alapsokszigének 1-s6
(2-dik) képével perspectiv helyzetii collinear alakzal, a giila kozép-
pountjdnak 1-s6 (2-dik) képe a collineatio-kizéppont, a két sokszég
sikjanak wmetszévonala a collinealio-tengely.

A melszésidom valddi alakjat megkapjuk, ha azt az 8§ metszd-
sik -s. nyoma koriil az .1-s6 képsikra boritjuk.

E szerkesztésnél czélszerli az » egyenesnek leboritott hely-
zetét r,-et felhasznalni. Igy az FABH egyenes az s, és r-taz F
és H pontban metszi; ha HH, | s, és H, az r,-en van, akkor
FA B, H, az FABH egyenesnek leboritott helyzete, melyen az
A B, pontok (A4, | s, B'B, | s,) kénnyen megtalalhatok.

A leboritott egyeneseknek végtelen tavol fekvd pontjait elére
megkaphatjuk, azaz elég egyszerlien szerkeszthetiink oly egyene-
seket, melylyel a leboritott metszési sokszdg oldalai parhuzamosak.

Ugyanis minthogy MG a Q sikban parhuzamos F'4ABH-val
az 8§ sikban, tehat MG és g-nak hajlasszége egyenld FABH és s,
hajlasszogével: a leboritott MG és FABH egyenesek: M,G,
FA,B,H, is parhuzamosak.

Ennélfogva ha a 0 = [Mg] siknak g nyoma korill az 1-s8
képsikba leboritott M pontot M,-nek nevezziik, akkor ezen M, pont
és az s,, q egyenesek segélyével az alapsoksz0ogbél a leboritott met-
szési sokszOg oldalait ugyanazon eljaras szerint nyerjiik, mint a
milyennel a metszési sokszdg 1-s6 képének oldalait az M pont 1-s6
képe, és szintén az s,, ¢ egyenesek segélyével mar talaltuk. (T.i:
FAB metszi s, és gt az F és G pontban, FA'B'//GM'; mig
FA,B,//GM,.)

A leboritott metszési soksziget tehdt az alapsokszoghol a
melszési sokszdg képeinek felhasimdldsa nélkiil is meghatdroz-
hatjuk.

Minthogy a metszési sokszog 1-s6 képének szogpontjai azon
egyeneseken fekiisznek, melyek az alapsokszog szogpontjait az M’
ponttal 6sszekotik, azért a szerkesztés egyféleségét tekintve, a lebo-
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ritott metszési sokszdg szogpontjai is azon egyeneseken lesznek,
melyek az alapsokszdg szogpontjait az M, ponttal Osszekotik.
(Tehat az M, A, A, M,B,B, .. pontok egy-egy egyenesen fekiisznek.)

Ebbdl kovetkezik: a leboritott metszési sokszig perspectiv
helyzetdi collinear alakzata a gila alapsokszigének; az M, pont
a collineatié-kbzéppont, az s. nyom a collineatio-tengely.

A gila hdléjat és a metszésidomot a hdlém a 158 a. dbra
mutatja. Ez a 158. abrabdl akkép szerkeszthetd, hogy az egyes
gulalapok MAB, MBC, . . . kozos oldaléleikkel Gsszefiiggbleg egy-
méas mellé rajzoltatnak.

Az MA él és hasonlékép a tobbi él a 2-dik képsikkal parhu-
zamos helyzetbe lettek forgatva a csucson keresztiil mend és az

158 a. abra.

1-s6 képsikra merGleges tengely koriil; MA'; és MA": az MA és
MA vonaldarabok valoédi hosszusaga. A halé AB, BC, . . ..
egyenesei egyenlék az alapsokszég AB, BC, . .. oldalaival,

182. — 127. feladat. Szerkesztendd egy négyoldalit hasdb sik-
melszése ; e metszés valodi alakja, és alakja a hasdb hdldjan,

Megoldas. (159. 4bra.) A hasab alapszége ABCD az 1-s§
képsikon fekszik, a metsz6 sik § = [s,, s;]. Minthogy s, nem metszi
az ABCD alapsokszoget, azért a sik a hasdbnak oldalfeliiletét
metszi, A hasdb oldaléleinek metsz8pontjai vagy oldallapjainak
metsz6vonalai az S sikkal, a metszési sokszognek szdgpontjai,
illetve -oldalal,

Az oldalélek metsz8pontjait az S sikkal, vagy az altalanos
eljaras szerint, vagy pedig a kovetkezSképen szerkesztjiik :
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A hasab egyik élének, pl. az A-n keresztll menének a-nak,
1-s6 projicidlo sikjat 3-dik képsiknak vélasztjuk és felkeressiikk az
a élnek 3-dik képét 44" P'"-mat egy az élen fekvé (P’, P') pont 3-dik
képének P“-nak segélyével (PP, = P'P"), valamint az 8§ siknak
3-dik nyomat F@'’A'-mat egy az 8 sikban fekvé (¢, @) pont 3-dik
képének Q"“-nak segélyével (Q”“Qx= Q'Q"). Az A AP és az

159. dbra.

QA" metszbpontja A/, az a él és az S sik metsz6pontjanak
3-dik képe, melybdl az 1-s6 és a 2-dik kép A’, A" mar merblegesek
huzasa altal szerkesztendd,

A hasab tobbi éleinek metszGpontjait az § sikkal ugyanezen
eljards szerint szerkesztjiik, felhasznalvan azt a viszonyt, hogy
az éleknek 3-dik képei és a sik 3-dik nyomai, az egyes éleken
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kereszt(il mend -1-s6 projicialé sikokon, ugy a térben, mint a lebori-
tasban parhuzamosak.

Ha tehat a B ponton keresztlil mend oldalélnek b-nek, 3-dik
képét, nem az a-nak 1-s6 projicialé sikjan, hanem a b-nek 1-s6 proji-
cial6 sikjan, mint 3-dik képsikon akarjuk meghatarozni, akkor a B-n
keresztiil az 44‘-mal parhuzamos BB’ egyenest huzunk, mely
b-nek 3-dik képe. Ugyancsak az 8 siknak 3-dik nyoma ezen uj 3-ik
képsikon parhuzamos F@“‘4'*“-mal és Kereszt(il megy azon ponton,
melyben a b élnek 1-s6 képe az s,-et metszi.

E szerint az ABDA alapsokszog szogpontjain keresztll par-
huzamosakat hiizunk az 4 A"“-mal és az oldalélek 1-s6 képeinek és
s;-nek metszpontjain kereszt{il parhuzamost hizunk F4A‘‘-mal;
végre a megfelel parhuzamosak metszdpontjaibol A, B, C"
D'-bdl merdlegeseket bocsatunk az illets élek 1-s6 képeire ; ezek-
nek A'B‘C'D’' talppontjai, az élek metsz8pontjainak 1-s6 képei
lesznek,

Az ABCD metszési sokszog oldalai az ABCD alapsokszog
oldalait sikjuknak metszdvonalaban, mely jelenleg s,, metszik; s
ezért a két sokszog képei peresp. helyzet( affin alakzatok. Ennél-
fogva az egyik sokszogbdl, tovabba a masiknak egy szdgpontjabol,
valamint az affinitasi-tengelyb6l a masik sokszégnek tobbi szog-
pontjai egyszer( uton szerkeszthetdk.

A metszésidom valddi alakjat megkapjuk, ha azt sikjanak, pl.
1-s6 nyoma koriil az 1-s6 képsikra boritjuk. A leboritott szdgpon-
tok A,B,C,D, azokon a merélegeseken fekiisznek, melyeket az
A'B'C'D' pontokbdl s,-re bocsathatunk, Masrészt az 4 pont tavol-
sdga az s,-nek F pontjatdl egyenld FA’“-mal, llyen lesz tehat a
leboritott 4, pontnak is tavolsidga az F-t6l (F'4, = FA'"). Ugyanigy
a B''C"" D" pontoknak tavolsaga és a B,(, D, pontoknak tavolsiga
azon pontoktdl, melyekben megfelel6leg a BCD pontokon keresztiil
mend élek 1-s6 képei az s,-et metszik, egyenlSk.

A hasab haléjanak szevkesztésénél czélszerG a hasabot egy
az oldaléleire merdleges sikkal metszeni, mert e metszés (normd-
lis melszés) a haloban egy egyenes vonalon lesz, minthogy a hasab-
élek a metszési sokszog oldalaira merdlegesek.

Az u, egyenes, mely az alapszog C pontjan megy keresztiil és
merSleges az oldalélek 1-s6 képeire, egy az oldalékre mer6leges
U siknak 1-s6 nyoma.

Az U sik metszését *A* BC*D-ét a hasabbal ugyanazon uton
szerkesztjik, mint az 8 sikét. E- szerkesztésnél az oldaléleknek lebo-
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ritott helyzete 4“4, BB ... 1-s6 projicial6 sikjuknak 1-s6 nyoma
korill ugyanaz marad mint el6bb volt, ellenben az U sik nyomai
eme projiczial6 sikokon az 44"/, BB’ .. .-ra merfleges egyenesek
lesznek, melyek az #, egyenes pontjaibol indulnak ki. A normalis
metszés-1-s6 képe tehat *A*B'C*D’ és valddi alakja *4 *B,C*D,.

Ha a normalis-metszés valodi alakjat egy egyenesre *D*A*BC*
D-rekifejtjiik (159 a.abra) és a pontokban az illet§ egyenesre mer§lege-

159 a. dbra.

seket emeliink, dgy a hasab oldaléleit megkapjuk a halon, Az ABCD
alapsokszdg szogpontjai és az A BCD metszésidom szogpontjaia hlon
kiadodnak, ha e szégpontoknak tavolsagat a normalis metszés szog-
pontjaitol, tehat az*4'“4 *B"“B....és*A"" A", *B'"“B", .. . vonal-
darabokat a haléban' az illet6 élekre reakrakjuk (*44=*4""A,
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*AA="A4""A""), Ugyanigy lett a fels6 alapnak G szégpontja is a
3-dik képbdl meghatarozva (DG = DG).
1838. — 128. feladat. Messiink egy havowmoldalit hasidbot H-t
egy oly sikkal, mely azt egyenoldalic haromsz0g szevint metszi,
Megoldds. (160, abra.) A hasab alapsokszige az 1-s6 képsikon
levé ABC haromszog. A hasabot az § = [s,, s,] sikkal, mely oldal-

160. dbra.

éleire merdleges, az ABC haromszdg szerint metszsziik az el6bbi
példaban mutatott eljaras szerint (4.4 | FA'"; A"*AF<] a hasab
éleinek, A'“FA < az § siknak 1-s6 képsikszoge; 4'“A’ | AF, stb.).
Az ABC normalis metszésnek valdédi alakja, az S sik 5, nyoma
kériil az 1-s8 képsikra leboritott hiaromszog A,B,C,. Képzeljik a
H hasabot is az ABC haromszdggel egyidejlleg forgatva. A middén
ABC az A, B,C, helyzetet eléri, azaz az 1-s6 képsikba jut, a vele
egylitt forgatott H hasab oldaléleivel az 1-s6 képsikra mer(le-



ges helyzet(i H, hasabba kertill, melynek alaplapja az 4,B,C, ha-
romszog.

Ha most egy egyenoldali - haromszoéget tudunk szerkeszteni,
melynek 1-s6 képe az A,;B;C, haromszdg (100. feladat), akkor
annak U, sikja a H, hasabot ugyancsak abban az egyoldali harom-
szOgben metszi. Es ha e haromszdg sikjat U,-et a H. hasédbbal
egyltt az s, koriil addig forgatjuk, mig n, a H helyzetbe nem jut,
akkor a forgatott U,, melyet U-val akarunk jeldlni, mar a H hasabot
egyenoldalu haromszdg szerint metszi.

A 100-dik feladat megoldasara visszagondolva, az A,B,C,
haromszog B,C, oldala folé egy A,B,C, egyenoldali haromszéget
szerkesztlink; ennek A4, csucsan és az A, ponton keresztiil kort
fektetlink, melynek kozéppontja a B,C, egyenesen van. Ha e kérnek
I metszOpontja a B,C, egyenessel oly helyzetd, hogy az A4,IB,

< A,1B, -nél és ha ezen I ponton Kkeresztiil huzott B* C*,
egyenes akkép van meghatirozva, hogy A,IB * <Y = A,IB,
akkor a B,, C, pontokb6l az A4,I = e,-re bocsatott mer6legesek a
B*,C",I egyenest a B*,C*, pontokban metszik és 4,B*,C* harom-
szbg egyenoldalu.

Ezt az A4,B* C* haromszog az A,] — e, egyenes Kkoriil egy
bizonyos (B,) OB, — ¢ szog alatt egyik vagy masik értelemben
forgatva oly helyzetbe jut, hogy derékszégl projectidja az 4,B,C,
haromszég ((B,)0 — B*,0, B*,0 | e, (B,)B, | OB,). E helyzetbe
forgatott A, B*,C*, haromszog U, ésV, sikja tehat mar a H, hasabot
az A, B;*C,* egyenoldali hdromszdg szerint metszi.

Az U, és V, sikot az s, koriil most addig kell forgatni, mig a
H, hasab a H hasdbba, vagy a mi ugyanaz, az A,B,C, haromszbg
az 8 sik ABC haromszogébe nem jut. E forgatasnal az A, /1E, = ¢,
egyenesnek az s,-en fekvé E; pontja nem valtozik, 4, pontja pedig
A-ba keriil igy, hogy a keresett két sik U és V az AE, — e egye-
nesen megy Keresztlil és S-hez ¢ szog alatt hajlik, s mint ilyen,
meg van hatarozva. Ezen az e egyenesen Kkeresztiil kell tehat azt a
két sikot U, V atfektetni, mely az 8§ sikhoz ¢ szog alatt hajlik, ezek,
valamint a veliik parhuzamos sikok mar a H hasabot egyenoldalu
haromszdgek szerint metszik.

A 83.feladat szerint e egyenest ¢' koriil 1-s6 projicial6 sikjaval
az 1-s6 képsikba boritjuk az [A]E, == [¢] helyzetbe. Az ¢' egy ¢
pontjabdl Q[P] merdlegest bocsatunk [e]-re, melynek talpa [P}, és
Q[P]-t egyenlSvé tesszitk Q(P)-vel az ¢' egyenesen. A ¢ pontban az
e'-re emelt w merGleges az s;-et egy R pontban metszi. A (P)R
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egyenesnek (P) pontjan keresztiil két egyenest huzunk, melyek a
(P)R-hez ¢ szog alatt hajlanak ; ezek az egyenesek a w-t az U és V
sikok 1-s6 nyomanak #.. v,-nek egy-egy pontjidban metszik. Mas-
kiilonben az U és V siknak 1-s6 nyomai még az r, ponton, 2-dik
nyomai pedig az E, ponton mennek keresztiil,

Az U=[u,n] V=[v, vy] sikok a hasabot az AB,C,
AB,C, haromszidgek szerint metszik. (Az AB és AC metsz6pontjat
az u,-gyel, 6sszekotjilk A'-sel; az Osszekotd egyenesek az AB,C,
haromszog 1-s6 képének A'B', A'€’, oldalait adjak. Ha tovabba
B'.,B=B'B, és 0,0 = CC, akkor A'B.(’, 1.s6 képe az
AB,C, haromszognek.)

Az AB,C, haromszdg az 7. nyom korll az 1-s6 képsikra lett
boritva; a leboritott helyzete (4) (B,). (C,), mely egyenoldali
haromszdég.

1834, — 129. feladat. Szevkesztends egy oly oklaedev sikmel-
szése, mely csucstengelyével az 1-s6 képsikva wmerdleges.

Megoldds. (161. abra.) Az 1-s6 képsikra meréleges csticsten-
gely AF az (s, s,] metsz6sikot a P pontban, az AF tengelyen
keresztill mené ACFE és ABFD sikok pedig az [s,, s;]-t a PG és a
PH egyenesek szerint metszik. PG az ACFE négyzet oldalait a
2 és 5 pontban, PH pedig az ABFD négyzet oldalait a 3 és 6
pontban, végre az [s,, s3] sik a BCDE négyzet oldalait az 1 és 4
pontban metszi. 123456 hatszog lesz tehat az ABCDEF oktaeder
metszésidoma az [s,, s,] sikkal.

Az 123456 hatszog rajzolasanal ligyelniink kell arra, hogy az
12,45; 23, 56; 34, 61 oldalparak, melyek parhuzamos oktaeder-
lapokon feklisznek, parhuzamosak, s ilyenek lesznek tehat egynevi
képeik is.

De ha a szerkesztés pontossagat még fokozni, vagy a mar
meglévit, pontossag tekintetébd! ellendrizni akarjuk, a kovetkezGket
lehet figyelembe venni:

Az ACD és ABE oktaederlapok az 1-s6 képsikot az Al egye-
nes szerint metszik, mely BE//CD-vel parhuzamos. Az Al és
nyomok k6z0s I pontjan megy keresztlil ama oktaederlapoknak
16, illet. 45 metsz&vonala az 1s.. s;] sikkal.

Az FBE, FCD oktaederlapok, melyek az el6bbi kettSvel par-
huzamosak, az F ponton keresztiil mend és az 1-s§ képsikkal par-
huzamos sikot az FJ egyenesben metszik, mely az [s,, s,] sikot a J
pontban talalja. E J ponton mennek tehat keresztiil ama oktaeder-
lapoknak 34, 12 metsz8vonalai az [s,, s;] sikkal.
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Az ADE oktaederlap és az[s,, s3] sik az 1-s6 képsikkal parhuza-
mos BCDE sikot a DE, és az 14 egyenes szerint metszi; a DE és
14 metszépontjan K-n megy tehat az 56 egyenes, mint az ADE
oktaederlapnak metszévonala az [s,, s,] sikkal, kereszt(l, stb.

A 161 a. dbra az oktaeder haldjan levé metszésidomot 432165
abrazolja.

161. dbra.

135. — 130. feladat. Szerkesztendd az ikosaedernek sikmetszése,
ha egyik csiicstengelye az 1-s6 képsikra merdleges.

Megoldds. (162. abra), Az 1-s6 képsikra merdleges AL csucs-
tengely és a GHIJK, BCDEF otszogek E, F sikjai az 1. sy
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metszdsikot az O pontban és az e, f egyenesekben metszik. Az ¢ és
az f egyeneseknek metszépontjai a GHIJK, BCDEF ©btszdgek
keriiletével a 2, 11 és a 6, 9 pontok.

Az A. GHIJK és az L. BCDEF gila oldaléleinek kdz8s 1-s6
képiik van. Az AK és LC oldaléleknek és az [s,, s,] sikban fekvs
ON egyenesnek kozos 1-s6 képe van. ON az AK, LC éleket az
1, 7 pontban metszi. Az f egyenesnek és a BC élnek metszSpontjit a
7 ponttal 6sszekot6 78 egyenes a BCL gulalapnak metszGvonala

161 a. dbra.

az [s;, s,] sikkal. E szerint a széban forgd két guldnak metszése az
[s1, s;] sikkal a 11 1 2 és a 6789 tortvonal.

Hatra volna még a prismatoid oldallapjainak metszése az
{s,, s3] sikkal. A. GFB -lap az F sikot a. BF' egyenes szerint az E
sikot egy a G ponton kereszt{il men6 és BF-fel parhuzamos GP
egyenes . szerint metszi. Ha az e és G P-nek kozos pontja P, akkor
9 Plesz a GFB lapnak metszdvonala és 10= (9 P, GF) a GF
élnek metszGpontja az [s,, s,] sikkal. Ugyanezen duton lettek az
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5, 4, 3 metsz6pontok is meghatarozva gy, hogy az [s,, s,] sik az
ikosaedert az 1 2 3. .. 10, 11 sokszog szerint metszi.

E sokszog négy par oldala 1 2, 7 8;45, 9 10; 56, 10 11; 67,
11 1 parhuzamos lapokon fekszik; ellenben a t6bbi harom oldal
kozott (23, 34, 89) nincs parhuzamos. Figyelemre mélté a 34 oldal,

mely az 1-s6 képsikra nézve latszé6 és két nem latszo6 oldalhoz 23
és 45-hez csatlakozik.

162, abra.

A metszés valddi alakjat az ismert ton megkapjuk, ha azt s,
koriil az 1-s6 képsikba, vagy az ¢ és f fG6vonalak egyike koriil az
1-s6 képsikkal parhuzamos sikba forgatjuk ; a metszést a halon a
162 a. abra mutatja, mely a 162. abrabol lett meghatarozva és 2 : 3
viszony szerint kisebbitve. —

A kovetkez3 feladatokban a metsz6 sik helyzetét kell meg-
allapitanunk : p o e
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Messlink egy szabalyos tetraedert négyzet szerint; egy oktae-
dert és hexaedert szabalyos hatsz6g szerint; egy ikosaedert és
dedokaedert szabalyos tizszog szerint.

Messiik a szabalyos testeket az él-, lap- és csucstengelyre
merdleges sikokkal, melyek a test kozéppontjdn mennek Keresztiil,
ha az illet6 tengelyek az 1-s6 képsikra merSlegesek, tehat'a metszs-
sikok az 1-s6 képsikkal parhuzamosak.



— 209 —

Messiink egy szabdlytalan tetraedert rombus szerint. (A
metszOsik két szemben fekvG éllel parhuzamos és a tobbi éleket
ama két €l mértékszdmanak viszonya szerint osztja).

186. — 131. feladat. Szevkeszsziik meg egy egyenes metszépont-
jait egy hasab oldallapjaival.

Megoldas. (163, 4bra). A hasab két alapsokszige ABC, ABC;
az egyenes e. Az egyenesnek egyik, pl. az 1-s6 projicialé sikja a
hasabot az 4,B,C, haromszdgben, az e egyenes e hdromszog kerii-
letét a P, @ pontokban metszi; e P, @ pontok a hasab és az egye-
nes metszdpontjai.

163. dbra.

A P pont a hasab BCBC oldallapjan a @ pont a CACA oldal-
lapjan fekszik; P az 1-s6, @ a 2-dik képsikra nézve a hasabtol el
van foédve, a masikra nézve pedig nincs elfédve. Ezért az ¢' egye-
nesnek a P’Q'-n kiviili részei koziil: P'-t6l a hasab 1-s6 szegélyzd
sokszogeik terjedd része, nem latszo, Q'-t8l pedig latsz6; mig e’-nek a
P Q" kiviili részei kozil : P-t61 a hasab 2-dik szegélyzd sokszogeig
terjedd rész latszo, a Q'-tdl pedig nem latsz6; a szegélyz0 sokszo-
geken kiviil levs része az egyenesnek mindkét képen latszo,

KLUG: Abrizol6 geometria. 1z
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Ha a hasab alapsokszogei az egyik képsikkal parhuzamosak,
akkor czélszeri az egyenes projiciald sikja helyett a hasidbot az
egyenesen keresztiil mend és a hasab oldaléleivel parhuzamos sikkal
metszeni, mert e metszés meghatarozasa, kiilonésen ha a hasab
sokoldaly, kevesebb vonalak huzasat kivanja, mint a projicialésik
metszése.

Szerkesztend$ egy alapsokszogével az 1-s6 képsikon nyugvo
hasdbnak metszése egyenessel ez utdbbi eljards szerint!

i

164. dbra.

132, feladat. Szevkes:tend6 az e egycmes wmetszpontja az
M. ABCDG gilaval.

Megoldds. (164. abra.) Az e egyenesen és a gula M csucsan
keresztiil mend sik, a gila AMG lapjat az MI,a BMC lapjat az MH
egyenes szerint metszi, melyek az e egyenest a ¢, P pontokban
taldljak. E @, P pontok lesznek az e egyenesnek metsz4pontjai a
gula feliiletével,

A kivitelnél az M csucson Kkeresztiil az e-vel parhuzamos f
egyenesnek, valamint az e egyenesnek felkeressiik F, E metsz6-
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pontjat a gla alapsokszogének sikjéval ; az FE egyenes az alapsok-
szog keriiletét az TH pontokban, tehat az e, f] = [e, M] sik a gila
oldalfeliiletét az MI, MH egyenesek szerint metszi,

Xl. FEJEZET.
A goémb.

137. A gémb szar és Egy félkor,
mely végpontjain keresztiil mend atmérGje koriil egy teljes koriil-
forgast végez, egy gombfeliilelel, vagy rovidebben mondva, egy
gombot ir le. A forgé félkor ppontja a gomb kozéppontja, annak
sugarai a forgds minden allapotiban a gomb sugarai. A gémb
kozéppontjin keresztiil mend egyenesek és sikok a gomb  dlmérdi
és dtmérisikjai. Minthogy a gémb sugarai egyenlSk, azért a gomb
mindcn pontja annak kszéppontatdl egyenls tdvolsdgra van.

Egy siknak melszévonala, vagy wmelszése a gombbel csak kor
lehet. Ugyanis, ha a gémb O kizéppontjabél a metszé sikra bocsa-
tott merdlegesnek talppontja C, és a metszdvonalnak c-nek két
tetszés szerinti pontja A, B, akkor az 0AC, OBC congruens derék-
sz6gll hdromszogek (OA = OB, OC kozos) folytdn, AC = BC.
A ¢ metszGvonal két tetszés szerinti pontja 4, Ba C ponttdl egyenld
tivolsdgra lévén: ¢ nem mas, mint egy oly kor, melynek kozép-
pontja C. Méasrészt az OAC, OBC congruens derékszogl hdrom-
szogekbll kovetkezik, hogy OAC < = OBC <, azaz: a gémb
azon sugarai, melyek a gombdn fekvs kor pontjaihoz hizhatok, e
kor sikjahoz egyenlS szogek alatt hajlanak.

Ha a gbmb sugara 7, a metsz6sik tavolsiga a gémb kozép-
pontjtél d, a metszdvonal sugara g, akkor 9* = #*—d=.

A middn a metszésik a gomb kozéppontjan megy keresztdl,
tehat 4tmérsik: d — O ésp =r; a metszivonalakat ebben az
esetben a gomb fokorénck nevezziik.

Ha a metszdsik a gémb kizéppontjitdl oly tavolsigra van,
mint a gémb sugara (d = #), akkor ¢ =0, tehat a metszivonal
egv végtelen kis kirré, azaz egy pontid fajul el.

Végre oly sik, melynek tavolsiga a gémb kozéppontjatol
nagyobb, mint a gomb sugara, a gdmbét nem metszi val6 pontokban.

Oly pontrél, mely kisebb, egyenld, vagy nagyobb tdvolsigra
van a gémb kozéppontjatél, mint a gbémb sugara, azt mondjuk,
hogy a gémbion belsl, a gombén, illetve a gémbdn kiviil van,

147
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Minden a gombdn belil levé € pont egy a gdémbon fekvd
kornek kézéppontja. E kor sikja mer6leges arra az OC egyenesre,
mely a C pontot a gdmb kozéppontjaval, O-val 0sszekdti. De ha a
C pont az O pontban van, akkor az OC egyenes hatdrozatlan és
ekkor nem egy, hanem oo« szamu kort lehet a gombon taldlni,
melynek kozéppontja C = O; ezek a gomb fokorei.

138. A g6mb érintdsikjai és érintdi. Lattuk, hogy az oly sik,
melynek tavolsdga a gémb O kozéppontjatdl a gémb # sugaraval
egyenld, a gdmbdot egy pontban metszi. Az oly sik, melynek csak
egy k6z0s pontja van a gémbbel, a gomb évintésikja ; a gémb és az
érintdsik k6zos pontja pedig az érintdpont.

Az évinibsik az évintdponthoz hizott gombsugarva mevileges,
mert az érint6pont azon kdzéppontjaval egyestilt koérnek tekinthetd,
mely szerint az érintGsik a gombot metszi. E koriilménybdl megha-
tarozhat6, a gdmb barmely pontjanak érintésikja.

Minden egyenes, mely az érint6sikban az érint6ponton keresz-
til huzhato, a gobmb érintdje az illetd pontban.

A gomb érintGje e annak egy E pontjaban, érint6je azon ¢
koérnek, mely szerint az e-n keresztill fektetett tetszés szerinti S sik
a gbmbot metszi.

Ugyanis az ¢, mint az E pont E érintGsikjaban fekvd egyenes
mer6leges a gomb OFE sugaréra, s mint az § sikban fekv egyenes
merdleges arra az OC egyenesre, mely a gdmb O kézéppontjat a ¢
kor kozéppontjaval C-vel 6sszekoti. Az e egyenes tehat merSleges az
OEC sikra, és igy az EC egyenesre, mely a ¢ kornek E pontjan
keresztiil mend sugara. A talalt eredményt kovetkez6kép akarjuk
kifejezni: a gomb évintdsikja tartdja mindazon érintknek, melye-
ket az évintdponton keresztiil mend és a gombon fekvé kovikhez az
évintbpontban hizhatunk.

139. Ponton vagy egyenesen keresztiil mené érintésikok.
Szerezziink fogalmat a gdémb egy ¢ korének pontjain keresztiil
mend érintGsikokrol !

Legyen az » sugaru O kdzéppontd gémb ¢ kérének kézéppontja
C; a ctetszés szerinti E pontjdnak érintésikja E, végre az OC egye-
nes és az E sik metszépontja M. Minthogy ME | EO, EC _|_ MO,
azért az OMC derékszog( haromszog folytan OM = OE OC=-7*:
OC. Ebbél lathatd, hogy az M pont fuggetlen a ¢ kér E pont-
jatél. Minthogy tovabba a gombnek a ¢ kér pontjaihoz futd su-
garai a ¢ kor sikjdhoz egyenlé szbgek alatt hajlanak, azért e su-
garakra merGleges érintésikok is egyenlé szoget képeznek a ¢
kor sikjaval, Ennélfogva: egy gémbén fekv$ kér pontjainak érint6-
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sikjai a kor sikjahoz egyenl$ szogek alatt hajlanak és egy ponton
mennek Kkeresztiil, mely a gomb kozéppontjabdl a kor sikjara
bocsatott merSlegesen fekszik. A kor sikjanak és e pontnak tavol-
saga a gbmb kozéppontjatdl, a gbmb sugardnak négyzetével
egyenl$ szorzatot ad.

Viszont: egy a géombodn kivil fekvé ponton keresztiil mend
érint6sikok és érint6k a gombdt egy oly kor pontjaiban érin-
tik, melynek sikja merSleges a gbmb kozéppontjat a felvett pont-
tal GsszekotS egyenesre. — Egy pontb6l a gombhéz huzott érin-
téknek az a része, mely a ponttdl az érint6pontokig terjed,
egvenls. Ez utobbi tulajdonsagot ekképen szoktak Kkifejezni: egy
pontbdl a gombhoz huzott érinték egyenlSk.

Mint kiilénds esetek megjegyzendSk: a gomb egy f6korének
pontjain keresztiil mend érintdsikok parhuzamosak a f6kor sikjara
merQleges egyenessel; tovdbba: a g6mbnek egy egyenessel par-
huzamos érintésikjai és érint6i a gdmbot egy f6kor pontjaiban
érintik, melynek sikja azon érintGsikokra és érintSkre merdleges.

Mikép szerezziink fogalmat a gomb oly érintGsikjardl, mely egy
adott egyenesen megy keresztiil? A gdmboén kiviil az adott e egye-
nesen egy M és N pontot vesziink fel. A gdmbén van egy ¢,
és egy ¢, kor, melynek pontjain keresztiil mené érintsikok az
M, illetve az N pontot tartjdk. A ¢, és ¢, koroknek két metszd-
pontja A, B oly tulajdonsigu, hogy érintGsikjai ugy az M, mint
az N ponton, tehat az MN == ¢ egyenesen mennek keresztiil.

Ha az M pontot az e egyenes végtelen tavol fekvd pontja-
ban vessziik fel, akkor a ¢, kor sikja az e egyenesre merdleges
fékor sikja. Es ha az N pontot a ¢, sik és az ¢ egyenes metsz6-
pontjdban vessziik fel, akkor a ¢, kor a ¢, kort az N pontbdl a
cn-hez huzhat6é érint6k A, B érint6pontjaiban metszi. A szerint,
a mint az N pont a ¢, koron kivil, beliil vagy a koron fekszik,
tehit az e egyenes a gbémboét metszi, nem metszi, vagy érinti, az
A4, B pontok valdak, képzeletick vagy egybeesdk lesznek.

Ennélfogva: egy egyenesen kevesztiil a gombhoz 2, 1, 0
évintlsik fektethetd a szevint, a mint az egyenes a gombot nem
wmelszi, érinti, vagy melszi. A gdmbnek két érintésikja symmet-
rikus arra az atmérGsikra vonatkozdlag, mely az érintdsikok
metszévonaldn megy keresztiil.

140. A gémb pontjainak, érintdsikjainak, érintdinek és
koreinek sokasdgar6l. — A gomb szirmaztatasiabol kovetkez-
tethetd, hogy pontjainak szama 2% Ennyi pont van minden mads
feltileten is, igy pl a sikon, mely a legegyszeriibb feliilet.
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A gbmb minden pontjdnak van egy érintGsikja és oot érintéje ;
ezért a gomb érintdsikjainak és érintGinek szdma oc?, illetve

A pontra nézve egy foltétel, hogy egy adott gémbén fekiid-
jék; ugyszintén a sikra és az egyenesre nézve egy foltétel, hogy
egy gOmbot érintsen.

A gombnek egy sikban oc! pontja és érintGje van; egy
pontbdl a gdmbhdz «~o! érintdsik és ugyanennyi érinté fektethetd.

Minden egyenes a gdmbdt véges szamu (2) pontban metszi, s
minden egyenesen keresztill ugyanennyi érintésik fektethet6 a
gombhoz.

A gbmbon =3 kor és o? f6kdr van; a gbmbnek 1, 2 vagy 3
pontjdn megfelelfleg o2, ool, 1 kOr és ool 1 (&ltaldban), O f6kor
megy Kkeresztiil.

141. A gomb polaris tulajdonsigai. A gomb a tér pontjai
és sikjai, valamint a tér egyenesei k0zott egy vonatkozist 1étesit,
melyet veciproc-polaris-, vagy csak polaris vonatkozdsnak neveziink.

Képzeljiink egy allandé gombédt a térben, melynek kozép-
pontja O, sugara », Vegyiink fel egy tetszésszerinti P pontot és
hatarozzunk meg az OP félsugaron egy @ pontot akképen, hogy
OP. OQ = 72, végre fektessiink a Q ponton keresztiil egy P sikot
merGlegesen az OP egyenesre. Ezt a P sikot, melyet a gomb
segélyével a P pontbél meghataroztuk, a P pont polavissikjanak,
és viszont a P pontot a P sik polusdnck nevezzilk. A P sik az OP.
0Q = r? relati6 alapjan szintén meghatarozza polusat, a P pontot.

Minden P ponthoz egy P polarissik, és minden P sikhoz egy
P polus tartozik: a szerint, a mint a P pont a gombon Kkiviil, a
gdmbon, vagy a gombon belill van, a P polarissik a gémbot metszi,
érinti, vagy nem metszi (azaz csak imaginarius kérben metszi).

A gbmb pontjainak polarissikjai tehat e pontok érintdsikjai;
egy végtelen tavol fekvé pontnak polarissikja a ponton keresztiil
mend Atmérére merdleges atmérlsik; a végtelen tavol fekvs sik
polusa a gdmb kodzéppontja.

A gomb minden atmérGjére merGleges atmér6t és merdleges
atmérGsikot kapcsolt-nak (conjugdlt) nevezink.

Az el6bbiek alapjan egy ponton keresztiil mené érintésikok a
gdémbot azon kdr pontjaiban érintik, melyben a pont polarissikja a
gdmbot metszi.

A gomb O kozéppontjabodl egy tetszés szerinti p egyenesre
merdlegest bocsatunk, mely p-t a P pontban metszi. Ezutdn az OP
félsugaron egy @ pontot hatirozunk meg az OP. OQ = #? relati6-
bdl és a @ pontban az [Op] sikra g merGleges egyenest allitunk.
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A p, g egyeneseket a gémb reciprocus polarisainak és az egyik
egyenest a masik polarisanak nevezziik. Ezeknek jellemz6 tulaj-
donsaguk, hogy egymasra mer&legesek, hogy normalis transversa-
lisuk a gémb kozéppontjdn megy keresztiil és a gdmb kdzéppont-
jatol mért tavolsagaik szorzata a gomb sugardnak négyzete, végre,
hogy a gomb kozéppontja nem vélasztja el metsz6pontjukat a
normalis transversalissal.

Egy egyenesen keresztiil men§ érintésikok a gémbét abban a
két pontban érintik, melyben az egyenes polarisa a gémbét metszi,

Ha egy egyenes a gOombot érinti, akkor polarisa is érinti a
gombot és az egyenesre meréleges az érintbpontban; ha az egye-
nes a géomb egy atmérdje, akkor polarisa végtelen tavol van.

A p egyenes egy tetszbleges K pontjanak polarissikjai az
egyenes polarisdn g-n megy keresztiil. Ugyanis, ha az O kozép-
pontbdl a p, g-ra bocsatott merSlegesek talppontja P, @ és az R
polarissikja az OR egyenest a T pontban metszi, akkor az OR. OT =
OP. O@Q = 7-. vagy a mi ugyanaz: OR: OP = 0Q: OT proportio
kovetkeztében az OPR, OQT haromszdgek hasonldk, és igy
OT QT. Az R pont pclarissikja tehat keresztiil megy a ¢ ponton
és mert Ugy e polarissik, mint a g polaris merlleges az [Op] =
[ORP] sikra, azért a polarissik a ¢ polarison megy keresztiil,

Ennélfogva: ha egy pout egy egyencst iv le, akkov a pontnak
polaris sikja az egyenes polarisa koviil forog; és fordilva,

Ebb6l kovetkezik: egy ponton keresztil mend egyenesek
polarisai a pont polarissikjaban feklisznek ; tovabba: egy sik pont-
jainak polarissikjai a sik polusdn mennek keresztiil.

Mindezekbdl azt latjuk, hogy egy gdémb a tér pontjai, egye-
nesei és sikjai kozt oly vonatkozast 1étesit, melynél a pontnak sik;
az egyenesnek egyenes felel meg, még pedig akképen, hogy ha a
p egyenes, vagy a P sik a ¢ ponton megy keresztiil, akkor a p
egyenesnek megfelels ¢ egyenes és a P siknak megfelel6 P pont a
() pontnak megfelel6 Q sikban van.

A tér elemeinek e vonatkozasat altalaban reciproc vonatko-
zdsnak, vagy correlationak, jelen esetben, a midén e vonatkozast a
gbémb 1étesiti, reciproc-polaris, vagy csak polaris vonatkozasnak,
végre a gdbmbnek e vonatkozasbdl szarmazo tulajdonsagait polaris-
tulajdonsagoknak nevezzik.

142. A gdmb 4brazoladsa. A gombit és altalaban minden
gorbe feliiletet azon pontok képeivel 4brazoljuk egy képsikon, mely
pontokon keresztiil mené projicialé sugarak az illetd feliilet érint6i.
Azon vonalat, melynek pontjain a feliiletet érintd projicialé sugarak
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keresztiil mennek: a feliilet valddi szegélyvonaldanak, annak képét
latszélagos szegélyvonalnak vagy szegélynek nevezik.

A gOmb 1.s6 szegélyvonala az a f6kor, melynek pontjain ke-
resztll az 1-s6 képsikra merGleges érintGsikok és igy mer&leges
érint6k fektethet6k. A gombuck tehdat 1-s6 szegélyvonala az 1-s6
képsikhoz parhuzamos fokore.

Hasonldékép a gombnek a 2-dik szegélyvonala a 2-dik kép-
sikhoz parhuzamos f6kore ; mert e kor pontjainak érintésikjai mer6-
leges 1évén a 2-dik képsikra oly érintGket tartalmaznak, melyek a
2-dik képsikra mer6legesek.

165. 4bra. 166. dbra.

A 165. abraban O, O" a gémb O kozéppontjanak képei :
k', k', az 1-s6 képsikhoz parhuzamos £k, f6kornek, és &'y, ¥/, a
2-dik képsikhoz parhuzamos k, f6kornek képei. k', lesz tehat a
gOombnek 1-s8, k,* annak 2-dik szegélyvonala. Jél megjegyzendd,
hogy e kordk nem ugyanegy kornek, hanem két kiilonb6z6 kornek
(k, és k,-nek) képei.

Ha azonban a gdmb kozéppontjat a képtengelyen veszsziik fel,
akkor a két valddi szegélyvonal a gdmbnek metszése a két képsikkal,
ésegybeesik akétlatszélagosszegélyvonal, mintezta 166. abramutatja,
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Feladatok.

143. — 133. feladat. Szerkesztends a gomb érvinté sikja annak
egy adott pontjaban.

Megoldas. (165. és 166. abrak.) A gomb egy A pontjanak 1-s6
képét A'-et tetszés szerint vehetjiik fel az 1-s6 szegélyvonaltdl,
k';-t6l bekeritett sik részen, A-nak 2-dik képét megkapjuk, e ponton
keresztlil mené és az 1-s6 képsikhoz parhuzamos a, kdrnek, vagy
a 2-dik képsikhoz parhuzamos a, kérnek 2-dik képén. Ha azonban
az a,, a, korok egyikének sem akarjuk képeit megrajzolni, akkor
meghuzzuk a k, kornek A‘O’ sugarira az A' pontban merdleges
hurt; ennek fele megadja az A pont 2-dik képének tavolsagat a %,
kor sikjatol. Az A' ponthoz tehat két 2-dik kép tartozik, 4“ és B”,
mert az A’ pontban az 1-s6 képsikra merGlegesen allé egyenes a
gdémbot két pontban metszi.

Az 4 és B pont érintsikja §, U merbleges a gémb OA suga-
rdra az A pontban, illetve OB sugarara a B pontban.

144. — 134. feladat. Szerkesztenddk egy gomb azon kovének
képei és sikja, melynek pontjaiban az M ponton kevesztiil mend
évintdsikok a gombot érintik,

Megoldds. (167. abra.) A gdmbnek az M ponton Keresztiil
mend és az 1-s6 képsikra meréleges érintGsikjai a gombot a &, kor
A, B pontjaiban érintik. Ezeknek 1-s6 képei az M’ pontbél a &', kérhez
vonhaté érint6k érint6pontjai A’, B’. A keresett kérnek c-nek 1-s6
képe ¢/, az A’,B’ pontokban érinti &';-et, mert ugyan &, és ¢ kdrnek
érint6je az A pontban kiilénb6z6, de az 1-s6 képsikra merdleges
érintGsikban 1évén, k6zos 1-s6 képpel birnak.

Ugyanigy érinteni fogja ¢'' a %', szegélyvonalat az M*/ pontbol
a k",-hez vonhat6 érint6k D' E" érint6pontjaiban. Az ABDE pon-
tok mar meghatarozzak a kor sikjat S-et, mely az M pont polarissikja.

Az § sikban fekvs ¢ kor képei ellipsisek, melyeknek f6tenge-
lyei §-nek illet6 nyomaival parhuzamosak, melléktengelyei pedig arra
merdlegesek.

A ¢ ellipsis melléktengelyének végpontjait F*, G'-et megkap-
juk, ha az M pontbol érint6ket huzunk a gémb azon fEkoréhez,
melynek sikja az M ponton Kkeresztiil mené és az 1-s6 képsikra
projicialé sik. Ha e sikot és az M pontot a benne fekv§ és az 1-s6
képsikkal parhuzamos atmér6 koriil az 1-s6 képsikkal parhuzamos
helyzetbe forgatjuk, akkor a forgatott f6kér 1-s6 képe Osszeesik
k',-gyel, a forgatott M ponté pedig M lesz (M'“M' | MO, M'“M
egyenlé M" tavolsigaval a k'";-t6l). Az M pontbdl a k’;-hez huz-
haté érint6k érintépontja F*', G'”; az O'M -re merlleges F'“F',
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G'"'G' egyenesek F', G' talppontjai a ¢’ ellipsis melléktengelyének
végpontjai és ¢' f6tengelye egyenlé F**G*"*-mal.

Ugyanigy nyerhet6k a ¢’ ellipsis tengelyei: MMV __O"“M",
M MIV egyenld M' tavolsidgaval k',-t8l; az M!Vpontbdl k“;-hez
huzott érintGk k'y-t a H'V, IV pontokban érintik; H!VH", I'V]"
merbleges O'M’*; H'I" az O"M' egyenesen a c¢' mellékten-
gelye ; HIVIIV — F/G"' = ¢ kor atmérGje = ¢" fGtengelye.

145: — 135. feladat. Szerkesztendd egy gomb sikmetszése.

Megoldas. (167. abra). A gomb O koézéppontjabdl az § metszs-
sikra bocsatott merdlegesnek C talppontja kdzéppontja annak a ¢
kérnek, mely sze-
rint § a gombot
metszi., E kor 1-s6
képének, a ¢ ellip-
sisnek  mellékten-
gelye az S siknak a
C ponton keresztiil
mend 1-s6 es6vo-
nala CS,.

Hogy a CS, egye-
nesnek F, G metszG-
pontjait a gémbbel
megkapjuk, forgas-
suk CS;-et és 1-s6
projicialé sikjaban
fekvé fokorét a
gombnek e sik O
pontjan  keresztiil
men{ 1-s6 f6vonala
(0'C, 0" B") koriil
90%kal. A forgatott
f6kor 1-s6 képe
akkor . a k';-be, a
forgatott CS, pedig

C*”S"-ba jut

(cc 1 ocy,

S, S 00

CCés 8,5
egyenl§ a C'és S
tavolsagaval az O"B"-t6l). C'S’; a k';-et az I, G pontokban
metszi; ezeknek képei a visszaforgatas utin a ¢' ellipsis mellék-

167, dbra.
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tengelvének végpontjai és a ¢" ellipsis legmagasabb és legalacso-
nyabb pontjai.

Hasonlékép hatarozanddék meg a ¢’ ellipsis H''I/ mellékten-
gelyének végpontjai H”, 1 és a c¢' ellipsis legmagasabb és legala-
csonyabb pontjai H', I', az S sik C pontjan keresztiil mend 2-dik
esGvonal képein, a HVIIV.be leboritott HI esGvonal segélyével.

A ¢’ ¢” ellipsisek f6tengelyei a ¢ kor dtmérGjével és az G
= HIVIIV hirokkal egyenl6k.

A ¢ metszgvonal képei a gomb szegélyvonalait &', k/',-t érin-
til. Mert pl. a ¢ és %, kor A metsz&pontjanak érintSsikjaban fekiisz-
nek e koroknek érintSi az A pontban. Az érintésik azonban az 1-s6
képsikra projicialo, tehat a benne fekvé érint6k 1-s§ képei egybe-
esnek, azaz a ¢’ és k' gorbének az A’ pontban kozds érintSje van,
¢’ és k', érintGpontjai A', B' a ¢ és k, kor sikjainak metszévona-
lan, —a ¢” és k', érint6pontjai D", E'* pedig a ¢ és &, kor sikjainak
metsz&vonalan vannak.

A metszévonal birmely pontjiduak évintdje a pont évintd-
sikjanak és a wmetszbsiknak wectszévonala.

Hogy a ¢ gorbe P pontjanak érintéjét megszerkeszsziik, hata-
rozzuk meg a P pont U érintdsikjanak 1-s6 nyomaét, #,-et, a kdvet-
kezGképen. Forgassuk a P pontot a gdomb kdzéppontjanak 1-s6
projicialé sugara koriil mindaddig, mig a %, kérre nem jut; a forga-
tott P pont legyen P, P, érint8sikja a 2-dik képsikra projicialé sik,
melynek P,U*; 2-dik nyoma % ‘,-et a P*; pontban érinti; az 1-s8
nyoma U;U. Ha a P; pontot és érintGsikjat visszaforgatjuk, mig
P, a P-be nem jut, akkor az érintésik 1-s6 nyoma az u, egyenes
lesz (OU = O'Ur; u, . O'U-ra az U pontban).

A P pont U érintdsikjanak #,-nek 1-s6 nyoma s,-et a T pont-
ban metszi, mely az 8§, U sikok metszGvonalanak, tehat a P pont
PT érintGjének 1-s6 nyoma.

Azt a koriilményt, hogy a gdmb sikmetszésének képe egy
képsikon, mely ellipsis, kettdsen érinti a gombnek e képsikra vonat-
koz6 szegélyvonalat, mely kor, arra hasznalhatjuk, hogy oly ellipsist
szerkeszsziink, mely egy kort kett@sen, azaz két pontban érint.
Oldjuk meg tehat az 4brazolé6 geometria modszereivel a kovetkezd
két planimetriai feladatot.

146. - 136. feladat. Adva van egy k kor és keriiletén beliilhdrom
pont A', B', C'; fektessiink e hdvom ponton kevesztiil egy c' ellip-
sist, mely a kovt kettésen érvinti.

Megoldds. (168. abra). Tekintsiik a % kort egy O kdzéppontu
gomb azon f6kdrének, mely szerint e gémb a rajzlapot, melyet 1-s6
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képsiknak valasztunk, metszi. Tekintsiik az A‘, B’, C' pontokat a
gémb A, B, C pontjai 1-s6 képének. Az A, B, C pontok A'A,, B'DB,,
C'C, tavolsagai az 1-s8 képsiktdl, az OA’, OB’, OC' egyenesekre az
A‘, B', C' pontokban megfelelSleg merSlegesen 4all6 korhiirok fele.
Az AB egyenes 1-s6 nyomat D-t megkapjuk, ha az A'B’
egyenesre az A’, B’ pontban merdlegeseket emeliink, vagy barmily
iranyu parhuzamosakat hizunk, és ezekre az A'4, = A‘A, B'B, =
B‘B = B’B, vonaldarabokat rearakjuk, végre az A,B, végpontjait
Osszekot egyenest az A’B'-vel metsziik a D pontban.
Feltételezvén, hogy a C pont nem azon oldalan fekszik a kép-
siknak, mint az 4 és B pont, az AC és BC egyenes 1-s6 nyoma
E és F (ha A'A,//C'C//B'B,, C'C, = CC = CC;, A'C és
B C’ megfelelSleg elvalasztja az A,, U, ; B,, C, pontokat és (4,0,

——

168, dbra.

A'C) =E, (B'C, B,C))=F). Az [ABC) = S sik 1-s6 nyoma DEF
a k kort a keresett ¢’ ellipsis érint6pontjaiban P, @-ban metszi.

Tekintsiik a gomb azon f6korének sikjat, mely az S-re és az
1-s6 képsikra merdleges, 2-dik képsiknak, tehat az O-b6l a DEF-re
bocsatott mer6legest, OG*H'-t, képtengelynek.

Az S sik e 2-dik képsikra projicialé 1évén, 2-dik nyomdanak
G“A"H"-nak A" pontja a G'H" képtengelytdl A’A = A'A, tavol-
sagra van ; azonkiviil tengelypontja (DF, G'H").

E sik a gdmbot egy ¢ kérben metszi, melynek 1-s6 képe a ke-
resett ¢ ellipsis.

Minthogy a gdmbdn két pont van, melynek 1-s6 képe A‘vagy B,
vagy C', t.i. A, A; B, B; C, C, azért nyolcz oly sikot lehet taldlni,
melynek metszése a gmbbel az A’D’C’ pontokon keresztiil mend
és a k kort kettGsen érint6 ellipsist szolgaltatja 1-s6 képéiil. De



— 221 —

e nyolcz sik koziil ketts-kettd symmetrikus az 1-s6 képsikot ille-
téleg ugy, hogy két-két ellipsisnek képe egybeesik.

Ha a szerkesztett § sik 1-s6 nyoma nem metszi a & kért,
akkor a ¢’ ellipsis ugyan ép ugy hatarozhaté meg mint elGbb,
de érintése a k korrel képzeleti (imaginarius).

137. feladat. Adva vawn egy k kov, annak keviileién beldl két
pont, A', B', és a kirnek ¢ hivja; szerkesztendé egy e cllipsis.
mely a k kort keltbsen, az e hirt egyswertien évinli és az A', B’
pountokon megy kevesztil.

Megoldas. (169, abra.) Legyen ismét a rajzlap az 1-s6 kép-
sik; k egy gomb fG6kore; 4, B két pont e gbmboén, melynek 1-s6
képe A D’; ¢' a gbmb egy e korének 1-sd képe.

Helyezziink az 4B pontokon keresztiil oly sikot, melyben
az e kor egy érintdje benne fekszik. Az ADB egyenes 1-s6 nyoma

169. abra.

D. Az AB egyenes az e kor sikjat egy E pontban metszi, mely-
nek 1-sG képe E'=(A'B', ¢'); az E pont tavolsiga az 1-s6 kép-
siktol E'E, (ha E'E,//A’A,//B'B, ' A'D', DA,B,E, egy egyene-
sen van és A'A, = A'A, B'B, = B'B).

Boritsuk le az e kort sikjanak ¢’ 1-s6 nyoma koriil az 1-s8
képsikba, Ekkor ¢ az e, helyzetbe, E pedig E,-be jut (e, az ¢
hir, mint atmér§ folé irt kor; E‘E, | ¢, E‘'E;, — E'E,).

Az E, pontbdl az e, kézhez huzhatd érint6 e,-6t a C, pont-
ban érinti, ¢’-et az F pontban metszi.

A visszahelyezett C, pontnak 1-s6 képe (' az ¢’ huron
(C,C' __¢'), a keresett ¢’ ellipsisnek érintGpontja az e’-sel; mig a
DF egyenes a ¢ kor sikjanak 1-s6 nyoma.

A ¢ ellipsis tovabbi meghatarozasa az elébbi feladat szerint
torténik.
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E feladatnak szintén altalaban négy megoldasa van.

147. — 138. feladat. Szerkesziends egy gomb sajdi- és vetett dv-
nyéka, ha a fénysugarvak a 2-dik képsikkal pdvhuzamosak,

Megoldads. (170. abra) A gombnek a fénysugarakkal parhu-
zamos érint6 sikjai a gombot egy f6kor szerint érintik, melynek
sikja a fénysugarakra merdleges atmér6sik. E ¢ koér képezi a
gombnek sajat arnyékhatarat, annak vetett arnyéka c, pedig a
gomb vetett arnyékhatarat az 1-s6 képsikra.

Minthogy jelen esetben a fénysugarak a 2-dik képsikkal

170. abra.

parhuzamosak: c¢-nek 2-dik képe ¢’ a fénysugarak 2-dik képére
merdSleges atmérdje k'“3-nek. c-nek az 1-s6 képe ¢’ egy oly ellipsis,
melynek fétengelye A‘D‘ merbleges a fénysugarak 1-s6 képére és
egvenld a gébmb atmérGjével 2r-rel, és a melléktengelynek C'D’-nek
hosszusaga 2» sin %, hol % a fénysugarak hajlisszoge az 1-s6
képsikhoz.

c-nek vetett arnyéka az 1-s6 képsikra egy c, ellipsis, mely-
nek melléktengelye A,B, = 2 r, f6tengelye C, D, — 2 »: sin L

Hogy ezt bebizonyitsuk, a gémbot akkép vettiik fel, hogy
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az 1-s6 képsikot érintse egy F' pontban. De ez csak a bizonyi-
tast egyszeriisiti, mert ha a ¢ kor arnyéka erre az 1-s6 képsikra
ellipsis, akkor minden az 1-s6 képsikkal parhuzamos sikra is azzal
congruens ellipsis lesz.

A ¢ kor egy P pontjan keresztil mend fénysugar az 1-s6
képsikot, mely a gombo6t I"ben érinti és a vele parhuzamos érint6-
sikot, mely a gombo6t G-ben érinti, a P,, @ pontokban metszi.
Az FG gomb atmérdnek vetett arnyéka F'(,.

171. abra.

A gombnek @G, QP érint6i egyenl6k és mert QP a 2-dik
képsikkal parhuzamos, QG pedig az 1-s6 képsikkal parhuzamos,
azért QP = Q"P*, QG = yw,u,; tehit QP’'-= @, G, = P.G,.

Hasonlokép egyenlék a gombnek a P, ponton keresztil
mend érintéi P, P, r,t; tehat P'P“, = P F.

A Q"P'= P, és P'P,/ = P egyenletek 06sszegébll
kovetkezik :

+ BI', = QP 4~ P"P", = v r .. mely utébbi egy
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alland6 vonaldarab t. i, a fénysugaraknak az F és a G pont parhu-
zamos érintdsikjai kozott levs része. Ennélfogva: a c kor vetett
arnyékanak c,-nak egy tetszés szerinti P, pontja oly helyzet(i, hogy
az F és G, pontoktol mért tavolsagainak 6sszege egy allandé vonal-
darabbal egyenld, azaz c, egy ellipsis, melynek gyujtépontjai I’ és G

Vagy altalanosabban kifejezve :

Egy gomb velett drnyéka pdrhuzamos vildgitasndl egy sikra
oly ellipsis, melynck mellékiengelye egyenld a gomb atmérvijével,
Syujtépontiai pedig ama sikva wmerbleges gombdtmérd végpont-
Jainak vetett drnyékai,

Az 0"C"U derékszogl haromszogbdl 1athaté, mert C,0, =
0,D, = UO", hogy UO" = r: sin }, tehat C,D, — 2 r: sin A,

139. Szevkesztendé egy gomb sajdt- és vetett drnyéka 45° vilg-
Zitasndl.

Megoldas. (171, abra) A P'P"(Q’ derékszogli haromszog i
sz6gébol, mintafénysugar 1-s6 képsikszogébdl, mely jelenleg egyszer-
smind a fénysugarnak 2-dik képsikszoge, meghatarozzuk » sin A =
QR és v: sin A = QT vonaldarabokat. 2. QR a sajat arnyékhatart
képez6 c¢ ellipsis 1-s6 és 2-dik képének ¢/, ¢-nek melléktengelyével,
¢\ Dy, C“3D";-vel, 2. QT pedig a vetett arnyékhatart képezs c, és c*
ellipsiseknek f6tengelyével C,,D,,, C,*D,"-gal egyenld. A ¢/, ¢"’ féten-
gelye A, B',, A“,B", ésa c,,c" melléktengelye 4,, B,,, 4 *B,* nagy-
sagra nézve a gomb atmérdje; helyzetét illet6leg merSleges a fény-
sugarakra 1-s6, illetve 2-dik képeire.

A képsikokra mer6leges gombatmérSknek F,G,, F,G, vég-
pontjainak vetett arnyékai azon képsikokra, melyre merSlegesek az
illet6 vetett arnyéknak ¢ c*-nak gyujtépontjai.

A sajat- és vetett arnyékhatart képezd ellipsiseknek még
néhdny lényeges pontjat konnyen szerkeszthetjiik.

Igy a ¢’ és ¢” ellipsisek legmagasabb és legalacsonyabb pontja
Yy, D'y, illetve C*,, D", az A’,B’,, illetve az A", B, egyenesektdl
v. cos \ tavolsagra van.

A ¢ gorbe symmetrikus a C,D, 4tmér8 1-s6 projicialé sikjara
nézve és a C,D, atmér6 2-dik projicialé sikjara nézve. Ennélfogva
az 4,B, pontokkal és a B, 4, pontokkal megfelel6leg ama sikokra
vonatkozélag symmetrikus pontok E, I, azon f6koron fekiisznek,
melynek sikja a képtengelyre meréleges. Az E, I pontok képei tehat
az 0’0" egyenesen vannak.

Tekintve, hogy a ¢ kérnek A,DI,, C;D, és A, B,, CD, at-
méréi egymaésra merllegesek a C,, D, pontokkal és a C,
pontokkal megfelelSleg az elébbi projicialé sikokra symmetrikus
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fekvési J, K pontok az FEI atmérére merdleges atmérének vég-
pontjai. Ennélfogva a J, K pontok érint6i parhuzamosak az EI at-
mérével, tehat képeinek érint6i merdlegesek a képtengelyre.

Minthogy az E, I pontok a képtengelyre merSleges sikban
fekvs fékoron vannak, azért az E, I pontok érint8sikjai a képten-
gelylyel parhuzamosak, s mint ilyenek a képsikokat a képtengelylyel
parhuzamos egyenesek szerint metszik.

Az E, 1 pontok a ¢ gorbén fekiisznek, tehat érintGsikjaik a
fénysugarakkal parhuzamosak ; ezek az érintGsikok lesznek tehat a
¢ kor E és I pontjain keresztiil mend érint6knek fénymenti sikjai.
De e fénymenti gikok metsz§vonalai a képsikokkal az E, I pontok
érintinek vetett arnyékai. Ennélfogva az E, I pontok vetett Arnyé-
kainak, mint a ¢ ¢* gorbéken fekvé pontoknak, érintSi a képten-
gelylyel parhuzamosak.

Minthogy az 4,, B, pontoknak érintésikjai az 1-s6 képsikra
és az A,, B, pontoknak érintSsikjai a 2-dik képsikra mer&legesek,
azért az A,, B, pontoknak a 2-dik képsikra vetett drnyékaiban, és
az A,, B, pontoknak az 1-s6 képsikra vetett arnyékaiban az érint6k
a képtengelyre merdlegesek.

148. — 140. feladat. Fektessiink egy egyenesen kevesztiil évints-
stkokat egy gombhoz és hatdvozzuk meg azoknak évintépontjait.

1, Megolddgs. (172. abra). A gémb O kozéppontjabdl az adott
e egyenesre merGleges sikot S-et bocsatunk, mely a gémbot egy
¢ f6korben, az egyenest az E pontban metszi. Az E pontbél ac
koérhoz huzott érinték c-t mar a kivant érint6sikok A, B érint6pont-
jaiban érintik a gémbdot.

Ugyanis az 4, B pontok érintésikjai c-nek EA, EB érintéit
az A, B pontokban tartjdk, és mer&legesek a ¢ f6kor § sikjara;
ezért egymast az F pontban a c¢ sikjara mer6leges egyenesben, e-ben
metszik.

A kivitelnél az S sikot, valamint e-nek E metszGpontjat S-sel,
az O ponton Kkeresztiil mené a, & fGvonalaival hatirozzuk meg.
Ezutan az S sikot az a 1-s6 f6évonal kortl az 1-s6 képsikkal parhu-
zamos helyzetbe foglaljuk. A ¢ kor 1-s6 képe a forgatas utan, a
gdomb 1-s6 szegélyvonalanak %', képe; az E pont pedig E‘;-be jut.
Az E‘; pontbdl #';-hez hiizhaté érint8k %';-et az A’,, B;-ben érintik ;
ezeknek visszaforgatott helyzete A, B, a keresett érintdsikok érints-
pontja.

2. Megoldds (173. abra). Az e egyenes egy tetszés szerinti M
pontjan Keresztil mené érintSsikok a gombot egy d korben

KLUG : Abrézolé geometria. 15
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érintik. Ha a d kérhez érint6ket hdizunk abbdl a D pontbdl, mely-
ben e a d kor sikjat metszi, akkor ezeknek A, D érintpontjai a
keresett sikok érintépontjai lesznek,

Ugyanis az AM, BM egyenesek érintdi a gombnek az 4, B
pontokban, mert e pontok a d kordn fekiisznek, melynek érints-
sikjai az M ponton mennek keresztlil. Masrészt az AD, BD egyene-
sek is érint6i a gombnek az A4, B pontokban. Ennélfogva az
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172, dbra,

ADM — [Ae], BDM = |Be] sikok a keresett érintdsikjai a gomb-
nek, mert az AM, AD; BM, BD érint6in mennek keresztiil.

A 173. abraban a gomb kozéppontjat a képtengelyben, az M
pontot pedig az ¢ egyenes 1-s6 nyomaban vettik fel. A d kornek
sikja az 1-s6 képsikra projicialé ; egyik atmérdjének végpontjai F, G,
az M pontbdl k';-hez hizott MF, MG érintdknek érintépontjai.

A d kort és sikjanak D metszGpontjat e-vel, a GF. atmérd
koriil az 1-s6 képsik d, korébe és D, pontjaba boritjuk. A D, pont-
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bél d,-hez huzott érint6k A,, B, érint6pontjait meghatarozvan, d
sikjat visszaforgatjuk eredeti helyzetébe. E visszaforgatis utan az
A,, B, pontok A4, B-be, azoknak 1-s6 képei A‘, B’ az FG egyenesre
jutnak, mig az A", B" 2-dik képeknek tavolsaga a képtengelytdl
A'Ay, B B,. A DA, DB érint6k 1-s6 nyomai (FG, DA) = H, (FG,
DB) — I a keresett érint8sikok 1-s6 nyomain fekiisznek;a 2-dik
nyomok pedig e-nek 2-dik nyoman mennek Es-n keresztiil, — Az
B egyenes az e egyenesnek polarisa a gémbre vonatkozoélag.

149: — 141. feladat. Szerkesztendok egy gombuek azon érints-
sikjai, melyek egy adott 8 sikhoz x és egy adott U sikhoz P szégek
alatt hajlanak, ¢

173. abra,

Megoldds, (174. abra). A gombnek az 8 sikra merdleges atme-
rgjén van egy A ponton, a melyen Keresztil mend érintbsikjai a
gbémbnek, az OA egyeneshez 90« szog alatt hajlanak. Ezen érint&si-
kok a gombot egy az OA egyenesre merSleges és igy az S-hez
parhuzamos sikon fekv$ kor pontjaiban érintik, és az § sikhoz «
sz0g alatt hajlanak.

Hasonlokép lehet egy az U sikra merSleges gomb-atmeéron
egy B pontot taldlni, a melyen keresztiill mend érintGsikok az OB
egyeneshez 90°-8 szog alatt, tehat az U sikhoz § szog alatt hajlanak.

15*
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Ebbdl kévetkezik, hogy a gdmbnek az S és U sikhoz «, illetve
szog alatt hajlé érintGsikjai az A és a B ponton, és igy az AB egye-
nesen mennek keresztiil,

Hogy az A pontot megkapjuk, forgassuk a [s;, s;] stkra mer6-
leges OP, gbmb-atmér6t az 1-s6 képsikra meréleges gdbmbatmérd
koriil a 2-dik képsikhoz parhuzamos helyzetbe, OP:..be. Ekkor az
OP.-hez 90%a szog alatt hajlo és a 2-dik képsikra projicialé siknak
2-dik nyoma OP.-nek 2-dik képével, 0"/ P "..gyel, 90°-a szbget képez.
Es ha e sik a gdmb érint8sikja, akkor a 2-dik nyoma a gémbnek
2-dik szegélyvonalat érinti. Ennélfogva a forgatott OP. 4tmér6nek
2-dik képén, O“P“n, a forgatott A pontnak 2-dik képét, 4“.et,

174. dbra.

megkapjuk, ha a &', kdrhez oly érint6t hizunk, mely az O“P“igyel
90%a sziget képez ; ez az érintd az O P",-etaz A" pontban metszi.
A".b6l A4 és a kivant 4 pont A’ A" képei szerkeszthetOk.

Hasonlokép jarunk el a B pont szerkesztésénél az [ug, u,)
sikra merdleges gomb-atmérével, OQ-val.

Az A, B pontokon kiviil van még egy C pont az OP atmérén
(A0 = 0C), és egy D pont az 0Q atmérén (BO = 0D), melyeken
megfeleldleg keresztll mend érintésikok az [s;, s,] sikhoz «, az
[#,, #,] sikhoz §§ szogek alatt hajlanak, Ezért ltalaban nyolcz érint6-
sikot kapunk (az AB, AD, BC, CD keresztiil mensk ezek!), melyek
az 8 és U sikhoz o és § szdgek alatt hajlanak.
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Oldjuk meg e feladatot, ha az adott sikok a képsikok, tehat:

142, feladat., Szerkesztenddok egy gombmek azow érvintésikjai,
melyeknek képsikszogei «, & adva vannak.

Megoldas. A gombnek azon érint8sikjai, melyeknek 1-s6 kép-
sikszoge «, a gébmbot két, az 1-s6 képsikkal parhuzamos sikban
lev3 kor pontjaiban érintik, Ugyanigy van két kér a gombon, mely-
nek pontjain Kkeresztil mené érintsikok 2-dik képsikszige @,
E négy kor nyolcz metszépontja, mely e feladatnal elég egyszerilien
szerkeszthetd, a kivant érintésikok érintépontja.

B R O

U Y

f o omeee

175. 4bra.

150. — 143. feladat. Szerkesztendok egy e egyenes és egy gomb
metszépontjai.

Megoldds. (175. abra). Az egyenesen keresztill mend 1-s6,
vagy 2-dik projicialé sik a gémbét egy kor szerint metszi; e kor.es
az egyenes metszdpontjai a kivant pontok. Ezen kor és az egyenes
metszpontjai a kor képeinek szerkesztése nélkiil is megkaphatok.
Ugyanis, ha a metszésik pl. a 2-dik képsikra projicialo, tehat a ki-
metszett kornek, d-nek, 2-dik képe d” a k“, kornek azon F'G"
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hurja, mely az egyenes 2-dik képén fekszik, és ha metsz8sikot az ¢
egyenessel és a d korrel egylitt a 2-dik képsikkal parhuzamos £,
kor sikjara boritjuk, és a metszGpontokat A, B'/;-6t a leboritott
helyzetben meghatarozzuk, dgy ezeknek visszaallitott helyzete
A, B a kivant metszGpontokat szolgaltatja.

Czélszerlibb azonban, mert a leboritott d', kor rajzolasa
elmarad, a metszdsikot az ¢ egyenesen és a gdmb O kdzéppontjan
keresztiil fektetni, és a kimetszett ¢ fokort a gobmb kozéppontjan
kereszt(il mené 1-s6, vagy 2-dik f6vonala koriil a %, illetve a &,
kor sikjara raboritani.

Az éabraban az [e0] sikot OI f6vonala koriil a k, sikjara bori-
tottuk red. A P pontnak, a PI = e egyenesnek és a ¢ kdrnek 1-s6
képei ezen leboritdsban P\, P'\I' —e¢', és k',. ¢, a k', kbrt az A', B,
pontokban metszi, melyek a sik visszadllitdsa utin a keresett (4’,
A, (B, B") pontokat adjak.

A gdombnek mindkét képsikra nézve csak egy negyede latszik ;
a B pont ezen negyeden fekszik, mig az A pont az 1-s6 képsikra
nézd egyénre a nem lathato, a 2-dik nézére a lathaté negyeden van,
s ezért az egyenesnek képei akkép rajzolanddk, mint azt az 4bra
mutatja.

Miel6tt egy uj feladathoz fognank, elére bocsatjuk a kdvetke-
z0ket :

Ha egy gombon egy c kort vesziink fel és annak pontjain
keresztiil parhuzamos egyeneseket hizunk, akkor ezeknek masodik
metsz&pontjai a gombbel szintén egy korén d-n fekiisznek. Ugyanis,
ha a parhuzamosakra a merlleges atmér6sikot bocsatjuk, akkor
ez az atmérlsik a gémbot két symmetrikus részre osztja. A ¢ kérnek
tehat a gombon egy symmetrikus kor fog megfelelni, melynek
pontjai a ¢ kor pontjaibdl az atmérdsikra bocsatott merSlegeseknek
masodik metsz6pontjai a gdmbbel.

Ebbdl kovetkezik : pdrhuzamos vilagitisnal egy gombon fekvi
koruek vagy kirivnek a gomb belsé feliiletére vetett arnyéka ismét
kor, vagy koriv lesz.

144. feladat. Adva van egy az 1-s6 képsikon nyuguvo dives feél-
gomb, melynek hatarlo fokorve az 1-s6 képsikkal parhuzamos; hatd-
roztassék meg a félgombuek belsé feliiletére vetett drnyéka, valamint a
gomb kiilso feliiletének sajdt- és vetett arnyéka.

Megoldas. (176, abra). Az 1-s6 képsikkal parhuzamos k&, f6kor
fele, ACB, a gomb belsd feliiletére veti arnyékat, mely egy a k, korrel
az OL fénysugarra merGleges atmérGsikra vonatkozdlag symmet-
rikus félkor lesz. Hogy ez utdbbi félkort megkapjuk, forgassuk az
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OL fénysugarat, a gombnek az 1-s6 képsikra merdleges atméréje,
mint tengely koriil mindaddig, mig OL a 2-dik képsikkal nem par-
huzamos, azaz az OL, helyzetbe. Az OL.-re merGleges Atmérssik
ekkor a 2-dik képsikra projicialo; az OC; félkorrel arra vonatkozdlag
symmetrikus félkér sikja szintén projicialé és 2-dik képe O
C", ha O C" [/ O"L*, Az OC; félkort visszaforgatvan, annak
1-s6 képe az A'C'B’ félellipsis, 2-dik képe az A" C"B" félellipsis.
Az A'C'B’ félellipsis f6tengelye A'B’ | 0'L’, melléktengelyé-

176. dbra.

nek fele O'C’; A”B, O'C" pedig a 2-dik képnek atmérGje és az
ehhez kapcsolt atmérs fele. Hogy ez utdbbinak féltengelyeit O'G”,
O"F"-et megkapjuk, meghatirozzuk az ACB sik 2-dik f6vonalat
OE-t (O'E'[/x, C'E'||A'B’, C“E"//|A"B"), melynek O“E" 2-dik
képe k'/;-t az O"G" f6tengely G végpontjdban metszi.

A melléktengely O“F“ | 0"G"-re. Ha a félgdmbot az OF
3-dik projiciald sikjaval metsziik és a kimetszett f6kort az OF-fel
egyiitt a 2-dik képsikkal parhuzamos sikra boritjuk, akkor a f6kor



— 232 —

k"y-be az OF pedig O"C'“F'“-be jut, ha € tavolsaga O"F*-tél
egyenld C’ tavolsagaval az O‘C'-tl. — O”C*’F" metszi a k";-ot
F''-ban, F"'F" | O"“F"“ meghatarozza az I pontot, és F'“F"
vonaldarab az F” pont tavolsaga O'C’.-t61, mely F¥,az A‘C’'B’ ellipsis
legmagasabb pontja.

A félgomb kiilsd felliletének sajat arnyékhatara, az AKD fél-
kér a 139. feladat szerint hatirozandd meg; az arnyékvet$ vonal a
képsikokra: az AKB és. az AIB félkér.

151. — 145 feladat. Szerkesztends két gomb kozis érintdsikja.

Megoldas, Ha két G,, G, gdmb két tetszés szerinti parhuza-
mos és ugvanegy értelmii sugaranak végpontjait 6sszekotjiik, akkor
az OsszekOt6 egyenes a gombok O,, 0, kozéppontjain keresztiil
mend egyenest, — a gombok kozépponti tengelyét — egy K, pont-
ban, a két gomb kiilsé hasonlésdgi pontjaban metszik. Ugyanigy a
gbmbok két tetszés szerinti parhuzamos, de ellenkez§ értelmt suga-
ranak végpontjain keresztil huzott egyenes az 0,0, kozépponti
tengelyt egy B,y pontban, a gémbdk belsé hasoulésagi pontjaban
metszik. A két gomb belsG- és kiilsG hasonlésagi pontja B,,, K5 az
0,0, vonaldarabot belséleg és kiils6leg a gombok #,, #, sugarainak
viszonya szerint osztja, azaz: B30, : B30, = K,,0, : K;30, — 7, . v;.

Minden sik, mely a B,,, vagy a K, hasonldsagi ponton megy
keresztlll és egyikét az adott gémboknek érinti, a masikat is fogja
érinteni. Mert ha pl, az els§ gbmb érintGpontjan 4,-n keresztiil mend
sugarhoz parhuzamosan haladé sugarnak végpontja a masodik
gbmbnél A,, ugy A4, az A,K,,, vagy A, B,, egyenesen fekszik és
szintén merGleges az illet6 érintésikra.

Ennélfogva : két gomb kozds érintdsikjainak szama =o*; ezek
a gbmbok kiils6-, és belsé hasonldsagi pontjain mennek keresztiil.
A gdmbok a k6zds érintdsikokat ugyanazon, vagy kiilénb6zd oldalon
érintik, a szerint, a mint a sik a kiilsG- vagy a belsé hasonlésagi
ponton megy keresztiil.

Ha két gbmb egyik hasonlésagi pontjan keresztiil sikot fekte-
tiink, akkor a gombodk kozéppontjainak e siktél mért tavolsagi
viszonya egyenld a gémbok sugaranak viszonyaval. Ugyanis, ha az
0,, 0, pontbdl a K ,-n keresztiil mend sikra bocsatott mer6legesek
talppontja A,, A,, akkor az 0, 4,: 0,4, = O, K.,: O,K 3 = 7,: #,.

146. feladatl. Szevkesztewds havom gomb kozis érintbsikja.

Megoldds. A harom gémbnek G,, G,, G;-nak kozéppontja O,
0,, 0y, sugara v, v,, r3; a G,G, G,G;, G,G, gdmboknek kiilsd-
és belsd hasonlosagi pontjai K,3B,s, K,3B,3, Ks3 Ba,.
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A K,,K,, egyenesen keresztill a G; gombhoz érintbleg két sik
fektethets, mely a G, és G; gomboket is érinti; az érintés a sikok
ugyanazon oldaldn torténik, tehdt az érintSsikok a K,, ponton is
keresztill mennek.

Minthogy a két érintd sik egymast egy egyenesben metszi: a
KK, K,, pontok ugyanegy egyenesben fekiisznek.

Ugyanezen uton kévetkeztethetd, hogy a B,y B, K,,, B3B3, K,
és B, B,,K,, hasonldsagi pontok is egyenesen fekiisznek.

A négy egyenest, mely harom gdmb hat hasonlésagi pontjat
harmaval tartja, a harom gémb hasonlésagi tengelyeinek nevezik.

A harom gomb nyolcz ko6zbs érintSsikja tehat parjaval a
harom gdmb négy hasonldsagi tengelyén megy keresztiil,

Minden sik, mely a harom gémb egyik hasonlésagi tengelyén
megy keresztlil, a gombok kozéppontjatél oly tdvolsagra van, me-
lyeknek viszonya megegyez6 a gbmbdk sugarainak viszonyaival.
Ugyanis, ha a K ,K,;K,; hasonlésagi tengelyen keresztiil mend
sikra az O,, O,, O, pontbdl bocsatott merSlegesek talppontjai 4,, 4,
A,, akkor O, A4,: 0,4, = v, vy és 0,4,: 0,4, = ry: 7;, tehat
0 A4,: 0,4;: 0,4, — 7, : 7y 75,

Négy gdombnek altaldban nincs kozds érintSsikja. De ha e
gbmboknek kozéppontjai 0,0,0,0,, sugarai #7,7,7,, paAronként
hasonlosagi pontjai B, K,,, B;K,,, . - - B3, K;,, akkor kimutathato,
hogy a kiilsé hasonlésagi pontok K, K, K, Ky K,,K;, egy sikban
feklisznek.

Ugyanis, ha a gémbék kdzéppontjaibél a K ,K,3KpK,, sikra
bocsatott mer6legesek talppontjai 4,4,4,4,, akkor

0,4,:0,4;: 0,4, — 775,85 0 4,: 0.1, =7 7,
tehat 0,4,: 0,4,: O4;: O A, = v, vy 75 7,.

Ebbél kovetkezik, hogy ama sik a K,,K;, pontokon is keresz-
tiil megy.

Nyolcz sikot lehet talalni, mely a gobmbdk 12 hasonl6-
sagi pontjait hatdval magin tartja; ezek: K ,K,K K, K, K, ;
K3 K3 Koy Byy By By, és még ily ketts; KKy BBy B, By, €s
még ily harom, melyek a gobmbok hasonldsdgi sikjainak nevez-
tetnek.

Ha tehat négy pont 0,0,0,0, és négy vonaldarab »,7,7;7, van
adva, akkor nyolcz sikot taldlhatunk, melyeknek a pontoktél mért
tavolsagi viszonya a négy adott vonaldarab viszonyaval (7, : 7s:
7,1 7,) egyenld; e sikok a négy pontbél a négy vonaldarabbal, mint
sugarral, leirhaté gomboknek hasonlésagi sikjai.
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Ha », = v, — v; = 7. akkor e gOmbok bels§ hasonldsagi
pontjai az 0,0;, 0,0, ... 0,0, vonaldarabok felez4 pontjai; a kiilsé
hasonlésagi pontok pedig ezen 0,0,, . .. egyenesek végtelen tavol
fekv6 pontjai. E szerint négy ponttdl egyenld tavolsagra hét sik van
végesben és egy végtelen tavol. Ama hét sik a négy pont hat §ssze-
kot egyenesének felezd pontjain megy keresztiil, és pedig: négy
sik harom felez6 ponton és harom sik négy felez6 ponton megy
keresztiil.

Gémbok szerkesztése kiilonbozd feltételekbdl,

152.Négy ponton keresztiil mend, azaz egy tetraeder korilirhato
gomb szerkesztését a 67. feladatban targyaltuk. A kévetkez6kben
oly gdombok szerkesztésével (tehat kozéppontjuk helyzetének és
sugarak nagysaganak meghatarozasaval) akarunk foglalkozni, me-
lyeknél a gémbnek 1, 2, 3, vagy 4 érintdsikja és megfelelSleg 3,2, 1,
vagy O szamu pontja van adva.

E feladatoknal folhasznaljuk a gdmbnek kdvetkezé tulajdon-
sagait :

1. Ha egy P pontbdl egy gombhoz két szelét, PQ, @,, PR, R,-et
huzunk melyek a gombét a Q,, @,; R,, R, pontokban metszik,
akkor a szel6krdl lemetszett vonaldarabok szorzatai egyenldk, azaz :

PQ,. PQ, = PR,. PR,.

E tétel ugyanis érvényes a két szel6n keresztiil fektetett sik-
nak és a gdmbnek metszésére, a Q,Q,R R, kiorre nézve, és igy
gombre is.

Ennek kiilénds esete : Ha egy P pontbdl a gémbhez egy PQ,Q,
szel6t és egy PT érint6t huzunk, mely a gdmboét a T pont-
ban érinti, akkor a szel6r6l lemetszett részek szorzata egyenl$ az
érint négyzetével, azaz :

PQ,. PQ, = PT=

2. Ha a gomb két érint8sikja kozul az egyiket a metszévonal
koril forgatva, a masikra boritjuk, akkor a forgé sik érint6pontja, a
szilard sik érint6pontjaba keriil.

Ugyanis, a két érintGpont egyenld tavolsagra van a két érints-
sik metszGvonalatdl, és az érint§ pontokon keresztiil men§ egyenes
meréleges az érintésikok metszGvonalara,

A tétel kovetkezménye: Ha egy gobmb két érintGsikja metszd-
vonaldnak egy pontjat az érintGpontokkal Gsszekotjiik, akkor e két
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0sszekdts egyenes egyike a masikba forgathaté az érint8sikok
metszdvonala koriil,

168. — 147. feladai. Harom pounton kevesztiil oly gomb Sekte-
tendd, mely egy adott sikot érint,

Megoldas. A harom adott ponton keresztiil egy ¢ kort fekte-
tiink; a kivant gomb koézéppontja a ¢ kor kdzéppontjan keresztiil
menob és sikjara merdleges d egyenesen fekszik.

A ¢ kornek sikja az adott érintdsikot egy e egyenesben metszi,
mig a ¢ kornek az e-re merSleges AB 4atmérGje e-t a D pontban
metszi. Ha ezen D ponton keresztill az érintésikban az e egyenesre
merdlegest huzunk és erre a D ponttél mérve a \/ DA. DB vonal-
darabot jobbra és balra redrakjuk, akkor a nyert F, G végpontok
barmelyike az adott érint6sik érintGpontja lehet. A keresett gombok-
nek kézéppontja tehat az a két pont, melyben az F és G pontban
az adott érint8sikra emelt merdlegesek a d egyenest metszik.

A descriptiv megoldédsnal (177. dbra) egyszertisités kedvéért a
¢ kor sikjat, [sy, sg)-et, a 2-dik képsikra projicialonak vettiik, érints-
sik gyanant 'pedig az 1-s6 képsikot. Az [s,, s,] és az érintdsik
metszévonala tehat s.. és a ¢ kor C kdzéppontjabdl az s,-re bocsa-
tott meréleges s,-et a D pontban metszi.

Forgassuk a ¢ kort a C ponton keresztiil mend 2-dik f6vonala
CD koriil a 2-dik képsikkal parhuzamos sikba; a forgatott helyzete
¢''. Hizunk D”-bél ¢’’-hoz érint6t, melynek érint§ pontja E. D"E
lesz az a vonaldarab, melyet a D ponttdl DC’-re kell rea raknunk
0, O0'-ig, hogy az 1-s6 képsik érintGpontjat a keresett gdmbokkel
megkapjuk. ¢, 0’ lesz egyszersmind e gombok kdzéppontjanak
1-s6 képe, mig a 2-dik képek, 0", 0 a " pontban az s,-re emelt
4" merélegesen fekiisznek,

A keresett gombok kozéppontjai tehat O, O; szegélyvonalai
k., k5 k', k. — A feladatnak nincs megoldasa, ha az adott érintg-
sik a ¢ kort metszi!

148. feladat. Fektessiink két ponton kevesztiil oly gombot, mely
két sikot évint,

Megoldas. (178, abra.) Legyen az egyik érint6sik az 1-s6 kép-
sik K;, a masik pedig a 2-dik képsikra projicialé 8 = i1s.. s,] sik;
ezeknek metszGvonala s,, végre (4’, A%), (b‘, B") a két adott pont.
Az S, K, sikok a tért altalaban négy részre osztjak, s a feladatnak
csak akkor van megoldasa, ha az 4 és a B pont ugyanegy térrész-
ben T-ben fekszik.

A keresett gombok kozéppontjai az 8, K, sikok szogfelezd
sikjai kozill egyiknek, U-nak félsikjaban vannak, még pedig abban,
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mely az A és B ponttal egylitt ugyanegy térrészben T-ben ter-
jed el

Az A, B pontoknak tiikorképei 4, B, az U szogfelezd sikra
vonatkozolag szintén rajta fekiisznek a keresett gombokon. Ha
tehat az A4, (1 U) egyenes az 1-s6 képsikot a D pontban, BB,
(__U) egyenest az 1-s§ képsikon az F' pontban metszi, és mi a
D"E =V D"A". D"4,, vonaldarabbal a D pontbdl, az "G =
V ¥“B”, F“B, vonaldarabbal az F pontbél az 1-s6 képsikban

177. 4bra. 178, dbra.

koroket irunk le, akkor ezeknek O', O’ metszGpontjai a keresett
gbmboknek érintdpontjai az 1-s6 képsikkal, és egyszersmind O, O
kozéppontjuknak 1-s6 képei. A gombok kdzéppontjainak 2-dik képei
azon korlilménybol szerkeszthet6k, hogy az U sikban fekiisznek,

A keresett gombok szegélyvonalai ¥, k“y; &, k.

149. feladatl. Szerkesztendd egy A ponton kevesztiil mend és ha-
rom sikot évintd gomb,
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Megoldds. (179, éabra). A harom sik egyike legyen az 1-s8
képsik K,, a masik a
2-dik képsikra proji-
cial6 §, végre a har-
madik egy Altalanos
helyzet(i U. E héarom
sik a tért nyolcz oc-
tansra osztja, és a ke-
resett gombok az A
ponttal egyiitt ugyan-
egy octansban fe-
kiisznek. -

A haromsik K, §,
U egymast az s, =[K,,
Sl, e=[S, U], u, =
[U, K,] egyenesekben
és az r, pontban met-
szik, mely az ¢ metsz8-
vonal 1-s6 nyomaban
van,

Ha a keresett
goémb érintSpontjat a
K,, S, U érintdsikokkal,
egy pillanatra K, S, 179. dbra.

U-nak nevezziik és azokat az E, ponttal 6sszekotjiik, akkor

az B, K,, E,S egyenesek hajlasszoge s;-hez egyenld
” E187 ElU ” ” e-hez ”
. BU, EXK ,, 1,-hez

Ha tehat az E,S és aze egyenest az s. korlil, az E,U és az e egye-
nest az u, koriil az 1-s6 képsikra forgatjuk, és e-nek forgatott hely-
zete (e), illetve [e], akkor 1-szor : a forgatott E,S és a forgatott K, U
az E K, egyenesre jut; 2-szor a forgatott E,S az (e)-hez és a for-
gatott E,U az [e]-hez egyenld szog alatt hajlik, mert (e, E,S) < =
(e, E,U) <. Ebbdl kovetkezik, hogy E K, felezi az (e) és [e] egye-
nesektSl képezett hajlasszoget. A keresett gomb érintSpontja a K,
sikkal tehat az ((e), [¢]) < egyik felezGjében van, melyet az dbraban
o’-sel jeloltiink. o’-ben fekszik ezért a gdmb kozéppontjanak 1-s6
képe is; mig a 2-dik kép az S sik 1-s8 képsikszogét felezd siknak
2-dik nyomaban o’“-ben van.

A Kkeresett gombok kozéppontjai az igy szerkesztett 0o = (0’, 0")
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egyenesben fekiisznek, mely nem egyéb, mint a K,, S, U sikok
hiarom szogfelez8sikjanak metsz8 egyenese, s melynek minden
pontja a harom siktdl egyenlS tavolsagra van.

Minthogy a gbmbok kozéppontjai az o egyenesen fekiisznek,
azért keresztiil mennek azon a ¢ kéron, melynek sikja az A pontbél
az o-ra bocsatott merdleges sik V, melynek kézéppontja C az o-ban
van, és végre melynek sugara CA.

Ha az o egyenes 1-s6 projicial6 sikjat 3-dik képsiknak valaszt-
juk és (4’, A”), valamint az (0’, 0’/)-b6]l A és o-nak 3-dik képét
A" o'-mat megkeressiik, akkor a V siknak 3-dik és 1-s6 nyomat
A'"'D és v,-et, és a C pontnak 3-dik képét C“-mat konnyen meg-
hatarozhatjuk.

Forgassuk végreaz 4 és C pontot v, koriil az 1-s6 képsik 4. és C,
pontjaba;irjunk le C,-b6l 4,-en keresztiil egy ¢, kort ; hizzunk a D
pontbdl ehhez érint6t DI-t, és rakjuk az érint6 hosszat DI-t, D-t6l
az o’ egyenesre O, 0'-ig.

0’, O’ lesz a keresett g6mbok érintdpontja a K, sikkal, vala-
mint a k6zéppontok 1-s6 képe; azoknak.2-dik képe 0, O’/ az o”
egyenesen van. A gombok szegély vonalai &'}, k' ; &'}, k',.

Ha a harom adott sik a tért nyolcz részre osztja, akkor a fel-
adatnak az 4 pont barmely helyzeténél van megoldésa.

150. feladat. Szerkesztendé azon gombok kozépponijainak geo-
metriai helye, mely gombok harvom sikot évintenek.

Megoldas. (180. abra.) Valaszszuk a harom sikot akképen,
mint az el6bbi feladatban : az egyik sik az 1-s6 képsik K, a
masik a 2-dik képsikra projicialé sik 8, a harmadik egy altala-
nos helyzeti sik U. A sikok metszGvonalai s,, #,, ¢; azoknak
metszdpontja E,.

A harom felvett sik hajlasszogeinek hat felez6 sikja van,
melyek egymast harmaval négy egyenesben f, g, k, i-ben metszik.
Ugyanis két hajlasszog felezGsikja egymast oly egyenesben metszi,
melynek minden pontja a hidrom siktél egyenlSé tavolsagra van,
tehat egy harmadik hajlasszog felez8sikjaban is benne fekszik. — E
négy egyenes ama négy csucs-octansban vonul végig, melyekre
a harom sik K,SU a tért osztja.

E négy egyenes 1-s6 képeit f/, g/, i’, i’-t akkép hatarozzuk
meg, mint az el6bbi feladatnal az o’ egyenest. T. i. leforgatjuk
az ¢ = (8, U) metszéegyenest az s. korlil és az #, koriil az 1-s§
képsikba. e-nek leforgatott helyzetei lesznek e; &, illetve e, e,
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az (s ey), (s e4), (es ), (es e,) szogek felezdi £/, g', W', i’ az f 8
I, i egyenesek 1-s6 képei. ’

Most meghatédrozzuk az § sik 1-s6 képsikszogeinek felezdsik-
jait; ezeknek 2-dik nyomaban [’ — i és k' = ¢’ben vannak
az f, g, h, i egyenesek 2-dik képei.

151. feladat. Szerkesztendok négy sikot évinté, azaz egy tetrae-
derbe irvhaté gombioknek kizéppontjai.

Megoldds. Ha azt a négy egyenest f, £, h, i-t, mely az els6
harom sikot érint6 godmbok kodzéppontjait tartja, metszéshez hoz-

180. dbra.

zuk az 1-s6 és 4-dik sik hajszogeinek két felez6sikjaval, akkor
oly nyolcz pontot nyeriink, mely a négy adott siktol egyenls ta-
volsagra van. Ennélfogva egy fetraederbe nyolcz gomb irhald be
lapjait érintdleg.

A descriptiv megoldast végzend§, vélaszszuk (181, 4bra) az
A, A, A A, tetraeder AyA;A, lapjat 1-s6 képsiknak, és a 2-dik
képsikot pedig az A,4,A, lapra merdlegesen.

Forgassuk le az 1-s6 képsikon Kivil fekv A, cstcsot az
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A,4,4,, A,4,4,, 4,4,4, lapoknak 4,4,, 4,4,, A;4, 1-s6 nyoma
koriil kétféleképen az 1-s6 képsikba, és nevezziik e forgatasbél
szarmaz6 pontokat A;' A,%; A,* A\*; A°A,%nak. Az A* A% A%
pontok az A, cstcsnak abbdl a forgdsabol szarmaznak, melyek-
nek forgasszogei az A4,4,A4;4, tetraeder A,A4,, A,A,, A, A, éleinél

181. abra.

levS bels6é lapszogei.

Az A A, A4 A, A A, élek ez utdbbi forgatasnal az A,4,%,
A,A4.3; A;A8 A3A5; A 4,5 A,A,* helyzetbe jutnak. Ezen egye-
nesparak szogfelez6in 4,C’,, A,;C, 4,C',-n, fogjak a tetraeder
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As, A4,, 4, cstcsain 4tmend harom-harom lapot érintd gémbok, az
A, 4,4, lapot érinteni. Ennélfogva a tetraeder mind a négy lapjat
érint6 gdomb az A4,4;4, lapot a C’, pontban érinti. Az 4,C,
A;C,, A,C, szogfelez6k azonban az A,A4,'4,°, 4,4,%A,% A,A,54,*
egyenszari haromszogek kovetkeztében az 4,'4,34,% haromszog
oldalainak felez& merSlegesei, s ezért a (', pont az 4,*A4,*A°
haromszog koriilirhaté korének kézéppontja.

Hogy az A A,A;A, tetraederbe irhaté gomb az 4,4,4, lapot
az A,*4,%A,% haromsz0g korul irhaté kdrnek koézéppontjaban érinti,
azt még kovetkez6képen is belathatjuk. Nevezziik a beirhaté gomb
érintGpontjait az 4,, 4,, 4,, 4,, csucscsal szemben fekvd lappal
Ph P2a P37 P4'nek-

Ha a P,, P,, P, érint6pontot megfelelSleg az A, 4,, 4,4,
A, A, él koriil az 4,4, 4, lapba forgatjuk, akkor a forgatott pontok
mindegyike a P,-be keriil. Amde a P,, P,, P, érintSpontok a forga-
tas el6tt egyenld tavolsagra valanak az A4, csucst6l, tehat e harom
pont P,, P,, P, az A, pontnak ama harom él koriil torténé forga-
tasa utdn az A,A,A4, lapba, szintén egyenld tavolsagra lesz a for-
gatott 4, ponttdlazaz 4,% A,*, 4,3-t6l. Minthogy azonban a Py, P,
P, érint6pontok a forgatds utan a P, pontba jutnak, azért a P,
pont, mint a tetraederbe irhaté gémb érintépontja az 4, 4,4, lappal
az 4,, 4,3, A pontoktél egyenld tavolsadgra van.

Igy tehat az A, 4,4,4, tetraederbe irhaté nyolcz gémbnek
érint6pontja az 1-s6 képsikban fekvé 4,4,4, lappal

az A,'4,°A4,% haromszog koriilirhaté korének kozéppontja C'y

24445

» Al Al Al » » » ” C"Z
1 4 6 4

” Ax Al Al » ” » ” 03
2 3 [

” Al Al AI ” ”» ” » 04
2 446

” Al ‘/11 441 ” ” 2 ” B 1
1 3 6

” A‘. Al A-l. ” ) ” > - 2
2 3

” Al Al Alb » ” ” ”» 423

» ‘4-11“4-1414-15 ” ” ” ”» B’4'

E pontok egyszersmind 1-s§ képei a nyolcz gdmb kozéppont-
jainak ; azoknak 2-dik képe az A,4,4, lap 1-s6 képsikszogei felez6-
sikjainak 2-dik nyomain fekiisznek, még pediga C"/, B*;,C", B’ pon-
tok az egyik és a B",C"; B“,C", pontok a masik szogfelez6sik 2-dik
nyoman,

A nyolcz kbézéppont két tetraedernek B = B.B.B.B.. C =
C,C,C,0,nek csicsa, mely az 4 = A, 4, 4,4, tetraeder irdnyaban
akkép van elhelyezve, hogy az A tetraeder barmely csucsat a B
tetraeder barmely csucsaval Osszekdts egyenes a C tetraeder egy

KLUG : Abrazol6 geometria.
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csucsan megy keresztiil, Ennek oka a megoldast bevezetd els6
mondatban rejlik.

A tetraeder lapjai a tért 15 részre osztjak., A csucsok fol6tt
levé négy térben nem fekhetnek a gdbmbok kozéppontjai, mert kii-
16nben a gébmbdok a csucscsal szemben fekvé lapot nem érintenék.
Két szemben fekvs €l folott levé ékalaku tereknek csak egyikében
van ily kozéppont, s ilyen térpar van harom; azonkivil van egy
véges tér; e négy térben fekiisznek a C,C,C,C, kézéppontok. Végre
a lapok folott levé négy térben (harom oldali csonka gula alaky,
melynek nagyobb alaplapja végtelen tavol van) fekiisznek a B, D,
B, B, kézéppontok,

A tetraeder hat bels§- és hat kiilsé lapszogét felezd tizenkét
sik harmaval 16 egyenesben és hataval a 8 kézéppontban 3, B, . . .
C,-ben metszi egymast; a 16 egyenes négyével a tetraeder egyes
csUcsain megy keresztiil, s minden ily egyenesen fekszik a 8 kozép-
pont koziil kettd.

A feladat itt targyalt megoldasanak alapeszméje HErmaRY fran-
cziatol szarmazik. (Kozolve lett 1879-ben).

Xl. FEJEZET.

A kap és a henger.

154. A kup és a henger szdrmaztatdsa. Képzeljiink egy
gorbevonalat ¢-t és annak sikjan kiviil egy pontot, M-t. Hizzunk az
M ponton kereszt(il c-nek Gsszes pontjaihoz egyeneseket. Ezek az
egyenesek egy gorbe felliletet képeznek, melyet kipfeliiletnck, vagy
réviden kipnak neveziink,

Ha tehat egy egyenes,melynck egy M pontja vdltozatlan marad,
akkép morog, hogy mozgasa kozben egy ¢ govbe vonal pountjain megy
kevesztiil és c-nek pontjai nem fekiisznek az M-el ugyanegy sikban,
akkor a mozgd egyenes egy kiipot ir le,

Az M pontot a kip csiicsanak, a ¢ gorbét, mely az egyenesek
mozgasat vezérli, a kup vezérlé vonaldnak (directrix), végre a mozgd
egyenest minden helyzetében a kup alkoféjdunak nevezzitk. A kup
csucsa egy kilonds pontja a kupnak, ellenben a vezérlé vonalnak
pontjai nem kiilondsek, mert minden mas vonal a kipon, mely annak
valamennyi alkotdjat metszi, a kup vezérls vonalanak tekinthetd.
Ugyanis az Uj vezérlé vonal és a kup cstcsa akkép szabalyozza a
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a kupot leir6 egyenes mozgasat, hogy ugyanazt a kupot nyerjiik,
mint az eredeti vezérlé vonalnal.

A kup vezérlS vonala lehet sikgorbe, azaz olyan, melynek
minden pontja ugyanegy sikban van, de akkor a kip cstcsanak a
gorbe sikjan kiviil kell lennie ; de lehet egy ugynevezett iérgorbe is,
melynek nincsen minden pontja ugyanegy sikban és ekkor a kip
csucsa barhol vehetd fel a térben.

A Kkup alakja a vezérl§ vonal alakjatol és a csics helyzetétsl
e vonal irdnyaban fligg. Ha a kup vezérlé vonala II. rendd gorbe,
tehat kor, ellipsis, hyperbola vagy parabola, vagy egy néven kip-
szelet, akkor a kupot I1. vendii kispnak nevezziik. A 11. rend kupok
egymastél lényegileg nem kiilonbdznek, mert minden II. r. kipot
lehet sikkal barmely I r. gérbe szerint metszeni.

De egy kiilonos 1L r. kip az olyan, melynek vezérl§ vonala kor
és akup csucsa e kor kdzéppontjan kereszt(il mend és annak sikjara
mer6legesen allo egyenesen van. E II. r.kipot forgdskipnak nevez-
zUik, mert egy tengely koriil forgd egyenes, mely a tengelyt metszi,
leir egy ily kupot.

Ha a kup csucsat végtelen tavol, tehat egy egyenes végtelen
tavol fekvd pontjaban vessziik fel, akkor a kupot hengernck nevez-
zlk. Egy hengert képeznek tehdt az oly egyenesek (alkotdk), melyek
egy gorbe (vezérld) vonal pontjain keveszttil mennek és egymdssal
pavhuzamosak, ha nem fekiisznek ugyanegy sikban.

A hengert is II. vendiinek nevezziik, ha vezérl6 vonala
IL. r. gbrbe. De a IL. r. hengerek kiilonbozdk, a szerinta mint vezérl§
vonaluk ellipsis (ide értve a kort is), vagy hyperbola vagy parabola,
s ezért a Il r. hengereket ezen esetekben elliptikus-, hyperbolikus-
vagy parabolikus hengernek nevezziik.

A II. r. hengerek legegyszer(ibbike a forgdshenger; ennek
vezérld vonala kor és alkotéi a kor sikjara merélegesek. Oly egye-
nes, mely egy vele parhuzamos forgastengely koriil egy teljes koriil-
forgast végez, leir egy forgashengert.

155. A kap paldstja. A kup minden alkot6jat annak csicsa
félsugarra osztja. II. r. kipoknal e oo! szamu félsugar ketté valaszt-
haté. Feltételezvén ugyanis, hogy a vezérl§ vonal kor, ellipsis, vagy
parabola : a kip cstcsain keresztill mené és e vezérl6 vonalat metszé
félsugarak képezik az egyik részt, azoknak kiegészit6i egy teljes
sugarrd a masikat. Ha ellenben a kup vezérl§ vonala hyperbola,
akkor ennek egyik 4gat metsz6 félsugarak, és a masik hyperbola-
agat metsz8 félsugaraknak kiegészit6i képezik az egyik részt, a kup-
alkotéknak a hidnyzé félsugarai pedig a masikat. Ugy az egyik mint
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a masik részhez tartoz6 félsugarak Osszesége a kupnak egy-egy
paldstjat alkotja. A 11, r. kipot tehat két palastbol allonak tekintjiik:
azegyik palastona fekvd félalkotok (félsugarak) a masiknak félalkotoit
teljes alkotokka egészitik ki; dea két palastnak nincsen koz0s alkotoja.

Jellemz6, hogy ha egy palaston két pontot vesziink fel, akkor
azegyik pontbdl a masikhoz juthatunk a kiipon fekv6 vonalon haladva
anélkiil, hogy a kip csticsan kereszt{il kellene menniink. Amde ha
a két pont a kipnak két kilonb6z6 palastjan van, akkor nem lehet
az egyik pontbdl a masikhoz a kupon fekv§ vonalon haladva eljutni
anélkiil, hogy a csticson kereszt(il mennénk.

Ha a palastot nem értelmezziik a kdp vezérié vonalaval, mely
mint emlitettiik, nemkiilonds vonalaa kipnak, hanem apalast jellemz6
tulajdonsagat abban latjuk, hogy barmily két pontjat a kipon fekvd
és a csucson keresztlil nem mené vonallal &sszekothetjlik, akkor
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182, dbra. 182 a. dbra.

egypalastu kipokat is meg lehet kiilonbdztetni. Ugyanis ha a vezérlé
vonal olyan gorbe, hogy barmely pontjabdl a gérbén haladva a
masikhoz juthatnak és a gorbének csak egy (vagy 4ltaldban pératlan
szamu) végtelen tavol fekvé pontja van, melynek azonban érintGje
végesbe nyulik, akkor a kupnak csak egy palastja lesz. Illyen kup-
nak tekinthetd példaul a sik, melynél a vezérl6 vonal egyenes,
vagy pedig egy olyan (III. rendit) kip, melynek vezérl6 vonala a
mellékelt (182. 4bra) egyagu III. r. gérbe.

A hengernek csak egy paldstja van, mert végtelen tavol fekvé
cstcsa nem osztja az alkotokat ketté.

156. A kip és a henger érintésikja. Egy kupon, melynek
csucsa M és vezérl6 vonala c, egy MA alkotét és egy & gorbét vesziink
fel (182. abra) az M4 alkot6 a k-t egy P pontban a ¢ gorbét egy 4
pontban metszi.
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Az MA alkotén kereszt(il egy sikot fektetlink, mely a k& gorbét
a O ... pontokban, ¢ gorbét a B. . . pontokban, a kipot magat az
M@B, ... alkotbkban metszi. Az MAPQDB sikot az MPA alkoté
korul akkép forgatjuk, hogy a B metsz6 pont kézeledjék az 4-hoz
a ¢ gorbén. E forgasnal az MQB alkoté kozeledik elfoglalni az
MPA alkoté helyzetét a kipon, a @ pont pediga P pont helyzetét
a k-gorbén. Midén az M A koriilforgd sik B metszGpontja az A pontba
jutott, tehat a ¢ gérbe AB szelGje az A pont érint8jébe keriilt, a
forgé sik szintén egy oly hatar helyzetet ért el melynél az M B alkotd
a kipon az MA-val és a @ pont a k goérbén a P-vel egyesiilt, tehat
a k gorbe P szelGje atment a P pont érint§jébe.

Az MA alkotén keresztl mend siknak ez a hatarhelyzete a
kupérintdsikja az M A alkotd szerint vagy alkoté mentén vagy az M A
alkotéban ; maga az MA alkoté pedig az érint8sik érinibalkotdja.

A kup érint8sikjat az M A4 alkotdban még az egyszer(ibb szdlas-
mod végett az MA alkotd évintdsikjanak is nevezhetjik, mert a kip
minden alkotdjahoz altaldban mas és mas érintdsik tartozik.

Minthogy a % gorbe, a kip P pontjan keresztlil mené tetszés
szerinti gorbe a kunon és MP A4 alkoté érint8sikja a k gorbe P pont-
janak érint6jét (mint a P@ szel6nek hatarhelyzetét) tartalmazza,
mondhatjuk : a kip egy alkotdjanak évintdsikja tartalmazza mindazo-
kat az érintdket, melyeket a kiipon fekvd gorbékhez az alkotd és e govbék
metszOpontjaiban hizhatunk.

Minthogy altalaban oly sik, mely barmely gorbe feliilet egy P
pontjan kereszt(l mend és a feliileten fekvd gorbéknek érintGjét az
illet P pontban tartalmazza, a feliilet P pontjanak érintdsikja, azért
a kup egy alkotdjan fekvd pontoknak érint8sikjai valamennyien az
alkot6 érintGsikjaban egyesiilnek, azaz: a kip évintdsikja egy alko-
téban, az alkoté minden pontjanak évintdsikja. Ezt a jelenséget még
ekkép is kifejezhetjilk: a kup érintSsikja a kipot egy alkotd egész
terjedelmében érinti.

Minden egyenest, mely a kip egy érint8sikjaban fekszik, a
kap érintdjének nevezzik. A kup érintGje érinti mindazon gorbéket,
melyek szerint az érintn kereszt(il fektethetd sikok a kupot metszik ;
az érintépont az érint6n keresztlil mend érintésik érintbalkot6jan
fekszik.

A mit eddigelé a kdp érint6sikjar6l mondottunk, az a henger
érintGsikjara vonatkozélag is érvényes, mert a henger oly kupnak
tekintendd, melynek csicsa végtelen tavol van.

157. A forgéaskup és forgashengernek fotulajdonsagai. A
forgaskipnak és forgashengernek nagy szerepe van az 4brazol6 geo-
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metridban, mert tulajdonsagainél fogva szamos feladat megoldasanal

kozvetitdiil szolgal.

Forgaskupot, mint mar emlitettiik, egy oly egyenes ir le, mely
egyik metszGje mint tengely koriil egy teljes korulforgast végez.
Forgashengert pedig egy egyenes, mely egy véle parhuzamos ten-
gely korlil végez egy teljes kortilforgast.

E kupnak és hengernek ezen szarmaztatasabdl és az érintdsik
értelmezésébdl kovetkezik :

1, a forgaskup alkoto6i egy egyenessel — a kiip forgdstengelyével —

egyenls szoget képeznek ;

. a forgaskup alkotdéi a tengelyre mer&leges sikokkal egyenld szoget

képeznek, mely az el6bbi szdgnek potloszoge ;

3. a forgasklip metsz6vonala a tengelyére meréleges sikkal mindig
kor ;

4. a forgaskup érint6sikjai annak tengelyével egyenlé és ugyanoly
szbget képeznek, mint a kdp alkotéi;

3. a forgaskup érintésikjai a tengelyére merdleges sikokkal egyenld
szoget képeznek, mely az el6bbi szognek potloszoge ;

6. egy pontbdl egy gémbhoz huzhatd érintGk és érintdsikok oly for-
gaskupnak alkotdi és érintGsikjai, melynek tengelye a gomb kdzép-
pontjan megy kereszt(il ;

7. két a forgaskup tengelyére mersleges sik annak alkotdirél egyenld
vonaldarabokat metsz le;

8. a forgashenger minden pontja, minden érint6sikja és minden
érintGje (azaz minden egyenes, mely annak érintGsikjaban fekszik,
de nem parhuzamos a henger alkotdival), a henger tengelyétl
egyenld tavolsagra van.

Ha két felilletnek azt a helyzeti viszonyat, hogy egy kozds
pontban kézds érintSsikjuk van, akkép fejezziik ki, hogy egymadst a
kozés pontban érintik, akkor mondhatjuk: egy forgaskup és egy
gbémb egymast egy kor pontjaiban, vagy egy kor mentén érinthetik.
Es ha egy gébmb egy forgaskuipot egy kor mentén érint, akkor ezek-
rél azt mondjuk, hogy a gémb a kipban ,be van irva“ és a kip a
gémb ,koriil van irva“. Az a kor, melynek mentén a két feliilet egy-
mast érinti, azoknak érinté kove.

A gbmbot a f6korsk mentén érintd forgaskupok forgashenge-
rekké fajulnak el.

158. A kiippal kapesolatos elemek sokasdgdrol. A kup alko-
téinak szdma oo!, mert a kip alkotéi a kdp csticsat a vezérlé vonal
ool szAmu pontjaival kotik &ssze.

[\



A kup pontjainak szama oo, mert minden alkotén van oc
szamu pont.

A kup érint6sikjainak szama oo!, mert minden alkotéhoz alta-
laban egy érintSsik tartozik.

A kup minden pontjdnak, a csucs kivételével, altalaban egy
érint6sikja €s oo! érintéje van, de minden érintésik a kupot oo! pont-
ban érinti. A szdmité geometria a kup csuiicsan keresztlil men6 minden
sikot és egyenest (co?) a kup érint8sikjanak és érint&jének tekinti
a csucsban, mert a kip csucsa annak egy singularis pontja. A kup-
nak ezen kiiloénos érintGsikjait és érint6it, a kdvetkezG6kben nem
vessziik figyelembe.

A kupnak oo® szamu érint6je van ; minden pontjan oo! megy
kereszt(l és minden érintGsikban van oe?,

A pontra nézve egy foltétel az, hogy egy kiipon (vagy Aaltala-
ban egy feliileten) fekiidjék, — A sikra nézve két f6ltétel, hogy egy
kipnak érintGsikja legyen. Ugyanis a kupnak minden érintGsikja
annak csucsan megy keresztil, mely egy foltételnek felel meg,
tovabba az érintGsik még a feliiletnek egy mds pontjdn is keresz-
tl megy, ami a masodik f6ltétel, Ennélfogva lehet egy kuphoz érin-
tésikot szerkeszteni, mely egy ponton megy kereszt(il, vagy egy
egyenessel parhuzamos, vagy egy sikkal adott szoget képez, vagy
egy goémbot érint, stb.

Az egyenesre nézve egy foltétel az, hogy egy kupot érintsen.
Ezértegy kuphoz oly érint6t, mely egy egyenest metsz, «? szamuit,
mely két egyenest metsz, vagy egy ponton megy Keresztil, vagy
egy egyenessel parhuzamos stb., «o! szamut; mely egy ponton megy
keresztiil és egy egyenes metszGje, vagy egy sikkal parhuzamos
stb. — véges szamut lehet szerkeszteni,

Minden forgdskupba oo* gdmb irhaté be; az egyes gdmbok
érint6koreinek sikjai a kup tengelyére merélegesek.

Egy gomb Kkorill o2 forgaskup és o<? forgashenger irhatd. A
kupok csucsai az érint6korok sikjara merGleges gomb-atmérékon
fekiisznek; az érint6hengerek alkot6i a f6korok sikjaira merGle-
gesek.

Egy egyenestdl egyenld (7) tavolsagra levl egyenesek, pontok
és sikok szdma megfelelGleg o<3, oc-, oo!; ezek egy forgashengernek
érint6i, pontjai és érintGsikjai.

159. Akup és a henger dbrazolasa. A kovetkez6kben a IL r.
kipok és hengerek abrazoldsival és ezekre vonatkozo feladatok
megoldasaval fogunk foglalkozni. Féltételezziik tehat, hogy a kup és
henger meghatarozdsdra szolgald ¢ vezérls vonal egy kupszeletet
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(rendesen kor vagy ellipsis), és a kipnak M csuicsa c-nek sikjan
kivill van. Ilyen kupoknak két palastja van.

A kupnak azon alkotéi, melyeknek érintGsikjai az 1-s6 (illetve
a 2-dik) képsikra mer&legesek, képezik a kipnak 1-s6 (és 2-dik) valddi
szegélyalkotéit, azoknak 1-s§ (és 2-dik) képei pedig a latszélages
szegélyalkotoit, Igy a 183. és 184. dbraban az MA, M B alkotdk a kuip
és a henger 1-s§ szegélyalkot6i; MC, MD pedig azoknak 2-ik
szegélyalkotoi.

Ugyanis, az MA és MB alkotok 1-s6 projicialé sikjai az MA
és MB alkot6n és a ¢ vonal A és B pontjanak érintdin, (mely M'A,
M'B) mennek kereszt(il. Hasonlokép az MC és MD alkoték érints-
sikjai az MC, MD alkotokon és ¢ vonal C, D pontjainak érint6in
mennek kereszt{il, melyek merdlegesek a 2-dik képsikra.

Ha a kupon nincsen olyan alkotd, melynek érintésikja meréle-
ges az egyik képsikra, akkor e képsikra vonatkozdlag nincsen sze-
gélyvonala a kupnak és ekkor az 4brdzolds a vezérlS vonal és a
csucsnak illetd képével torténik. Igy a 185, 4braban bemutatott ktip-
nak nincsen 1-s6 szegélyvonala,

Hasonlokép, ha a henger minden alkotéjanak érint6sikja mers-
leges valamelyik képsikra, akkor a henger szegélyvonalat az érint§-
sikoknak illet6 nyomaitdél beburkolt gorbe, azaz a vezérld vonal
képezi.

A 183. abraban az MA, MB 1-s6 szegélyalkotok a kupot két
részre osztjak, melyeknek egyike az 1-s6 képsikra nézve lathaté az
egyik palaston, de nem lathaté a madsikon, a masik rész ez utébbi
paldston valik lathatova, az elsén pedig el van fodve.

Az ME, MF alkotéknak kozbs 1-s6 képiik van, tehat ME az
MF-et, az M cstcstdl a vezérlGvonalig terjeds részben, mondjuk az
als6 palaston, az 1-s6 képsikra nézve elfodi, mig MF az ME-ta fols6
palaston f6di el. Ezt mutatjdk az ME, MF alkotok 2-dik képei.

Ugyanigy a 2-dik képsikra néz6 a kip ME alkotdjat lathatja
az alsé paldston és nem lathatja a fols6 palaston, az MF alkotét
lathatja a folsé palaston, de nem lathatja az alsén.

Altaldban az 1-s6 képsikra nézve a ¢ vezérls vonal ACED
ivének pontjan kereszt(l mené alkotok az alsé paldston lathatdk, a
fels6n nem lathaték, forditva van a dolog az AFD B ivnél. Mig a 2-ik
képsikra nézve a vezérlGvonal CEBD ivének pontjain kereszt(il
mené alkotdk az alsé paldston lathatok, a fels6n nem 14thatok, for-
ditva a CAFD ivnél.

A henger AFDB ivének pontjain kereszt{il mend alkotok 1at-
haték, a tobbiek nem lathatok az 1-s6 képsikra nézve, mig a CAFD
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iv pontjain kereszt(il mend alkotdk lathatdk, a tobbiek nem lathaték
a 2-dik képsikra nézve.

Erintési feladatok.

160. — 152. feladat. Vegyiink fel egy (M, c) kiipon, melynek M
csicsa ¢ vezérld vonala adva van, egy P pontot és feklessiink ezen
keresztiil érintbsikot a kiphoz.

Megoldds. (183. abra). A P pontnak egyik képét, pl. P’-t tet-
szés szerint vehetjiik fel. M'P* képezi az MP alkoté 1-s6 képét, mely

183. 4bra. 184. ibra.

a ¢ vezérld vonalat az E, F pontokban metszi. Az E, F' pontoknak
2-dik képe E“, F" és az ME, MF alkotoknak 2-dik képe M"E",
M"F". Ez ut6bbi egyeneseken vannak a kip azon pontjainak 2-dik
képei, melynek 1-s6 képe P'. E szerint IL r. kipnal P'—=Q’ pont a
kip két pontjanak, P és Q-nek, 1-s8 képe. De ha az M'P’ egyenes
a vezérld vonal 1-s6 képét nem metszi (valé pontban), akkor a kupon
nincsen oly (vald) pont, melynek 1-s képe P’ volna. '
A P pont érintSsikja a kiipot az MPE alkot6 minden pontja-
ban érinti. Meghatarozasahoz a vezérls vonal E pontjanak érintGje
és az MPE alkoto sziikséges és elégséges. Minthogy jelen eset-
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ben a ¢ az 1-s6 képsikon fekszik, azért s, mar 1-s6 nyoma a kivant
érint6siknak. E siknak 2-dik nyoma keresztlil megy az MPE egye-
nes 2-dik nyoman, de ha ez tavol van és igy a szerkesztéshez nem
alkalmas, akkor felhasznaljuk a sik P vagy M pontjan keresztiil
mend és a meglevs adatokbdl egyszerlien meghatarozhat6 1-s6 vagy
2-dik févonalat, illetve ezeknek 2-dik nyomat.

153. feladat. Fektessiink egy henger P pontjdn kevesztiil érinto-
sikot a hengerhez.

A feladat megoldasat a 184. abra mutatja.

154. feladat. Egy P pouton keresztiil vezessiink évintosikokat
egy adolt (M, c) kuphoz.

e e e N

185, dbra.

Megoldas (185. abra). A Kivant érintésikok az MP egyenesen
mennek kereszt(il, mely az 1-s6 képsikon fekvd ¢ vezérls vonal sikjat
az F pontban metszi. Az F pontbdl a c¢-hez huzott F'A, F'B érint6k
¢t az A, B pontokban érintik, mely pontokon keresztlil mens MA,
MB alkotdk a kivant [s,, s,], [#;, #,] érintGsikok érintGalkotdi.

Ezek, valamint a P pont, vagy a PM egyenes meghatarozzak
az érintdsikokat.

155. feladat. Egy P pounton kevesztiil vezessiink érintésikokat
egy adott hengerhez.

Megoldds (186, abra). A P ponton Kereszt(il PF. parhuzamos
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egyenest huizunk a henger alkotéihoz, mely a henger vezérlg vona-
lanak, c-nek sikjat — jelenleg az 1-s6 képsik — az F pontban metszi.
Az F pontbél a c-hez huizhaté érintk érintépontjai 4, I, a kivant
[s1, Sa], [, u5) érint6sikoknak érintalkotéin fekiisznek. Az egyes
érintSalkotok és a P pont meghatarozzak az érintésikokat.

156. feladat. Vezessiink egy e egyenessel pavhuzamos évintosi-
kot egy (M, ¢) kiiphoz.

Megoldds (185. abra.) A kup cslicsan keresztlil mend és az e
egyenessel parhuzamos MF egyenes a keresett érintésikokban fek-
szik. Ennélfogva az MF egyenesnek és a ¢ vezérvonal sikjanak

186. abra.

F kozos pontjabdl c-hez érint6ket huzunk, melyek ¢t a keresett
[$1y Sal, [2,, 15 érint6sikok M A, M DB érint6alkotéinakd, B pontjaban
érintik.

157. feladat, Vezessiink az e egyemessel pdrvhuzamos évintési-
kokat egy adott hengerhez,

Megoldas, (187. abra.) Egy sikot szerkesztiink az e egyenessel
és a henger alkotoival parhuzamosan ; a kivant érintSsikok e sikkal
parhuzamosak lesznek,

Ha tehat a szerkesztett siknak és a vezérlé vonal sikjanak
metszévonalaval parhuzamos érint6ket huzunk a vezérl6 vonal-
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hoz, akkor az érint6pontok a kivant érintésikok érintGalkotdin
lesznek.

A kivitelnél az e egyenes egy P pontjan Kereszt(il a henger
alkotbival parhuzamos f egyenest fektetlink, az /e, f7 stk nyomai
E\F,, E,F,.

Minthogy jelenleg a henger ¢ vezérly vonala az 1-s6 képsik,
azért az [e, f]sik E,F, 1-s6 nyomaval parhuzamos érintéket huzunk

- ———— - — -

187, abra.

c-hez, melyek ¢t az 4, B pontban érintik. E pontokon kereszt(l
mend alkotdk a kivant [s,, s,], [#,, #,] érintGsikok érint6alkotoi,

E két feladat alapjan a kup és henger sajat és vetett arnyékat
meghatarozhatjuk.

161: — 158. feladat. Szevkesztewdé egy kup sajit és vetett
aruyéka, ha vezérlo vonala ¢ az 1-s6 képsikon fekszik.

Megoldas (188. abra). A fénysugarakkal parhuzamos érintGsi-
kok a kupot oly alkot6ék szerint érintik, melyek a kup sajat arnyé-
kanak hatarvonalai. Ha tehat a kup paléstjatol és ¢ vezérlévonalanak
sikjatél bezart tért (testet) veszsziik tekintetbe, és ¢ az 1-s§ képsi-
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kon van, akkor felkeressiik a kip M csicsdnak M, vetett arnyékat
az 1-s6 képsikra. Az i, pontbél a c-hez hizott érinték c-t az 4, B
pontokban érintik; MA, MB alkotok képezik a sajat arnyékhatart,
ezeknek vetett 4drnyékai, a kiszogel6 M*A4, M*B vonalak pedig a
vetett arnyék-hatart. Az arnyékvet6 idom tehat MA, ADB iv BM
vonalaktél hataroltatik.

159. feladat. Szerkesztendd egy forgdshengernek sajit- és vetett
drnyéka, ha vezéridvonala, a c kér, az I-sé képsikon fekszik.

I

188. abra, 189. abra,

Megoldds (189. abra.) A fénysugarral parhuzamos érintésikok
ahengert az AE és BI' alkot6kban érintik, melyek asajit arnyék-
hatart képezik,

Ha a forgashengert az 1-s6 képsikkal parhuzamos sikkal
a k kor szerint metszsziik, akkor tovabba a ¢ és a & sikjatol hatarolt
testnek, melyet szlikebb értelemben szintén hengernek neveziink,
arnyékvetd idoma: AE, BF henger-alkotok, a ¢ kérnek ADB ive
és a k-nak FIE ive, tehat az ADBFIE vonalrendszer. Ennek vetett
arnyékat az ADBF*I"E* vonalrendszer képezi, hol az F"I*E* fél-
ellipsisnek meghatarozasara a 149. pont alatti feladat alapjan torténik.

160. feladat. Hatdrozzuk meg egy forgdshengernek drnyékat,
ha tengelye parhnzamos az 1-sé képsikkal.
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Megoldds. (190. abra). A henger OG tengelyének képei az
0'G’, 0”G" egyenesek. Az O és a G ponton keresztiil mens és az
0G-re merdleges sikok a henger a ¢ és k korokben metszik, ezeknek
sikjaitdl és a henger feliiletétl hatarolt tér az, melynek Aarnyékat
akarjuk szerkeszteni.

Valaszszuk a ¢ kor sikjat 3-dik képsiknak, hatarozzuk meg az
O pontnak és a ¢ kornek (az adott » sugarbol) 3-dik képét O,

190. abra.

¢-mat; ¢/ egyszersmind a k kornek 3-dik képe &/, ¢’/ és k*“-bol
megszerkeszthetSk ¢ és k-nak 2-dik képei, a ¢/ és k" ellipsisek, vala-
mint a henger 1-s6 és 2-dik szegélyalkotéi, melyek kiilon megjeldlve
nincsenek. Az O ponton kereszt(il mené fénysugarak 0O,-nak 1-s6
és 2-dik képébdl meghatarozhaté a 3-dik kép 0“0,'”. ¢'“-nak az
0"'0,"'-gal parhuzamos érintdiaz A’”/, B"’ pontokban érintik ¢*“-at;
a ¢ kor A és B pontjain kereszt(il men§ AL, BF hengeralkoték a



henger sajatarnyékat képezik. Ezen két alkoténak valamint a ¢ és a
k kornek vetett arnyékai adjak a vetett arnyék-hatart.

A ¢ kérnek az A B-re merdleges atmérdje a CD; az AB, CD
atmérdknek vetett arnyékai az 1-s6 és a 2-dik képsikra a ¢ kor vetett
arnyékainak, azaz a ¢ c¢* ellipsiseknek kapcsolt atmérdi:

C.D,; A*B*, C*D*. A k kornek vetett arnyékai a képsikokra, tehat
a r.. k* ellipsisek, a ¢ ¢*-gal congruens ellipsisek lesznek.

E test AarnyékvetSidoma tehat: a két hengeralkot6 AE,
BF, a ¢ kér ADB ive és a k kor EIF ive, vagyis az AEIFBD vo-
nalrendszer.

191. dbra.

161. feladat. Szevkesztendé a 191, dbvdban abrdzolt henger-
nek druyéka.

Megoldds. A fénysugarakkal parhuzamos érint6sikok a hen-
gert az AE, BF alkotdékban érintik, ezek képezik a sajatarnyék-ha-
tart a hengeren. A hengeralkotékkal parhuzamos CD egyenesnek
vetett arnyéka a képsikokra a DC* kiszogells egyenes; az 1-s8 kép-
sikon fekvé kérnek a DC,-vel parhuzamos érint6iaz AE, BD alko-
tok vetett arnyékai az 1-s6 képsikra.
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162. A kdp és henger imént targyalt ligynevezett , érintési felada-
taihoz* tartoznak a szegélya.kotok meghatirozasai az altaldnos
esetben is, a middn t.1. a vezérlévonal nem fekszik a képsikok egyi-
kében, Legyen erre vonatkozolag példaképen a kovetkezé két fel-
adat ide iktatva:

162, feladat. — Adva van egy forgaskipnak i tengelye, M
csticsa, valamint egy ¢ kornek, mint a kip vezévidvonalanak, C kdzép-
pontja és v sugara; szerkesztenddk a kiip szegélyalkotdi: a) ha a t ten-
gely a 2-dik képsikkal piirhuzamos, b) ha a t tengely dltaldnos helyzetii.

Megoldas az a) esetben (192. abra), A ¢ kér 2-dik képe az a
H"C"”G" egyenes, mely #“-re a C* pontban merGleges (H"'C" ==
C"G" =), c-nek 1-s8 képe pedig az A’'H'B'G' = ¢’ ellipsis.

ke

192, dbra,

A kup 2-dik szegélyalkotéi MG, M"“H"'; 1-s6 szegélyalkotoi
M4, M'B, az M’ pontbdl a ¢’ ellipsishez hizhaté érintGk. De az
M'A’, M'D’ érintéket és azoknak A’, B’ érintGpontjait meghataroz-
hatjuk anélkiil, hogy a ¢ ellipsist megrajzolnék,

Ugyanis, az (M, c) forgaskupba beirhaté egy gomb, mely a
kupot a ¢ kérben érinti. E gémbnek O kdzéppontja a ¢ forgastenge-
lyen van, s mert a kip 2-dik szegélyalkotéi MG, MH, a gdémb
2-dik szegélykorét k,-0t érintik, azért O-t akkép hatdrozzuk meg a
t/l_en’ hogy M/IG//J—G/IO/I’ M/IH/IJ-'H/IO/I; az Oll_b('jl OIIG/I sugér_
ral leirt kor 25, A gomb 1-s6 szegélykore %, a ¢ kort az AB pon-
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tokban metszi; e pontoknak érintdsikjai gy a gémb, mint a kup
részérsl merdlegesek az 1-s6 képsikra, tehat a kip M4, MB 1-s6
szegélyalkotdi, a c és k, kor A, B metszGpontjain mennek keresz-
til. Az M4, MB alkotok, 1-s6 képei M’ A’, M'B’ érint6i a k', kornek
az A’ B’ pontokban.

Megoldds a b) esetben (193. dbra). A mid6n a ¢ forgastengely
altalanos helyzet(i a két képsik irAnydban, a kip 1-s6 és 2-dik sze-
gélyalkotdi, a ¢ kor ¢/, ¢’ képei megrajzolasanak kikeriilésével, a
kipban irhaté azon gomb segélyével hatarozhaték meg, mely a
kupot a ¢ kor pontjaiban érinti,

E gomb O kozéppontjat megkapjuk, ha a ¢ 1-s6 projicialé sik-
jat 3-dik képsiknak tekintjiik (¢’==x,;) és a {tengelynek, az M csuics-
nak, valamint a C pontnak 3-dik képét #*, M/, C'“-mat meghata-
rozzuk. M“C* | CG", C""G" = H"C"'=r; G"H" a ¢ kor-
nek 3-dik képe ¢, GO | MG, H“O" | M“H", 0 a
t'“-mon a gomb kozéppontjanak 3-dik képe. O’“-bdl megkapjuk O
és O"'-tat,t"-6n, és a k', k' korok sugara G 0.

A gomb 1-s6 szegélykoréhez k',-hez az M'-bd), és 2-dik sze-
gélykoréhez k''y-hoz az M*"-b6l huzott M*A', M'B', M"E", M"F"
érint6k a kup szegélyalkotdinak képei.

A ¢ kor 1-s6 képét ¢'“-bdl, annak 2-dik képét cIV-bol nyerjiik,
ha ¢V a ¢-nek 4-dik képe a ¢-n keresztiil men§ és a 2-dik képsikra
projicialé 4-dik képsikon.

163. feladat. Szevkesztendiok egy henger szegélyalkotdi, ha az al-
kotok az e egyenessel parhuzamosak és vezévvonala az [, u,| sik-
ban fekvé ¢ Kor.

Megoldas. (194. abra). A ¢ kdrnek az [u, #,] sik #, nyoma
koril az 1-s6 képsikba forgatott helyzete legyen c,.

A henger 1-s6 és 2-dik szegélyalkotoinak érintdsikjai az 1-s6,
illetve a 2-dik képsikra merGlegesek. Az ¢ egyenesnek 1-s6 és 2-dik
projicialé sikja az [u,, 1,] sikot a d, illetve a ¢ egyenesben metszi, d és ¢
az »#, nyom koril az 1-s6 képsikra forgatva d,, g,. A ¢ kérnek d,-el
parhuzamos érint6i a,, b, a g,-gyel parhuzamos érint6i k,, i,. Az
a,, b, érinték visszaforgatott helyzetének a’, b’ képei a henger 1-s6
szegélyalkotdinak 1-s6 képei, és a k,, 7, érint6k visszaforgatott hely-
zetének 2-dik képei a henger 2-dik szegélyalkotoinak 2-dik képei. Az
abhi egyenesek, mint az a,b,h,i,-nek visszaforgatott helyzetei a tér-
ben nem hengeralkotok, csak ezeknek képei a szegélyalkotok illetd
képeiben vannak. Az 1-s6 szegélyalkotoknak 2-dik képeit megkap-
juk, ha az a,, b, érint6knek visszaforgatott érintépontjain keresztiil
az e¢"-vel parhizamost hizunk, hasonldkép a k,, 7, érintdk érintd-

KLUG : Abrazolé geometria. . 17
3
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pontjainak visszaforgatott helyzetén kereszt(il mené és e’-sel parhu-
zamos egyenesek a henger 2-dik szegélyalkotéinak 1-s& képei.
Ugyanigy hatarozhatjuk meg a henger azon alkotéinak 2-dik
képeit, melyeknek 1-s6 képe az f*. E végbdl leboritjuk az [u,,.1:,]
sik azon egyenesét, melynek 1-s6 képe az f*;a leboritott egyenes a
kort a K, F, pontban metszi, mely pontok visszaforgatva a K,
K, F', F' képeket adjak. E pontokon keresztil mend és az e,
e"-sel parhuzamos egyenesek a hengernek azon alkotéi, melyeknek

1-s6 képe f".

193. dbra.

Az abra még az f alkotd [s,, s,] érintGsikjanak szerkesztését
is feltlinteti.

163. A kup és a henger sikmetszései. Egy kip vagy henger
metszése egy sikkal 4ltaldban goérbe vonal, mely.csak abban az
esetben fajul el egyenesekké, ha a metszGsik a kip csicsan megy
keresztl, illetve a henger alkotéival parhuzamos., E metszégorbe
pontjai, érint6i a kup alkotéinak és érintésikjainak metszGpontjai,
illetve metszGegyenesei a sikkal.
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Minden kupalkot6, mely a metszdsikkal parhuzamos a metszés-
gbrbe egy végtelen tavol fekvS pontjat szolgiltatja. E végtelen
tavol fekv6 pontnak érint6je azonban csak akkor lesz végtelen tavol,
ha az illetd alkoté és érintGsikja is pArhuzamos a metsz8sikkal. E
szerint a metszésgdrbének annyi végtelen tavol fekvd pontja és
érint6je van, a hany alkotdja, illetve érintdsikja a kipnak, parhuza-
mos a metszdsikkal.

194, abra.

A 1L r. kipok sikmetszései II. r. vonalak. Ennek bizonyitasa
elemi uton eddigelé csak a forgaskupra és hengerre sikertilt. Amde
ha elfogadjuk, hogy az 4ltalanos II. r. kip metszésgorbéje ellipsis,
hyperbola, vagy parabola, ugy egyszer(i uton megallapithatjuk, hogy
melyike lesz e gorbéknek.

Ugyanis a IL r. kip csticsan kereszt(il men6 és a metszOsik-
kal parhuzamos sik a kupot vagy két alkotéban metszi, vagy érinti
(két egybeesd alkoté szerint metszi), vagy végre nem metszi (a
metszés két képzeleti alkotd.) A szerint, a mint ezen esetek bekovet-

17*
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keznek: az eredeti sik metszésgorbéjének két végtelen tavol fekvd
pontja, egy végtelen tavol fekvs pontja és érintGje lesz, vagy végre
nem lesz végtelen tavolban pontja. A gérbe tehat ezen esetekben
megfelelSleg: hyperbola, parabola, vagy ellipsis ide értve a kort is.

Egy IL r. hengernek sikmetszése ellipsis (kor), hyperbola vags
parabola, a szerint a mint a vezérlS vonala ellipsis, hyperbola vagy
parabola.

164. A kup és a henger haléja. A kup és henger a kifejthets
feliiletekhez tartozik és azoknak legegyszer(bb képviselSje. Az elne-
vezés kifejthet6 feliilet onnan szarmazik, hogy ha a ktupot vagy
hengert egy alkotdja szerint folmetsziik, akkor paldstjat minden sza-
kitas vagy gylrés nélkil egy sikra borithatjuk, azaz arra Kkifejt-
hetjiik. (Ezt nem tehetjiik pl. a gombbel, mely nem kifejthetd feliilet !)

Ugyanis, ha egy kup vezérl§ vona-
laba c-be egy sokszoget ABCD . . .
irunk be (195. abra), melynek oldalai
igen kicsinyek, akkor az a gila, melynek
a kuppal k6z6s M csiicsa van, és mely-
nek oldallapjai az ABCD . . . sokszdg
— lapjain mennek kereszt(l, alakjara nézve
annal kozelebb all a kuphoz, mennél
kisebb oldalai vannak az ABCD . . .
sokszdgnek.
De e gula egy sikba kifejthetd,
a kifejtett idomon, azaz a gula haldjan
195. abra. az ABCD . . . sokszbg egy mas
sokszoggé valtozik at, mely ismét kozel
all egy korilirt gorbéhez, ha az ABCD . . . sokszog oldalai
igen Kicsinyek voltak. E gorbe pontjaibdl a kifejtett gula cstcsa-
hoz huzhat6 egyenesek adjak a Kifejtett kup alkotoéit, a gérbe maga
a kup vezérl6 vonala a kup kifejtésén, vagy hdlojan.

A milyen szioget képeztek az ABCD . . . sokszdg AB, BC,...
oldalaiaz M A, MB, MC, .. . élekkel, ugyanoly szoget fognak képezni
a kifejtésben is a hasonld elnevezésli sokszogoldalak és gulaélek.
Ugyszintén nem valtozik az ABCD . . . sokszdg keriilete a halon.
Amde az AB, BC. .. oldalak, ha igen kicsinyek, akkor meghosz-
szabitasaikban a ¢ vezérl6vonal érint6i az 4, B, ... pontokban,
ennélfogva: ¢ goérbe érintGinek hajlasszogei az érintGpontokon
keresztlilmens alkotokhoz valamint a gorbe ivhossza a kip Kifejté-
sében nem valtozik. S mert ac vezérlévonal a kuipon fekvé barmily
gorbével pétolhatd, altalaban mondhatjuk : a kiipon vagy hengerven
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fekvd gorbe érintdinek hajldsszigei ax érintbponton keresztitlmend
alkotokhoz, valamint a gorbe ivhossza, nem vdltozik a kitp vagy
henger hdléjin.,

165. Az inflexi6s pontok a h4lén. A kipon fekvé gérbe kifej-
tett alakjan lehetnek olyan pontok, melyeknek érint6i a goérbét az
érintépontban metszik. lly pontnél tehidt a gérbe az érint§ egyik
oldalardl a mésikra megy at, s azért ily pontok dthajldsi (inflexiés)
pontoknak, és azoknak érintéi dthajlasi érintbknek neveztetnek,

Hogy ezeknek tulajdonsagait a kup kifejtése elStt felismerjiik,
messiink egy gulat (vagy hasdbot) az MBC lapjara meréleges S
sikkal az ABCD . . . szerint (196. a) &s 196, b) abrak).

Fejtsiik ki a gulat az MBC lapra. E kifejtésnél MBA és MCD
lapok az MBA, és MCD, helyzetbe jonnek. Ha MBE <] hegyes
akkoraz MBA < > MBEZ{, mert a foltétel szerint az M- Bnek derék-
sz0gd projectidja az S sikra EBCEF'; ennélfogva a kifejtésben
A, MB < > EBM <, tehat az 4, pontaz EBCF egyenes ala keriil.

196 a, abra. 196 b. dbra.

Minthogy MCF < tompa, az MCD < < MCFJ, mert ismét a fol-
tétel szerint az MC egyenesnek derékszogi projectidja az S sikra CF,
A D, pont tehat jelenleg az EBCI egyenes folé keriil, és igy az
ABCD sokszog kifejtett idoméanak, az 4, BCD, sokszognek, 4, B és
CD, oldalai az EBCF egyenesnek Kkiilonbozé oldalain fekiisznek.

Ha a gula (vagy a hasab) helyett kuipot, (illetve hengert) kép-
zeliink és a BCM sik e kup alkot6janak érintésikja, az A BCD sok-
szog pedig ama érintSsikra merGleges metsz6sik a B pontban, akkor
a metszésgorbe a kup kifejtésében a B pont érintdjének egyik olda-
larél a maésikra megy 4t a B pontnal: azaz a B pont a kifejtésben
a metszésgorbe inflexioés pontja.

Ebbsl forditva kovetkezik: egy kip (vagy egy hemger), és
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egy sik melszésgorbéjéneck azon pontjai lesznek a kip (vagy a henger)
haldjan inflexiés pontok, melyeknek évintésikjai a metszésikra
merdlegesek.

A forgaskup és forgashenger sikmetszései.

166. — 164. feladat. Szevkesziend6 egy forgdskip sikmetszése,
ha a kiip forgdstengelye az 1-s6 képsikra, az[s,, s,) melsz0sik pedig a
2-dik képsikva merbleges és a kup valamennyi alkotdjat metszi,

Megoldas. (197. abra). A kup az 1-s6 képsikot K-t a ¢ kor-
ben metszi, melyet a kip vezérl§ vonaldnak tekinthetiink,

RIIP P T RIS T AR

197. dbra.

A kup 2-dik szegélyalkotdi MA, MB, az {s,, s} = § sikot az
A, B pontokban metszik ; az A" B* vonaldarab a d metszésgorbe
2-dik képei 4. A kup egy tetszés szerinti MP alkotdja az § sikot
egy P pontban metszi; ennek 2-dik képe P, a d*-nvan, és P’-bél
P’ szerkeszthetd,

Ha azonban a dgérbe 1-s6 képétd’-etad’’-tdlfiiggetlentilakarjuk
meghatarozni, akkor Ugy jarhatunk el, mint a gula sik metszése szer-



kesztésénél. Ugyanis a kip M csuicsan keresztiil a ¢ kér K, sikjahoz
parhuzamos R sikot fektetiink, mely S-et az »-ben metszi, és az M-en
keresztiil az § sikkal parhuzamos Q sikot fektetiink, mely K,-et a
g-ban metszi. Az s, g, ' vonalakkal 4’ pontjai kovetkezG8képen
szerkeszthet6k : a MP kupalkotdn keresztiil egy tetszés szerinti sikot
fektetiink, pl. a-kup érint6sikjat, melynek '1-s6 nyoma PT. E sik a
K,ORS sikokat egy TP,MP, paralellogrammaban metszi, melynek
1-s6 képe TP,M'P, (hol P, = (PT, g), P,M'//PT és(P,M, v');
='P’,); e parallelogramma TP, oldalanak metszépontja az M’ P-vel
a d' gorbe P’ pontja, Es ha az MP kupalkotén athelyezett segéd-
sik tényleg a kup érintGsikja volt, akkor a T'P, egyenes, mint a
P érint6sikjanak és az S metszGsiknak metsz6vonala, tehat TF,, a
d’-nek érintSje a P' pontban,

197 a, dbra.

E szerint a d* gbrbének annyi pontjat és érint6jét hatarozhat-
juk meg koénnyen és pontosan a ¢ kér, az M' pont és azs,, v, g
egyenesek segélyével, a mennyit a gérb=s megrajzolasahoz sziiksé-
gesnek tartunk,

A melszésgovbe valodi alakjit d -t megkapjuk, ha d-nek
pontjait és érint6it a sik s, nyoma koriil az 1-s6 képsikba forgatjuk.
Igy,.a P pont és PT érintd leforgatott helyzete P, es 1, 4. A u, gor-
bét, d képeinek ismerete nélkill, magabdl a ¢ vezérl6 vonalbdl is
szerkeszthetjiik, mint azt a gila sikmetszésének meghatarozasanal
lattuk.

A kitp haléjat a 197 a. dbra mutatja, Az MA — M~ A" sugar-
ral leirt kérén az AP ... A ivhossz a ¢ kor egész keriiletével
egyenlé; az AP, PH, HDb,...ivek a 197, abraban megegyeznek
ugyanily nevi ivekkel a 197 a. abraban.

A Ppont a halén az MP alkotén fekszik és az MP vonaldarab
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a térben és a halon egyenls. A PPT derékszogl haromszig a tér-
ben congruens e haromszoggel a halon ; ennek PT atfogdja a halén
fekv6 d metszésgbrbének érint6je a T pontban. A d goérbe 4, B
pontjainak érintdi merdleges az illetd alkotora.

Tudvan azt, hogy a metszésgtrbe azon pontjai lesznek a halén
inflexi6és pontok, melyeknek érint&sikjai a metsz&sikra merSleges: az M
csicsbol M@ merblegest bocsatunk az [s,, s,] metszdsikra, és MQ-n
keresztll érintdsikokat vezetlink a kiphoz, melyek a ktpot az
MH, MI alkotékban, a metszésgorbét a H, I pontokban érintik;
e H, I pontok lesznek a hdalon fekvd metszésgorbének infle-
xiés-pontjai. Az I pont inflexios-érint6je azon RII haromszog RI
atfogdja, mely a térbeli RII haromszdggel congruens,

A tatdlt d metszésgorbérdl elemi iiton kimutathatd, hogy
II. v. gorbe, és pedig az S sik és kiip jelen helyzeténél ellipsis,
mert az §-sel parhuzamosan a kup csicsan kereszt{il vezetett Q sik
a kupot nem metszi, minthogy ¢ nyoma a ¢ vezérl vonalat szintén
nem metszi. Ezt kimutatand6, irjuk be a kipba azt a két gombot,
mely a kupot egy-egy kor szerint és a metszésikot az F, illetve a G
pontban érinti, és melyeket roviden F és G gobmboknek fogunk ne-
vezni. A két érintSkor legyen ¢ és v, ezek sikjanak metszévonala az
S sikkal legyen fés g; az F, G, f, & pontok és egyenesek leboritott
helyzete F,, G, f,, g, (197. 4bra).

A metszésgorbe P pontjan keresztil mené P M kipalkoté a ¢
és v koroket az U, V pontokban metszik az F, G gdmboket ugyan-
ezen pontokban érintik.

Ennélfogva PF = UP, PG = PV, mint a P pontbol az F és
G gémbhoz huzott érint6k hosszuisaga; ezért

PF+ PG=UP+4+ PV=UV,
Amde a kupalkotéknak a ¢ és y koroktél hatarolt része mind
egyenld, tehat
PF 4 PG = allandé.

E szerint a P pont, mint a d metszésgirbének tetszés szerinti
pontja oly helyzet(i, hogy az F, G pontoktdl mért tavolsagainak
Osszege allandod, tehat a d gorbe egy ellipsis, melynek gyudjtépontjai
F, G. Ennek az ellipsisnek fGtengelye AB, melléktengelye pedig
DE, ha a D, E pontok érintdsikjai az AB egyenessel parhuzamos
MNK egyenesen mennek Kereszt(il, és igy az S sikot az AB-vel
parhuzamos egyenesek szerint metszik.

Az fés g egyenesek a d ellipsis iranyaban kiilénés helyze-
tligk. Ugyanis, ha a P> pontbdl és az M csticsbol az 4 B f6tengely-
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lyel parhuzamosokat huzunk, melyek a v sikjat az L és N pontban
metszik, akkor a PLV és MNV hasonlé haromszogek folytan
PV _ MV _ .
PL* = —m - allando,
vagyis fliggetlen a d gorbe P pontjatél. Amde PV — PG@, tehat
ra

ﬁ — éllandb,

Az L pont a P pontbdl a g egyenesre bocsatott merdlegesnek
talppontja s mint ilyen, a P pont tivolsiga a g egyenestsl; ennél-
fogva: a d ellipsis pontjainak a G gyujtoponttél és a g egyenestsl
mért tavolsagi viszonya allandé. Ugyanez mondhaté az F' gyujté-
pontrél és az f egyenesrdl is, Ha tehat, mint szokas, a d ellipsis ira-
nyaban ily viselkedés(i egyeneseket, mint az f és a g, az ellipsis
F és G gyujtopontjaihoz tartozé vezérld vomalainak nevezziik,
akkor a szerkesztésbll az ellipsisnek kovetkez tulajdonsagat ismer-
tiik meg:

Az ellipsis pontjainak egy gyiijtéponttol és az ehhez tavtozd
vezérlé vonaltél mért tdvolsdgi viszonya dllandé. Ez az allando
mennyiség kisebb egynél, mert MV < MN.

Az ellipsis e tulajdonsagara tamaszkodva, kimutathat6 végre,
hogy a d metszésgorbe 1-s6 képe d’ egy oly ellipsis, melynek gyujto-
poutja az M' pont és az ehhez tariozd vezérld vonala az v' egyenes.

Ugyanis az M'P'P, ~ M'PP, és a P'P,J~ M'P,K hasonl6
derékszogl haromszogekbdl, melyeknek J, K szogpontjai az #/,
illetve ¢ egyeneseken fekiisznek, kovetkezik:

PM: PM'= P'P,: M'P, = P'J: M'K,
tehat
PM  MP .
?f‘ —_— W = allando,
mert PM' és M'K Kkiilon-kiilon 4alland6. Tekintve végre, hogy
PM' < MK, mert a g egyenes nem metszi a ¢ kort: a d’ gorbe
szlikségkép ellipsis, melynek gyujtépontja M’ és vgzérlS vonala 7',

167. — 165. Szerkesztends egy 8 siknak metszése egy fovgas-
kuppal, ha a stk a kip két alkotdjdval pdrhuzamos.

Megoldds. (198, abra). Legyen ismét a kip tengelye merdleges
az 1-s6 képsikra K;-re, mely a kupot a ¢ korben metszi. Valaszszuk
a metszdsikot [s,, s,]-6t a 2-dik képsikra projicialonak, s mert a fol-
adat kovetelményei szerint a sik a kip két alkotdjaval parhuzamos
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legyen, megkivantatik, hogy a kup M csucsan kereszt(il az 1s.. s,]-vel
parhuzamosan vezetett @ sik a kuipot két alkotéban messe, tehat
g-nak 1-s6 nyoma a c-t szintén messe két pontban, D, E-ben.

A metszésgorbe pontjait, azoknak érint6it Ugy a képekben,
mint a leboritdsban, az s,, g, #* vonalakkal, vagy azok mellGzésével
hasonlokép szerkesztjiik meg, mint az el6bbi abraban. Van .azonban
a metszésgorbének a sik jelen helyzeténél, a mid6én az a kip két
alkotdjaval, ME, MD-vel parhuzamos, két végtelen tavol fekvé E, D
pontja azon alkotékon. Az E és D pont érint6i azonban nincsenek
végtelen tavol, hanem végesbe nyulnak. Szerkesztésiik teljesen

198. dbra.

egyezd a g6rbe’ff)‘érmely mas pontja, pl. a- P pontja, érint6jének
szerkesztésével.*Ugyanis az-ME ésaz MD alkoték érintGsikjai az
S sikot az ME, illetve az MD-vel parhuzamos egyenesek szerint
metszik, melyek az I és H pontokon, mint az érintésikok és az §
sik' 1-s6 nyomanak metsz8pontjain mennek keresztll, A HO//DM
és I0//EM egyenesek. tehat a metszésgorbét a két végtelen tavol
fekvl pontjaban érintik és a gorbe asymiota-inak neveztetnek.
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A kup fels$ palastjan fekvl o kor az 8§ metszdsikot a gérbe
KL pontjaiban metszi; a kupon fekvd minden mas kdrnek metsz-
pontjait az 8§ sikkal
ugyanigy lehet megha ’-T
tarozni.

A metszésgorbén,
a metsz6sik jelen hely-
zeténél, szintén van két
oly pont, mely a halén
inflexiés pont lesz. Az ) )
M csuicsbdl az § sikra
bocsatott merdleges az
o kor sikjat a @ pont-
ban metszi; a ¢ pont-
b6l az o korhez vont
érint6k érintGpontjain
kereszt(il mené kup- —
alkotok azok, melyeken _ 198 a. 4bra.
a haléban az inflexios
pontok fekiisznek. Ezeknek egyike az R pont.

E kup haléjanak meghatarozisa  keveset tér el az eldbbi abra-
ban . mutatott hilé6 meghatarozastdl; arra kell csupan ligyelniink,
hogy a kup mindkét palastjat fejtsiik ki, és az egyes palaston fekvg
gorbéket vigylik at a halora is.

A kup ¢ korének helyzete (198 a. dbra) ahaléban a BEADB
koriv és az o kornek helyzete a JR,LKJ koriv. Az ME, MD alkotok
a halon, szintén a metszésgorbe végtelen tavol fekvd pontjaihoz
futnak; EI | ME, DH | MD és EI, DH tgy a halén, mint a
térben egyenldk. Az I és a D ponton keresztlil mend és az ME,
MD-vel parhuzamos egyenesek a halén nyert metszésgérbének
asymtotai.

A metszésgorbének kup fels§ palastjan levs része a halon a
BK és a BRL részekre valik, mert a BJ alkoté szerint képzeltiik a
kupat felmetszve ; az alsé- palaston fckvé metszésgorbe a halon
nem valik el, mert az IB alkot6 ott nem metszi a gorbét.

A metszésgorbe jelenleg hyperbola lesz. Ugyanis, ha kupba
ismét két gombot, F, G-t, irunk be, melyek a kupot a ¢, y kdrokben,
a sikot az F, @ pontokban érintik és a metszésgorbe tetszés szerinti
P pontjan keresztdl mené MP kupalkoté a ¢, y koroket az U, V
pontokban-metszi, akkor
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PF = PU, PG = PV,
tehait PF — PG = PU — PV = UV = édllando,
vagy PG — PF = PV — PU= UV = élland¢,

a szerint, a mint a P pont a v vagy a ¢ korrel fekszik ugyanegy
palaston.

Ebbdl lathatd, hogy a metszésgorbe oly hyperbola, melynek
gyujtépontjai F, G.

Hasonlé dton, mint az el3bbi 4braban bebizonyithatd, hogy a
@ és v korok sikjainak f és g metszdvonalai az S sikkal a hyperbola
vez€rl$ vonalai. Azaz, ha a metszésgorbe P pontjabdl a g egyenesre
bocsatott merleges talppontja L, és az M csticsbdl a hyberbola AB
fétengelyéhez huizott parhuzamos a ¥ sikot az N pontban metszi,
akkor

PGz MV

-IT — W — allando.

Ez az 4llandé viszony a hyperbolikus metszésnél nagyobb egynél,
mert jelenleg az N pont a v korén beliil van, tehat MV > MN.

Szintén azon moddon, mint az eldbbi abraban még az is ki-
mutathat6, hogy a metszésgorbe 1-s8 képe egy hyberbola, mely-
nek egyik gyujtopontja az M csics 1-s6 képe M’, és az ehhez
tartozé vezérls vonal az #' egyenes, mint az S sik és az M csu-
cson kereszt(il az 1-s6 képsikkal parhuzamosan vezetett R sik »
metsz8vonalanak 1-s6 képe.

168. — 166. feladat, Szerkesztendd egy forgdskiip metszése oly
sikkal, mely a kip egyik érvintbsikjdval parhuzamos.

Megoldas, (199. abra). Vegyiik fel ismét a kupot tengelyével
merllegesen az 1-s6 képsikra, az § = [s,, s,] metsz8sikot a 2-dik
képsikra mer6legesen, tehat s, nyomat a kip MB (vagy MA) 2-dik
szegélyalkotdjaval parhuzamosan.

A metszésgorbe képeinek pontjai érintSi, valodi alakja, és
alakja a kip haléjan ugyanazon eljarasok szerint hatarozhaté
meg, mint a két el6bbi esetben.

A gorbének jelenleg egy pontja van végtelen tavol, t. i. az
a Beo pont, melyben az MB alkoté az S sikot metszi. Amde e
Beo pontnak érint6je is végtelen tavol van, mert az MB alkotd
érintésikja 0, az § sikkal parhuzamos. A O sik 1-s6 nyoma g,
tehat jelenleg a kup ¢ vezérl6 vonalat a B pontban érinti,

A metszésgirbe ez esetben parabola. Ugyanis, a kupba most
csak egy gombot F-et irhatunk be, mely a kupot érinti; és pedig
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a kipot a ¢ korben, a sikot az F pontban. Nevezziik a kup MA
2-dik szegélyalkotéjanak és egy tetszés szerinti MP alkoténak
metszOpontjat az 8§ sikkal A és P-nek. Messe az MP alkot6 a
¢ kort az U pontban, és legyen a P és M ponton Kkeresztiil ve-
zetett és az ABo egyenessel pirhuzamos egyenesnek metszé-
pontja a o kor sikjaval L és N. Ez az N pont a ¢ koron fekszik,
mert MNBo egybeesik az MB alkotéval.

A PUL, MUN hasonl6 haromszdgekbdl és a PU = PF,
MU = MN egyenletekbdl kdvetkezik, hogy

PF: PL— PU: PL= MU: MN = 1. azaz PFF = PL.

199. dbra,

Minthogy az L pont a ¢ kor sikjanak és az S siknak f metszd-
egyenese, tehat PL a P pont tavolsiga az f egyenestSl: a metszés-
gorbe tetszés szerinti ponitjanak tdvolsiga az F ponttdl és az f
egyenestol egyenld, azaz a metszésgorbe parabola,

Hogy a metszésgorbe 1-s6 képe, azaz derékszogl projectioja
a kip tengelyére merdleges sikra, oly parabola, melynek gyujto-
pontja M és vezérl§ vonala #/, az ellipsis eseténél mutatott. eljaras
szerint bizonyithato6 be.
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A metszésgorbe az ABeo tengelye koril a 2-dik képsikkal
parhuzamos helyzetbe lett forgatva; a forgatott gorbének 2-dik
képe az A P", E"*, parabola,

169. A harom utolsé feladatban kimutattuk, hogy minden for-
gaskup sikmetszése : ellipsis, hyperbola vagy parabola, és abban az
esetben kor, ha a metszdsik a forgastengelyre merdleges.

Most viszont kérdezhetjlik, lehet-e e gdrbéket egy forgaskip
vezérl§ vonalanak tekinteni, vagy mas széval kifejezve: lehet-e egy
ellipsisen, hyberboldn vagy parabolan forgdaskipot keveszliil fek-
tetni, és ha lehet, hol veend$ fel e kiyp csiicsa 2

A 197—199. abrakbél 1atjuk, hogy a forgaskip csicsa M mindig
abban a sikban fekszik, mely a kimetszett ellipsis, hyperbola és
parabola fGtengelyén Kkeresztlil megy és az illet6 gorbe sikjara
merdleges.

De tekintve a 197, 4brdbanaz M'' 4" B haromszoget és az A" B**
oldalt az F"', G" pontokban érint6 két beirt kort, azt 1atjuk, hogy

M//A// . M‘B./ J— F‘G",

vagy a térpontokat hasznalva a képek helyett
MA — MB = FG.

Ennélfogva az M pont egy olyan hyperbolan fekszik, melynek
csucsai I és G és gyujtopontjai A és B.

Masrészt a 198. abra M’ A”B" haromszogébdl és az F/, G
pontok helyzetéb6l kbévetkezik, hogy

MIIAII + MIIBII J— Fu G‘:II
MA -+ MB = FG.

Az M pont tehat jelenleg oly ellipsisen fekszik, melynek f&ten-
gelyén a csucspontok I és @, gyujtépontjai pedig A és B.

Ha végre a 199, abrat veszsziik figyelembe, melyben az ! egye-
nes az A”“F"-re merfleges és az F*' ponttdl A“F''* tavolsagra van,
akkor azt latjuk, hogy az M* pont tavolsiga az A* ponttdl és az !
egyenest8l egyenld. Az M pont tehat egy olyan parabolanak pontja,
melynek gyujtépontja A4, csicspontja I, vezérl6 vonala /.

Ezek szerint egy adott ellipsisen, hyperboldn vagy parabolin
kevesatiil wmend fovgdskipok csicsai megfeleltleg egy oly hyper-
bolan, ellipsisen, paraboldn fekiiszuck, melynek: 1. sikja az adott
govbe sikjara meréleges és annak fotengelyén megy kevesztil, me-
lyeknek 2. cstics- és gyiijtépontjaik az adott govbék gyijio- és csiics-

valamint
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pontjaikkal esnek-egybe. E govbéknek évintoi képezik a kipoknak
Jorgdstengelyeit.

Egy ellipsis és egy hyperbola, vagy két parabola, melyeknek
sikjai egymasra merSlegesek és melyek kozlll barmelyik gérbének
csucs- és gyujtopontjai a masiknak gyujté- és cstcspontjai, egy-
masnak focalis kiipszeletei. E szerint az ellipsisen, hyperbolan vagy
parabolan keresztlil mend forgaskupok csucsai és tengelyei az illets
gorbék focalis kupszeletének, tehdt egy hyperbolanak, ellipsisnek,
illetve paraboldnak pontjai és érint6i.

170. — 167. feladal. Szerkesztends egy forgdshengernek
sikmetszése, ha tengelye az 1-s6 képsikra, a metszisik a 2-dik képsikra
wmerébleges.

Megoldds. (200. abra.) A metszésgérbe 1-s6 képe d' a henger
metszéskore ¢ az 1-s6 képsikkal ; a metszésgorbe 2-dik képe d* az
S metszdsik 2-dik nyomaban s,-ben van,

Ha a hengerbe két gombot F és G-t képzeliink beirva, melyek
a hengert a ¢, 7 korok szerint az S sikot az F, G pontokban érintik,
akkor ugy, minta 197. ab-
raban kimutathaté, hogy
ametszésgorbeolyanellip-
sis, melynek gyujtépont-
jai az F, G pontok, ve-
zérl6 vonalai pedig a ¢ és
v sikok metsz8egyenesei
az S sikkal.

A metszésgorbe f6-
tengelye a 200. 4braban
BD, melléktengelye EI; a
gbrbe e melléktengely ko-
riil az 1-s6 képsikkal par-
huzamoshelyzetbe lett for-
gatva és 1-s6 képe d’y
meghatérozva, mely d va-
16di alakjaval congruens.

A henger hal6ja és
a d-gbrbe-a halén a 200 a.
abraban van kitlintetve, A
B és D pontok érint6i me-
rlegesek az illeté alko-
tékra; az A pont érintSje AT a halén, az AHT derékszdgl harom-
szognek atfogdja, mely valdédi alakjaval congruens A“H'=AH,

200. abra.
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H'T"'=HT. Az I/ és I pont a halon inflexidspont, mert érintdsikja a
metszdsikra merSleges ; ezen pontok érintéi a halé ¢ egyenesével
ugyanoly szoget képeznek, mintaz.S sik 1-s6 képsikszoge D“E“D*'n,

Ha visszagondolunk az el6bbi pont végén mondottakra, akkor
az ott leszarmaztatott tételeket e helyen még a kovetkezGvel egészit-
hetjlik ki: egy ellipsisen két forgds hemngert feklethetiink kevesztiil,
ezeknek alkoldi az ellipsis focalis-hyperboldjdnak asympiotdival pdr-
huzamosak.

Ezt még masképen fejezziik ki, ha azt mondjuk: egy ellipsis
deréksz6gti  projectidja annak wmellékiengelyével parhuwzamos S
sikra wmindig kor, ha a tengelyek projectidr egyenlok.

168. feladat. Szerkesziendd egy forgdshengernek sikmetszése,
ha tengelye az 1-s6 képsikra merdleges, de a melszésik dlialdnos
helyzeti.

Megoldds. (201. abra), A metszésgorbének, d-nek, 1-s6 képe
ismét azon ¢ kor, melyben .az 1-s6 képsik a hengert metszi. A

200 a. abra.

metszésgorbe maga jelenleg szintén ellipsis, mert a gérbe nem fligg
a metsz8sik és a 2-dik képsik kolcsonds  helyzetét6l, Bizonyitas
nélkiil allitjuk, hogy a metszésgorbének 2-dik képe 4" szintén
ellipsis. d’-nek tengelyeit az [s,, s;] sikazon az O-n atmend EF, HG
egyenes parja képezi, melynek mindkét képe meréleges egymasra (30.
feladat), s mely a sik SU coincidentia-vonalaval lesz meghatarozva.

Az EF, GH egyenesek 1-s6 képei a ¢' kort az E', F*, G, H'
pontokban metszik, melyekbol d csucsai: E*, I, G“, H'* meg-
hatarozhatok.

A d' girbe legmagasabb és legalacsonyabb pontja B”, 4",
az [s,, s,|-nek az O-n 4tmeng 1-s6 esGvonala 2-dik képén fekisz-
nek. d” a henger 2-dik szegély alkotéit az I', J'* pontokban érinti.
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A d gbrbe CD pontjainak érint8sikjai a metsz&sikra merélegesek, s
ezért a C, D pontok a henger haldjan szarmazé d gorbe inflexids
pontjai.

171. — 169. feladat. Szevkesztendd egy tives fovgaskitp kiilsé és
belsé feliiletének drnyéka, ha a kup tengelye az 1-s6 képsikra meré-
leges, annak csiicsa az 1-s6 képsikban van, és a paldst egy ¢ kovtol
hataroltatik,

Megoldas. (202, abra.) A kup kills§ palastjanak sajatarnyék-

201. dbra,

hatarat megkapjuk, ha M csucsan keresztiil mend és a fénysugar-
ral parhuzamos egyenesnek és a ¢ kor sikjanak D metsz6pont-
jabol DA, DB érint6ket hizunk a ¢ korhez; az 4, B érintépon-
tokon keresztlilmené MA, M B alkoték képezik a sajat arnyékhatart,
Ezeknek, valamint a ¢ kér AIEDB ivének vetett arnyéka a kép-
sikokra a kup vetett arnyéka.

A ckér AFGLB ive azonban a kup belsé feliiletére is vet arnyé-
kot, mely az AFGLB gorbe vonal. Ennek F pontjat megkapjuk,

KLUG : Abrézolé geometria. 18
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ha a kupot az MF alkoté6 MFD fénymenti sikjaval az MI alkotéban
metsziik : az F pont az MI alkoté I" pontjara veti drnyékat. Ha-

sonlokép hatarozandék meg az AF'GLB gorbe tobbi, azaz mas
pontjai.

202. abra.

E gorbérdl kimutathatjuk, hogy az egy d ellipsisnek ive, ha a
D pont a ¢ koron kiviil van, valamint azt, hogy 1-s6 képe, d', szin-
tén ellipsis, melynek gyujtépontja a kip M csticsa.
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E végbdll vegyiik 1-szor figyelembe, hogy ha egy forgaskup
egyik palastjat parhuzamos egyenesekkel metsziik, akkor a lemet-
szett vonaldaraboknak — a kip parhuzamos hurjainak — felezd pont-
jai egy sikban fekiisznek. Ugyanis a parhuzamos hurok parhuzamos
sikokban képzelhetSk; minden ily § sik a kupot egy e ellipsisben
metszi, melynek f&tengelye a kup tengelyén keresztill mend és a
hurokkal parhuzamos U sikban van. Az U sik a kupot két alkoto-
ban metszi, s ezéri az e ellipsisek kdzéppontjai, egy a- kup csicsan
keresztiil menG u egyenesen fekiisznek.

De minden e ellipsisnek a f6tengelvlyel parhuzamos hdarjai a
melléktengelytdl feleztetnek. Az e ellipsis melléktengelyein fekiisznek
tehat a kup parhuzamos hurrendszerének felez6pontjai. Minthogy
azonban az e ellipsisek melléktengelyei az # cgyenest, mely a ko-
zéppontokat tartja, metszik, azért a melléktengelyek ugyanegy V sik-
ban vannak ; és evvel egyszersmind kimutattuk, hogy a kitp parhu-
zamos hurjainak felezG-pontjai is a V sikban vannak.

Gondoljunk 2-szor a d gorbe keletkezésére, A d gorbe pontjait
megkapjuk, ha a kipon fekvs ¢ kor pontjain keresztiil a fénysuga-
rakkal parhuzamosan hurokat hizunk és a kupot ezekkel metsziik ;
a metsz6pontok a d gérbe pontjai. Minthogy a ¢ kor pontjai és a
hurok felezGpontjai egy-egy sikban vannak, azért a hurok masodik
végpontjai, tehat a d gérbe pontjai és ugyanegy sikban fekiisznek.
A d gorbe tehat a forgaskupnak metszése egy sikkal, mely a fény-
sugaraknak jelzett helyzeténél: ellipsis.

Hogy az ellipsis 1-s6 képének tengelyeit megkapjuk,forgassuk
a kupot és az MD fénysugarat a kip tengelye koril a 2 dik kép-
sikkal parhuzamos helyzetbe. A ¢ kor G és J pontja ekkor az I" és
R po#tba, a D pont Di-be jut. Az I’ és R ponton keresztiil men§ és
az MDr1 gyel parhuzamos egyenesek a MR, illetve MF kupalkot6t
két pontban a G, Hi pontokban metszik; ezek §sszekots egyene-
sének felezGpontja Or.

A d gorbe sikjanak forgatott helyzete a G'1 Ot egyenesnek 2-ik
projiczialé sikja;a G1, Hi pontok a kimetszett d ellipsis f6tengelyé-
nek végpontjai; az Or pont annak kdzéppontja. A Gi, Hi, O1 pon-
tok visszaforgatva a G, H, O helyzetbe jutnak, s ezért G'H' a d’
ellipsisnek f6tengelye, O' annak kézéppontja, M annak egyik gyujto-
pontja, » az M-hez tartozd vezérlS vonal, ha » a HG 1-s6 nyoman
megy Kkeresztiil H’G’-re mer{leges.

Ha a d sikja a ¢ kor sikjat a ¢ egyenesben metszi, akkor a d'
pontjai a ¢"-bol az 7, ¢' egyenesek és az M pont segélyével, mint a

18%
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197. dbraban szerkeszthetSk. Ekkép lett a ¢’ gorbe az I’ pontjabdl és
érint6jébdl, a d’ gérbe I* pontja és érintdje szerkesztve.

A mellett hogy a d ellipsis a ¢’ kérrel az M pontra és s’ ten-
gelyre vonatkozdlag perspektiv helyzetii collinear alakzat, még az s’
tengelyre vonatkozolag perspektiv helyzetii affin alakzat is. De ezen
affinitdsnél a ¢’ gérbe A‘'F B’ ivének a d’ ellipsis A F'B' ive felel
meg, mig a collineatiéonal a d’ gérbe A' H B’ ive,

Ezt kimutatandé vegylk tekintetbe a kovetkezOket: ha egy
korhez két szel6t huzunk, akkor a nyert metszGpontok kozil bar-
mily kettének és a masik kettdnek OsszekOt§ egyenesei egymast
egy egyenesen a pontnak a korre vonatkoz6 polarisain metszik. Igy
a D’ pontbdl a ¢’ kérhez hizott D' F* I') D' G* J* szelék I' J', F*
G’ metszépontjainak 6sszekotd egyenesei egymast a D' pontnak a
¢’ korre vonatkozé polérisan s’-0n metszik., Ezen U metszEponton
megy keresztiil az F' G egyenes is, mert az A'F"G' D’ ivaz A'I'J B
ivvel az s’ tengelyre collinear, vagy ha ezt mas uton akarjuk meg-
érteni: az MIJ siknak, a ¢ kor sikjanak és az d ellipsis sikjanak
metsz$ egyenesei s, IJ, F'G egymast ugyanegy pontban metszik,
tehat az I.J , I"G' metsz&pontja az s'-6n van.

Minthogy a ¢' kérnek F G szelbje és a d’ ellipsisnek F'G sze-
16je egymast az s’ egyenesen metszik, az F' I, G'G sugarak pedig
parhuzamosak (a fénysugar 1-s6 képével) és ez a jelenség minden
az G, @' pontokon Keresztiill mend és az s'-ben talalkozé szels-
parnal bekovetkezik : a ¢’ kér a d’ ellipsisnek a perspectiv helyzetii
affin alakzata.

Ennek egyszerii kvetkezménye, hogy a d’ ellipsis mellékten-
gelye a ¢’ kor atmérGjével egyenls. E szerint a d’ ellipsis tengelyeit
a D' pontbdl és a ¢’ korbdl ekkép szerkeszthetjiikk: a ¢' kérnek az
MD' egyenessel parhuzamos érintdje E‘E’-a ¢' kort az E' pontban
érinti; E' D' egyenes a ¢’ kort még egy pontban taldlja; ez utdbbi
pontnak 6sszekotd egyenese az M-mel, az E ' érintét a d' ellipsis
melléktengelyének végpontjdban E-ben metszi. EO' | MD’ a d
cllipsis melléktengelye, s mert az M annak egyik gyudjtépontja, azért
M'E’ vonaldarab egyenlé d° félfGtengelyével.

A d ellipsis 2-dik képe d’/ szintén ellipsis lesz (mit azonban
egészen elemi uton bebizonyitani nem tudunk); d‘/ pontjainak érin-
16inek, kapcsolt atmérdinek, legalacsonyabb pontjanak (G*), azon
pontjadnak (K'), melynek érintGje a képtengelyre merGleges, stb.
szerkesztése, az 4brabdl lathato.

172. — 170. feladat. Szerkesziends egy e egyemes P, Q met-
szbpontja egy kippal, valamint egy hengerrel,
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Megoldas. (203. és 204. abrak.) Az e egyenesen keresztiil oly
sikot fektetlink, mely a kupot, illetve a hengert alkotdék szerint
metszi. A metszdsik tehat a kup csicsan megy keresztiil, illetve a
hengernél, annak alkotdival parhuzamos. A metszdsik a vezérld
vonal sikjat egy E, Fy egyenesben, a vezérlS vonalat az 4, B pon-
tokban metszi; az A, B pontokon Keresztiil mens alkotéknak
metszipontjai az e egyenessel a keresett P, @ pontok.

Végezziik be e konyvet a kdvetkezs szerkesztéssel :

203. dbra.

178. —— 171. feladat. Egy fiilke drnyékdnak szerkes:tése.

Megoldas. (205. abra.) A fiilke alakjarél ekkép szerziink fogal-
mat : Egy forgashengert képzeliink, melynek tengelye az 1-s6 képsikra
merGleges ; ezt az 1-s6 képsikkal a ¢ korben és az 1-s6 képsikkal
parhuzamos sikkal a BHJ korben metsziik. A hengerbe beirunk
egy gbmbot, mely azt ez utdbbi kor szerint érinti; a gombnek azt a
felét eltavolitjuk, mely a ¢ és a BHJ kor sikja kozott van; végre a
hengert és a megmaradt félgombot a henger tengelyén keresztil
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fektetett sikkal két részre osztjuk; e részek barmelyikének belss
felillete képezi a fiillkét. A fiilke tehat egy félhengerdarabbdl és egy
negyedgombbdl van Osszetéve, melyek egymdst egy félkor szerint
érintik.

Ennek belfeliiletére az ABDHE hatarlévonal veti arnyékat,
és pedig: az AB hengeralkot6 az 1-s6 képsikraés a B pontjan keresz-
tll mend alkotéra, a BH koriv még a hengerre veti arnyékat, de egy

204. abra.

BDH térgorbére, végill a HE koriv a gomb HE korivére veti
arnyékat,

Az AB hengeralkoténak vetett arnyéka, fénymenti sikjanak
metszése AB’ az 1-s8 képsikkal és a hengerrel; a B pont B-be veti
arnyékat.

A BDH iv egyes pontjainak, pl. a D pontnak vetett arnyékat
megkapjuk, ha a hengert a D pont 1-s6 projicialé sugaranak fény-
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ezen alkot6n van a D pontnak vetett arnyéka D.

A HE korivnek vetett Arnyéka a gomb belfeliilletére egy HE
fékornek ive. Az a k, kor, melyen a HE iv fekszik,a 2-dik képsikkal
parhuzamos. Ha az O kozéppontjan keresztill mend fénysugdrnak
2-dik projicial6 sikjat 3-dik képsiknak valasztjuk, és erre vonatko-
zblag a gombnek és a fénysugarnak 3-dik képét (ez utoébbi O“F"")

205, abra.

meghatdrozzuk,akkor a 144.feladat alapjan megkapjuk annak azellip-
sisnek féltengelyeit 0“E”, O”F"-6t, melyen a HE ivnek 2-dik képe
fekszik. Magat a H" pontot az 0"J" egyenesen abbdl a koriilmény-
b6l szerkeszthetjitk, hogy a %“; kor az E“H"F" ellipsissel affin
(F“1/(0“J", az I pont az O“E" egyenesen van, O“H"//IF”,
I{”.TI”//O”F”).

A BDH gorbe D pontjanak érintSje metszdvonala két siknak :
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az egyik a D pontnak, mint a fiilke hengerén fekv6 pontnak érint&-
sikja, a masik szintén a I pontnak, mint azon hengeren fekvo
pontnak érintdsikja, melynek vezérl6 vonala a %, kor, alkotdi pedig
a fénysugéarral parhuzamosak. Az 1-s6 érintGsik projicialé az 1-s6
képsikra ; nyomai D'V’, V'V”; a masodik érintdsik keresztiil megy
a D alkotén és a D pontnak, mint a k,-n fekv6é pontnak DP érintG-
jén, mely a 2-dik képsikkal parhuzamos. Ez utébbi siknak tehat
2-dik nyoma U”V*”//D”P, ha U” a DD egyenesnek 2-ik nyoma. A
két érintdsik 2-dik nyomanak metszGpontja V*/, és ezen megy keresz-
tiil a BD"H" gorbe D" pontjanak érint&je.



FUGGELEK

A trieder descriptiv megoldésa.

A trieder fogalma: Harom sik, melynek véges tiavolban
egy kozOs pontja van, a tért nyolcz részre osztja; e részeket
trieder-térnek vagy roviden #rieder-nek nevezziik.

Hogy e nyolcz triedert egymastdl megkiilonbodztessiik, je-
16ljik a felvett harom sik kozods pontjat, a triederek kozos csicsdt
M-mel, a harom:sik harom metsz8egyenesének az M pontt6l ha-
tarolt egyik részét a, b, c-vel, a masik részt megfelelSleg a’, ¥/,
c’-vel. E hat félsugar abc, a’b’c’ tizenkét szoget (szogfelliletet) ha-
taroz meg, melynek t. i. ama félsugarak szarai; ezek: (ab), (bc),
(ca), (ab'), (ac'), (bc"), (ba’), (ca’), (c¥), (@'¥"), (b'c’), (c'a’). Harom
ily szbg, melynek paronként koz0s szdra van, egy triedernek
hatérlapja vagy r6viden lapja, a szogek szérai a triedernek élei.
A harom siktél meghatarozott nyolcz trieder kovetkez6: M(abc),
M(abc'), M(ab'c), M(a'bc), M{a'b'c’), M(a'b'c), M(a'bc'), M{ab'c’),
hol M az egyes triederek csucsa, a zardjelben levé betlik pedig
annak élei.

Egy trieder csiicstriedere az a trieder, melynek minden éle
az elGbbi élének kiegészitdje egy teljes sugarra; egy trieder mellék-
triedere pedig az, melynek egy vagy két éle az eredetivel kozOs,
ellenben a masik két-, illetve egy éle az eredetinek kiegészitGje
egy teljes sugarra.

Igy az el8bbi nyolcz trieder koziil az M{abc) triedernek cstics-
triedere M(a‘b’c’), melléktriedere pedig a tobbi hat. —-

Egy trieder minden élével a masik két élen keresztiil mend lap
Szemben fekvs, A trieder két-két élét6l képezett szoget a trieder
oldalanak, és két-két lapjatél bezart azon szdget, melynek szog-
terében a trieder bennfoglaltatik a trieder szogének, az oldalakat
és szogeket egylittvéve a trieder alkoté részének nevezzik. A trieder
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egy oldala mellelt fekvé-nek nevezziik azt a két szdget, melynek
egyik hatarlapjat, az oldalon keresztlil mend lap képezi; a har-
madik szog az oldallal szemben fekvé.

E szerint az M{abc) trieder oldalai a
(b¢) =a, (ca)=0"b, (ab)=rc¢
szbgek, és ezen oldalakkal szemben fekvl szogek
(ba, ac) — =, (cb, ba) — B, (ac, cb) =«

Ha ama nyolcz trieder koriil, melyet harom sik hatardl, egy-
nek oldalai és szogei ismeretesek, akkor a tobbi hétnek is isme-
retesek oldalai és szogei. Ugyanis a csucstriedernek oldalai €s szogei
az eredetiével megegyez&k, a melléktriedereknek pedig egy oldala
és a véle szemben fekv§ szog megegyezs, a masik két oldal és
szog pedig az eredeti két oldalnak és szognek kiegészitje.

Igy, ha az M(abc) triedernek oldalai és szogei a, b, ¢, «, B, v,
akkor az M(a'bc) és Mab’c’) melléktriedernek oldalai és szogei:
a, 2R—b, 2R—¢, 2, 2R—B, 2R—¥.

Minden trieder oldalainak 6sszege a 4R = 360° és 0° kozott,
a szogek Osszege pedig a 6R és 2R kozo6tt van,

Ugyanis a fels§ hatdrndl a trieder éleinek és lapjainak ugyan-
egy sikban kellene fekiidni; az ily lapok azonban nem képeznek
egy tulajdonképi triedertért, hanem egy elkorcsosultat. Az alsé
hatarnal a trieder élei parhuzamosak; a trieder csucsa végtelen
tavol van, az oldalak Osszege 0° a szbgek Osszege 2R. Az ily
lapok azonban szintén csak elkorcsosult triedertért (harom oldalt
hasabtért) képeznek, mert a tulajdonképi triedernek csicsa véges-
ben van. Ha az ily elkorcsosult triedernek egyik lapjat a szemben
fekvS élre merGleges g egyenese koriil forgatjuk, akkor a forgd
lap a masik kettével, mar tulajdonképi triedertért képez. De a
forgatasnal a forg6é lap hajlasszoge a masik kett6hoz kiilon kiilén a
forgassziggel egyidejlileg nagyobbodé sziget képez, és ezérta trieder
sz0gOsszegére nézve 2R megmarad alséhatarnak. — Az oldalakra és
szogekre nézve még megjegyzendl, hogy barmily két oldalnak
Osszege nagyobb (tehat kiilonbsége kisebb) a harmadiknal, és
barmily két szégnek Osszege kisebb, mint a harmadik szignek és
két derékszognek Osszege, mert kiilonben a melléktriederének
oldalosszege folulmulnd a négy derékszbget és a szbg Osszege a
két derékszog alatt maradna.

A trieder descriptiv megolddsara vonatkozé felada-
tok, a triedert meghatarozé harom alkoté részbsl, a hianyzé
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harom alkot6 rész szerkesztését kivanjak. E szerint az M(abc)
trieder alkot6 részei, t. i. abc oldalai és 8y szbgei kozlll a kdvetke-
z6k lehetnek adva:

1. egy oldal és a két mellette fekvs szég, pl.: b, «, v,
2. két oldal és a koézbezart szog, pl. . . . a, b, 7,
3. a harom oldal S T (R
4. a haromszég . . . a B v,
5. két oldal és az egyikkel szemben fekvo szog, pl qa, b, «,
6. két szog és az egyikkel szemben felvd oldal, pl. v, =, q,

és ezekbdl kell a hdrom hidnyzo alkotd részt szerkeszteni.

E feladatok megoldasaira vonatkozolag altalanossagban a
kovetkezGket mondhatjuk: A trieder egyik, pl. az [ac] hatarlapjat
az 1-s6 képsikba helyezziik olyképen, hogy a [bc] hatarlapja a
2-dik képsikra meréleges legyen. A harmadik hatarlap [ba], ekkor
a képsikok irdnyaban egy Altalanos helyzetd sik, melyet a feladat
adataibdl kell megszerkeszteniink, Ha ez megtértént, akkor a
trieder hidnyz6 alkotd részei, melyek ismert egyenesek vagy sikok
hajlasszogei, az 4brazolé geometria altalanos modszerével meg-
allapithatok.

Térjiink az egyes feladatok megoldasaihoz:

1. Adva van egy triedernek M(abc)-nek egy oldala és a két
e mellett fekvs szdg b, a, v ; szerkeszsziik a hidnyzé alkotd részeket
3, a, ot

Megoldds. (206, abra). A trieder [ac] lapjat az 1-s6 képsik-
ban képzelem elhelyezve akképen, hogy a c¢ éle az x képtengelyre
merdleges legyen; az a és a ¢ él ekkor egybeesik 1-s6 képével
és az 1-s6 képben bezarja a b szoget.

Az a, ¢ egyenesek az [ub), illetve [cb] lapoknak 1-s8 nyomai;
ezeknek 2-dik nyoméat AB és CDB-t az « és vy 1-s6 képsikszogbOl
akkép hatarozzuk meg, hogy az 1-s6 képsik folott 1évs félsikjai
az ac és ca félsikkal képezzék az « és v szoget. Ezutan felkeres-
siik az [ab], [cb] sikok b= MB metszévonalanak MB' == V',
OB = b" képeit; ebbdl a (ba) = ¢, (bc) = a szbgeket, végre az
{ab], {bc] sikok hajlasszigét .

Leboritjuk tehat a & egyenest ¢ és a koriil forgatva az 1-s6
képsikba, a b, és b* helyzetbe (a B pont hasznalataval);
(bie) AL = a,(b,"a) <L = c¢. A b él egy tetszés szerinti P pontjanak
leboritott helyzete a 6, és b *on legyen P. * (MP, = MP*);
e pontokban a b, és b,* re emelt mer(’)’legesek acésadéeaH G
pontokban metszik. A HG, HP,, GP,* oldalakbdl képezett H(P)G
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haromszog congruens a HPG haromszoggel, és mert HP és
PG _|_b-re, azért HG | _b'-re és HPG < = H(P)G < = f.

2. Aava van egy M(abc) triedernek két oldala és a kozbe
zdrt sz6g a, b, v; szerkesztendSk a hidnyzo alkoto részek a, 3, c.

Megoldds, (206. abra.) Legyen a trieder akképen elhelyezve a
képsikok iranyaban, mint az 1-s6 feladatnal. Ismerjlik tehat a trieder-
nek c élét, mely merSleges x-re; a élét, mely c-vel a b szoget képezi;
az [cb] sik 1-s6 képsik szogét v-t, melybsl [cb] szerkeszthets. De
ismerjiik tovabba az a oldalt, tehat a ¢ koriil az 1-s6 képsikba lebo-

206. dbra.

ritott & él leboritott helyzetének b,-nek hajlasszogét c-hez, melybél
b-t képeiben: MB’ — b’, CB = b* szerkesztjiik. Az ab egyeneseken
keresztlil mend [ab] siknak nyomai a — MA és AB. A trieder
hidnyz6 alkot6 részei: « az [ab] sik 1-s6 képsikszoge, 8 az [ab], [cb|
sikok hajlasszoge, végre ¢ az ab egyenesek hajlasszdge, mint az abra-
bél latjuk, konnyen szerkeszthetd.

3. Adva van egy M(abc) triedernek hdrvom oldala a, b, ¢;
kevesendd a hdvomszog o, B, ¥.

Megoldds. (206, abra.) A triedert a képsikok iranyaban szintén
ugy helyezziik el, mint az elgbbi feladatoknal : a ¢ él merdleges #-re,

a (ca) = b.
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A [bc] és |ab] sikokat most 1-s6 nyomukbol, ¢ és a-bdl, vala-
mint azon viszonyokbol szerkesztjiik, hogy metszGvonaluk b, a ¢
és az ¢ nyomokkal a és ¢ szdget képezi. A ¢ mellé visszik az a
szoget, ennek hidnyzo szara b, ; az a mellé a ¢ szoget, ennek hianyzé
szdra b,*. Ha v. az x tengelyt egy B, pontban metszi és B,* a b,*-on
akkép van megallapitva, hogy MB, — MB,* akkor a B,, B,* pon-
tok a b €l egy B pontjanak leboritott helyzetei a [cb] és fab] sik ¢
és a nyoma koriil az 1-s6 képsikba. A B, pont ¢ koriil forgatva egy
k kort ir le a 2-dik képsikon, melynek 1-s6 képe x: a B,* az a koriil
forgatva szintén egy kort ir le, melynek 1-s6 képe a B,* pontbdl az
a-ra bocsatott merbleges B *KB’. Ez utdbbi az x-et a I3 pontnak
1-s6 képében DB‘-ben metszi, melyb&l B-nek helyzete a k koron és
igy a MB = b él, valamint annak MB’ = b’ és CB = b" képei.

A trieder hidnyzé alkot6 részei vy, =, 3 ezutdn szerkeszthetdk,
mint az [ab)], [bc] sikok 1-s6 képsikszogei és hajlasszoge.

4. Adva van az M(abc) triedernck havom szioge «, B, v ; szer-
keszsziik a hdarvowm oldalt a, b, 1.

Megoldas. (207. abra). A trieder [bc] lapjat ismét a 2-dik kép-
sikra projicialé sikban vessziik fel, melyet 1-s8 képsikszogébdl v-bdl
szerkeszthetiink ugy, hogy 1-s6 nyoma ¢ . x, és (CB, x) < = 1.
Az [ab] lapot most akképen kell elhelyeznuink, hogy 1-s6 képsikszoge
% legyen és a [bc] sikkal § szoget képezzen,

E végbll egy a 2-dik képsikra projicidld 8 = /s,, s,] sikot
szerkesztiink, melynek 1-s6 képsikszoge (a [bc/ sik felé) «. E sik
jelenleg a [bc] sikkal egy oly szoget képez, mely («-)-nak kiegészitd
szbge, tehat kisebb, mint a triedernek adott § szége. E sikot egy az
1-s6 képsikra merSleges tengely koriil addig forgatjuk, mig nem
képez [bc]-vel b szoget. A forgatastengelyt -t a [bc] sik C tengely-
pontjan tehetjiik keresztiil.

A C pontbdl az 8§ sikra bocsatott merdlegesnek talpat L-lel
jelolvén, egy CLN derékszogl haromszoget szerkesztiink, melynek
L-nél levé CLN szoge az adott §, tehat LN= CLsin . A CL egye-
nest (és a rea meréleges S sikot) a ¢ tengely kortl addig forgatjuk,
mig L pontja a [bc] siktdl nem lesz LN tavolsagra; ekkor ugyanis
('L a [bc] sikkal (90° — {£) szbget, és a rea merGleges S sik £ szoget
képez. Az L pontot tehat a [bc] sikkal parhuzamos és attol LN
tavolsagra levé U = [u,, #,] sikba kell forgatnunk (91. feladat). E
forgatasnal L a k koron mozog, és forgatott helyzetének Li-nek
képei L/, L.". Az L, pontban a CL, egyenesre merdlegesen all6 sik,
melynek nyomai a g f6vonallal lettek szerkesztve, mar a Kkivant
helyzet( [ab] lap. E sik a [bc] sikot a trieder b élében, 1-s6 nyoma a,



-— 286 —

a ¢ egyenest a trieder M csucsaban metszi; a keresett oldalak a &,
ca, ab egyenes parok a, b, ¢ szogei, melyek a 206. abra folytin
kénnyen szerkeszthet8k. —

A triedernek eddig targyalt négy feladata olyan volt, hogy
azokat az adatok barmily nagysaganal megoldhattuk, hacsak az
oldalosszeg és szOgisszeg ismert hatarait nem 1épték tul, és barmily

207. dbra.

két oldal Osszege (3.feladat) nagyobb volt a harmadiknal, végre
barmily két szdg Osszeg kisebb volt két derékszdg és a harmadik
sz0g Osszegénél. Az adatok a mellett csak egyfélekép hataroztak
meg a triedert, azaz a szerkesztések a hidnyzé alkoté részeket csak
egyféle nagysagban szolgaltattdk. A kovetkezd két feladat abban
kiilonbozik az el6bbiektSl, hogy adatai bizonyos nagysaga mellett
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a feladatnak 2, 1 vagy O szamu megoldasa lehet, s ezért e feladatok
az ugynevezett kétes esetiiek (casus ambiguus!).

Térjiink ezeknek megoldasihoz, tehat:

5. Adva van egy triedernck, M(abc)-nek, két oldala és az
cgyikkel szemben fekvé sz0g a, b, x; szerkesztendok a hidnyzé al-
koté rvészek P, ¥, <.

Megoldds. (208. abra.) A [ca] lapot ismét az 1-s6 képsikba
helyezzitk ugy, hogy a ¢ €l az ¥ tengelyre legyen meréleges. Az

208, abra.

[ab]tapnak ismeretes 1-s6 nyoma a, és 1-s6 képsikszoge = ; ebbdl a
2-dik nyom BA szerkeszthets. Az a oldalbél a [bc] lapban fekvé
b élnek ¢ koriil leboritott helyzete b, meghatarozhaté (b,c) < = a.

Elhelyezvén ekképen az a, b, » adatokat a b, egyenest a ¢ €l
koriil addig forgatjuk, mig a forgatott &, bele nem jut az [a, AB]
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nyomokkal meghatarozott sikba. Ez akkor kévetkezik be, a mid6én
a (b,, ¥) = b, pont, mely a forgatas alkalmaval a 2-dik képsikon a
C kozépponti %k kort irja le, az ADB nyomba nem jut. Minthogy
pedig a k kor az A B nyomot 2, 1, vagy O-szor metszheti az x tengely
folott, a feladatnak ezen eseteknek megfelelleg 2, 1, vagy O szamu
megoldésa lehet.

Az 4bra azt az esetet mutatja, a mid6n & az AB egyenest két
pontban, B, B-ben metszi. Ekkor tehat két trieder keletkezik: az
egyik M,(abc), a masik M(abc); az 1-s6nek egy szige és oldala
(b"x) = v, (ab*) = ¢, a masiké (b"x) =y, (ab,”) = ¢; a hidnyz6
szog £ és B a [c, b"] és [¢, b"/] nyomokkal meghatarozott siknak
hajlasszoge a [BAM)] sikhoz.

Feltételezvén, hogy az a és b oldalak hegyessziguek, a CB,
sugarud k kor akkor metszi csak 1-szer az 4B egyenest x tengely
folott, ha a > b, ellenben 2-szer, 1-szer, vagy 0-szor metszi,haa < b.

Mig ha az a és b oldalak tompaszigriek, az M(abc) trieder
egy melléktriederének — pl. az M(abc’)-nek — ismert oldalai és szoge
2 R—qa, 2R—Db, 2R —a, melyek kozil a két els6 hegyes. Az
M(abc’) triedernek, tehat M(abc) nek is akkor van csak egy meg-
oldasa, ha 2 R—a > 2 R—b, azaz b > a; ellenben 2, 1 vagy O
megoldasa van, ha b < q.

A midén tehat a trieder meghatarozasara szolgal6 adatok : két
oldal és az egyiknek szemben fekvé szoge, ugy a feladatnak csak
egy megolddsa van, ha a szoggel szemben fekvd oldal nagyobb,
mint a masik és az oldalak hegyesszogliek, vagy kisebb, mint a
masik és az oldalak tompaszoglek, — kiilonben a feladatnak 2, 1,
vagy O szamu megoldasa lehet.

6. Adva van egy triedevnek, M(abc)-nek, két szige és az egyik-
kel szemben fekvé oldal vy, a, a; szerkeszsziik a hidwyzd alkotd
részeket b, ¢, B-1.

Megoldds. (209. abra.) A trieder [ac] lapja legyen az 1-s6 kép-
sik ; a [cb] lapjat akkép helyezziik el, hogy ¢ nyoma a képtengelyre,
z-re, merdleges legyen és BC 2-dik nyoma x-szel ¥ szoget képezzen.
A ¢ él mellé vissziik az a oldalt (B,MC< =(b,c)<J =aqa) az 1-s6
képsikon. A b, egyenest a [c, BC| sikba forgatjuk a ¢ kériil; forga-
tott helyzete b, ennek képei &' — MB’, b = BC. A BD’ egyenest
egy forgaskup tengelyének tekintjiik, melynek alkot6i és érintGsikjai
az 1-s6 képsikkal « sz6get képeznek. E kip metszése az 1-s6 kép-
sikkal a » kor (ennek kozéppontja B', sugara BB’ coigx egyenlé a
BB'E, derékszogl haromszdgnek BE, befogbdjaval ha BE.B’

A b egyenes 1-nyomabdl, M-bél, a x-hoz hiizhaté érinték a, a,
a forgaskup érintGsikjainak 1-s6 nyomai; e sikok a meghatarozando
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triedereknek, M(abc) és M(abc)-nek, harmadik lapjai, ha mindkét
siknak 1-s6 képsikszoge a triedertér felé az adott o sz6g, mint a
209. dbraban. (A 206. abra adatai mellett az M pontbél a » kérhez
vonhatd érinték kozil csak az a érintdé adna egy ily siknak 1-s6

209, dbra.

nyomat!) E sikoknak 2-dik nyomai BA és B4 ; 1-s6 nyomuk a ésa
a c-vel a hianyz6é (ac) = b és (dc) = b oldalt hatdrozzak meg.

Ha ezutan a b egyenest az a, illetve a koriil az 1-s6 képsikba
forgatjuk a b* és b* helyzetbe (a I pont segélyével), akkor az
(ab*) és (ab*) szigek a keresctt triedereknek harmadik oldalai ¢, ¢

KLUG : Abrazolé geometria.
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lesznek. A hidnyzé § és  szogek, a [c, UB] siknak hajlasszogei a
| BAM)| és (BAM)] sikkal.

E feladatnak ismét csak egy megolddsa van,ha az adott oldal-
lal szemben fekvd szdg hegyesszogli és nagyobb, mint a masik
adott szdg, vagy tompaszoégli és kisebb, mint a masik adott szog,
— kiilonben a feladatnak 2, 1, vagy C szdmu megoldasa lehet.

Polaris-triederek. Lattuk az el6bbiekben, hogy egy trieder
csucs-triederének oldalai és szOgei az eredetinek oldalai és szogeivel
megegyezdk. A két trieder ugyan nem congruens, hanem az egyik
a masiknak tiikorképe lehet egy siktiikérre vonatkozédlag, Lattuk
tovabb4, hogy egy trieder mellék-triederének két oldala és az ezek-
kel szemben fekvl szdgek, az eredeti trieder két oldalanak és az
ezekkel szemben fekvé szogeknek kiegészit6i két derékszogre, mig a
harmadik oldalak és szdgek megegyezdk.

Lehet azonban egy oly triedert is képzelniink, melynek &sszes
oldalai és szigei egy masik trieder szégeinek és oldalainak kiegészit&i
két derékszogre. lly két triedert polaris-triedereknek neveziink. Ezek-
rél fogalmat szerezhetiink, ha egy M(abc) triedertérben egy M, pontot
vesziink fel és ebbdl az M{abc) trieder |bc], [cal, [ab] lapjaira a,, b, ¢,
merdleges félsugarakat bocsatunk. Minthogy az M (a,b,c,) trieder
élei merGlegesek az Miabc) trieder lapjaira, tehdt egyszersmind
amannak lapjai is mer6legesek ennek éleire : az M,(a,b,c,) trieder az
M pontbdl ép gy hatarozza meg az M(abc)-t, mint az M.abc) és az
M, pont az M, (a,b,c,)-et.

Az ily két triedernek, mint a szerkesztetteknek, meg van az a
tulajdonsaguk, hogy az egyiknek oldalai és sztgei a masiknak sz6-
geit és oldalait két derékszoggé egészitik ki, azaz polaris-triederek,

Egy trieder polaris-triederének alkalmazasaval az el6bb targyalt
hat feladat koziil az 1-s6, 3-dik és 5-dik feladatnak megoldasa meg-
felelleg a 2-dik, 4-dik és 6-dikra vezethet6 vissza és viszont. Igy pl.
ha egy triedernek harom szdge ismeretes és ebbdl a hdrom oldalt
kell meghatédrozni, akkor a harom adott szognek kiegészit6i két
derékszogre, a keresett trieder polaris-triederének oldalai. Ha e
polaris-trieder oldalaibdl a 3-dik feladat szerint a szogeket meg-
szerkesztjiik, akkor ezzel megkaptuk az eredeti trieder ovldalainak
kiegészitd szogeit két derékszogre. E szerint a polaris-trieder alkal-
mazdsaval a triederek megoldasaira vonatkozé hat feladat haromra
reducalhato.






